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Изучены новые магнитные структуры в двумерной модели Гейзенберга классических спинов.
Предложена оригинальная подстановка, которая позволяет свести уравнения, соответствующие
модели, к интегрируемой системе нелинейных ОДУ. Полученное таким образом решение можно
охарактеризовать как “вихревую полосу” или кольцевой вихрь. Его отличительные свойства – ко-
нечные размеры области определения, в которой оно может существовать, ограниченность полной
энергии и отсутствие центра вихря при наличии вихревой структуры.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Вихреобразные распределения параметра по-

рядка (вихри) широко используются в физике
конденсированных сред. В теории магнетизма к
таким структурам относятся плоские вихри, ин-
стантоны и скирмионы [1–4], предсказанные
много лет назад в двумерных магнетиках. Поми-
мо академического интереса такие структуры
важны для возникающей спинтронной промыш-
ленности, где они рассматриваются как перспек-
тивные объекты для переноса и хранения инфор-
мации. Гамильтониан, определяющий магнит-
ные структуры в ферромагнетиках, учитывает
довольно много взаимодействий (таких как об-
менное, магнитостатическое, диполь-дипольное,
взаимодействие Дзялошинского–Мори, взаимо-
действие с внешним полем, и т.д.), которые обра-
зуют определенную иерархию. Однако наиболь-
ший вклад вносит энергия обменного взаимодей-
ствия Гейзенберга. Поэтому один из подходов к
исследованию новых магнитных состояний за-
ключается в минимизации обменной энергии
Гейзенберга и получении тем самым метаста-
бильных состояний, дальнейшая динамика кото-
рых определяется следующими по значению чле-
нами иерархии гамильтониана. Отметим, что
магнитные вихри являются частным случаем де-
фектов, изучаемых в физике конденсированных
сред, которые наблюдали и исследовали в различ-
ных средах достаточно давно. Исторически ис-
следование вихрей прежде всего связано с гидро-
динамикой, в которой гидродинамические вихри
визуально наблюдаемы, а вихревая динамика со-

ставляет существенную область общей гидроди-
намики [5]. Начиная с работы Гельмгольца 1868 г., в
гидродинамике были исследованы различные ти-
пы вихревых структур [6, 7], среди которых осо-
бый интерес представляют вихревые образова-
ния, существующие в ограниченной области на
плоскости, вне которой течение жидкости потен-
циально.

Цель этой работы – предсказать и исследовать
новые типы вихревых метастабильных структур в
двумерном ферромагнетике.

В континуальном приближении статические
магнитные структуры определяются минимиза-
цией энергии

с плотностью

(1)

для единичного вектора намагниченности
 и уравнениями

(2)

в безразмерных переменных. Далее для описания
структур удобно воспользоваться следующей па-
раметризацией единичного вектора n:

=  0E E dxdy
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где   – сферические координаты. Тогда урав-
нения (2) записываются в простом виде:

(3)

(4)

Модель Гейзенберга (1) для классических спи-
нов часто называется -моделью в трехмерном
пространстве, она имеет многочисленные прило-
жения в теории поля и физике жидких кристал-
лов [8]. Уравнения модели инвариантны относи-
тельно группы спиновых и пространственных
вращений  что и позволяет найти
широкий класс вихревых структур в аналитиче-
ском виде. Обсудим вначале кратко характерные
особенности известных решений уравнений (3),
(4), чтобы подчеркнуть их отличие от результатов
этой статьи.

2. ХАРАКТЕРНЫЕ ОСОБЕННОСТИ 
ИЗВЕСТНЫХ ВИХРЕВЫХ РЕШЕНИЙ

Большинство известных вихревых решений
были найдены простыми подстановками. Про-
стейшим из них является плоский вихрь:

(5)

с целочисленным значением  Отображение
 имеет интересные особенности. Рассмот-

рим поведение  на любой замкнутой кривой
(например, окружности), окружающей начало ко-

Φ, θ

( )θ − θ ∇ =21Δ sin 2 Φ 0;
2

( )θ ∇ ⋅ ∇ + θ =2 cos θ Φ sin ΔΦ 0.

( )3O

( ) ( )×3 3 ,SO SO

( )πθ = = ϕ + ϕ ∈0,  Φ  
2

Q Q Z

.Q
ϕ → Φ

( )ϕΦ

ординат – центр вихря. Областью изменения пара-
метра порядка  является окружность (сфера ).
Поэтому  отображает окружность в окруж-
ность. При полном обходе окружности в плоско-
сти против часовой стрелки для однозначности 
функция  должна приобретать приращение,
кратное 

Как доказано в топологии, все отображения
 отображаются на классы, характеризуе-

мые целым числом

(6)

названным топологическим зарядом, который
остается неизменным при любых непрерывных
деформациях. Поэтому вихри (5) – топологиче-
ски стабильные конфигурации. Распределение
вектора  в плоскости (рис. 1) идентично распре-
делению вектора скорости несжимаемой невяз-
кой жидкости [6].

Так же, как в гидродинамике, начало коорди-
нат является особой точкой, где неограниченны
частные производные:   Поэтому

плотность энергии (1) пропорциональна  и
полная энергия вихря  в магнетике в образце с
размером  равна

(7)

где  – радиус кора (сердцевины вихря). На рас-
стояниях  неприменимо континуальное при-
ближение, и нужно использовать аппроксима-
цию решений или учитывать дискретность ре-
шетки.

Отметим важное обстоятельство. Известно,
что уравнения (2), записанные в независимых пе-
ременных   конформно инва-
риантны: если  является решением (2), то и

 с произвольной аналитической
функцией  также является решением этих
уравнений. Для непрерывности решений 
выбирают рациональной функцией от  Это уни-
кальное свойство позволяет из известного реше-
ния получать целое семейство решений. Поло-
жим  Тогда формула

(8)

описывает два вихря с центрами в точках
  и с одинаковым топо-

логическим зарядом  (рис. 2). Прямые вычисле-
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Рис. 1. Распределение вектора  в плоскости для
плоского вихря при 

n
= 1.Q
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ния показывают, что энергия  их взаимодей-
ствия равна

Следующей популярной вихревой структурой
является инстантон [4]. Подстановка 

 приводит к нетривиальному решению
(рис. 3):

(9)

Такие двумерные структуры с однородной
асимптотикой на пространственной бесконечности

(10)

характеризуются другим топологическим заря-
дом [4].

-Плоскость вместе с бесконечно удален-
ной точкой   (расширенная плос-
кость) топологически эквивалентна двумерной
сфере  Поле  осуществляет отображение

 расширенной плоскости на сферу 
которая также является двумерной. Когда коор-
динаты  пробегают плоскость, вектор  по-

крывает сферу   раз.

intE

= π 2
int ln .bE JQ

l

( )θ = θ ,r
( )= ϕΦ Φ

( )θ = = ϕ ∈12 arctg , Φ .Q Q Q Z
r

( )→ = ±0 0,0, 1n n

( ),x y
= ∞,z = +  z x i y

2.S ( ),x yn
→2 2S S =2 1,n

( ),x y n
=2 1n Q

Степень отображения или топологический за-
ряд  вычисляется по формуле [4]:

(11)

где  – двумерный антисимметричный тензор
( ). Магнитные структуры инстантонов име-
ют две уникальные особенности. Во-первых, из
теоремы Хоббарта–Деррика [9–11] следует, что
локализованные двумерные магнитные структу-
ры в соизмеримых ферромагнетиках с конечной
энергией существуют только в обменном прибли-
жении. Плотность энергии инстантона (9) конечна:

(12)
Вторая особенность связана с взаимодействи-

ем инстантонов. Положим  и конформным
преобразованием  из структу-
ры (9) получим двухвихревое решение:

(13)

с центрами вихрей в точках с координатами
 и 

Для вихревых спиралей [11–13] поля   зави-
сят от линейной комбинации  с раз-
личными постоянными  

(14)

Энергия спирального вихря, как и для плоско-
го вихря, пропорциональна  В итоге все
описанные выше вихри имеют центр – начало
координат, и областью их определения является
вся плоскость.

Q
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Рис. 2. Распределение вектора  в двухвихревой
структуре.

n

Рис. 3. Распределение вектора n в инстантоне при
= 1.Q
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3. НОВЫЕ ТИПЫ ПЛОСКИХ ВИХРЕЙ 
В ДВУСВЯЗНОЙ ОБЛАСТИ

Как уже отмечали во введении, в классической
гидродинамике исследованы вихревые движения
жидкости в односвязных ограниченных областях
плоскости. Эти структуры были найдены реше-
нием линейных уравнений и применением аппа-
рата теории аналитических функций.

В ходе анализа новых типов вихрей нелиней-
ных уравнений (3), (4) мы используем новую под-
становку:

(15)( ) ( )( )θ = θ = ϕ + θ ∈, Φ , ,r Q G r Q Z

которая позволяет сравнительно просто получить
решения в неявном виде. После перехода к по-
лярной системе координат и применения подста-
новки (5) уравнения (3), (4) приобретают следую-
щий вид:

(16)

(17)

Исключение  из системы (16), (17) позволя-
ет выразить  как функцию от   

[ ] ( )( ) ( ) ∂ ∂ θ − θ θ ∂ θ + = 
 

2
21 1  sin 2 ' 0;

2r r r
Qr G

r r

( ) ( ) ( )( ) θ θ ∂ θ + θ ∂ θ ∂ θ =  
2 12 cos   ' sin   ' 0.r r rG rG

r

∂ θ2
r

∂ θr θ, ( )θ' ,G ( )θ" :G
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 − θ θ θ ∂ θ = ±
 θ θ + θ θ + θ θ θ 

1
22

32

' sin sin 2
.

2 2  ' cos " sin 1 2 ' sin sin 2
r

Q G

r G G G

Подстановка (18) в любое из уравнений (16),
(17) приводит к замкнутому обыкновенному диф-
ференциальному нелинейному уравнению отно-
сительно 

(19)

Помимо тривиального решения 
из которого следует структура (9), другое решение
уравнения (19):

(20)

( )′ θ :G
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θ θ + θ θ θ +
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1 4 1 cos cos , 0

G
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F U A U

с постоянными  можно получить после заме-
ны  в этом уравнении.

Выражения (18), (20) сразу определяют 

(21)

Ясно, что требование положительной опреде-
ленности функции  при конкретных значе-
ниях  и  ограничивает диапазон допустимых
значений поля  и, как мы увидим ниже, зада-
ет область существования структуры (15) в плос-
кости 

Далее мы будем рассматривать в качестве при-
мера следующий набор постоянных:

(22)

График функции  изображен на рис. 4.
Видно, что область допустимых значений поля

 при которой положительна  опре-
деляется интервалом 

Интегрируя (21), получим неявное выраже-
ние, определяющее поле 

(23)

где  – параметр,  – эллиптический инте-
грал первого рода с модулем  [14] и
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Обращение эллиптического интеграла в (23)
приводит к простой формуле

(25)

где  – эллиптическая функция с модулем
 [14]. Тогда  определяется прямым интегри-

рованием формулы (20):

(26)

где  – эллиптический интеграл третьего
рода [14]. Без ограничения общности далее бу-
дем рассматривать положительные ветви реше-
ний (25), (26).

Интервал вещественности поля  задает об-
ласть существования решения  на плоскости

 Из (13) сразу следует, что при выборе посто-
янных (11):

(27)

где  – полный эллиптический интеграл пер-
вого рода с модулем  [14]. Поэтому описанное
выше решение (13), (14) существует только в кру-
говой полосе, ограниченной двумя концентриче-
скими окружностями радиусов  и 

Интеграл

(28)

по любому замкнутому контуру  обходящему
начало координат внутри полосы против часовой
стрелки, равен, согласно (15),  и решение (15),
(25), (26) является вихревой круговой полосой,
которую уместно назвать кольцевым вихрем. Ее
примечательной особенностью, в отличие от из-
вестных ранее вихревых структур, является отсут-
ствие центра вихря, область определения струк-
туры ограничена. Кроме того, последнее обстоя-
тельство не позволяет классифицировать эти
структуры топологическим зарядом (11), так как
невозможно отобразить вихревую полосу в сферу

 и нет отображения  Вихревая природа
полосы отчетливо видна на рис. 5. Хорошо замет-
ны области с   и 

Другая важная особенность решения – огра-
ниченность полной энергии полоски. Как уже от-
мечалось, из теоремы Хоббарта–Деррика следу-
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ет, что локализованные двумерные магнитные
структуры в соизмеримых ферромагнетиках с ко-
нечной энергией существуют только в обменном
приближении. В нашем случае плотность энер-
гии (1) после подстановки (5):

(29)

с учетом соотношения

конечна во всем интервале  и не зависит от
размера образца. Так, для значений констант ин-
тегрирования (22) и :

и полная энергия

Предсказанные вихревые полоски могут на-
блюдаться на торцевой стороне сквозного нано-
цилиндра с поверхностной анизотропией на его
боковых поверхностях, согласованной с гранич-
ными условиями кольцевого вихря.

4. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 
КОЛЬЦЕВЫХ ВИХРЕЙ

Необычная структура описанных выше вихрей
влияет на их взаимодействие. Для их исследова-
ния положим  и применим, как и ранее, кон-
формное преобразование  В

( )

( ) ( )( ) ( )( )

θ= +

+ + θ θ ∂ θ

2 2

0

2 22

sin
2

1 1 ' sin
2 r

Q r
E

r
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( )1 2,r r

= 1Q

≈ ≈1 20.24 , 4.12 ,r a r a

≈ 2.09 .
2
JE

= 1Q
( ) ( )→ = − .z f z z z b

Рис. 5. Распределение векторного поля  в круговой
полосе при A = –1, U = 1.

n
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результате мы получим двухвихревую структуру.
Из-за специфики задачи в первую очередь изме-
нится область определения этой структуры. С
учетом (27) она определяется неравенством:

(30)

Видеофильм, иллюстрирующий непрерывное
изменение области (30) с увеличением параметра

 приведен в [15]. В нем ясно видна деформация
кругового кольца (рис. 6a). Сначала при 
внутренняя граница приобретает вид “восьмер-
ки”, и далее с ростом  “полость” кольца теряет
связанность. Затем при  внешняя граница
области также смыкается в точке, и при 
область существует в виде двух несвязанных де-

( )
( ) ( ) ( )( )

≤ ≤

= + − +
1 2

22 2 2

,,

, .

r r x y r

r x y x y x b y

,b
= 12b r

b
= 22b r

> 22b r

формирующихся колец, которые расходятся в
пространстве по мере роста параметра  (рис. 6в).
Видеофильм [16] иллюстрирует изменение век-
торного поля  двухвихре-
вой структуры при увеличении параметра  На
рис. 7 приведены начальное и конечное состоя-
ния поля для выбранного диапазона этого пара-
метра.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, мы показали, что в двумерном ферромаг-
нетике существуют новые типы вихрей, структура и
свойства которых отличаются от известных ранее
вихревых структур. Отличительные свойства новых
вихрей – конечные размеры области определе-
ния, в котором они могут существовать, ограни-
ченность полной энергии и отсутствие центра
вихря при наличии вихревой структуры. Заметим,
что кольцевые вихри могут наблюдаться в жидких
кристаллах. В этих средах уравнения для статиче-
ских структур в одноконстантном приближении
совпадают с (3), (4). Отметим, наконец, что все
описанные в статье вихри не исчерпывают все
многообразие вихревых структур в двумерном
ферромагнетике, так как не исследованы струк-
туры (помимо спиралей), где поля   зависят от
двух независимых переменных  

b

( ) ( )( )cos Φ , ,sin Φ ,x y x y
.b

θ, Φ
,x   .y

Рис. 6. Области определения двухвихревой структуры
при  (a),  (б),  (в).
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Рис. 7. Двухвихревая структура при  (а),
 (б).
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