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Методом Монте-Карло проведено компьютерное моделирование трехкомпонентной модели Потт-
са на гексагональной решетке. Рассмотрены системы с линейными размерами L × L = N, L = 20–
320 в единицах межатомной длины. На основе теории конечно-размерного скейлинга рассчитаны
статические критические индексы теплоемкости α, восприимчивости γ, намагниченности β и ин-
декса радиуса корреляции ν. Полученные данные подтверждают, что в рассматриваемой модели
Поттса на гексагональной решетке наблюдается фазовый переход второго рода с критическими по-
казателями, соответствующими классу универсальности трехкомпонентной модели Поттса.
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ВВЕДЕНИЕ
В физике конденсированных сред огромный

интерес вызывают как фазовые переходы (ФП),
так и связанные с ними критические явления
(КЯ). На разработку эффективной теории ФП и
КЯ были затрачены колоссальные усилия, и к на-
стоящему моменту времени в этом направлении
достигнут существенный прогресс. Наиболее
плодотворными в этой области оказались идеи,
заложенные в гипотезах скейлинга, универсаль-
ности и в теории ренормализационной группы
[1–5]. На их основе получено большинство важ-
нейших результатов современной теории ФП и
КЯ [2, 3]: установлены основные закономерно-
сти, наблюдающиеся в критической области, по-
лучены соотношения между критическими пара-
метрами, построены уравнения состояния и рас-
считаны значения критических индексов и
амплитуд [1, 4]. Кроме того, развит мощный ма-
тематический аппарат, оказавшийся полезным
не только для теории критических явлений, но и
ряда весьма далеких от нее областей физики.

Существенный вклад в строгую количествен-
ную теорию кооперативных явлений в спиновых
системах внесли также методы высоко- и низко-
температурных разложений [6, 7]. Было показа-
но, что критические индексы (КИ) не зависят от
величины спина, а если и зависят, то настолько

слабо, что этой зависимостью даже в хорошем
приближении можно пренебречь [6]. Получен-
ные закономерности позволили сформулировать
гипотезу универсальности для статического кри-
тического поведения: критическое поведение
(КП) зависит от размерности пространства (ре-
шетки), топологии параметра порядка, симмет-
рии гамильтониана, радиуса характерного взаи-
модействия.

Из этой гипотезы следует, что в рамках одного
класса универсальности для всех спиновых си-
стем, испытывающих фазовый переход второго
рода, критические индексы являются одинако-
выми. В один и тот же класс универсальности по-
падают столь непохожие, на первый взгляд, си-
стемы как жидкости, магнетики, сегнетоэлектри-
ки, сверхпроводники и другие. Кроме того, в
построении общей микроскопической теории
фазовых переходов играют важную роль точные
аналитические решения, которые получены для
весьма ограниченного числа решеточных моде-
лей. В 1925 г. Изинг нашел решение для случая
одномерной цепочки (в цепочке фазовый пере-
ход происходит при Т = 0) [8]. В 1944 г. Онзагер
получил аналитическое решение для двумерной
модели Изинга в нулевом внешнем поле и дока-
зал существование фазового перехода [9]. Точное
аналитическое решение также было получено для
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двумерной модели Изинга на треугольной и гек-
сагональной решетках в работе [10] и на решетке
кагоме [11].

Теоретические исследования показывают, что
в двумерных (q-компонентных) моделях Поттса
фазовый переход будет первого рода (со скрытой
теплотой перехода) при q > 4, и непрерывным (без
скрытой теплоты) при q ≤ 4. Результаты теорети-
ческих исследований [12, 13] ничего не говорят о
том, каковы критические показатели при q ≤ 4.
Это связано с тем, что теоретические подходы
при рассмотрении модели Поттса сталкиваются с
большими и труднопреодолимыми проблемами.
Двумерная модель Поттса с q = 3 и q = 4 до насто-
ящего времени не решена точно. Изучение маг-
нитных и тепловых свойств этих моделей на раз-
личных двумерных решетках имеет важное фун-
даментальное и прикладное значение. Многие
объекты и явления, наблюдаемые в физике кон-
денсированных сред, в частности, интеркаляция
атомов шелочных металлов в решетку графита, а
также адсорбция инертных газов на адсорбентах ти-
па графита описываются низкоразмерными моде-
лями Поттса на гексагональной решетке [12, 13].
Исследование этих моделей к настоящему време-
ни является своевременным.

ТРЕХКОМПОНЕНТНАЯ МОДЕЛЬ ПОТТСА 
НА ГЕКСАГОНАЛЬНОЙ РЕШЕТКЕ

Приведем формулировку трехкомпонентной
стандартной модели Поттса на двумерной (гекса-
гональной) решетке, используемую для описания
широкого ряда объектов и явлений в физике кон-
денсированных сред. При построении такой мо-
дели необходимо учесть следующие особенности:

1. В узлах гексагональной решетки расположе-
ны спины Si, которые могут ориентироваться в
трех симметричных направлениях гипертетраэд-
ра в пространстве размерности q–1, так что углы
между любыми двумя направлениями спинов
равны (рис. 1).

2. Энергия связи между двумя узлами равна
нулю, если они находятся в разных состояниях
(безразлично в каких именно), и равна J, если взаи-
модействующие узлы находятся в одинаковых со-
стояниях (опять же все равно в каких именно).

С учетом этих особенностей микроскопиче-
ский гамильтониан такой системы может быть
представлен в виде [13]:

(1)

где J – параметр обменного ферромагнитного
взаимодействия ближайших соседей (в дальней-
шем считаем J = 1 и работаем с безразмерной тем-
пературой); Pi – обозначение состояний узла с
номером i.

МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ
Алгоритм Вольфа один из наиболее эффектив-

ных кластерных алгоритмов метода Монте-Карло
на сегодняшний день [14]. Методика ее реализа-
ция подробно рассмотрена в работах [15–17]. В
данной работе этот алгоритм был использован
нами в следующем виде:

1. Два случайных числа задают координаты i, j
узла на решетке.

2. Рассматриваются все ближайшие соседи Sj
данного спина Si. Если соседний узел занят маг-
нитным спином, то с вероятностью

(2)
где K = J/kBT, kB – постоянная Больцмана, Т –
температура, активируется связь между Si и Sj, ес-
ли Si и Sj имеют одинаковые значения при J > 0.
Заметим, что в случае модели Поттса для выраже-
ния вероятности включения спина в кластер (2)
показатель 2 в экспоненте, характерный для соот-
ветствующей вероятности модели Изинга, исче-
зает. Таким образом, можно утверждать, что мо-
дель Поттса с состоянием спина q = 2 эквивалент-
на модели Изинга с точностью численного
фактора 2 в обменной константе J.

3. Если связь между спинами Si и Sj активиру-
ется, то спин в узле j включается в кластер. Следу-
ет отметить, что так же, как и для модели Изинга,
один и тот же спин может быть включен в кластер
только один раз, тогда как проверен на включе-
ние в кластер несколько раз.

= − δ = 1 2 3
,

1 ( , ), , , ,
2 i j i

i j
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=δ =  ≠
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Рис. 1. Трехкомпонентная стандартная модель Потт-
са на гексагональной решетке.
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4. После проверки всех ближайших соседей
выбранного спина Si, первый включенный в кла-
стер спин становится “центральным”, и начина-
ется процесс активации связей этого спина с бли-
жайшими соседями. Этот процесс продолжается
до тех пор, пока не будут проверены все ближай-
шие соседи всех вошедших в кластер спинов или
достигнуты границы системы.

5. Все спины, между которыми установлена
связь, образуют “кластер”.

6. Полученный кластер переворачивается с ве-
роятностью, равной 1. Переворот кластера в слу-
чае модели Поттса означает присвоение всем
спинам, вошедшим в кластер, новое значение

спина  с равной вероятностью среди всех его
состояний q, которое отлично от старого значе-
ния Si. Затем переходим к п. 2.

Об эффективности однокластерного алгорит-
ма Вольфа применительно к модели Поттса мож-
но судить по критическому индексу z, характери-
зующему эффективность используемого алгорит-
ма. В частности, исследование чистой двумерной
модели Поттса с q = 4 на основе однокластерного
алгоритма Вольфа показало, что критический ин-
декс z = 0.60 ± 0.02, в то время как использование
классического алгоритма Метрополиса дает зна-
чение z ≈ 2 [18]. По описанному выше алгоритму
Вольфа [14] реализовался марковский процесс
для систем с периодическими граничными усло-
виями (ПГУ). Расчеты проведены для систем с
линейными размерами L = 20–320, и числом спи-
нов N = 2 × L × L/3, где L измеряется в единицах
межатомной длины. Изначально конфигурации
задавали таким образом, чтобы все спины нахо-

',iS

дились в одном состоянии. Для вывода системы в
равновесное состояние вычисляли время релак-
сации τ0 для всех систем с линейными размерами
L. Этот неравновесный участок отбрасывали. За-
тем усреднение проводили по участку марков-
ской цепи длиной τ = 400τ0. Для самой большой
системы L = 320, τ0 = 2.1 ×103 МК шагов/спин.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Для наблюдения за температурным ходом

внутренней энергии U, намагниченности m, теп-
лоемкости C и восприимчивости χ использованы
следующие выражения [12, 19]:

(3)

(4)

(5)

(6)

где K = J/kBT,  Ni – число
спинов в состоянии с q = i, угловые скобки озна-
чают термодинамическое усреднение.

На рис. 2 и 3 представлены характерные зави-
симости намагниченности m и восприимчивости
χ для трехкомпонентной модели Поттса, соответ-
ственно, от температуры. Здесь и далее на всех
рисунках погрешность данных не превышает раз-
меров символов, используемых для построения

[ ]= 1 ,U H
N

   −     =
−

max 1
,

1

Nq
Nm
q

 =   − 
22 2( ) ,C NK U U

 χ =   − 
22( ) ,NK m m

{ }=max 1 2 3max , , ,N N N N

Рис. 2. Температурная зависимость намагниченности
m для трехкомпонентной модели Поттса на гексаго-
нальной решетке.
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Рис. 3. Температурная зависимость восприимчивости
χ для трехкомпонентной модели Поттса на гексаго-
нальной решетке.
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графиков. Как видно из этих рисунков, для всех
рассмотренных систем наблюдается поведение,
характерное для фазового перехода второго рода.

В численных методах для определения темпе-
ратуры и рода ФП хорошо зарекомендовал метод
кумулянтов Биндера четвертого порядка [20]:

(7)

(8)

где Е и m – энергия и намагниченность рассмат-
риваемой системы с линейным размером L. Вы-
ражения (7) и (8) позволяют определить темпера-
туру ТL фазового перехода с большой точностью в
ФП первого и второго рода соответственно. Как
известно, ФП второго рода характеризуются сле-
дующими отличительными особенностями [21]:
усредненная величина VL(T) стремится к триви-
альному значению V* согласно выражению:

(9)
при  и T = Tс(L), где V* = 2/3, а кумулянты
Биндера UL(T) в критической области имеют чет-
ко выраженную точку пересечения. Указанные
особенности для кумулянтов Биндера четвертого
порядка VL(T) и UL(T) продемонстрированы на
рис. 4 и 5 для ферромагнитной трехкомпонент-
ной модели Поттса на гексагональной решетке.

= −
4
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Методика определения рода фазового перехода
этим методом подробно описана в работах [21–24].
Как видно из рис. 5, температура ФП в трехком-
понентной модели Поттса на гексагональной ре-
шетке Tс = 0.673(2). Следует отметить, что для
двумерных моделей Поттса с числом состояний
спина q из соображений дуальности квадратной,
треугольной и гексагональной решетки были по-
лучены простые полиномиальные выражения,
позволяющие определить критическую темпера-
туру (см. [13]). Однако эти выражения справедли-
вы только для моделей Поттса с q > 3 и q = 2 [13].

Для всех рассмотренных систем, в которых на-
блюдается ФП второго рода, нами на основе теории
конечно-размерного скейлинга (КРС) рассчитаны
статические критические индексы намагниченно-
сти β, восприимчивости γ и теплоемкости α. Из со-
отношений этой теории следует, что для доста-
точно большой системы с ПГУ при температуре
T = Tc намагниченность m и восприимчивость χ
удовлетворяют следующим аналитическим выра-
жениям [25–27]:

(10)

(11)

Эти соотношения были нами использованы
для определения β/ν и γ/ν. Аналогичное выраже-
ние для теплоемкости не описывает наблюдае-
мые на практике результаты, что было продемон-
стрировано в работе [19]. Для аппроксимации
температурной зависимости теплоемкости от L,
как правило, используют другие выражения, на-
пример, [19, 27]

−β ν/~ ,m L

γ νχ /~ .L

Рис. 4. Температурная зависимость кумулянтов Бин-
дера VL(T) для трехкомпонентной модели Поттса на
гексагональной решетке.
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Рис. 5. Температурная зависимость кумулянтов Бин-
дера UL(T) для трехкомпонентной модели Поттса на
гексагональной решетке.
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(12)
где A, B – некоторые коэффициенты.

В соответствии с теорией КРС в точке ФП для
критического индекса радиуса корреляции ν вы-
полняется соотношение [26]:

(13)
где  – некоторая постоянная, а в качестве Vn
могут выступать:

(14)

Для расчета критических индексов β, γ, α, и ν
построены зависимости m, χ, C, и Vn от L. Анализ
данных, выполненный с использованием нели-
нейного метода наименьших квадратов, позволил
определить значения β/ν, γ/ν, α/ν, и 1/ν (табл. 1).
Затем, используя значения ν, полученное в рамках
данного исследования, определяли все остальные
индексы β, γ, и α. Точность критических индексов,
согласно выражениям теории КРС (10)–(12), в

α ν= + / ,C A BL

ν= 1/ ,
nn VV L g

nVg

( )− == , 1,  2,  3 .
i

i i i
m E

V E
m

большей степени зависит от правильности учета
данных для разных линейных размеров L. В на-
ших расчетах строго контролировали данные для
всех рассмотренных систем, и при их незначи-
тельном отклонении от аппроксимирующей пря-
мой процедуру фитирования проводили заново с
отсеканием данных для L < Lmin. Такой отбор дан-
ных для разных L позволяет заметно уменьшить
погрешность в определении КИ и заметно их
приближает к известным теоретическим значе-
ниям для модели жестких гексагонов, находя-
щейся в одном классе универсальности с исследу-
емой моделью Поттса (с q = 3) [12, 13] (см. табл. 1).
Отметим, что трехкомпонентная модель Поттса
ни на одной решетке прямым способом до насто-
ящего времени не решена точно.

Следует отметить, что во многих работах, в от-
личие от нашей, эти индексы в основном опреде-
ляли, используя критический индекс ν, получен-
ный на основе различных скейлинговых соотно-
шений. С другой стороны, для модели Поттса с
q = 4 на квадратной решетке при определении

Рис. 6. Зависимость намагниченности m, восприимчивости χ, теплоемкости C, для трехкомпонентной модели Поттса
на гексагональной решетке от линейных размеров системы L при T = Tс.
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критических показателей в работах [15, 28, 29]
была продемонстрирована важность учета лога-
рифмических поправок для всех выражений теории
КРС. Аппроксимации данных m, χ и C выражения-
ми теории КРС (10)–(12) для трехкомпонентной
модели Поттса логарифмических поправок не вы-
явили. На рис. 6 в двойном логарифмическом мас-
штабе представлены характерные зависимости
намагниченности m и восприимчивости χ от ли-
нейных размеров решетки L. Как видно из рис. 6,
полученные данные как для намагниченности,
так и для восприимчивости не отклоняются от
прямой даже при малых значениях L. При иссле-
довании таких систем часто возникает вопрос о
достижении режима асимптотического критиче-
ского поведения. Очевидно, что для намагничен-
ности m, восприимчивости χ, теплоемкости С и
для параметра Vn использованные нами размеры
L ≥ 20 изучаемых систем позволяют достичь
асимптотический критический режим.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Данные нашей статьи, полученные в результате
моделирования трехкомпонентной модели Поттса
на двумерной (гексагональной) решетке свидетель-
ствуют, что в ней наблюдается фазовый переход
второго рода. При этом:

1. Критическое поведение не демонстрирует
мультипликативные логарифмические поправки
к намагниченности, восприимчивости и тепло-
емкости.

2. Конечномерный анализ полученных данных
демонстрирует наличие фазового перехода второ-
го рода с критическими показателями, соответ-
ствующими классу универсальности ранее де-
тально исследованной модели Поттса с q = 3 на
квадратной решетке [28].
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