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В результате модификации квазистатических упругого и неупругого гистерезисов предложены ди-
намические гистерезисные уравнения состояния кристаллических твердых тел с частотно-зависи-
мым насыщением амплитудно-зависимого внутреннего трения, уменьшающимся с ростом часто-
ты. Методом возмущений исследовано нелинейное распространение первоначально гармониче-
ских продольных упругих волн в стержнях из таких материалов. Проведен численный, графический
и сравнительный анализ полученных решений и выявлены характерные амплитудно-частотные за-
висимости нелинейных волновых эффектов. Предложена методика определения вида динамиче-
ских гистерезисов для кристаллических твердых тел с частотно-зависимым насыщением амплитуд-
но-зависимого внутреннего трения.
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ВВЕДЕНИЕ
При распространении интенсивных первона-

чально гармонических волн (ПГВ) в кристалли-
ческих (или поликристаллических) твердых телах
(металлах, сплавах, горных породах) наблюдают-
ся эффекты амплитудно-зависимого внутреннего
трения (АЗВТ) – нелинейные потери и измене-
ние скорости распространения волн [1–4], а так-
же генерация их высших гармоник [5]. Явление
АЗВТ традиционно объясняется в рамках квази-
статических гистерезисных уравнений состояния
σ = σ(ε), где σ – напряжение, ε – деформация.
Площадь S(εm) петель (или петли) гистерезиса
определяет нелинейное затухание волны, или де-
кремент затухания (ДЗ), а среднее (по периоду
волны) значение  – нелинейную
поправку к скорости волны или дефект модуля
упругости (ДМУ), где εm – амплитуда деформа-
ции. Для описания АЗВТ используют два основ-
ных вида квазистатических гистерезисов: упругий
(или гистерезис отрыва) и неупругий (гистерезис
трения или пластический гистерезис) [1–4]. Для
упругого гистерезиса – , а для неупругого –

. Примерами упругого и неупругого квази-
статических гистерезисов являются, соответствен-
но, микроскопический гистерезис Гранато–Люкке

[2–4] и феноменологический гистерезис Дави-
денкова [1, 3, 4]. Вообще говоря, и упругий, и не-
упругий квазистатические гистерезисы каче-
ственно объясняют АЗВТ, однако они имеют су-
щественные отличия, что проявляется в различии
амплитудных зависимостей нелинейных акусти-
ческих эффектов (НАЭ), возникающих при рас-
пространении в кристаллах ПГВ [5]. Так, для кри-
сталлов, описываемых гистерезисами Гранато–
Люкке и Давиденкова, имеют место экспоненци-
альная (  ) и степенные

(  ) зависимости нелинейных ДЗ и ДМУ
от амплитуды εm, при этом и ДЗ и ДМУ не зависят
от частоты ω деформирования кристалла (т.е. от
частоты акустической волны), а их отношение не
зависит от амплитуды εm. В работах по изучению
АЗВТ в металлах (Cu, Zn, Pb) и сплавах (Cu–Zn,
Cu–Al, Cu–P) наблюдали различные амплитуд-
ные (степенные, с показателями степени  от 1 до
4 [6, 7, 4], экспоненциальные (  [8],

 [10]) и различные частотные за-
висимости ДЗ и ДМУ, в основном уменьшающиеся
с ростом частоты [9–11] или не зависящие от часто-
ты (в небольшом частотном диапазоне) [7, 12, 13].

ε εσ − σ ε(0) ( )m

σ =(0) 0
σ ≠(0) 0

−∝ ε − ε1 exp( ),m mA > 0A

∝ ε ,p
m > 0p

p
∝ − εexp( )mA
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Многообразие амплитудно-частотных зависи-
мостей эффектов АЗВТ, наблюдаемых в различ-
ных кристаллических твердых телах, определяет-
ся различной нелинейной динамикой дислока-
ций, зависящей от большого числа структурных
характеристик кристалла (типа решетки, размеров
зерна, вида дислокаций, их функции распределе-
ния, плотности и подвижности, концентрации ва-
кансий, межузельных и примесных атомов и т.д.)
[13, 14]. Нелинейные (гистерезисные) свойства
кристаллических твердых тел более чувствитель-
ны к их дислокационной структуре, чем линей-
ные (диссипативные и дисперсионные). В связи с
этим исследования НАЭ в кристаллах способ-
ствуют изучению динамики дислокаций и созда-
нию моделей их движения под действием дина-
мических напряжений, что необходимо для раз-
вития теории прочности и пластичности – одного
из актуальных направлений физики твердого тела
[14–17].

Для многих кристаллических твердых тел (при
относительно небольших амплитудах εm) имеет
место линейная зависимость гистерезисных ДЗ и
ДМУ от εm, а в некоторых металлах и сплавах (Cu
[10, 16–18], Pb [12, 13, 19], Cu–Ni [20], Al [21, 22],
In [23]) при увеличении εm наступает насыщение
ДЗ и ДМУ, при этом с ростом частоты волны (при
εm = const) эффекты АЗВТ уменьшаются [10, 18,
24, 25]. В работах [26, 27] были предложены ква-
зистатические гистерезисные уравнения состоя-
ния твердых тел с частотно-независимым насы-
щением ДЗ и ДМУ.

В работах [21, 28], для объяснения насыщения
гистерезисных потерь, предполагали, что движение
сегментов дислокаций, оторвавшихся от закрепля-
ющих точечных дефектов – примесных атомов,
определяется не только их линейным натяжением,
но и полем упругих напряжений соседних при-
месных атомов: сегменты дислокации, оторвав-
шиеся от одних примесных атомов, последова-
тельно закрепляются на других – соседних. Такой
механизм ограничивает удлинение сегментов
дислокаций и рост площади петли гистерезиса.
При малых амплитудах εm это приводит к линей-
ной зависимости ДЗ от εm, а при больших – к его
насыщению, при этом разгрузочные ветви (

 и  ) в гистерезисе σ = σ(ε) стано-
вятся нелинейными. В работах [29–31], в плане
развития теории дислокационного гистерезиса
Гранато–Люкке [2] для положительных темпера-
тур T > 0 K, рассматривали механизм термоакти-
вированного отрыва сегментов дислокаций от
примесных атомов. В этих работах учитывается,
что отрыв сегментов дислокации (от примесного
атома) не является мгновенным, а имеет характер
релаксационного процесса, длительность кото-
рого уменьшается с ростом температуры в соот-
ветствии с уравнением Аррениуса. В предположе-

ε ≥ 0,
ε < 0 ε ≤ 0, ε > 0

нии, что внешнее напряжение является гармони-
ческим, было предсказано, что такой механизм
приводит к уменьшению ДЗ с ростом частоты ω
внешнего напряжения. Из этого результата сле-
дует, что при T > 0 K и ДМУ и динамическая ги-
стерезисная нелинейность кристаллов также
уменьшаются с ростом частоты ω. Однако в рабо-
тах [21, 28–31] не было получено выражений ни
для нелинейного ДМУ, ни для самого динамиче-
ского гистерезиса. А между тем для описания эф-
фектов АЗВТ и нелинейного распространения
интенсивных акустических волн в кристалличе-
ских твердых телах необходимы именно динами-
ческие гистерезисные уравнения состояния таких
материалов. Таким образом, в связи с большим
разнообразием амплитудно-частотных зависимо-
стей эффектов АЗВТ в различных кристаллах,
разработка методов определения адекватных ги-
стерезисных уравнений состояния является од-
ним из актуальных вопросов при описании и вы-
явлении механизмов гистерезисной нелинейно-
сти кристаллических твердых тел. Для этого
необходимо знание закономерностей НАЭ в кри-
сталлах с различными видами динамических ги-
стерезисов, особенно с частотно-зависимым на-
сыщением ДЗ и ДМУ.

В настоящей работе предлагаются феномено-
логические гистерезисные уравнения состояния
кристаллических твердых тел с частотно-зависи-
мым насыщением АЗВТ, уменьшающимся с ро-
стом частоты деформации, и исследуются НАЭ,
возникающие при распространении интенсив-
ных первоначально гармонических продольных
упругих волн в стержнях из таких материалов.
Здесь рассматриваются динамические квадратич-
ные (по деформации ε) гистерезисы твердых тел,
полученные в результате модификации квазистати-
ческих упругого и неупругого гистерезисов без на-
сыщения АЗВТ [5]. Проведен сравнительный ана-
лиз амплитудно-частотных зависимостей НАЭ и
определены характеристики квазигармонических
волн в таких кристаллах: амплитудно-зависимых
потерь и изменения скорости распространения
первичной волны, а также амплитуд ее второй и
третьей гармоник. На основе анализа теоретиче-
ских и экспериментально установленных ампли-
тудно-частотных зависимостей НАЭ предложена
методика определения динамических гистерези-
сов для кристаллических твердых тел с насыще-
нием АЗВТ, уменьшающимся с ростом частоты.

2. ДИНАМИЧЕСКИЕ ГИСТЕРЕЗИСНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ КРИСТАЛЛОВ 

С НАСЫЩЕНИЕМ АЗВТ, 
УМЕНЬШАЮЩИМСЯ С РОСТОМ ЧАСТОТЫ

Реальные кристаллы содержат множество раз-
личных дефектов – дислокаций, вакансий, меж-
узельных и примесных атомов. При статистиче-



ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 124  № 6  2023

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ В КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ 469

ски однородном, изотропном и непрерывном
распределении дислокаций в объеме кристалла,
для упругих волн, длина которых много больше
межатомных расстояний, кристаллические твер-
дые тела являются сплошными “макрооднород-
ными” средами [32]. Акустическая нелинейность
кристаллов во многом определяется движением
дислокаций и их взаимодействием с примесными
атомами, причем в низкочастотном диапазоне
кристаллы обладают гистерезисной нелинейно-
стью. Гистерезисное уравнение состояния кри-
сталлических твердых тел можно представить
в виде:

(1)

где σ и ε – продольные напряжение и деформа-
ция;  – модуль упругости (для стержня  – это
модуль Юнга);  – гистерезисная функция,

 Конечно, модуль упругости E кри-
сталла зависит от плотности дислокаций и от ча-
стоты акустической волны, однако для низкоча-
стотных волн такая зависимость довольно слабая,
поэтому можно считать, что E = const.

Экспериментальные исследования АЗВТ для
продольных упругих волн показывают, что при не
очень больших амплитудах деформации εm, когда
еще нет насыщения нелинейных ДЗ и ДМУ, для
многих металлов (например, медь [18], свинец
[19], цинк [24]) и горных пород (гранит, магнезит,
известняк) имеем  [5]. Исследования
также показывают, что для этих кристаллов ам-
плитудно-зависимые ДМУ и ДЗ определяются
разными параметрами нелинейности и, следова-
тельно, для продольных напряжений σ и дефор-
маций ε гистерезис в зависимости f = f(ε) состоит
из квадратичных, но, вообще говоря, несиммет-
ричных ветвей, отвечающих разным фазам сжа-
тия и растяжения кристалла. При построении ги-
стерезисной функции f = f(ε) для динамического
(упругого или неупругого) гистерезиса с насыще-
нием ДЗ и ДМУ, следует учитывать, что при малых
частотах ω (т.е. малых скоростях  деформации) ди-
намический гистерезис должен переходить в квази-
статический гистерезис (без насыщения).

Для упругого квадратичного динамического
гистерезиса с насыщением ДЗ и ДМУ, уменьша-
ющихся с ростом частоты деформации, функция

 имеет вид:

(2)

σ ε = ε − ε( ) [ ( )],E f

E E
ε( )f

ε ε( ) 1.f ! !

ε ∝ ε2( )f

ε

ε( )f

ε = ×
+ τ ε

 γ ε ε ≥ ε >

−γ ε + γ + γ ε ε ε ≥ ε <× 

−γ ε ε ≤ ε <
 γ ε + γ + γ ε ε ε ≤ ε >







0
2

1
2

2 1 2
2

3
2

4 3 4

1( )
2(1 )

, 0, 0,

( ) , 0, 0,

, 0, 0,

( ) , 0, 0,

m

m

f

где τ0 – постоянный коэффициент, имеющий раз-
мерность времени, γ1–4 – безразмерные параметры
нелинейности,   

 В общем случае  При
τ0 = 0 гистерезис (2) [5] аналогичен квазистатиче-
скому гистерезису Гранато–Люкке [2], связанно-
му с лавинообразным отрывом дислокаций от
примесных атомов (и последующим закреплени-
ем на них же) под действием внешнего перемен-
ного напряжения. Для такого гистерезиса ДЗ и
ДМУ определяются различными линейными
комбинациями параметров γ1–4 [18, 19].

Для неупругого квадратичного динамического
гистерезиса с насыщением ДЗ и ДМУ, уменьша-
ющихся с ростом частоты деформации, функция
f(ε) имеет вид:

(3)

где τ1,2 – постоянные коэффициенты, имеющие
размерность времени; β, β1,2 – безразмерные па-
раметры нелинейности; τ1,2 ≥ 0, β1 + β2 ≥ 0,

  В общем случае, 
 При τ1, 2 = 0 [5] и β = β1 = β2 гистерезис (3)

описывает симметричный квадратичный квази-
статический гистерезис Давиденкова [1]. Гисте-
резис Давиденкова связывается с микропласти-
ческой деформацией кристалла, вызванной обра-
тимым cмещением дислокаций под действием
внешнего переменного напряжения. В выраже-
нии (3) первое (негистерезисное) слагаемое опре-
деляет ДМУ, второе (гистерезисное) – ДЗ.

В кристаллах с упругим гистерезисом (2) за ча-
стотно-зависящее насыщение ДЗ и ДМУ отвечает
один и тот же множитель  а с не-

упругим (3) – два разных:  и

 Гистерезисные функции (2), (3)
существенно различаются, поэтому и при τ0 = 0,
τ1,2 = 0 (нет насыщения) и при  
(есть насыщение) амплитудные и частотные за-
висимости НАЭ в кристаллах c такими гистерези-
сами будут разными. При τ0 = 0, τ1,2 = 0 нелиней-
ные ДЗ и ДМУ не зависят от частоты волны ω, а
при  и  ДЗ и ДМУ будут обрат-
но пропорциональны частоте ω, что соответствует
результатам работ [28–30]. Гистерезисы (2) и (3) со-
стоят из четырех ветвей (1 –   2 – 

 3 –   и 4 –  ), переходя-
щих друг в друга при ε = 0 и  Для иллю-

τ ≥0 0, γ + γ ≥1 2 0, γ + γ ≥3 4 0,
−γ ε1 4 .m ! γ ≠ γ ≠ γ ≠ γ1 2 3 4.

βε εε = + ×
+ τ ε + τ ε
β + ββ ε − ε ε >

×  β + β−β ε + ε ε <


 





1 2

2 21 2
1

2 21 2
2

1( )
1 2(1 )

, 0;
2

, 0,
2

m

m

m

f

β ε 1,m ! β ε1,2 1.m ! τ ≠ τ1 2,
β ≠ β ≠ β1 2.

−+ τ ε ≤ 1
0(1 ) 1,

−+ τ ε ≤ 1
1(1 ) 1

−+ τ ε ≤ 1
2(1 ) 1.

τ ε >0 1, τ ε >1,2 1

ωτ ε0 1m @ ωτ ε1,2 1m @

ε ≥ 0, ε > 0; ε ≥ 0,
ε < 0; ε ≤ 0, ε < 0 ε ≤ 0, ε > 0

ε = ±ε .m
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страции зависимости гистерезисов (2), (3) от ча-
стоты ω деформирования кристалла построим их
фигуры Лиссажу, полагая что  На
рис. 1 изображены семейства таких фигур при

 – 1 и  – 2, 3. Из этих ри-
сунков видно, что при  фигуры Лисса-
жу функций (2), (3) соответствуют квазистатиче-
ским гистерезисам, а c ростом частоты  форма
динамических гистерезисов изменяется, при
этом значения S(εm) и  уменьшают-
ся, что соответствует насыщению нелинейных ДЗ
и ДМУ, уменьшающихся с ростом частоты де-
формирования кристалла.

3. НЕЛИНЕЙНОЕ ВОЛНОВОЕ УРАВНЕ-
НИЕ

Подставляя уравнение состояния (1) в уравне-
ние движения  [33] и учитывая геомет-
рическую дисперсию фазовой скорости продоль-
ных (вдоль оси ) упругих волн в стержне радиуса 
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где  – смещение,   – плот-
ность,  – коэффициент Пуассона, 

 – скорость сдвиговой волны,
 λ – длина волны.

Граничное условие зададим в следующем виде:
 где ε0 – начальная амплитуда вол-

ны. Подставляя в линеаризованное уравнение (3)
 получаем дисперсион-

ное соотношение  и выражение для фазо-
вой скорости  низкочастотных про-
дольных волн в стержне:

(5)

где  
Геометрическая дисперсия фазовой скорости

не влияет на нелинейные ДЗ и ДМУ, но уменьша-
ет эффективность генерации высших гармоник
первичной волны.

Переходя в уравнении (4) к сопровождающей
системе координат   полу-
чим одноволновое уравнение для деформации
ε(x, τ):
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где  ,  и  – медленно-
меняющиеся функции координаты , ,

  при этом
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нелинейной волны  зависят не только от ко-
ординаты x, но и от начальной амплитуды  и от
частоты ω.

Подставляя (7) в (6), получим уравнение для
амплитуд εn(x) и фаз , :
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Рис. 1. Эволюция фигур Лиссажу для упругого (а) и
неупругого (б) гистерезисов при увеличении частоты
ω. Петли (1) соответствуют квазистатическим гисте-
резисам ( ), увеличение номера петель со-
ответствует росту частоты.
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Производные  и  определяют ло-
кальные изменения фазовых скоростей 
и  первичной волны и ее гармоник:

где 

Определим эффективные (средние) нелиней-
ные декремент затухания  и относительные
изменения фазовых скоростей  и  пер-
вичной волны и ее гармоник на расстоянии  от
излучателя в зависимости от амплитуды :

(9)
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= 

Уравнения (10) не имеют точных решений, по-
этому далее мы приведем их приближенные ана-
литические и численные решения.

При малых скоростях деформации (
) находим:

(11)

где   
 

В режиме насыщения ( ) получим:

(12)

γ + γ − γ − γ=
γ + γ + γ + γ

1 2 3 4

1 2 3 4

, π + ν ν ω= =
+ ν γ + γ + γ + γ

2 2 2

2
1 2 3 4 0

(1 2 )
4(1 )( )

Rm
C

πηω
γ + γ + γ + γ

2

1 2 3 4

2 .

ωτ ε0 0 1,!
ε0 1z !

−

ε = ε − ε Φ = − + ε
π εμ ε = ξ ε = − ε

μ ε πε = = =
ξ ε

ψε = + ε ε
ψ

ψ = ε − + ψ
ψ = = − + π

ψε = + ε
ψ

1 0 0 1 0

0
0 0 1 0

0
0

0 1

2 2 2 2
2 2 2 0 1

2

2 1 0 2
1

2 2 2

2 2 2 3
3 3 3 0

( ) (1 12), ( ) ( ) ,

( ) , ( ) ,
6
( )( ) const,
( ) 6

sin ( )( ) ( ),
( )

( ) 3 (0),

tg (0) [2 (3 4 )] ,
sin ( )( )

z z z m b z
a ab

r
b

zz a b z z
z

z b z mz

b a c d

zz a b z

!

ε

ψ = ε − + ψ
ψ = =

1
3

3 1 0 3

3 3 3

( ),
( )

( ) (3/2) 12 (0),
tg (0) 4 ,

z
z

z b z mz
b a b

!

= π +1 8 3,b b = −π −2 8 3,a c d =2 6,b d
=3 1/20,a =3 5.b b

ωτ ε0 0 1@

ε = ε − − π ωτ
+ ωτ ε π − πΦ = − − μ ε =

ωτ ωτ
+ ωτ εξ ε = −

ωτ
μ ε − π πε = = ≠
ξ ε + ωτ ε

+ + ε ωτ εε ≈ ×
ωτ

ψ − ψ×
ψ − ψ

1 0 0

0 0
0

0 0

0 0
0

0

0
0

0 0 0

2 2
0 0 0

2
0

2 2

2

( ) exp[ (4 ) 8 ],
(1 ) ln( ) (4 )( ) , ( ) ,

2 4
(1 ) ln( )( ) ,

2
( ) (4 )( ) const,
( ) 2(1 ) ln( )

( ) 4 ln( )( )

sin[ ( ) (0)]
( )

z z
b z az mz

b a

r
b

c d d zz

z
z

+ ωτ εψ ≈ − + ψ
ωτ

+ ε ωτ εψ ≈ ε ≈ ×
+ ωτ

ψ − ψ + ωτ ε× ψ ≈ −
ψ − ψ ωτ

− + ψ ψ ≈ −π

2

0 0
2 2

0

0 0 0
2 3

0

3 3 0 0
3

3 3 0

3 3

,
(0)

(1 ) ln( )( ) 3 (0),
2

3(1 ) ln( )2tg (0) , ( )
2

sin[ ( ) (0)] 3(1 ) ln( ), ( )
( ) (0) 4

12 (0), tg (0) 2.

b zz mz

b zd z
c d

z b zz
z

mz

4.2. НАЭ в стержне с неупругим гистерезисом

Аналогичные уравнения для амплитуд  и
фаз ,  для стержня с неупругим гистере-
зисом (3) имеют следующий вид:
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При малых скоростях деформации (
) находим:

(14)

В режиме насыщения ( ) получим:

(15)

5. СРАВНЕНИЕ АМПЛИТУДНО-
ЧАСТОТНЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ НАЭ 

В СТЕРЖНЯХ С УПРУГИМ 
И НЕУПРУГИМ ГИСТЕРЕЗИСОМ

Из выражений (11), (14) следует, что в мало-
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гистерезисом определяются нелинейные эффек-
ты АЗВТ в исследованном кристалле.

В режиме насыщения амплитудные и частот-
ные зависимости     и 
для разных гистерезисов качественно совпадают.
В этом режиме при увеличении амплитуды 
имеет место насыщение только для  а для

 наблюдается логарифмически медленный
рост. При увеличении частоты  наблюдается
уменьшение  и  но по разным законам:

  так что

 Ответ на вопрос, ка-
ким гистерезисом (упругим или неупругим) опреде-
ляются эффекты АЗВТ в исследованном кристалле,
можно получить из количественного соответствия
установленных в эксперименте амплитудных зави-
симостей НАЭ с результатами численных реше-
ний уравнений (10), (13) при параметрах гисте-
резисов (2) и (3), определенных в малоамплитуд-
ном режиме.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО СЧЕТА

Выражения (11), (12) и (14), (15) определяют
закономерности НАЭ в стержнях с упругим (2) и
неупругим (3) гистерезисами в предельных режи-
мах: при   (при малых скоро-
стях деформации, когда нет насыщения) и при

  (в режиме насыщением). Бо-
лее полное представление о закономерностях НАЭ
(при конкретных значениях дисперсионного пара-
метра  и параметров гистерезисов) дают результа-
ты численного решения уравнений (10), (13). На
рис. 2 приведены зависимости  от  для упру-

гого и неупругого гистерезисов при 
     +

  + 8(γ1 – γ2 + γ3 –
   α =

 и различных значениях параметра
 = 

Из рис. 2 видно, что с ростом z амплитуда е1 пер-
вой гармоники монотонно уменьшается (из-за ги-
стерезисных потерь), причем для упругого гистере-
зиса медленнее, чем для гистерезиса неупругого. С
ростом параметра  (из-за уменьшения ги-
стерезисных потерь) амплитуда е1 уменьшается
медленнее. Амплитуды  второй и третьей
гармоник испытывают пространственные осцил-
ляции (биения), что связано с дисперсией фазо-
вой скорости продольных волн в стержне. С ро-
стом z, из-за гистерезисных потерь волны основной
частоты, амплитуды этих биений уменьшаются.
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Более информативными зависимостями ха-
рактеристик нелинейной волны являются зави-
симости  и    от  (при

), поскольку в твердом теле сложно ме-
нять положение приемника (координату , т.е.

), но можно легко менять амплитуду  первич-
ной волны. На рис. 3 приведены зависимости

 от  для упругого и неупругого гистерези-

сов при  (и тех же параметрах гистерези-
сов, что и на рис. 2). Из рис. 3 видно, что при

 с ростом , сначала –  а затем 
стремится к насыщению:  При  с
ростом  имеем: при  и  –

 Что же касается амплитуд , то при

 имеем  а при  зависимо-
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2,3 0, τ ε >0,2 0 1

сти ε2,3 от ε0 различны для различных гистерези-
сов. Для сред с упругим гистерезисом амплитуды

 в среднем растут, но при  испыты-
вают осцилляции, связанные с проявлением не-
линейной дисперсии фазовой скорости. Для сред
с неупругим гистерезисом амплитуды  растут
монотонно – в средах с неупругим гистерезисом
нелинейной дисперсии нет.

На рис. 4 приведены зависимости   и
 от  для упругого и неупругого гистерезиса

(при тех же параметрах гистерезисов, что и на
рис. 2). Из рис. 4 видно, что в мало-амплитудном
режиме ( ) зависимости  и

 для упругого и неупругого гистерезисов
одинаковы: , , поэтому
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−ε > × 6
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Рис. 2. Зависимости  – линии 1, 2, 3, 4,  – 5 и  –
6 от  для упругого (а) и неупругого (б) гистерезисов

при     
  +   и при раз-

личных значениях параметра   – линии 1,

5, 6,  – 2,  – 3,  – 4.
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Рис. 3. Зависимости  – линии I,  – II и  – III от
 для упругого (а) и неупругого (б) гистерезисов при

     
 ≈   и при различных

значениях параметров   – линии 1,

 – 2,  – 3,  – 4. Штрихо-
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. В режиме насыщения ( )

эти зависимости различны: 
 так что с ростом пара-

метра  отношение 
уменьшается. При этом для упругого гистерезиса
отношение  существенно меньше, чем для
неупругого.

ε =0( ) constr τ ωε0,1,2 0 1@
−μ ε ∝ ωτ 1

0 0,2( ) ( ) ,
ξ ε ∝ ωτ ε ωτ0 0,1 0 0,1( ) ln ( ) ( ),

τ ωε0,1,2 0 ε ∝ τ ωε0 0,1,2 0( ) 1 ln( )r

ε0( )r

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе проведены аналитические и числен-

ные исследования нелинейных акустических эф-
фектов (НАЭ), возникающих при распростране-
нии первоначально гармонических продольных
волн в стержнях из кристаллических твердых тел
с гистерезисной нелинейностью и насыщением
амплитудно-зависимого внутреннего трения,
уменьшающимся с ростом частоты волны.

Рассмотрены два основных вида динамиче-
ских гистерезисов кристаллических твердых тел:
упругий и неупругий. Методом возмущений, с
учетом геометрической дисперсии фазовой ско-
рости продольных волн в стержне, определены
амплитудно-частотные зависимости НАЭ в мало-
амплитудном режиме и режиме насыщения. В ре-
зультате исследований:

получены выражения для нелинейных потерь
и изменения скорости распространения первич-
ной волны, а также для амплитуд второй и тре-
тьей ее гармоник;

проведен сравнительный анализ закономер-
ностей нелинейных эффектов и предложена ме-
тодика определения вида гистерезиса, основан-
ная на соответствии полученных аналитических и
экспериментально установленных закономерно-
стей НАЭ в таких средах.

Экспериментальное исследование амплитудно-
частотных зависимостей НАЭ для гистерезисных
твердых тел и их сравнение с теоретическими – для
сред с различными гистерезисами (упругим и не-
упругим), будет способствовать правильному вы-
бору динамических гистерезисных уравнений со-
стояния кристаллов и определению физических
механизмов их гистерезисной нелинейности.

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда № 23-22-00057 (https://
rscf.ru/project/23-22-00057/, Федеральное госу-
дарственное бюджетное научное учреждение
“Федеральный исследовательский центр Институт
прикладной физики им. А.В. Гапонова-Грехова
Российской академии наук”, Нижегородская обл.).
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