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твердого состояния в жидкое. Описанный подход также позволяет оценить величину скачка объема
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1. ВВЕДЕНИЕ

Плавление (кристаллизация) представляет со-
бой фазовый переход первого рода, происходя-
щий при достижении некоторой критической
температуры [1–10]. Этот процесс сопровождает-
ся скачком объема и поглощением (выделением)
скрытой теплоты плавления. Для объяснения
причин скачка свободного объема при плавлении
в работе [11] введено понятие “аналог силы Кази-
мира”, учет которой приводит к дополнительно-
му давлению при переходе из твердого состояния
в жидкое.

В традиционном рассмотрении скрытая теп-
лота плавления ΔHm связана с энтропией плавле-
ния ΔSm известным соотношением:

где Tm – температура плавления.
В соответствии с [4] энтропию плавления ΔSm

можно представить в виде двух слагаемых ΔSm =
= S1 + S2, где S1 – скачок конфигурационной эн-
тропии, связанный с изменением объема, зани-
маемого атомом при переходе от твердого состоя-
ния к жидкому, S2 – скачок колебательной энтро-
пии, вклад, отражающий изменение частоты
колебаний атомов при переходе от кристалличе-
ского строения к аморфному состоянию, харак-
теризующему состояние расплава.

Однако при традиционных расчетах [4] сумма
значений S1 и S2 не дает величины, соответствую-
щей экспериментально наблюдаемому значению
ΔSm. Для того чтобы устранить это несоответ-
ствие в работе [4] обсуждается предположение,
что в модель необходимо ввести еще одно слагае-
мое – величину S3, которая должна отражать
вклад, связанный с изменением характера транс-
ляционного движения атомов при плавлении.
Однако способ расчета этого вклада не предлага-
ется. Также эта проблема обсуждается в работах
[3, 6, 7].

По нашему мнению, проблема несоответствия
теоретического значения величины (S1 + S2)Tm и
экспериментальных значений теплоты плавле-
ния ΔHm может быть решена путем учета вклада,
обусловленного работой “аналога силы Казими-
ра” [11].

В данной работе на базе представлений об
«аналоге силы Казимира» рассчитана удельная
теплота плавления и скачок свободного объема
при плавлении. Полученные значения находятся
в соответствии с экспериментальными значения-
ми в пределах 15% отклонения для 8 металлов из
10 рассмотренных.

2. ТЕРМОДИНАМИКА ПЛАВЛЕНИЯ
Принципиальное различие структур кристал-

лических твердых тел и жидкостей создает боль-

Δ = Δm m m,H S T
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шие трудности при решении задач, в которых тре-
буется их совместное описание. В первую очередь
к таким задачам относятся задачи описания фазо-
вого перехода “твердое тело–расплав”.

По нашему мнению, эффективный подход к
решению таких задач может быть основан на ис-
пользовании понятия “свободный объем”. Как
будет показано далее, это позволяет в единой
форме представить уравнение состояния кри-
сталлического и жидкого веществ, и в рамках их
совместного рассмотрения рассчитать параметры
фазового перехода плавление/кристаллизация.

2.1. Флуктуационный свободный объем
В основу классической модели жидкого состо-

яния положен подход, опирающийся на извест-
ный факт существования в жидкости ближнего
порядка, получивший название квазикристалли-
ческой теории жидкости [1, 2]. Основой расчета
термодинамической функции жидкости является
уравнение для свободной энергии Гельмгольца F:

где Z – статистическая сумма, зависящая от по-
тенциальной энергии взаимодействия частиц си-
стемы, k – постоянная Больцмана.

Вычисление Z для реальных систем представ-
ляет собой весьма сложную задачу. Главная труд-
ность связана с тем, что имеющиеся знания об
энергии взаимодействия частиц весьма ограниче-
ны. Поэтому при расчетах Z используют различ-
ные приближения. Одним из таких приближений
является модель флуктуационного свободного
объема.

Предположим, что движение каждой частицы
жидкости ограничено некоторой ячейкой, разме-
ры которой определяются самосогласованным
полем, создаваемым ее соседями. Положение ча-
стицы в i-ой ячейке определим радиус-вектором
ri с началом в центре элементарной ячейки.

Если все ячейки одинаковы, то потенциальная
энергия частицы  одинакова для всех ячеек.
Величина  – потенциальная энергия частицы
в центре ячейки. Полная энергия взаимодействия
N частиц, когда они находятся в центрах своих
ячеек, равна .

Введем энергию частицы при ее отклонении от
центрального положения:

(1)

Тогда потенциальная энергия системы N ча-
стиц при заданной конфигурации системы имеет
вид:

(2)

= − ln ,F kT Z
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В этом случае расчет статистического интегра-
ла Z существенно упрощается, и его можно пред-
ставить в виде:

(3)

где m – масса атома, h – постоянная Планка, T –
температура.

Флуктуационный свободный объем VF для ча-
стицы, представляющий собой пространство, в
котором могут перемещаться центры тяжести
атомов системы, определяется соотношением:

(4)

Расчет свободного объема по формуле (4) тре-
бует точного знания потенциала , создавае-
мого окружающими соседями.

Для простых оценок принимается модель
твердых сфер (для общности имеющая размер-
ность ν), и рассматривается их движение в поле
соседей, предполагаемых покоящимися в своих
положениях равновесия.

Если расстояние между соседними узлами ре-
шетки твердых сфер R лишь немного больше ха-
рактерного размера атома d, тогда центр атома
может перемещаться в свободном объеме VF, ве-
личина которого определяется выражением:

(5)

где  (  – объем атома при температуре
0 K),  для металлов с гранецентрирован-
ной кубической решеткой и  для метал-
лов с объемно-центрированной кубической ре-
шеткой,  – период решетки.

Переходя от значений d и R к значениям плот-
ности, получим:

(6)

где  и  – геометрические постоянные порядка
единицы, n – плотность системы шаров, n0 – зна-
чение плотности в системе с плотной упаковкой.

Выражение (6) в трехмерном случае можно за-
писать следующим образом:

(7)
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где V – атомный объем при T ≠ 0 K, и, следуя ре-
зультатам [12], представить в виде:

(8)

2.2. Уравнение состояния жидкости (расплава)
С учетом выражений (1)–(4) уравнение состо-

яния жидкости может быть представлено в виде:

(9)

где p – величина внешнего давления,  – пара-
метр, равный 1 для кристаллов и принятый рав-
ным e для жидкостей [3].

Уравнение состояния (9) можно переписать
следующим образом:

(10)

где  – величина внутреннего “теплового” дав-
ления в жидкой фазе, VF определяется соотноше-
нием (8).

Параметр  при  приближенно
равен:

(11)

Подставляя в (11) выражение (8), получим из-
вестный результат [12]:

(12)

Подставляя выражение (12) в (10), представим
уравнение состояния жидкой фазы в виде:

(13)

Это выражение аналогично уравнению Ван-
дер–Ваальса.

С учетом (8) перепишем выражение (13) таким
образом, чтобы в него входила величина флуктуа-
ционного свободного объема VF:

(14)

где величина  определяется по формуле:

(15)

Примем, что флуктуационный свободный
объем атомной ячейки VF может быть определен
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как избыточный объем (по отношению к ее объе-
му при нулевой абсолютной температуре), возни-
кающий вследствие теплового движения атомов.

В этом приближении свободный объем рас-
плава металла VL при температуре T может быть
вычислен как сумма трех величин: изменения объе-
ма атомной ячейки при изменении температуры от
нуля до температуры плавления Tm, равного при-
близительно , скачкообразного изме-
нения объема при плавлении  и изменения
объема вследствие теплового расширения рас-
плава :

(16)

где  – объемный коэффициент теплового
расширения в твердом состоянии при температу-
ре плавления,  – объемный коэффициент теп-
лового расширения расплава металла.

В этом случае параметр  при  может
быть представлен в виде:

(17)

Тогда уравнение состояния жидкости (14) при
 принимает вид:

(18)

2.3. Уравнение состояния твердого тела
Для описания состояния твердой фазы обычно

используется уравнение Ми–Грюнайзена [13, 14],
которое в принятых ранее обозначениях имеет вид:

(19)

где  и  – величины внешнего и внутреннего
“теплового” давления в твердой фазе, γ(T) – по-
стоянная Грюнайзена.

Величина  в модели свободного объема,
согласно выражению (17) определяется величи-
ной флуктуационного свободного объема и зави-
сит от коэффициента объемного расширения в
твердом теле при температуре плавления  и
скачка объема при плавлении . Предполо-
жим, что при  модель свободного объема
может быть распространена и на описание твер-
дого тела. В этом приближении величина ,
по аналогии с (17), может быть записана следую-
щим образом:

(20)
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В этом случае уравнение состояния твердого
тела может быть представлено в виде:

(21)

2.4. Оценка нового вклада в теплоту плавления 
при фазовом переходе “плавление”

Заметим, что в предложенном описании урав-
нения состояния жидкой (14) и твердой (19) фаз
имеют похожий вид и отличаются только пара-
метрами  и  (описываемыми уравне-
ниями (17) и (20), соответственно). Сравнивая
значения этих параметров (см. разд. 3), нетрудно
убедиться, что эти величины не равны друг другу:

, следовательно, при T = Tm не рав-

ны давления:  и  (описываемые уравнениями
(18) и (20), соответственно), что в рамках совре-
менных представлений о фазовых переходах пер-
вого рода невозможно.

Это означает, что либо при T = Tm используе-
мые здесь классические модели (модель свобод-
ного объема и модель Ми–Грюнайзена) не могут
быть применены, либо вблизи температуры плав-
ления возникает дополнительное давление p+,
обеспечивающее непрерывность при скачкооб-
разном изменении объема в точке плавления, т.е.

(22)
С учетом (14) и (19) его величина может быть

представлена следующим образом:

(23)

Отметим, что дополнительное давление p+ при
фазовом переходе твердое–жидкое совершает до-
полнительную работу, величина которой будет
вычислена ниже.

2.5. О причинах появлениях давления p+

Для описания процесса плавления/кристал-
лизации рассмотрим два полупространства, нахо-
дящиеся на малом расстоянии x друг от друга и
помещенные в термостат со средней температу-
рой Tm. Одно полупространство представляет со-
бой твердую S-фазу, находящуюся при темпера-
туре (Tm – ΔT), где ΔT – бесконечно малое откло-
нение от температуры плавления Tm. Второе –
жидкую L-фазу (расплав), находящуюся при тем-
пературе (Tm + ΔT).

По нашему мнению, появление давления p+

при T = Tm связано с изменением плотности ко-
лебательных состояний при переходе от жидкого
состояния к твердому: в твердом состоянии в аку-
стической ветви фононов существуют фононы,

( )( )−+ =
1S
3S m m

0

3β .i
kTp p T T
V

( )mδ T ( )mγ T

( ) ( )>m mγ δT T
L
ip S

ip

++ =L S.i ip p p

( ) ( )( )+ = −0 m m m3 γ δ .p V kT T T

связанные и с продольными (продольная ско-
рость звука равна , где E – модуль Юн-
га), и с поперечными (поперечная скорость звука
равна , где G – модуль сдвига) колеба-
ниями, а в идеальной жидкости, в силу отсут-
ствия поперечных колебаний, соответствующие
фононы отсутствуют. Это означает, что при пере-
ходе от твердого состояния к жидкому, фононы,
связанные с поперечными колебаниями, исчеза-
ют, и плотность энергии фононов на границе
твердой и жидкой фаз скачком изменяется. Эта
ситуация резкого изменения плотности энергий
на границе фаз, по нашему мнению, является не-
которым аналогом ситуации, описанной в работе
Х. Казимира [15].

Как известно, так называемая сила Казимира
возникает из-за снижения плотности энергетиче-
ских состояний в области между двумя близко
расположенными металлическими пластинами.
Это “разрежение” вакуума приводит к возникно-
вению силы , которая “прижимает” пластины
друг к другу [16–18].

Величина этой силы (на единицу площади
пластины) определяется выражением [15]:

(24)

где ħ – приведенная постоянная Планка, C – ско-
рость света, xk – расстояние между пластинами,

 – числовой коэффициент,  [15].
По аналогии с силой Казимира, на границе

твердой и жидкой фаз из-за указанного выше
снижения плотности энергетических состояний в
жидкости, представляется разумным ввести силу
(на единицу площади) p+, которая при определен-
ных условиях может “прижимать” атомы, распо-
ложенные на поверхности жидкой фазы, к по-
верхности твердой фазы. Величина этой силы (на
единицу площади) по аналогии с (24) и из сообра-
жений размерности может быть записана следую-
щим образом [11]:

(25)

где x0 – эффективное расстояние от “поверхности”
твердой фазы до “поверхности расплава”1,  – чис-
ловой коэффициент.

1 Необходимо пояснить, почему для оценки “прижимаю-
щей” силы нельзя прямо использовать силу Казимира. От-
метим, что классическая сила Казимира связана с особен-
ностями поведения электромагнитных волн. Для ее оцен-
ки необходимо учесть, что электромагнитные волны
проникают в твердые тела на глубину скин-слоя. Эта глу-
бина зависит от частоты электромагнитных волн, но в лю-
бом случае на много порядков превышает масштаб рас-
сматриваемых здесь процессов, составляющий доли меж-
атомного расстояния.
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На первый взгляд рассматриваемая аналогия
не является очевидной. В случае, рассмотренном
Х. Казимиром, возникновение прижимающей
силы связано с тем, что плотность состояний в за-
зоре между пластинами меньше, чем справа и
слева от пластин. В нашем случае возникновение
прижимающей силы связано с тем, что отличает-
ся плотность энергий в полупространствах жид-
кой и твердой фаз. Однако при внимательном
рассмотрении становится ясно, что различие в мо-
делях несущественно. Отличие в плотности энер-
гии справа и слева от пластин в модели Казимира
также возможно в том случае, если пластины имеют
разную диэлектрическую проницаемость (этот слу-
чай рассмотрен в классической работе [19]). И в
том, и в другом случае причина появления прижи-
мающей силы – разность плотности энергий в зазо-
ре и вне зазора. Поэтому во всех этих случаях вид за-
висимости  не изменяется,
но изменяется лишь коэффициент . В модели Х.
Казимира он равен . В нашем случае это па-
раметр модели.

Вычислим работу A+, которую совершает дав-
ление , прижимающее атомы к поверхности
твердого тела. Для вычисления этой работы необ-
ходимо принять во внимание, что давление 
производит работу в объеме, равном объему ци-
линдра с диаметром основания d и высотой . В
этом случае величина  может быть представле-
на в виде:

(26)

где .
Подставляя уравнение (25) в (23) определим

расстояние между “твердым” и “жидким” слоем
атомов :

(27)

При , сила p+, аналогичная силе Казими-
ра, “прижимает” атомы поверхностного слоя
жидкости к твердой поверхности. При 
этой силы недостаточно для обеспечения кри-
сталлизации.

Отметим, что вычисленное значение , опи-
сывающее работу, совершаемую давлением  в
точке плавления, представляет собой дополни-
тельный вклад в величину теплоты плавления λ.
Расчет теплоты плавления с учетом дополнитель-
ного вклада p+ приведен ниже в п. 2.7.

В силу неопределенности коэффициента  для
численной оценки величины  – минимального
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расстояния между “поверхностями” твердой и
жидкой фаз, необходимо использовать дополни-
тельные соображения. Можно, например, связать
его значение с параметрами электронного строе-
ния вещества, в частности, с радиусом экраниро-
вания. Очевидно, что расстояние между двумя
фазами не может быть меньше радиуса экраниро-
вания, поскольку в этом случае начнется сильное
взаимодействие между их электронными подси-
стемами и фазы станут неразличимы.

В приближении модели Томаса–Ферми ради-
ус экранирования равен [20]:

(28)

где e – заряд электрона, me – масса электрона,  –
электрическая постоянная,  – значение волно-
вого вектора электронов на поверхности Ферми,
Ne – число валентных электронов на один атом. С
учетом выражения для радиуса Бора [21]:

уравнение (28) можно переписать следующим об-
разом:

(29)

В этом простейшем приближении радиус
экранирования зависит только от атомного объе-
ма и числа валентных электронов. При характер-
ных значениях параметров для металлов, приве-
денных в табл. 1, величина Re составляет около
0.5 × 10–10 м.

Приравнивая  (см. выражение (27)) и  (см.
выражение (29)) получим выражение для оценки
коэффициента :

(30)

При характерных значениях параметров (см.
табл. 2–4) Ct ≈1.8 × 103 м/с; ;

;  , полу-
чим . (Заметим, что величина  близка к
значению ). Оценки по формуле (27) величины

 для ряда металлов приведены в разделе 3.

2.6. Оценка скачка объема при плавлении

Подставляя в уравнение (30) выражения для
 и  (уравнения (17) и (20), соответ-
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Таблица 1. Константы материалов

Материал Tm, K [24] V0 × 10–29, м3 [4] rат × 10–10, м [4] a × 10–10, м [25] Ne

Cu 1358 1.18 1.280 3.6147 2
Ag 1235 1.71 1.430 4.0861 2
Au 1337 1.70 1.440 4.0781 5
Ni 1728 1.09 1.245 3.5238 3
Pt 2045 1.51 1.380 3.9239 4
W 3695 1.59 1.370 3.1652 6
Cr 2163 1.20 1.270 2.8846 3
V 2220 1. 39 1.340 3.0231 5
Zn 692 1.52 1.335 2.6649 (с = 4.9468) 2
Cd 594 2.16 1.465 2.9788 (с = 5.6167) 1

Таблица 2. Свойства материалов, зависящие от температуры, и расчетные значения параметров материалов

Материал βS(Tm) Tm
G(Tm) × 1011, 

Па
ρ(Tm) × 103, 

кг/м3 [24]

 × 103, м/с δ(Tm), 
ф-ла (17)

γ(Tm),
ф-ла (20)литература ф-ла (49)

Cu 0.1050 [26] 0.270 [34] 8.36 1.8 1.86 2.12
Ag 0.1041 [27] 0.172 [34] 9.86 1.32 1.89 2.13
Au 0.0952 [28] 0.152 [34] 18.27 1.0 [37] 0.91 1.99 2.29
Ni 0.0949 [29] 0.375 [35] 8.1 2.15 1.89 2.19
Pt 0.1051 [30] 0.394 [24] 19.2 1.39 1.86 2.12
W 0.1286 [26] 1.100 [35] 17.5 2.75 [37] 2.51 1.64 1.98
Cr 0.1259 [31] 0.357 [34] 6.72 2.33 1.69 2.00
V 0.0946 [32] 0.300 [36] 5.66 2.29 1.84 2.19
Zn 0.0789 [33] – 6.92 1.2 [38] – 1.96 2.33
Cd 0.0713 [26] 0.1275 [34] 8.42 1.2 [37] 1.23 2.09 2.41

( )t mC T

Таблица 3. Вычисленные значения параметров материалов, а также экспериментальная и расчетная величина
теплоты плавления

Материал p+, ф-ла (23) S1, ф-ла (44) S2, ф-ла (48) , ф-ла (50)
Несоответствие 

 и , %

Cu 0.168 1.167 –0.2876 1.078 1.076 [4] 0
Ag 0.146 1.078 –0.2599 0.993 1.035 [33] 4
Au 0.157 1.247 –0.2725 1.194 1.125 [39] 4
Ni 0.189 1.352 –0.3244 1.250 1.119 [33] 12
Pt 0.140 1.187 –0.2934 1.056 1.036 [4] 2
W 0.177 1.726 –0.5266 1.373 1.370 [39] 0
Cr 0.180 1.476 –0.4253 1.256 1.107 [32] 14
V 0.196 1.569 –0.3910 1.413 1.157 [32] 22
Zn 0.230 1.542 –0.3436 1.468 1.245 [32] 18
Cd 0.209 1.282 –0.2567 1.268 1.265 [33] 0

( )+ + +1 2p S S λ* ( )+ + +1 2  p S S λ
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ственно), получим выражение для скачка объема
при плавлении:

(31)

(32)

Из выражений (31) и (32) следует, что величи-
на скачка объема при плавлении может быть вы-
ражена через коэффициент объемного расшире-
ния в твердом теле при температуре плавления

, поперечную скорость звука в твердом те-
ле при температуре плавления , число ва-
лентных электронов на один атом Ne и атомный
объем в твердом состоянии V0. Вычисленная та-
ким образом величина  для весьма широ-
кого круга металлов демонстрирует поразитель-
ное соответствие экспериментальным значениям

 (раздел 3).

2.7. Расчет величины теплоты плавления
в модели свободного объема

Как следует из проведенного анализа при кри-
сталлизации появляется дополнительное давле-
ние , прижимающее атомы расплава к поверхно-
сти твердого тела, описываемое формулой (25). Ис-
ходя из этого предположения выражение для
вычисления теплоты плавления  можно пред-
ставить следующим образом:

(33)

Перейдем к расчету значений S1 и S2 в рамках
представлений модели свободного объема.

( )
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2.7.1. Расчет конфигурационной энтропии плав-
ления. Для расчета величины скачка конфигура-
ционной энтропии плавления необходимо вы-
числить величины конфигурационной энтропии
твердой и жидкой фазы и найти их разность.

Прямые расчеты конфигурационной энтро-
пии твердой фазы обычно основываются на ана-
лизе фононной картины и, следовательно, зави-
сят от таких параметров, как упругие константы
материала, температура Дебая и т.д. Гораздо бо-
лее простой подход состоит в использовании мо-
дели свободного объема.

При таком подходе для вычисления конфигу-
рационной энтропии твердой и жидкой фазы
можно воспользоваться описанным в п. 2.1 при-
ближением, опирающемся на модель твердых
сфер.

Как уже отмечалось, в соответствии с [5], кон-
фигурационный интеграл в статистической сум-
ме, описывающей термодинамическое поведение
в приближении модели твердых сфер, ведет себя
как (nVF)N, где N – число частиц. В этом прибли-
жении избыточная энтропия системы, имеющей
свободный объем, представленный в виде (6), мо-
жет быть записана следующим образом:

(34)

При ν = 3 получаем энтропию трехмерной си-
стемы с плотностью упаковки n близкой к плот-
нейшей упаковке с плотностью n0.

Предположим, что указанное выражение (34)
может быть использовано для расчета конфигура-
ционной энтропии не только системы твердых
сфер, но и реальных систем, состоящих из ато-
мов, моделируемых сферами. В этом приближе-

ν   = − −  
   

1

F

0

ν ln 1 1.S n
Nk n

Таблица 4. Вычисленные значения параметров материалов, а также экспериментальная и расчетная величина
скачка объема при плавлении

Материал x0 × 10–10, м 
ф-ла (27)

Re × 10–10, м
ф-ла (29)

ΔVm/V0, % ΔVm/V0, 
% ф-ла (31)

Несоответствие 
ΔVm/V0 и расчетного 

значения, %

Cu 0.495 0.493 5 [7]; 4.2 [40]; 5.3 [41]; 5.8 [24] 5.1 2
Ag 0.524 0.524 4.5 [7]; 3.4 [40]; 3.8 [42]; 5.9 [41] 4.5 0
Au 0.452 0.450 4.3 [41]; 5.1 [42]; 5.67 [8]; 6.0 [24]; 4.5 5
Ni 0.458 0.455 5.4 [6]; 3.2 [24]; 4.5 [42]; 5.1 [41]; 6.34 [8] 5.6 4
Pt 0.447 0.458 5.1 [22]; 6.9 [24] 4.6 10
W 0.429 0.431 10.0 [22]; 3.0 [24] 9.7 3
Cr 0.454 0.462 8 [24] 7.3 9
V 0.449 0.435 6.5 [22]; 3 [24] 7.8 20
Zn 0.517 0.514 5.3 [24]; 4.3 [6]; 4.8 [8]; 5.4 3
Cd 0.606 0.612 3.8 [6]; 4.0 [8, 42]; 4.7 [7, 40]; 5.1 [24] 3.6 5
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нии для кристаллического материала получим
выражение:

(35)

где  – плотность твердой фазы при T ≠ 0 K,  –
плотность при T = 0 K.

Изменение атомного объема материала 
и, соответственно, его плотности  с температу-
рой определяется тепловым расширением мате-
риала:

(36)

В этом случае величину  в (35) можно
представить в виде:

(37)

Подставляя (37) в (35), получим выражение для
конфигурационной энтропии твердого состояния:

(38)

В соответствии с [21] выражение, аналогичное
(35), можно записать и для энтропии жидкой фазы:

(39)

где  – плотность жидкой фазы при температуре
T (T ≥ Tm).

Как уже отмечалось, объем жидкой фазы 
связан с величиной объема твердой фазы про-
стым соотношением (16). В этом случае величину

 можно представить следующим образом:

(40)

Тогда выражение для конфигурационной эн-
тропии жидкого состояния (39), может быть за-
писано следующим образом:

(41)
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Полученные выражения позволяют оценить
значение  – скачка конфигурационной энтро-
пии при плавлении твердой фазы:

(42)
Подставляя выражения (38) и (41) в (42), при

T = Tm получим:

(43)

При  и  выражение

под знаком логарифма существенно упрощается,
и конфигурационная энтропия плавления может
быть представлена следующим образом [22]:

(44)

При характерных значениях параметров
; ; (см. раздел 3) ве-

личина .
2.7.2. Расчет колебательной энтропии плавле-

ния. В соответствии с представлениями Мотта и
Френкеля [1, 23], величина скачка колебательной
энтропии S2 при плавлении определяется с помо-
щью выражения:

(45)

где  и  – характеристические частоты колеба-
ний атомов в кристалле и расплаве, соответственно.

Отношение между указанными частотами
определяется моделью Грюнайзена [4]:

(46)

где VL и VS – атомный объемы жидкой и твердой
фазы при температуре плавления, соответствен-
но. Величину VS можно представить в виде:

, а величину VL при T = Tm в
виде . Подставляя выражение (46) в
(45), и при ΔVm/V0  1, получим:

(47)

Соотношение (47) также можно преобразовать к
виду:

(48)
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При характерных значениях параметров: ΔVm/V0 ≈
≈ 0.05 и γ ≈ 2–3, значение S2 составляет (0.15–0.3)k.

Заметим, что рассмотренный выше вклад в
теплоту плавления, обусловленный аналогом си-
лы Казимира, связан с изменением фононного
колебательного спектра при плавлении и фор-
мально может быть представлен, как вклад в ска-
чок колебательной энтропии плавления.

3. СОПОСТАВЛЕНИЕ
С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

В табл. 1–4 представлены необходимые для
расчетов параметры материалов. В табл. 2 приве-
дены характеристики металлов, величина кото-
рых зависит от температуры. Для большинства
материалов в литературе обычно отсутствуют ве-
личины коэффициента объемного расширения
при высоких температурах. В связи с этим в каче-
стве значений этого параметра были использованы
утроенные значения коэффициента линейного рас-
ширения при температуре плавления, взятые из
указанных источников. Надежные значения вели-
чины поперечной скорости звука  при тем-
пературе плавления в справочниках для некоторых
элементов отсутствуют. Если в расчетах была ис-
пользована величина, взятая из литературы, то
указан источник, в противном случае представ-
ленное значение было вычислено по формуле [24]:

(49)

Соответствующие значения модуля сдвига и
плотности также приведены в табл. 2 с указанием
источника.

В таблице 3 приведены вычисленные значения
скачков конфигурационной (формула (44)) и ко-
лебательной (уравнение (48)) энтропий.

Величина удельной теплоты плавления ,
нормированная на kTm, была вычислена по
формуле:

(50)

Сравнение экспериментальных данных по ве-
личине удельной теплоты плавления и расчетной
величины (p+ + S1 + S2) демонстрирует соответ-
ствие в пределах 14% для всех рассмотренных ме-
таллов за исключением ванадия (22%) и цинка
(18%). В таблице 4 приведены значения вычис-
ленного радиуса экранирования, расстояния x0 и
дано сравнение экспериментальных и расчетных
значений скачка объема при плавлении. В табл. 4
также приведены экспериментальные данные о
величине ΔVm/V0 из различных литературных ис-
точников, и подчеркнута величина, которая была
использована. Расхождение между расчетными и

( )t mC T

( ) ( ) ( )=t m m mρ .C T G T T
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( )( )

=
ρ

0 m

m

λ
λ .*

V T
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экспериментальными данными находится в пре-
делах 10% за исключением ванадия (20%).

4. ВЫВОДЫ
Построена модель расчета величины теплоты

плавления и скачка объема при плавлении. Пока-
зано, что учет вклада работы фононного “аналога
силы Казимира” в величину теплоты плавления
позволяет получить хорошее согласие с экспери-
ментом для широкого круга чистых металлов.
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Model of Fusion of Pure Metals
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Abstract—There are model for calculating the latent heat of fusion of pure metals, included the contribution
of the phonon “analogue of the Casimir force” to the melting of metals. The model makes it possible to ex-
plain the mismatch between the experimental value of the latent heat of melting and the theoretically calcu-
lated sum of the jump in the configuration and vibrational entropy during the phase transition from solid to
liquid. The described approach also makes it possible to estimate the magnitude of the volume change during
melting using the values of the crystallogeometric and thermodynamic parameters of the material.

Keywords: phase transition, melting, latent heat of fusion, volume change during melting


