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При объединении импутированных и секвенированных данных в одном анализе ассоциаций на 
уровне генов возникает проблема реконструкции матриц генетических корреляций. Она связана 
с тем, что для гена известны корреляции между всеми импутированными генотипами вариан-
тов и корреляции между всеми секвенированными, но неизвестны корреляции между генотипа-
ми вариантов, один из которых импутирован, а другой секвенирован. Для реконструкции этих 
корреляций мы предлагаем эффективный метод, основанный на максимизации детерминан-
та матрицы. Этот метод обладает рядом полезных свойств и имеет аналитическое решение для 
нашей задачи. Апробация предложенного метода была выполнена путем сравнения реконстру-
ированных и реальных корреляционных матриц, построенных на индивидуальных генотипах 
из Биобанка Великобритании. Сравнение результатов анализа ассоциаций на генном уровне, 
выполненного методами SKAT, BT и PCA на реконструированных и реальных матрицах с ис-
пользованием смоделированных и вычисленных по реальным фенотипам суммарных статистик, 
показало высокое качество реконструкции и устойчивость метода к различным структурам гена.
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Анализ ассоциаций на генном уровне является 
одним из самых эффективных статистических ме-
тодов, используемых для идентификации генов, 
контролирующих различные признаки и болезни 
человека [1–4]. Для этого анализа используются 
два типа генотипических данных: импутированные 
и секвенированные. Первый тип получается путем 
генотипирования большого числа распространен-
ных вариантов, расположенных равномерно по 
геному, и последующего восстановления (импу-
тации) генотипов промежуточных вариантов [5]. 
Второй получается в результате полноэкзомного 
секвенирования [6]. Эти два типа данных частич-
но перекрываются, однако по большей части они 
характеризуют разные варианты в гене. Секвени-
рованные генотипы описывают преимущественно 
белок-кодирующие последовательности, а импути-
рованные – интронные [7, 8]. Каждый из этих ти-
пов широко используется для анализа ассоциаций 

на уровне гена. Проблема возникает, когда мы хо-
тим объединить оба типа генотипических данных 
в одном анализе. Известно, что в отсутствие досту-
па к индивидуальным генотипам и фенотипам для 
проведения анализа ассоциаций на генном уровне 
необходимы суммарные статистики – результаты 
одноточечного анализа ассоциаций (z-статистики 
и размеры эффектов) для всех вариантов, иденти-
фицированных в гене, а также матрица корреляций 
между генотипами всех этих вариантов.

Для генетического варианта, генотипирован-
ного двумя способами, результат одноточечного 
анализа, а именно z-статистика, определяется как 
взвешенная сумма результатов, полученных для 
каждого генотипа. Однако восстановление кор-
реляций между вариантами с импутированными 
и секвенированными генотипами представляет 
проблему. 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И МЕТОДЫ
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Эта проблема, которая определяется как поиск 
значений, заполняющих недостающую информа-
цию в матрице корреляций, давно изучается в ли-
нейной алгебре и в общем случае не имеет един-
ственного допустимого решения. В этой связи 
были предложены численные методы решения, 
которые определяют диапазоны неизвестных эле-
ментов матрицы [9–11]. Однако эти методы были 
разработаны для матриц маленькой размерности 
(< 5). Для больших корреляционных матриц суще-
ствующие численные решения требуют существен-
ных вычислительных затрат [12, 13]. Учитывая, что 
для анализа ассоциаций необходимо реконструи-
ровать матрицы генотипических корреляций при-
мерно для 20 000 генов, многие из которых содер-
жат большое число генотипированных вариантов, 
численные методы не подходят, и нам необходимо 
найти легко реализуемое аналитическое решение. 

Особенностью рассматриваемых нами матриц 
корреляций является то, что все их недостающие 
элементы можно поместить в один блок. Тогда 
саму восстанавливаемую матрицу можно предста-
вить в блочном виде 3 × 3, где неизвестный блок 
расположен вне главной диагонали, симметрично 
по обе стороны от нее. Это значительно упрощает 
задачу.

Цель данного исследования – поиск аналити-
ческого решения для восстановления матриц кор-
реляций с учетом их специфической структуры и 
сравнение свойств реконструированной и реаль-
ной матриц с использованием данных из Биобанка 
Великобритании.

МЕТОД

Алгоритм реконструкции матрицы

Большинство методов реконструкции матрицы 
основаны на максимизации детерминанта матри-
цы [12–15]. Основным требованием для исполь-
зования этого подхода является предположение 
о корректности реконструированной корреляци-
онной матрицы (в частности, симметричность и 
положительная полуопределенность ее заданных 
диагональных подматриц [12]) и многомерной 
нормальности данных [14]. Метод реконструкции 
корреляционной матрицы, основанный на макси-
мизации ее детерминанта, имеет ряд полезных те-
оретических свойств [14]: 

 существование и уникальность решения: суще-
ствует ровно одна реконструированная корреля-
ционная матрица, использующая принцип макси-
мума детерминанта;

максимальная энтропия: максимум детерминан-
та ведет к максимизации энтропии;

максимальное правдоподобие: максимум детерми-
нанта, по сути, это оценка максимального правдо-
подобия корреляционной матрицы для неизвест-
ной базовой многомерной нормальной модели; 

центр области допустимых решений: максимум 
детерминанта является центром области допусти-
мых решений, ограниченной положительной полу-
определенностью, и имеет прямое аналитическое 
решение для некоторых блочно-структурирован-
ных матриц. 

На рис. 1 схематически изображены блоки ча-
стично заданной матрицы корреляций между тре-
мя неперекрывающимися подмножествами гене-
тических вариантов: M1, M2 и M3 в рамках одного 
гена и соответствующие наборы z-статистик, по-
лученные при объединении в один анализ импу-
тированных данных (M1 и M2 подмножества вари-
антов) и экзомных данных (M2 и M3 подмножества 
вариантов). 

Для удобства в соответствии с рис. 1 мы пред-
ставили объединенную корреляционную матрицу 
U между тремя подмножествами генетических ва-
риантов: M1, M2 и M3, внутри гена в виде матрич-
ных блоков 3 × 3 с неизвестным блоком U13 (и со-
пряженным с ним блоком U31, ):

�

(1)

Тогда подматрица U13 может быть реконструирова-
на через соседние с ней подматрицы, выделенные 
пунктирной линией в формуле (1):

	 � (2)

Этот вывод, полученный в ряде работ [12, 14–16], 
следует из свойств детерминанта блочной матрицы 
вида  , в частности: 

a) ;

b) детерминант матрицы будет максимальным, 
если занулить подматрицу C, т. е. свести исходную 
матрицу к блочно-диагональному виду. Стоит от-
метить, что максимизация детерминанта матрицы, 
которая эквивалентна максимизации произведе-
ния собственных значений при сохранении фик-
сированного среднего собственных значений, рав-
ного единице, стремится сделать все собственные 
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значения равными, улучшая число обусловленно-
сти матрицы. 

Легко показать, что в терминах принятых обо-
значений (рис. 1) максимальное значение детер-
минанта объединенной матрицы U выражается как

�
(3)

или в терминах детерминантов исходных матриц 
корреляций как

где Uimp, как показано на рис. 1, представляет ис-
ходную корреляционную матрицу для вариантов 
гена с импутированными генотипами, Useq – для 
вариантов гена с секвенированными генотипами и 
Ushared – для общих (перекрывающихся) вариантов 
гена.

Заметим, что решение (2) относится к ап-
проксимации, полученной путем удаления столб-
цов/строк с неизмеренными корреляционными 
коэффициентами:

	 � (4)

Здесь Ukk заданная обратимая подматрица, где 
индекс k означает набор вариантов с генотипа-
ми, измеренными двумя способами: импутиро-
ванным и секвенированным, а индекс * означает 
все варианты гена. Тогда в терминах наших обо-
значений (рис. 1) из формулы (4) получаем фор-
мулу , идентичную формуле (2).

Важно отметить, что решение (2) совпадает с ус-
ловно независимым решением (см. формулу (3)), а 
значит реконструированные корреляции не могут 
превышать реальные значения [14]. Безусловно, 
значительное занижение реальных генотипических 
корреляций может привести к инфляции статистик 
при анализе ассоциаций на генном уровне. Одна-
ко поскольку секвенированные варианты являются 
редкими, их корреляции с распространенными им-
путированными вариантами будут близки к нулю 
[17], и можно ожидать, что статистическая инфля-
ция будет минимальной. 

Сравнение реальных и реконструированных матриц

Свойства предложенного метода, реконстру-
ирующего неизвестные коэффициенты корреля-
ции между импутированными и секвенированны-
ми вариантами без использования информации о 

генотипах, были изучены путем сравнения восста-
новленных матриц с реальными матрицами, по-
строенными по индивидуальным генотипам. 

Оценка эффективности

Для оценки качества реконструкции корреля-
ционных матриц был выбран показатель: оценка 
функции потерь, традиционно рассчитываемая как 
среднеквадратичная ошибка между фактическими 
значениями U13 и реконструируемыми U13rec

:

 
Кроме того, поскольку наиболее популярным ме-
тодом анализа ассоциаций на генном уровне явля-
ется метод SKAT [18], который при использовании 
корреляционной матрицы ограничивается только 
собственными значениями ее спектрального раз-
ложения, в качестве дополнительных показателей 
эффективности мы использовали коэффициент 
регрессии RS1 и коэффициент детерминации RS2  
регрессионного уравнения, сопоставляющего соб-
ственные значения реконструированной матрицы 
и реальной. В отличие от L1 коэффициенты RS1 и 
RS2  рассчитываются на полной матрице U. Ожида-
ется, что оба коэффициента будут близки к едини-
це, а оценка функции потерь – к нулю.

Зависимость показателей эффективности была 
исследована относительно доли неизвестных коэф-
фициентов среди всех (заданных и неизвестных) 
коэффициентов корреляции между импутирован-
ными и секвенированными вариантами. Эту долю 
можно представить геометрически как отношение 
площадей, s (рис. 1):

МАТЕРИАЛ

Генотипы и матрицы генотипических корреляций

Для построения объединенных матриц корреля-
ций между вариантами внутри генов были исполь-
зованы секвенированные и импутированные гено-
типы из Биобанка Великобритании (UK BioBank). 

Оригинальные секвенированные генотипы 
(Data-Field 23156) были представлены в формате 
vcf в сборке GRCh38/hg38. Контроль качества этих 
данных осуществлялся с помощью пакета BCFtools 
версии 1.16.1 и по алгоритму, описанному на сай-
те https://biobank.ndph.ox.ac.uk/showcase/refer.
cgi?id=914. Секвенированные данные были пре-
образованы в формат pgen с помощью пакета plink 
версии 2.00a3.3LM.
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Оригинальные импутированные генотипы 
(Data-Field 22828), представленные в формате bgen 
в сборке GRCh37/hg19, были конвертированы в 
сборку GRCh38/hg38 с помощью пакета liftOver и в 
формат pgen с помощью пакета plink версии 2.00a. 
Дальнейшие манипуляции с данными проводились 
также с помощью пакета plink версии 2.00a. 

Далее из обоих типов данных были выбраны 
генотипы только биаллельных маркеров для бе-
лых европейцев (Data-Field 21000), не связанных 
генетическим родством (Data-Field 22021). Из им-
путированных данных были исключены варианты, 
позиции которых совпадали с позициями секвени-
рованных вариантов, чтобы отдать предпочтение 
секвенированным генотипам при объединении их 
с импутированными. Выборка была ограничена 
индивидами, у которых были оба типа генотипов, 
N ~ 200000 человек. Данные о генотипах обоих ти-
пов были объединены и сохранены в pgen-формате.

Для тестирования предложенного метода были 
выбраны гены на 21-й хромосоме. Для расчета кор-
реляционных матриц была использована информа-
ция о позициях генов из данных Ensembl (https://
www.ensembl.org/). Матрицы корреляций вычисля-
лись с помощью пакета ldstore версии 2.0 (http://
www.christianbenner.com/). Для каждого гена были 

вычислены три матрицы: по секвенированным, 
импутированным и объединенным генотипам. Для 
анализа отбирались гены с общим числом вариан-
тов от 50 до 7000 в объединенной матрице и с обя-
зательным наличием перекрывающихся вариантов. 
Кроме того, для каждого гена в корреляционную 
матрицу включали только те варианты, которые 
прошли установленные пороги по частоте минор-
ного аллеля maf и показателю качества импутации  
info: для импутированных вариантов info > 0.8 и 
maf > 5 × 10−5, а для секвенированных вариантов 
maf > 3.8 × 10−5, что соответствовало количеству 
минорных аллелей, mac > 10. Всего в анализ были 
включены корреляционные матрицы для 124 ге-
нов. После фильтраций в объединенных матрицах 
корреляций число импутированных вариантов ва-
рьировалось от 2 до 1572, число секвенированных 
вариантов – от 6 до 352, а число перекрывающихся 
вариантов – от 1 до 96.

Фенотип и суммарные статистики

Для анализа реальных фенотипических данных 
были получены суммарные статистики для коли-
чественного признака, индекс массы тела (body 
mass index, BMI) (N = 187600). Чтобы привести 
распределение признака к нормальному, были 
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генотипах
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импутированных
генотипах
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Рис. 1. Схематическое представление объединенной частично заданной матрицы корреляций между генетическими ва-
риантами внутри гена. M1 и M3 обозначают неперекрывающиеся подмножества вариантов с импутированными и секве-
нированными генотипами соответственно, а M2 – подмножество перекрывающихся вариантов. Суммарные статистики 
и матрицы генотипических корреляций для (М1+М2) вариантов посчитаны на импутированных данных, а для (М2+М3) 
вариантов – на секвенированных данных. Матрица корреляций между наборами M1 и M3 (блок U13) неизвестна. 
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исключены из анализа 2247 человек со значениями 
признака, выходящими за пределы трех среднеква-
дратических отклонений от среднего значения, и 
было выполнено преобразование признака с по-
мощью процедуры преобразования рангов (rank-
transformation), после чего нормальность распре-
деления признака была подтверждена критерием 
Колмогорова – Смирнова (p = 1). 

Для получения суммарных статистик для BMI 
проводили одноточечный анализ ассоциаций для 
секвенированных и импутированных данных с по-
мощью пакета fastGWA-GLMM, бета-версия 1.94.0 
[19]. Анализ выполнялся с использованием опции 
– fastGWA-mlm и ограничивался редкими вариан-
тами с частотой минорного аллеля (maf) в диапазо-
не от 5 × 10−5 до 0.01. Для исключения случайных 
эффектов, обусловленных родством между инди-
видами в выборке, была предварительно рассчи-
тана матрица родства с использованием fastGWA-
GLMM (опция – make-bK-sparse с параметрами по 
умолчанию) для всей выборки Биобанка Велико-
британии (N = 487000). В наш анализ в качестве 
ковариат мы включили пол, возраст и первые 10 
главных генетических компонент, предоставлен-
ных Биобанком Великобритании. 

Симуляционные суммарные статистики

Предложенный метод был также протестиро-
ван на симуляционных суммарных статистиках. 
Для каждого из выбранных генов 21-й хромосомы 
был смоделирован вектор z-статистик на реальной 
генотипической матрице корреляций U по опреде-
ленному сценарию, учитывающему размер эффек-
та гена на признак, τ (1000 повторов для каждого 
сценария). Для симуляций суммарных статистик 
была рассмотрена модель, лежащая в основе мето-
да SKAT, использующего суммарные статистики в 
качестве входных данных [20]

τ

Параметр τ прямо пропорционален наследуемости 
признака, обусловленной вариантами гена. Мы за-
фиксировали параметр τ как 0, 0.02, 0.05 и 0.1, где 
нулевой гипотезе, предполагавшей отсутствие ас-
социаций между анализируемым геном и призна-
ком, соответствует τ = 0. 

РЕЗУЛЬТАТЫ

Анализ показателей эффективности

В табл. 1 приведена статистика, описывающая 
структуру распределения выбранных показателей 
эффективности. Как видно, для большинства ге-
нов оценка функции потерь близка к нулю и в це-
лом не превышает 0.11, а коэффициенты RS1 и RS2 

близки к единице, что свидетельствует об очень 
хорошей сходимости собственных значений рекон-
струированной корреляционной матрицы к соб-
ственным значениям реальной (рис. 2). При срав-
нении показателей эффективности между собой, 
как ожидалось, наблюдается сильная корреляция. 
Парные корреляции Пирсона составили: cor(L1, 
RS1) = −0.752, cor(L1, RS2) = −0.816 и cor(RS1, RS2) 
= 0.739.

Следует отметить, что мы не обнаружили явной 
зависимости показателей эффективности от доли 
неизвестных коэффициентов среди всех (заданных 
и неизвестных) коэффициентов корреляции между 
импутированными и секвенированными вариан-
тами. У генов, для которых наблюдали “выбросы” 
(сильные отклонения от ожидаемых значений по 
всем трем показателям эффективности: L1, RS1 и 
RS2), мы обнаружили сильное расхождение между 
секвенированными и импутированными генотипа-
ми для перекрывающихся вариантов, несмотря на 
фильтрацию импутированных генотипов по пока-
зателю info, что свидетельствует скорее о низком 
качестве импутации генотипов, чем о плохом ка-
честве реконструкции.

Сравнение результатов анализа 
ассоциаций на генном уровне

После успешной апробации предложенного 
метода мы оценили качество реконструкции объе-
диненной матрицы корреляций, выполнив анализ 
ассоциаций на генном уровне с использованием 
реконструированной и реальной матриц корре-
ляций и сравнив результаты анализа – p-значе-
ния. Для анализа мы выбрали три популярных те-
ста, SKAT (Sequence kernel association test) [18], BT 
(Burden test) и PCA (Principle component analysis) 
[21], использующих различные регрессионные 
модели и реализованных в R-пакете sumFREGAT 
[21, 22]. Все тесты выполнялись без взвешивания 

Таблица 1. Показатели структуры распределения для 
оценок качества реконструкции корреляционных 
матриц

Статистика 
распределения L1 RS1 RS2

Минимум 5.00 × 10–8 0.953 0.927

1-й квартиль 5.59 × 10–5 0.999 1.000

Медиана 1.02 × 10–4 1.000 1.000

Среднее 1.48 × 10–3 0.999 0.998

3-й квартиль 2.32 × 10-4 1.000 1.000

Максимум 1.06 × 10–1 1.027 1.000
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суммарных статистик. Для PCA долю объясненной 
дисперсии брали 0.85.

По всем изученным генам 21-й хромосомы было 
получено полное соответствие p-значений с R2 = 1 
для методов SKAT и BT, использующих суммарные 
статистики как симулированные (рис. 3, a), так и 

вычисленные по реальному признаку BMI (рис. 3, 
б). Для метода PCA хорошее соответствие наблю-
далось для всех генов на реальных данных (R2 = 
0.999) и для генов c маленькими p-значениями (p < 
1 × 10−7) на симулированных данных. Для генов с 
большими p-значениями наблюдалось небольшое 
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Рис. 2. Зависимости показателей эффективности реконструкции корреляционных матриц от доли неизмеренных 
коэффициентов среди всех (измеренных и неизмеренных) коэффициентов корреляции между импутированны-
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циентов корреляции между импутированными и экзомными вариантами, а по оси Y откладывается показатель 
эффективности.
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рассеивание в виде облака без смещения регресси-
онной линии от ожидаемой (R2 = 0.999).

ОБСУЖДЕНИЕ

Объединение импутированных и секвениро-
ванных данных для анализа ассоциаций на уровне 
генов может помочь обнаружить сигналы в генах, 
обусловленные совместным влиянием вариантов 
внутри генов. Если для генов исходные генотипы 
недоступны, корреляционные матрицы строятся 
на основе референсной выборки. В этом случае, 
как правило, корреляции между импутированными 
и секвенированными вариантами гена неизвестны. 
Для реконструкции этих корреляций мы предла-
гаем эффективный математический метод, осно-
ванный на максимизации детерминанта матрицы. 
Этот метод обладает рядом полезных свойств и 
имеет аналитическое решение для нашей задачи.

Ограничения и возможности предложенного 
метода были исследованы на реальных корреляци-
онных матрицах, построенных на индивидуальных 
генотипах из Биобанка Великобритании. Очевид-
но, что одним из ограничений предложенного ме-
тода является невозможность его использования, 
если импутированные и секвенированные вариан-
ты гена не перекрываются. Кроме того, мы обнару-
жили, что еще одним ограничением метода служит 
сильное расхождение между импутированными и 
секвенированными генотипами перекрывающихся 
вариантов генов. Вероятно, такое расхождение об-
условлено использованием в анализе редких вари-
антов с ошибочно импутированными генотипами. 
В дополнение следует отметить, что мы не выявили 
никаких ограничений, касающихся доли неизвест-
ных корреляций в объединенной матрице.

Для апробации предложенного метода был про-
веден анализ ассоциаций на уровне генов, выпол-
ненный как на смоделированных суммарных ста-
тистиках, так и на суммарных статистиках, вычис-
ленных на реальном признаке BMI из Биобанка 
Великобритании. Сравнение результатов анализа 
ассоциаций на генном уровне, выполненного по-
пулярными методами SKAT, BT и PCA на рекон-
струированных и реальных матрицах, показало вы-
сокое качество реконструкции вне зависимости от 
доли перекрывающихся вариантов в гене и устой-
чивость метода к различным структурам генов.

Для перекрывающихся вариантов соответствие 
между корреляционными матрицами, построен-
ными на импутированных данных, и корреляци-
онными матрицами, построенными на секвени-
рованных данных, может быть нарушено по ряду 
причин, например, использование референсных 
выборок разного размера или включение в ана-
лиз редких вариантов с генотипами низкого уров-
ня импутации. Для решения этой проблемы мож-
но применить процедуру регуляризации, которая 

для каждого гена “подгоняет” реконструирован-
ную корреляционную матрицу к соответствую-
щим z-статистикам с помощью двух параметров 
регуляризации, настраиваемых персонально для 
импутированных и секвенированных данных. Ре-
гуляризация по типу Тихонова [23] использует 
спектральную фильтрацию собственных значений 
корреляционной матрицы. Подобная процедура 
нами уже была предложена в работе [21] при ис-
пользовании референсных генотипических данных 
для анализа ассоциаций на уровне гена. Общая 
схема предлагаемой регуляризации для реконстру-
ированной матрицы корреляций, объединяющей 
импутированные и секвенированные генотипы, 
имеет вид:

	
,

,

здесь  λ1 и λ2 – параметры регуляри-
зации, вычисленные на импутированных и секве-
нированных данных соответственно, а IM*

 – еди-
ничные матрицы размерности M

*
. Основываясь на 

предположении о многомерном нормальном рас-
пределении z-статистик, регуляризация корреля-
ционных матриц обеспечит их устойчивость. 

Таким образом, предложенный метод, который 
реконструирует неизвестные корреляции между 
импутированными и секвенированными геноти-
пами вариантов в гене на основе корреляций меж-
ду импутированными вариантами и корреляций 
между секвенированными вариантами без учета 
индивидуальных генотипов, может быть успешно 
применен для объединения разных типов геноти-
пических данных с целью поиска сигналов, обу-
словленных совместным влиянием импутирован-
ных и секвенированных вариантов в генах. 

Данное исследование проводилось с использо-
ванием ресурсов Биобанка Великобритании в рам-
ках заявок № 18219 и № 59345.

Работа Г.Р. Свищёвой, И.В. Зоркольцевой, Н.М. 
Белоноговой и Е.Е. Елгаевой выполнена при фи-
нансовой поддержке гранта Российского научного 
фонда (РНФ) № 23-25-00209.

Настоящая статья не содержит каких-либо ис-
следований с участием в качестве объектов людей.
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When combining imputed and sequenced data in a single gene-based association analysis, the problem 
of reconstructing genetic correlation matrices arises. It is related to the fact that for a gene, we know the 
correlations between genotypes of all imputed variants and the correlations between genotypes of all 
sequenced variants, but we do not know the correlations between genotypes of variants, one of which is 
imputed and the other is sequenced. To recover these correlations, we propose an efficient method based 
on maximising the determinant of the matrix. This method has a number of useful properties and has 
an analytical solution for our task. Approbation of the proposed method was performed by comparing 
reconstructed and real correlation matrices constructed on individual genotypes from the UK biobank. 
Comparison of the results of gene-based association analysis performed by the SKAT, BT and PCA 
methods on reconstructed and real matrices, using modelled summary statistics and calculated summary 
statistics on real phenotypes, showed high quality of reconstruction and robustness of the method to 
different gene structures.

Keywords: imputed and sequenced genotypes, gene-based association analysis, genetic variants, summary 
statistics


