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Рассматривается задача расчета низкоэнергетических траекторий перелета космического аппарата
с малой тягой к Луне на орбиту временного захвата. Перелет осуществляется с использованием
транзитной траектории в окрестности одной из коллинеарных точек либрации L1 или L2 системы
Земля–Луна. Использование транзитной траектории позволяет снизить затраты топлива на перелет
за счет использования динамики движения космического аппарата в системе Земля–Луна. После
выхода на орбиту временного захвата в зависимости от целей миссии может быть сформирована не-
обходимая окололунная орбита или совершен маневр для выхода на отлетную межпланетную тра-
екторию. Предлагается метод решения задачи, заключающийся в определении подходящей тран-
зитной траектории и в расчете оптимальной траектории перелета космического аппарата с малой
тягой с начальной околоземной орбиты на транзитную траекторию к Луне. В качестве двигателя
рассматривается модель электроракетного двигателя ограниченной тяги. Для решения задачи опти-
мального управления и определения оптимальной точки выхода на транзитную траекторию исполь-
зуется принцип максимума Понтрягина в сочетании с методом продолжения по параметру. Приво-
дятся численные примеры расчета низкоэнергетических траекторий перелета на окололунную ор-
биту временного захвата с оптимизацией точки выхода на транзитную траекторию.
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ВВЕДЕНИЕ

Луна является ближайшим и одним из самых
притягательных объектов Солнечной системы, ее
исследования с помощью окололунных космиче-
ских аппаратов (КА) начались всего через полто-
ра года после запуска первого спутника Земли. Со
временем стало понятно, что траектории лунных
миссий сильно отличаются от перелетов в около-
земном пространстве, что обусловлено сложностью
гравитационного поля на траекториях, включаю-
щих в себя сближение с двумя разными массивны-
ми телами (Землей, Луной) и испытывающих воз-
действие удаленного массивного тела (Солнца).

В этих условиях очевидным направлением по-
вышения эффективности транспортных лунных
операций представляется целенаправленное ис-
пользование эффектов динамики задач трех и че-
тырех тел, что породило новый класс перелетов –
низкоэнергетические траектории. Этот термин
подразумевает минимальное изменение энергии
при перелете между Землей и Луной.

Одним из перспективных инструментов для
проектирования низкоэнергетических перелетов
выступают траектории временного захвата, в
частности осуществляющие транзит КА от одно-
го массивного тела к другому. Такие траектории
при проектировании лунных миссий начали ис-
следоваться еще в середине прошлого века в ра-
ботах В.А. Егорова [1–4], В.Г. Фесенкова [5], Де-
видсона [6] и др.

Егоров приводит условие, устанавливающее
невозможность захвата Луной КА, “орбита кото-
рого начинается вблизи Земли” [2, 4]. Основная
идея доказательства заключается в том, что запус-
каемый от Земли КА имеет слишком малую кон-
станту площадей, и селеноцентрическая скорость
в апогее перелетной траектории значительно пре-
вышает местную параболическую скорость отно-
сительно Луны и, следовательно, КА, попав в
сферу действия Луны, неминуемо ее покинет. Из
этого делается вывод о невозможности захвата на
первом витке траектории. Фесенков [5] также пы-
тался теоретически обосновать невозможность
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постоянного захвата с помощью анализа задачи
трех тел и интеграла Якоби. Однако анализ задачи
трех тел показывает существование транзитных
траекторий, допускающих достаточно длитель-
ное пребывание КА у каждого массивного тела.
Кроме того, использование символьной динами-
ки и анализа финальных движений задачи трех
тел позволило получить доказательство суще-
ствования траекторий захвата с бесконечным
временем пребывания в окрестности одного из
тел [7]. Тем не менее эти результаты получены без
интегрирования системы уравнений движения и
определения параметров орбит, в связи с чем не-
возможно на их основе проектировать соответ-
ствующие траектории. Кроме того, с практиче-
ской точки зрения КА не обязательно навсегда
оставаться на орбите захвата, достаточно нахо-
диться на ней лишь некоторое конечное время.

Значительным шагом в проектировании тра-
екторий временного захвата стало их рассмотре-
ние в рамках четырех тел с учетом влияния Солн-
ца, за счет которого оказалось возможным реали-
зовать перелет по траектории с промежуточным
оскулирующим апогеем, сопоставимым с разме-
рами грависферы Земли, т.е. появление WSB-
траекторий (англ. Weak Stability Boundary), пред-
ложенных Е.А. Белбруно [8, 9] и исследованных
В.В. Ивашкиным [10–13].

Следуя работам Егорова [2, 4], Бельбруно [9] и
Ивашкина [11] будем называть захватом пребыва-
ние в грависфере Луны КА, попавшего туда от
Земли или из внешней части пространства, при
отрицательных значениях селеноцентрической
энергии. Соответствующий период времени
определяется следующим образом:

(1)

где h – селеноцентрическоя энергия; r,  – поло-
жение и скорость относительно Луны; μ – грави-
тационная постоянная Луны; t1 – момент грави-
тационного захвата; t2 – момент гравитационного
освобождения.

Еще одним способом повышения эффектив-
ности лунных миссий представляется использо-
вание для их реализации электроракетных двига-
тельных установок (ЭРДУ) с высоким удельным
импульсом тяги, что позволяет существенно со-
кратить затраты топлива на перелет. Использова-
ние ЭРДУ приводит к значительному увеличению
длительности перелета к Луне, поскольку величи-
на тяги ЭРДУ мала по сравнению с химическими
ракетными двигателями. Это также означает, что
требуемое число витков может исчисляться десят-
ками и сотнями. Многовитковая задача становит-
ся многоэкстремальной – для фиксированной
длительности перелета существует множество ло-
кально-оптимальных решений с разным числом
витков. Эта особенность затрудняет обеспечение
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2( ) ( ) 0, [ , ],
( )

h t t t t t
r t

v

v

вычислительной устойчивости применяемых чис-
ленных методов оптимизации.

Одним из вариантов решения задачи проекти-
рования многовитковых перелетов к Луне с ма-
лой тягой служит использование приближенных:
локально-оптимальных законов управления на
основе функций Ляпунова [14, 15] и квазиопти-
мального управления с обратной связью [16, 17].

Перелет с малой тягой трудно сочетать с WSB-
траекторией ввиду необходимости достижения
больших значений константы энергии (большой
полуоси) и фактора, что траектории перелета с ма-
лой тягой характеризуются медленным изменением
константы энергии. Поэтому типичная траектория
перелета между околоземной и окололунной орби-
той с малой тягой входит в сферу Хилла Луны через
горловину в окрестности точки либрации L1. Чем
меньше величина реактивного ускорения, тем уже
должна быть горловина константы Якоби в окрест-
ности точки либрации. Целесообразным оказыва-
ется включение в траекторию перелета движения по
инвариантным многообразиям точек либрации и
гало-орбит [17–20], на основе которых тоже можно
получить траектории временного захвата.

WSB-траектория перелета на орбиту времен-
ного захвата, предложенная Бельбруно [9], была
впервые реализована на КА Hiten [21]. К настоя-
щему времени успешно реализован перелет на
окололунную орбиту КА с ЭРДУ SMART-1 [22].
Низкоэнергетическая траектория перелета ис-
пользовалась для выведения на гало-орбиту во-
круг точки либрации L2 спутника-ретранслятора
“Цюэцяо” (пиньинь Quèqiáo, “сорочий мост”) [23].
Планируется использовать ЭРДУ для выведения
базового модуля лунной орбитальной станции
[24], рассматриваются варианты использования
КА и буксиров с ЭРДУ для обеспечения лунной
пилотируемой программы [25–27].

Основной проблемой проектирования низко-
энергетических траекторий на основе орбит вре-
менного захвата считается получение этих орбит.
Рассматриваются различные методы проектиро-
вания орбит временного захвата, в целом преоб-
ладают два подхода: первый заключается в опре-
делении двух- или трехимпульсного перелета для
подходящего сближения с Луной [2, 4, 27–29],
второй основан на подборе самой орбиты захвата
относительно Луны [10, 11, 30]. Для проектирова-
ния перелетов с малой тягой эти варианты имеют
недостаток: при их использовании энергетические
характеристики траектории в момент транзита не
представляют собой выбираемые параметры.

В данной работе предлагается метод определе-
ния орбиты захвата на основе анализа транзит-
ных орбит, порожденных инвариантными много-
образиями точек либрации L1 и L2. Транзитные
траектории такого типа позволяют получить не
только орбиты долговременного захвата, но и от-
летные траектории для межпланетных траекторий.
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ИВАНЮХИН и др.

ОГРАНИЧЕННАЯ КРУГОВАЯ ЗАДАЧА
ТРЕХ ТЕЛ

Для определения основных эффектов, влияю-
щих на движение КА в системе Земля–Луна, рас-
смотрим математическую постановку ограничен-
ной круговой задачи трех тел (ОКЗТТ).

Пусть три материальных точки (тела) P1, P2 и P3
движутся под действием сил взаимного притяже-
ния. Тела P1 и P2 имеют массы m1 и m2 (m1 > m2), а
масса тела P3 пренебрежимо мала и не влияет на
движение P1 и P2. То есть, тела P1 и P2 движутся
вокруг их общего центра масс, и в случае, когда
они движутся по круговым орбитам, задача назы-
вается ограниченной круговой задачей трех тел.
Запишем движение третьего тела в безразмерной
синодической барицентрической системе коор-
динат. Пусть единицей длины будет расстояние
между P1 и P2, единицей массы – сумма m1 и m2, а
единицу времени выберем так, чтобы период об-
ращения этих точек вокруг их центра масс был ра-
вен 2π. Направим ось x вдоль вектора от P1 к P2,
ось z – по вектору кинетического момента этих
точек, а ось у дополняет систему до правой трой-
ки. Тогда уравнения движения P3 можно записать
в виде [31–33]:

(2)

где U =  +  μ =
=

− =
 + =
 =

 
 


2 ,
2 ,

,

x

y

z

x y U
y x U
z U

+2 2( ) 2x y − μ + μ1 2(1 ) ,r r
+2 1 2( ).m m m

Точки либрации выступают стационарными
решениями системы (2). Кроме того, система
уравнений имеет один первый интеграл, найден-
ный Якоби, который задает кривые нулевой ско-
рости (  = 0), ограничивающие область возмож-
ных движений точки P3:

(3)
где CJ – константа Якоби;  – скорость.

Уравнения (2) имеют пять стационарных ре-
шений, называемых точками либрации. Так,
Л. Эйлер заметил, что существует три равновес-
ных решения: L1, L2 и L3, которые лежат на пря-
мой, проходящей через P1 и P2, их называют пря-
молинейными точками либрации. Позднее
Ж.Л. Лагранж обнаружил, что существует еще два
частных решения, соответствующих движениям,
для которых P1, P2 и P3 образуют равносторонний
треугольник – это треугольные точки либрации
L4 и L5. Расположение точек либрации во враща-
ющейся системе координат приведено на рис. 1.

Прямолинейные и треугольные точки либра-
ции имеют разные свойства, в данной работе нас
интересуют точки L1 и L2. Для анализа движения
в их окрестности рассмотрим линеаризованную
модель, которую можно получить из системы (2),
перенеся начало координат в соответствующую
точку либрации. После преобразований линей-
ную модель движения можно представить в сле-
дующем виде [31, 32, 35]:

(4)

v

= −2 2 ,JU Cv

v

( )
( )

− − + =
 + − − =
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Рис. 1. Устойчивое (прерывистая линия) и неустойчивое (сплошная линия) многообразие у точек либрации L1 (слева)
и L2 (справа).
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где константа c2 определяется для одной из кол-
линеарных точек либрации следующим образом

а константа γ связана с координатой x точки либ-
рации

Характеристическое уравнение системы (4)
имеет корни

(5)

А решение системы (4) имеет вид

(6)

где α, β, Ax, Az, ϕp,  – константы интегрирова-
ния, зависящие от начальных условий; а коэффи-
циенты k1 и k2 определяются следующим образом

(7)

Исходя из вида решения линеаризованной си-
стемы (6) в малой окрестности коллинеарных то-
чек либрации можно выделить следующие типы
движений [35]:

• плоские орбиты Ляпунова, при Ax ≠ 0, Az =
= α = β = 0;

• вертикальные орбиты Ляпунова, при Az ≠ 0,
Ax = α = β = 0;

• квазипериодические орбиты, при Ax ≠ 0, Az ≠ 0,
α = β = 0;

• асимптотические траектории, при α ≠ β,
αβ = 0;

• транзитные траектории, при αβ < 0;
• нетранзитные траектории, при αβ > 0.
Кроме того, существуют два множества асимп-

тотических траекторий, связанных с точками либ-
рации: устойчивые и неустойчивые многообразия.
Траектории устойчивого многообразия стремятся
к точке либрации при t → ∞, в то время как траек-
тории неустойчивого многообразия стремятся к
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точке либрации при t → –∞. Наличие таких тра-
екторий для точек либрации следует из присут-
ствия положительного и отрицательного соб-
ственного значения в решении линеаризованной
системы (5).

Для определения устойчивых и неустойчивых
инвариантных многообразий точек либрации не-
обходимо сделать малый сдвиг из нее в направле-
нии соответствующего собственного вектора и
проинтегрировать систему в обратном и прямом
времени:

(8)

где (rL, vL) – координаты и скорость точки либра-
ции; Λs – собственный вектор; соответствующий
отрицательному собственному значению (устой-
чивому многообразию); Λu – собственный вектор,
соответствующий положительному собственному
значению (неустойчивому многообразию); ε – ма-
лая вариация.

Вид устойчивых и неустойчивых инвариант-
ных многообразий для точек либрации L1 и L2 си-
стемы Земля–Луна в ОКЗТТ приведен на рис. 1.

За счет малости сдвига устойчивое и неустой-
чивое многообразие в совокупности формируют
транзитную траекторию с пролетом точки либра-
ции с околонулевой скоростью.

ОГРАНИЧЕННАЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКАЯ 
ЗАДАЧА ТРЕХ ТЕЛ

Ограниченная круговая задача трех тел позво-
ляет получить представление о многих значимых
эффектах движения КА в системе Земля–Луна,
однако она представляет собой идеализирован-
ную модель. Поскольку орбита Луны является эл-
липтической с эксцентриситетом 0.0549, отметим
ряд важных качественных отличий, влияющих на
движение КА в окрестности точек либрации.

Уравнения (2) в барицентрической вращаю-
щейся системе координат после введения пульси-
рующей системы (связанной с непостоянством
расстояния между массивными телами) могут
быть записаны в следующем виде [31, 32]:

(9)

где функция U совпадает с аналогичной для си-
стемы (2), e, υ – эксцентриситет и истинная
аномалия орбиты меньшего из массивных тел (в
данном случае Луны).
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Очевидно, что система (9) не имеет стационар-
ных решений, и обнуление правых частей возмож-
но только при конкретном значении истинной
аномалии, а значит и расстояния между массив-
ными телами. Таким образом, можно говорить
только о мгновенном положении точки либрации
в пульсирующих координатах [31, 32]. Тогда точка
либрации становится исключительно геометриче-
ским понятием, вообще говоря, слабо связанным с
динамикой эллиптической задачи трех тел. Одна-
ко остаются интересными траектории в окрестно-
сти оскулирующей точки либрации [36, 38, 39].

Кроме того, появление пульсации координат и
зависимость потенциальной функции U от ис-
тинной аномалии препятствует получению инте-
грала Якоби в эллиптической задаче. Можно за-
писать интегральное выражение, аналогичное
интегралу Якоби (3) [32, 37]:

(10)

Следуя исследованию [32] и рассматривая до-
статочно малый интервал времени, в течение ко-
торого основные тела описывают достаточно ма-
лые дуги, кривые нулевой скорости приближенно
можно получить из уравнения

(11)

υ

υ

∂− = − − υ
∂υ

0

( )22
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( )( ) ( ) ( ) d .
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tt UU t U tvv

− + υ = 22 (1 cos ) .JU C e v

Это соотношение выполняется, если в уравне-
нии (10) опущен интеграл, что приводит к пульса-
ции кривых нулевой скорости, каждому моменту
времени (или при каждом значении истинной
аномалии) соответствует своя кривая нулевой ско-
рости. Или, что то же самое, происходит перенор-
мировка кривых нулевой скорости. Изменение те-
кущего значения константы Якоби можно запи-
сать через константу Якоби из ОКЗТТ (3) в виде:

(12)
Поскольку оскулирующая точка либрации не

является стационарным решением, она обладает
скоростью во вращающейся системе, но при дви-
жении Луны сохраняется геометрическая про-
порция ее положения. Следовательно, скорость
оскулирующей точки либрации пропорциональ-
на скорости Луны, поэтому траектория движения
оскулирующей точки либрации не является ре-
шением системы (9). Так как вращающаяся си-
стема координат имеет местную круговую ско-
рость, с учетом ориентации осей скорость точки
либрации во вращающейся системе координат
можно определить следующим образом:

(13)

где p – фокальный параметр орбиты Луны.
Таким образом, оскулирующая точка либра-

ции имеет скорость, отличную от нуля, и это зна-
чит, что в ее окрестности всегда есть небольшая
горловина, соединяющая области вокруг Земли и
Луны, через которую может быть реализована
транзитная траектория. Изменение компонент
скорости и величина скорости оскулирующей
точки либрации L1 показаны на рис. 2. На рис. 3
приведены значения константы Якоби для точек
либрации L1, L2, вычисленных по формуле (12), и
оскулирующей точки либрации как функции ис-
тинной аномалии (11) с учетом скорости (13). Как
видно, значение для окулирующей точки либра-
ции всегда немного меньше значения для L1, что и
демонстрирует наличие горловины для перелета.

Однако для совершения транзита недостаточ-
но одного подходящего значения константы Яко-
би, также необходима подходящая ориентация
вектора скорости. Как видно из рис. 2 обе ненуле-
вые компоненты вектора скорости меняют свое
направление в зависимости от значения истин-
ной аномалии. При этом очевидно, что для совер-
шения транзита в первую очередь интересно на-
правление вектора скорости, а не его величина.

Для определения ориентации скорости, обес-
печивающей транзит через точку либрации, про-
анализируем, каким коэффициентам решения
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Рис. 2. Скорость и компоненты скорости оскулирую-
щей точки либрации L1.
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линеаризованной системы (6) она соответствует.
Продифференцируем уравнения (6) для получе-
ния соотношения для скоростей, положим t = 0 и
исключим периодические слагаемые. В результа-
те получим систему линейных алгебраических
уравнений для определения констант α и β:

(14)

График зависимости произведения αβ от ис-
тинной аномалии Луны для точек L1 и L2 приве-
ден на рис. 4. Как видно, транзит возможен только в
определенных границах истинной аномалии,
причем окрестности апоцентра и перицентра ис-
ключены из них. Диапазоны значений истинной
аномалии, допускающих транзит, находятся в
окрестности 90° и –90° по истинной аномалии,
что соответствует области максимальных значений
компоненты x в барицентрической системе коор-
динат (радиальной в орбитальной). При этом в этих
областях транзит имеет различное направление, так
для L1 в диапазоне 47.64°…132.90° перелет происхо-
дит от Луны к Земле, а при –47.64°…–132.90° – от
Земли к Луне. При этом склонение скорости θ,
вычисленное во вращающейся системе коорди-
нат  в этих диапазонах меняется от
65.29° до 114.71° и от –65.29° до –114.71° соответ-
ственно. Для L2 истинная аномалия, подходящая
для транзита от Луны во внешнюю часть про-
странства, изменяется от –44.53° до –136.03°,
склонение вектора скорости при этом принимает
значения от –63.05° до –117.40°. И для транзита к
Луне из внешней области пространства наблюда-
ется симметричная картина: для истинной ано-
малии от 44.53° до 136.03°, и склонение скорости
от 63.05° до 117.40°.

ОГРАНИЧЕННАЯ ЗАДАЧА ЧЕТЫРЕХ ТЕЛ
Для использования этих решений в рамках воз-

мущенной эфемеридной модели необходимо сде-
лать переход из вращающейся системы координат,

 − α    =       β     1 1
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связанной с барицентром системы или точкой
либрации, в неподвижную экваториальную гелио-
центрическую или селеноцентрическую систему
координат, связанную с эпохой J2000.

Введем мгновенную синодическую систему ко-
ординат, связанную с текущим положением и ско-
ростью Луны (rM, vM) в геоцентрической системе
координат J2000. Для этого запишем единичные
векторы этой системы в системе J2000 (ex, ey, ez):

(15)

И мгновенную угловую скорость вращения
Луны:

(16)

После этого положение и скорость КА относи-
тельно Земли в инерциальной системе координат
можно получить из координат и скорости в сино-
дической системе относительно Земли в следую-
щем виде:

(17)

где (r, v) – безразмерные положение и скорость
КА в синодической системе координат.

Преобразование (17) соответствуют введению
координат Нехвилла в ограниченной эллиптиче-
ской задаче трех тел [31, 32].

Расчеты будем проводить с учетом возмуще-
ния от Солнца в системе координат J2000 связан-
ной с Землей, в этом случае уравнения, описыва-
ющие пассивные движения КА имеют вид:

(18)
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Рис. 4. Произведение αβ для точек L1 (слева) и L2 (справа).
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где μE, μS, μM – гравитационные параметры Земли,
Солнца и Луны; а rS, rM –геоцентрические радиус-
векторы Солнца и Луны соответственно. Векторы
положения и скорости Солнца и Луны вычисля-
ются с помощью эфемеридного обеспечения JPL
(англ. Jet Propulsion Laboratory NASA) DE405.

Для анализа траектории в окрестности Луны и
расчета соответствующих оскулирующих кепле-
ровских элементов будем использовать селено-
центрическую экваториальную систему коорди-
нат J2000. Для перехода к ней воспользуемся сле-
дующей матрицей [34]:

(19)

где α(t), δ(t) – координаты северного полюса Лу-
ны в момент времени t.

Вычисления координат северного полюса Лу-
ны проводились в соответствии с рекомендация-
ми Международного астрономического союза
(англ. International Astronomical Union – IAU),
представленными в публикации [34].

Матрица перехода (19) связывает геоэкватори-
альную rE(t) и селеноэкваториальную rM(t) систе-
мы координат следующим образом:

(20)

при этом оба вектора rE(t) и rM(t) селеноцентриче-
ские и отличаются только ориентацией.

Очевидно, что при переходе от эллиптической
задачи трех тел к возмущенной модели четырех
тел произойдет значительное возмущение полу-
ченных решений. В частности, интервалы захвата
по оскулирующей истинной аномалии теряют
симметрию, начинают двигаться и меняют свое
значение примерно в пределах 10° каждый сино-
дический период Луны.

Рассматриваемые факторы от возмущений ор-
биты Луны и воздействия Солнца имеют незави-
симый характер и приводят к следующим эффек-
там. В целом в возмущенной задаче трех тел Зем-
ля–Луна – КА при использовании эфемеридной
модели движения наблюдается подобие транзит-
ных траекторий на каждом синодическом перио-
де Луны. В частности, удается определить траек-
торию временного захвата с длительностью пре-
бывания у Луны порядка 1000 сут в окрестности
значений оскулирующей истинной аномалии
260°…280°. Воздействие Солнца в качестве основ-
ного эффекта приводит к осцилляции эксцентри-
ситета, что при существенных значениях боль-
шой полуоси порождает WSB-траектории. Кроме
того, нарушается подобие транзитных траекто-
рий между соседними синодическими периодами
Луны, так как появляется еще одно близкое к пе-
риодическому возмущение. При этом указанные
траектории длительного захвата сохраняются, но

− α α 
 = − α δ − α δ δ  α δ α δ δ 

sin ( ) cos ( ) 0
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типичная длительность сокращается до ~100 сут.
Однако внутри года остаются траектории захвата
с длительностью более 1000 сут.

Например, в 2026 г. при пролете 3.VII.2026 в
15.05.50 (юлианская дата 2461256.12905) точки
либрации L1 по транзитной траектории времен-
ного захвата, образованной ее инвариантными
многообразиями, длительность пребывания у Лу-
ны превышает 1400 сут. Кеплеровская энергия
относительно Луны и расстояние до Луны приве-
дены на рис. 5 и рис. 6.

На рис. 7 и 8 представлены изменения боль-
шой полуоси, эксцентриситета и наклонения в
экваториальных гео- и селеноцентрических си-
стемах координат J2000. Можно отметить, что
выбором даты пролета точки либрации удается
получать различные наклонение и расстояние
пролета на селеноцентрическом участке. Накло-
нение на гелиоцентрическом участке практиче-
ски не меняется при вариации даты пролета точ-
ки либрации и определяется оскулирующим на-
клонением орбиты Луны.

Кроме формирования орбиты длительного за-
хвата транзитные траектории в окрестности точек
либрации представляют интерес для формирова-
ния отлетной от Земли траектории с выходом на
гелиоцентрическую траекторию. Хотя такие тра-
ектории в возмущенной модели можно получить
и на основе многообразий L1, предложенная ме-
тодика наиболее полно описывает решения, по-
лученные на основе многообразий L2.

Наиболее эффективные по скорости пересече-
ния грависферы Земли отлетные траектории фор-
мируются при совместном воздействии эффектов
трех и четырех тел: перехода неустойчивого мно-
гообразия L2 в WSB-траекторию. Анализ совмест-
ного влияния Луны и Солнца на отлетную траек-
торию весьма затруднен. Численные расчеты
транзитных траекторий у L2 позволяют подбором
даты пролета получить несколько таких траекто-
рий за год. Скорость при пересечении грависфе-
ры Земли на таких траекториях составляет поряд-
ка 0.7 км/с. Дополнительно повысить эту ско-
рость может возврат к Земле после сближения с
границей грависферы и совершение гравитаци-
онного маневра у Луны. После гравитационного
маневра рассматриваемые траектории увеличива-
ют скорость на грависфере до 1.3 км/с. Направле-
ние скорости при пересечении грависферы может
как увеличивать скорость КА относительно
Солнца по сравнению со скоростью Земли, так и
уменьшать ее в зависимости от фазы Луны и
Солнца. Такую траекторию удалось получить для
пролета L2 10.V.2026 в 11.34.16, она изображена на
рис. 9 и рис. 10 в геоцентрической неподвижной
системе координат, за единицу расстояния взято
среднее расстояние от Земли до Луны. На рис. 11
приведены геоцентрические оскулирующие ор-
битальные элементы отлетной траектории (боль-
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Рис. 5. Селеноцентрическая кеплеровская энергия на траектории временного захвата.
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шая полуось, эксцентриситет и наклонение).
Первое сближение с Луной происходит через
окрестность L1, и длится 18.3 сут, после чего про-
исходит выход во внешнюю часть пространства

через L2, минимальное сближение с Луной про-
исходит на расстоянии 1913 км. После пролета
Луны под воздействием Солнца реализуется WSB-
маневр длительностью 88.6 сут, за время которого
эксцентриситет меняется с 0.47 до 0.87, а большая
полуось возрастает в 2.1 раза. Следующий за этим
гравитационный маневр переводит траекторию в
гиперболу и через 11 сут происходит выход за пре-
делы грависферы Земли. При совершении грави-
тационного маневра пролет Луны происходит с
минимальным радиусом 9728 км, а время пребыва-
ния в грависфере Луны составляет 1.56 сут.

ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Недавно авторами был предложен новый под-
ход к оптимизации траекторий малой тяги с фик-
сированной угловой дальностью и свободным
временем перелета для оптимизации межорби-
тальных перелетов [40–42]. Отличительной осо-
бенностью предложенного подхода представля-
ется использование новой независимой угловой
переменной – вспомогательной долготы, которая
в невозмущенном движении совпадает с истин-
ной долготой. Этот подход позволяет эффектив-
но оптимизировать время перелета при фиксиро-
ванной угловой дальности.

Рассмотрим задачу оптимизации возмущенной
многовитковой траектории перелета с малой тягой
на устойчивое многообразие точек либрации L1 и
L2 для реализации полученных ранее траекторий и
максимизирующую конечную массу КА с двигате-

Рис. 8. Оскулирующие элементы окололунного участка траектории временного захвата.
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лем ограниченной тяги. Будем использовать моди-
фицированные равноденственные элементы и
вспомогательную долготу K, совпадающую с ис-
тинной долготой в невозмущенном движении, в
качестве независимой переменной так, как это
представлено в работах [41–43]. Уравнения возму-
щенного движения КА с малой тягой при исполь-
зовании вспомогательной долготы K имеют следу-
ющий вид:

(21)

где   ix =
=   

 q = 1 + excosL + eysinL; ξ = ixsinL –
‒ iycosL; at =  + apt; ar =
=  + + apr; 
T – тяга; c – скорость истечения; m – масса, δ –
функция дросселирования; ϑ – тангаж; ψ – рыс-
канье; apt, apr, apn – трансверсальная, радиальная и
бинормальная компоненты возмущающего уско-
рения соответственно; p, e, ω, i, Ω – кеплеровские
орбитальные элементы (фокальный параметр,
эксцентриситет, аргумент перицентра, наклоне-
ние, долгота восходящего узла); L = K + LK – ис-
тинная долгота; υ – истинная аномалия, μ – гра-
витационный параметр.

Рассмотрим перелет между двумя точками: по-
ложением на начальной орбите и заданной точ-
кой в окрестности L1. Известны начальная и ко-
нечная истинная долгота L0 и  и соответствен-
но угловая дальность перелета ΔL = Lf – L0. Время
перелета не задано, известно время прибытия в
конечную точку 

Функционал, минимизирующий затраты топ-
лива при переходе к K, имеет вид:

(22)
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Функция Понтрягина рассматриваемой зада-
чи имеет вид:

(23)

где HT, Hp, Ht – части функции Понтрягина, зави-
сящие от тяги, возмущающих ускорений и сопря-
женной к времени переменной pt соответственно:

= + + ,T p tH H H H

Рис. 10. Отлетная транзитная траектория в неподвиж-
ной селеноцентрической системе: устойчивое много-
образие (прерывистая линия) и неустойчивое много-
образие (сплошная линия) L2.
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pp, pex, pey, pix, piy, pLK, pm – сопряженные перемен-
ные к p, ex, ey, ix, iy, LK и m соответственно.

Максимизируя выражение (23) по управлению
ϑ, ψ и δ, получим следующие выражения для оп-
тимального управления:

(24)

где  – функция переключения;

В итоге краевая задача принципа максимума
состоит из системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений оптимального движения

(25)

с краевыми условиями для геоцентрического
участка траектории, которые с учетом возможно-
сти установить K0 = 0 без потери общности можно
записать в виде

(26)

(27)

где xT = (p, ex, ey, ix, iy, LK, m, t) – фазовый вектор;
 – вектор сопря-

женных переменных. Подробный вывод краевой
задачи (25)–(27) для задачи перелета между око-
лоземными орбитами приведен в работах [40–42].

В качестве конечной точки перелета для траек-
тории долговременного захвата использовалась
точка, определяющая устойчивое многообразие L1,
вычисляемая с помощью выражения (8). Для от-
летной транзитной траектории в качестве конеч-
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ной использовалась точка устойчивого многооб-
разия L2 максимального сближения с L1.

Для решения краевой задачи (25)–(27) исполь-
зовалась методика автоматического дифферен-
цирования на основе комплексно-дуальных чи-
сел [43–45] и последовательного решения задачи
с ограниченной мощностью (ОМ-задачи), задачи
с минимальной тягой (Tmin-задачи) и задачи с
ограниченной тягой (ОТ-задачи), представлен-
ные в работах [46–48].

ПРИМЕРЫ ТРАЕКТОРИЙ ПЕРЕЛЕТА

В качестве примера рассмотрим перелеты в си-
стеме Земля–Луна на транзитные траектории в
окрестности точек либрации L1 и L2, порожден-
ные их инвариантными многообразиями. При
этом работа двигательной установки КА предпо-
лагается только на геоцентрическом участке.

Для перелета на транзитную траекторию вре-
менного захвата конечным положением выступает
точка инициализации устойчивого многообразия
L1, такой выбор в данной задаче позволяет автома-
тически оптимизировать выход на устойчивое
многообразие в ОТ-задачи. Так как в точке опти-
мального выхода функция переключения (24) рав-
на нулю, это соответствует выключению тяги и
пассивному движению до конечного положения –
точки инициализации устойчивого многообразия.
Само инвариантное многообразие может быть по-
лучено интегрированием уравнений пассивного
движения из любой его точки, таким образом, по-
следний пассивный участок становится инвариант-
ным многообразием точки L1. Отметим, что этот
подход не представляется универсальным и не
подходит для ОМ-задачи и задачи на минимум
тяги, так как в них на оптимальном решении от-
сутствуют участки пассивного движения.

На рис. 12 приведена траектория перелета КА
на орбиту захвата с двигателем малой тяги, на
рис. 13 приведены соответствующая функция тя-
ги и функция переключения. Для расчетов были
приняты следующие характеристики двигатель-
ной установки: тяга 0.32 Н, удельный импульс
3500 с., начальная масса 1000 кг. Начальная точка
находилась на круговой орбите высотой 35793 км,
наклонением 28°, долготой восходящего узла 355°
и истинной долготой начальной точки 9.3°. Вы-
бранная ориентация начальной орбиты соответ-
ствует оскулирующим элементам точки либрации
в конечный момент перелета. Положение на на-
чальной орбите определялось оскулирующей ис-
тинной долготой точки либрации и угловой даль-
ностью перелета, которая в приведенном реше-
нии составляла 30 витков. В результате решения
было получено, что длительность всего перелета к
точке либрации с указанной угловой дальностью
занимает 86.12 сут, а выход на инвариантное мно-
гообразие происходит за 8.06 сут до сближения с
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точкой либрации. Конечная масса КА составила
953.51 кг.

В качестве второго примера рассматривается
перелет на отлетную транзитную траекторию,
приведенную на рис. 9 и рис. 10. Для расчетов бы-
ли приняты следующие характеристики двига-
тельной установки: тяга 0.30 Н, удельный им-
пульс 3500 с, начальная масса 1000 кг. Начальная
точка находилась на такой же круговой орбите,
что и ранее, с истинной долготой 110.2°. Конеч-
ная точка перелета была выбрана как точка мини-
мального сближения с L1 устойчивого многооб-
разия L2. Угловая дальность перелета составляла
30 витков. В результате решения было получено,
что длительность всего перелета занимает
80.02 сут, а выход на инвариантное многообразие
происходит за 5.82 сут до попадания в конечную
точку. Конечная масса КА составила 951.9 кг. Ак-

тивный участок траектории представлен на рис. 14,
на рис. 15 приведены соответствующая функция
тяги и функция переключения.

Для оценки полученного результата можно от-
метить, что аналогичная задача набора параболи-
ческой скорости с помощью трансверсального
направления тяги за наименьшее время требует
длительности маневра 97.7 сут, при этом конеч-
ная масса КА составит 926.25 кг, т.е. необходимая
масса топлива в 1.5 раза больше, чем при исполь-
зовании предложенной траектории, и пересече-
ние грависферы Земли будет происходить с око-
лонулевой скоростью.

Приведенные численные примеры иллюстри-
руют возможность использования описанной ме-
тодики определения транзитных траекторий для
получения орбит длительного захвата и отлетных
траекторий для межпланетных миссий. Затраты
топлива в обоих приведенных случаях оказались
эквивалентными и составили всего порядка 5%
начальной массы, что обусловлено входом в гра-
висферу Луны в окрестности точки L1 c близкими
значениями константы Якоби в обоих случаях.

Выключение двигателя до достижения конеч-
ной точки, выбранной для расчетов, гарантирует,
что и на всей остальной траектории движения по
инвариантным многообразиям пассивное движе-
ние представляется оптимальным. То есть актив-
ный участок заканчивается до входа в грависферу
Луны. Таким образом, единственными активными
маневрами, необходимыми для реализации приве-
денных примеров, могут быть коррекции, связан-
ные с экстремальными сближениями с Луной, од-
нако они не потребуют больших затрат топлива.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработан метод проектирования транзитных

траекторий временного захвата на основе инвари-
антных многообразий точек либрации, позволяю-
щий осуществлять проектирование низкоэнерге-
тических перелетов космических аппаратов с элек-
троракетными двигательными установками малой
тяги к Луне, с длительным пребыванием в ее
окрестности, и отлетных траекторий для межпла-
нетных миссий.

Представлены численные результаты оптими-
зации перелетов в системе Земля–Луна на тран-
зитные траектории в окрестности точек либрации
L1, L2. При этом предположение о работе двига-
тельной установки космического аппарата только
на геоцентрическом участке траектории при ти-
пичных характеристиках электроракетных двига-
тельных установок подтвердилось, так как удо-
влетворяет необходимым условиям оптимально-
сти принципа максимума Понтрягина.

Приведенные примеры показывают, что за-
траты топлива при перелете в окрестность точки
либрации L1 для формирования орбиты времен-
ного захвата и отлетной траектории в межпланет-

Рис. 12. Траектория перелета на транзитную траекто-
рию временного захвата: активный участок (сплош-
ная линия), пассивный участок (прерывистая линия),
орбита Луны (точки).
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Рис. 13. Функция переключения (прерывистая ли-
ния) и функция тяги (сплошная линия) для траекто-
рии перелета на транзитную траекторию временного
захвата.
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ИВАНЮХИН и др.

ное пространство оказались эквивалентными и
составили около 5% начальной массы. Предло-
женный метод определения транзитных траекто-
рий, в частности, позволяет определять наиболее
эффективные по скорости пересечения грави-
сферы Земли отлетные траектории, формирую-
щиеся при совместном воздействии эффектов
трех и четырех тел: перехода неустойчивого мно-
гообразия L2 в WSB-траекторию. Скорость при
пересечении грависферы Земли на таких траекто-
риях составляет порядка 0.7 км/с. Подбором даты
пролета точки либрации и фазы Солнца можно
получить траектории с возвратом после пролета
границы грависферы Земли обратно в окрест-
ность Луны и совершения гравитационного ма-
невра, что также увеличивает скорость выхода КА
из грависферы Земли. По сравнению с маневром
набора параболической скорости с помощью

трансверсального направления тяги за наимень-
шее время реализация предложенной траектории
отлета от Земли требует на 50% меньше топлива.

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда № 22-79-10206 “Низко-
энергетические межпланетные перелеты с малой
тягой” (https://rscf.ru/project/22-79-10206/).
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