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В работе предлагается метод построения траекторий выведения космического аппарата на 
круговую полярную орбиту искусственного спутника Луны (ИСЛ), основанный на использовании 
свойств инвариантных многообразий решений круговой ограниченной задачи трех тел. Такой 
подход по сравнению с классическим гомановским переходом позволяет существенно сократить 
тормозной импульс за счет увеличения времени перелета. Процесс построения орбит перелета 
включает два этапа. На первом этапе производится анализ решений круговой ограниченной задачи 
трех тел, в результате которого выбираются наименее затратные варианты выхода на орбиту ИСЛ. 
На втором этапе в эфемеридной модели Солнечной системы строятся орбиты, соответствующие 
найденным вариантам и проходящие на заданном расстоянии от Земли. Разработанный метод 
применен для анализа возможностей перелетов на полярные орбиты ИСЛ высотой 150 км в 2030 г. 
Описаны варианты выхода на орбиту ИСЛ, соответствующие значениям тормозного импульса 
619.5 и 623.3 м/с при продолжительности перелета 111 дней и 93 дня соответственно.

DOI: 10.31857/S0023420624050045,  EDN: IHSGTC

ВВЕДЕНИЕ

Исследование околополярных областей 
Луны — одна из приоритетных задач освоения 
космоса [1, 2]. Проведение таких исследований 
предполагает вывод космических аппаратов (КА) 
на околополярные круговые орбиты искусствен-
ного спутника Луны (ИСЛ) в качестве начальной 
орбиты посадки для посадочных миссий и рабо-
чей орбиты — для орбитальных [3, 4]. В этой свя-
зи представляется актуальной задача минимиза-
ции тормозного импульса при выведении КА на 
орбиту ИСЛ.

Уменьшение тормозного импульса по срав-
нению с прямым гомановским переходом при 
перелетах к Луне может быть достигнуто за 
счет применения биэллиптических переходов 
[5, 6], двухимпульсных схем торможения [7, 8] 
или использования инвариантных многообра-
зий орбит вокруг околоземных точек либрации 
[9,  10]. Суть этих подходов заключается в ис-
пользовании естественной динамики системы 

Солнце – Земля – Луна, позволяющей за счет 
увеличения времени перелета снизить затраты 
характеристической скорости.

Обширные обзоры возможностей перелетов 
на орбиту ИСЛ, предоставляемых естественной 
динамикой системы Солнце  –  Земля  –  Луна, 
и методики построения таких перелетов пред-
ставлены в работах [10, 11]. Для плоской круго-
вой ограниченной задачи четырех тел методом 
полного перебора были рассчитаны тысячи тра-
екторий перелета с низкой круговой околозем-
ной орбиты высотой 167 км на круговую орбиту 
ИСЛ высотой 100 км и найдены Парето-опти-
мальные варианты по продолжительности пере-
лета и величине совокупных затрат характери-
стической скорости. При увеличении времени 
перелета с 90 до 110 дней, минимальные затра-
ты характеристической скорости сокращаются 
с 3831.5 до 3824.5 м/с. При этом дополнитель-
ный облет Луны позволяет уменьшить эту вели-
чину на 200 м/с. Информация о величине тор-
мозного импульса в данных работах отсутствует. 
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В недавней статье [12] показано, что тормозной 
импульс при переходе на орбиты ИСЛ высотой 
100 км может составлять 631…644 м/с при време-
ни перелета от 90 до 182 дней.

Методы, примененные в публикациях [9–12], 
объединяет использование структуры и свойств 
инвариантных многообразий круговой ограни-
ченной задачи трех тел. Одним из таких свойств 
является обеспечивающая естественные перехо-
ды между окрестностями точек либрации воз-
можность касания устойчивого многообразия, 
ассоциированного с орбитами вокруг точки L2 
системы Земля – Луна, и неустойчивых много-
образий, ассоциированных с орбитами вокруг 
точек L1 и L2 системы Солнце – Земля. Попа-
дание в окрестности точек либрации L1 и L2 си-
стемы Солнце – Земля с орбиты искусственно-
го спутника Земли (ИСЗ) обеспечивается за счет 
движения вдоль устойчивых многообразий, ас-
социированных с орбитами вокруг этих точек. 
Переход из окрестности точки L2 системы Зем-
ля – Луна на орбиту ИСЛ осуществляется вдоль 
соответствующего неустойчивого многообразия. 

Таким образом, перелет осуществляется за 
счет двух импульсов: разгонного, переводяще-
го КА с орбиты ИСЗ на орбиту перелета, и тор-
мозного, переводящего КА с орбиты перелета 
на орбиту ИСЛ. Движение в течение переле-
та осуществляется в пассивном режиме за счет 
естественной динамики системы Солнце – Зем-
ля – Луна. Основной проблемой при построе-
нии траекторий таких перелетов является их 
неустойчивость и высокая чувствительность к 
изменяемым параметрам, что требует поиска 
приемлемого начального приближения. Поэто-
му построение траекторий всегда осуществляет-
ся в несколько этапов.

В статье [9] расчет начального приближения 
осуществляется посредством построения инва-
риантных многообразий систем Солнце – Земля 
и Земля – Луна в рамках круговой ограниченной 
задачи трех тел и поиска их точек касания, после 
чего полученная траектория уточняется уже в за-
даче четырех тел и впоследствии переводится в 
эфемеридную посредством дифференциальных 
коррекций. В публикациях  [10,  11] начальное 
приближение строится методом полного пере-
бора комбинаций параметров перелета. 

В работе [12] осуществляется поиск траекто-
рий, принадлежащих неустойчивым многообра-
зиям, ассоциированным с орбитами вокруг точек 
L1 и L2 системы Солнце – Земля и касающимся 
орбиты Луны. Эти траектории впоследствии кор-
ректируются в плоской круговой задаче четырех 

тел с целью синхронизации с движением Луны 
и построения траектории выхода на круговую 
орбиту ИСЛ. Подобный подход используется 
в работе [13], где параметры отлетного вектора 
варьируются для получения траектории, касаю-
щейся орбиты Луны, для построения начального 
приближения.

Перечисленные методы не подходят для по-
строения перелетов на полярные орбиты, по-
скольку не позволяют задавать наклонение ор-
биты ИСЛ. В статье  [14] на основе автомати-
ческого перебора интегрируемых в обратном 
времени траекторий, соединяющих орбиты ИСЗ 
и ИСЛ, сделано сравнение прямых перелетов с 
низкоэнергетическими. В частности, показано, 
что использование прямых схем перелета на ор-
биты ИСЛ с наклонением выше 60° невозмож-
но без существенных затрат характеристической 
скорости. При построении траекторий исполь-
зовался метод полного перебора с варьировани-
ем четырех параметров (аргумента перицентра 
и долготы восходящего узла орбиты ИСЛ, даты, 
величины тормозного импульса), требующий су-
щественных вычислительных затрат при анали-
зе возможностей перелета в заданном временном 
диапазоне. По этой причине анализ возможно-
стей перелета на орбиты ИСЛ в работе [14] осу-
ществлялся лишь для восьми дат внутри года, со-
ответствующих характерным положениям Зем-
ли, Солнца и Луны.

В данной работе предлагается метод построе-
ния траекторий выведения космического аппа-
рата на полярные орбиты ИСЛ, развивающий 
подход, разработанный в исследованиях [9–12]. 
С целью уменьшения количества варьируемых 
параметров по сравнению с полным перебором, 
используемым в статье [14], построение траек-
тории перелета осуществляется в два этапа. На 
первом этапе в круговой ограниченной задаче 
трех тел, моделирующей систему Земля – Луна, 
осуществляется поиск параметров орбиты ИСЛ, 
минимизирующих значение тормозного импуль-
са при перелете из окрестности точки L2 на це-
левую орбиту ИСЛ. Вектор состояния, соответ-
ствующий найденной орбите, используется как 
начальное условие для интегрирования огра-
ниченной задачи N тел, учитывающей влияние 
Солнца и планет Солнечной системы, в обрат-
ном времени до достижения перигея. Заданная 
высота перигея обеспечивается за счет варьиро-
вания тормозного импульса. Результатом рабо-
ты алгоритма становится траектория перелета с 
круговой околоземной орбиты заданного ради-
уса на полярную орбиту ИСЛ. Предложенный 
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алгоритм может применяться для анализа раз-
личных вариантов перелета в течение заданно-
го промежутка времени и выбора оптимальной 
с точки зрения расхода характеристической ско-
рости даты старта. В настоящей работе приведен 
пример оценки влияния даты старта на расход 
характеристического импульса для 2030 г. с ша-
гом в сутки. 

МОДЕЛИ И МЕТОДЫ

Круговая ограниченная задача трех тел
Рассматриваемая схема перелета на орбиту 

ИСЛ использует особенности динамики кру-
говой ограниченной задачи трех тел. С целью 
упрощения дальнейшего изложения здесь при-
водятся общеизвестная постановка данной за-
дачи, определения и факты, используемые при 
разработке метода построения траекторий. Дви-
жение КА описывается следующей системой 
уравнений:
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где x, y и z — координаты космического аппара-
та во вращающейся системе координат (СК) с 
центром, расположенном в центре масс двух 
массивных тел, движущихся вокруг него по кру-
говым орбитам. Ось X направлена вдоль линии, 
соединяющей массивные тела, ось Y сонаправле-
на со скоростью меньшего из них, ось Z допол-
няет систему до правой тройки. В данной работе 
будут рассмотрены вращающиеся СК, для кото-
рых массивными телами выступают системы 
Земля – Луна и Солнце – Земля. 

Все величины, входящие в уравнение (1), но-
сят безразмерный характер. Масштабы времени 
и расстояния выбираются таким образом, чтобы 
расстояние между массивными телами и угловая 
скорость их движения вокруг барицентра были 
равны единице. Функция U  называется псевдо-
потенциалом и определяется следующим 
соотношением:
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где m — коэффициент, равный отношению мас-
сы меньшего тела (m2) к сумме масс массивных 

тел (µ = +( )m m m2 1 2 ); ri  — радиус-векторы мас-
сивных тел:r
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= ( ), ,  — радиус-вектор КА. Уравнения (1) 
описывают стационарную гамильтонову систе-
му, гамильтониан которой имеет вид:
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Поскольку гамильтониан  (3) стационарен, 

система  (1) имеет первый интеграл, который 
принято обозначать J HC = −2 . Очевидно, что 
для заданного значения JC  координаты КА могут 
находиться только в области, задаваемой 
неравенством:

	 U x y z JC, , .( ) ≥ 1
2

	 (4)
Единственными известными аналитически-

ми решениями круговой ограниченной задачи 
трех тел являются положения равновесия, назы-
ваемые коллинеарными (L1, L2, L3) и треуголь-
ными (L4, L5) точками либрации. Коллинеарные 
точки либрации лежат на оси X и являются неу-
стойчивыми положениями равновесия типа сед-
ло-центр-центр. При линеаризации системы (1) 
вокруг этих точек возникают решения следую-
щего вида: 
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где γ — координата точки либрации, определяю-
щая ее положение на оси X; A1, A2, Ax, Az, φx и 
ψ — константы, определяемые начальным век-
тором состояния; c, k, ωx и ν —параметры систе-
мы, зависящие только от m и γ.

Среди решений системы (5) выделяют траек-
т о р и и  п р и н а д л е ж а щ и е  ц е н т р а л ь н о м у  
(A A1 2 0= = ), устойчивому (A A1 20 0= ≠, ) и 
неустойчивому (A A1 20 0≠ =, � ) многообразиям. 
Траектории, у которых оба коэффициента A1 и A2 
ненулевые, называют транзитными, в случае 
если знаки A1 и A2 различны. В противном случае 
траектория называется нетранзитной. Описан-
ная структура решений линеаризованной задачи 
имеет место и в исходной нелинейной систе-
ме (1) в окрестностях коллинеарных точек ли-
брации [15, 16]. Она отличается наличием пери-
одических и квазипериодических орбит вокруг 
точек либрации, а также устойчивых и неустой-
чивых инвариантных многообразий, разделяю-
щих пространство векторов состояния на 
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области, отвечающие транзитным и нетранзит-
ным траекториям.

Строгий критерий, позволяющий по векто-
ру состояния установить является ли траектория 
транзитной или нетранзитной в исходной нели-
нейной задаче отсутствует. Поэтому на практике 
используются косвенные геометрические крите-
рии, позволяющие ответить на этот вопрос. На 
применении такого подхода основаны методы 
расчета орбит вокруг точек либрации, предло-
женные в работах [17–20]. В качестве критерия 
для определения транзитной орбиты может при-
меняться пересечение некоторой плоскости [20], 
сферы [18] или нелинейной поверхности, обра-
зованной вращением горизонтальной орбиты 
Ляпунова [19].

Построение траекторий перелета к Луне
Алгоритм построения траекторий перелета к 

Луне состоит из двух этапов. На первом этапе в 
круговой ограниченной задаче трех тел, модели-
рующей систему Земля – Луна, осуществляется 
поиск транзитных орбит, позволяющих переве-
сти КА на полярную орбиту ИСЛ заданной вы-
соты с минимальным тормозным импульсом. На 
втором этапе в эфемеридной модели Солнечной 
системы рассчитывается пассивная перелетная 
траектория с круговой околоземной орбиты ра-
диуса 6545 км (высота орбиты — 167 км). 

Для построения транзитных орбит использо-
ван геометрический критерий, предложенный 
ранее в работе [18] и основанный на использова-
нии характерных особенностей структуры про-
странства векторов состояния круговой ограни-
ченной задачи трех тел. Область возможных по-
ложений, определяемую соотношением  (4), 
можно разделить на три подобласти, соответ-
ствующие трем слагаемым правой части уравне-
ния (2), как показано на рис. 1а. Первое слагае-
мое отвечает внешней подобласти, второе — по-
добласти преимущественного влияния Луны и 
третье — подобласти преимущественного влия-
ния Земли. При больших значениях JC  эти подо-
бласти не связаны между собой. При JC ≤ 3.1884 
вторая и третья подобласти объединяются по-
средством перешейка в окрестности точки L1. 
При JC ≤ 3.1722 первая и вторая подобласти объ-
единяются посредством перешейка в окрестно-
сти точки L2. Движение КА, начинающееся око-
ло Луны, будет транзитным по отношению к L2, 
если после попадания в ее окрестность он поки-
нет вторую подобласть и окажется в первой. 
В качестве формального критерия этого перехо-
да выбрано пересечение сферы с центром в Зем-
ле и радиусом 500 тыс. км, что проиллюстриро-
вано на рис. 1б. 

Вектор состояния на круговой полярной ор-
бите ИСЛ заданной высоты однозначно опреде-
ляется двумя параметрами: долготой  восхо
дящего узла (W) и истинной аномалией (t). Для 
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Рис. 1. Области возможных положений и идентификация транзитных орбит круговой ограниченной задачи трех 
тел: (а) Области возможных положений для различных значений константы Якоби; (б) Определение транзитных 
орбит по критерию пересечения сферы радиуса 500 тыс. км с центром в Земле.
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иллюстрации принципа работы критерия опре-
деления транзитных по отношению к L2 орбит на 
рис. 1б представлены траектории, полученные 
при полном переборе этих параметров с шагом в 
один градус при заданном значении 
∆VM = 640 �м/с . Пересечение сферы с плоско-
стью xy показано пунктиром. Область плоскости 
xy, состоящая из точек, не удовлетворяющих 
критерию (4) отмечена штриховкой. Цвет тран-
зитной орбиты отвечает времени, необходимому 
для пересечения сферы, в соответствие с приве-
денной на рисунке шкалой. Можно видеть, что 
все транзитные по отношению к L2 траектории 
пересекают описанную выше сферу. 

При заданном значении JC < 3 1722. , время, 
требующееся для перехода из второй подобласти 
в первую, зависит от начального вектора состоя-
ния и, вообще говоря, не ограничено. Поэтому 
при поиске транзитных орбит рассматривались 
только такие варианты, при которых добавление 
к вектору состояния, соответствующему круго-
вой орбите ИСЛ, апсидального импульса скоро-
сти DVM приводило к пересечению сферы в тече-
ние заданного промежутка времени DtM.

В работе посредством полного перебора с ша-
гом в 1° отыскивалась комбинация (W, t), обе-
спечивающая минимальное значение DVM при 
заданном DtM. Поскольку орбиты, соответству-
ющие найденным сочетаниям W, t и DVM, явля-
ются транзитными, они всегда проходят через 
окрестность точки L2. Это означает, что умень-
шением DVM до некоторого значения DVM,min  
можно добиться перехода на орбиту вокруг этой 
точки либрации. 

В рамках данного исследования поиск DVM,min  
осуществлялся посредством метода ограничива-
ющих плоскостей, описанного авторами в пре-
дыдущих работах [20, 21]. Интегрирование кру-
говой ограниченной задачи трех тел осуществля-
лось посредством программной библиотеки 
OrbiPy [22]. Использовался метод интегрирова-
ния Dop853, который принадлежит классу явных 
методов Рунге – Кутты 8-го порядка с перемен-
ным шагом. Погрешность интегрирования вы-
брана в 10 12−  безразмерных единиц (~ 4 10 7⋅ −  км 
для системы Земля – Луна).

В силу симметрии круговой ограниченной за-
дачи трех тел, найденным таким образом вари-
антам перехода с полярной орбиты ИСЛ на ор-
биту вокруг точки L2 соответствуют зеркальные 
варианты перехода с орбиты вокруг L2 на орбиту 
ИСЛ. Для этих вариантов значения DVM,min  со-
храняются, а величины W и t меняют знак.

На втором этапе расчет орбит перелета осу-
ществлялся в эфемеридной модели Солнеч-
ной системы с помощью программного пакета 
GMAT [22] посредством численного интегри-
рования системы уравнений движения в невра-
щающейся прямоугольной геоцентрической си-
стеме координат. Для задания геопотенциала 
использовалась гравитационная модель GSFC 
JGM-2 с разложением по сферическим гармо-
никам 8×8. Солнце, Луна и планеты Солнечной 
системы учитывались как точечные массы.

Интегрирование траектории осуществляется 
в обратном времени для найденных на предыду-
щем этапе комбинаций W и τ, взятых с обратным 
знаком. Сначала осуществляется уточнение най-
денного в ограниченной задаче трех тел значе-
ния переходного импульса — D VM ,min (переход-
ные импульсы, рассчитанные в эфемеридной за-
даче, будем обозначать волной сверху). После 
чего осуществляется варьирование переходного 
импульса D VM  в пределах D VM ,min, D VM ,min + 
+  1 м/с. При построении орбиты, уравнения 
движения интегрируются, начиная с момента 
применения тормозного импульса у Луны и за-
канчивая моментом достижения перигея. Таким 
образом, численно строится функция, описыва-
ющая зависимость радиуса перигея от тормозно-
го импульса: R VMΠ ∆ ( ). Значения D VM , соответ-
ствующие заданной высоте перигея, отыскива-
ются методом секущих.

РЕЗУЛЬТАТЫ
На рис. 2 приведены результаты расчета тран-

зитных орбит для значений DtM, равных 10, 15, 20 
и 30 дням. Значения W и t отложены по горизон-
тальной и вертикальной осям соответственно. 
Штрихованные области, соответствующие раз-
личным значениям DVM, ограничивают комбина-
ции W и t, приводящие к транзитным орбитам за 
заданное время. Маркерами отмечены точки, со-
ответствующие минимальным значениям DVM. 
Когда τ принимает значения, равные 0° или 180°, 
начальная скорость направлена ортогонально 
плоскости xy. Комбинации (W, t), приводящие к 
движению КА в противоположную от Земли сто-
рону, принадлежат областям, заштрихованным на 
рис. 2а. При увеличении DtM структура областей 
параметров, приводящих к транзитным орбитам 
усложняется, причем минимальные значения DVM 
наблюдаются при сочетаниях W и τ, соответству-
ющих направлению «к Земле». Это объясняется 
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тем, что при достаточном количестве времени, 
возникают траектории перехода в окрестность 
точки L2 через окрестность точки L1.

На рис. 3 приведены примеры решений кру-
говой ограниченной задачи трех тел, соответ-
ствующих минимумам DVM, полученным при DtM 
равном 10 и 15 дням. Точки, на плоскости W - t, 
соответствующие этим орбитам, отмечены мар-
керами на рис. 2. Траектории, изображенные на 
рис. 3а, соответствуют комбинации параметров 
(W = 23°, τ = °183 ), приводящей к движению по 

направлению «от Земли». Пунктирной линией 
изображена траектория, соответствующая 
∆VM = 631 2. �м/с. КА попадает на транзитную по 
отношению к L2 орбиту и быстро покидает сферу 
действия Луны. Время нахождения в окрестно-
сти L2 может быть увеличено с помощью метода 
ограничивающих плоскостей, что приведет к 
уменьшению DVM. Траектория, соответствующая 
∆VM ,min .= 625 4 �м/с , рассчитанная в ограничен-
ной задаче трех тел, представлена на рис. 3а не-
прерывной линией.
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Рис. 2. Комбинации долготы восходящего узла (W) полярной орбиты и истинной аномалии (t) КА, которые 
при применении апсидального маневра DVM приводят к транзитным орбитам за время DtM, равное: (а) 10 дням; 
(б) 15 дням; (в) 20 дням; (г) 30 дням.
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Траектории, изображенные на рис. 3б, соот-
ветствуют начальному направлению движения к 
Земле. Пунктирной линией изображена траекто-
рия, соответствующая ∆VM = 622 3. �м/с, непре-
рывной линией — траектория, соответствующая 
начальной скорости, уточненной с помощью ме-
тода плоскостей (DVM,min = 621.8 м/с). Эти траек-
тории будут нетранзитными по отношению к 
точке L1 и транзитными по отношению к точке 
L2. Космический аппарат направляется в окрест-
ность L1, но не переходит в область преимуще-
ственного влияния Земли, а возвращается к Луне 
и, облетая ее, попадает в окрестность L2. При 
увеличении DVM орбита становится транзитной 
по отношению к L1 и, как следствие, не приво-
дит к L2. Таким образом, увеличение импульса 
приводит к тому, что КА не может удалиться на 
500 тыс. км от Земли в течение заданного срока. 
В рассматриваемом примере вектор состояния, 
соответствующий W  =  168° ,  τ = °187  и 
∆VM = 622 3. �м/с, приводит в течение 15 дней к 
транзитной по отношению к L2 орбите и не при-
водит к таковой при ∆VM = 625 �м/с. Это хорошо 
видно на рис. 2б — точка, отмеченная маркером, 
принадлежит заштрихованной области, соответ-
ствующей 623 �м/с, и не принадлежит областям, 
соответствующим большим значениям DVM. 

Такой эффект характерен для точек, отвечающих 
орбитам непрямого перелета к L2. Если перелет 
к L2 не связан с дополнительными облетами 
Луны (примером служит орбита, изображенная 
на рис. 3а), этого эффекта не наблюдается. 

На втором этапе производилось интегрирова-
ние уравнений движения в реалистичной систе-
ме сил, учитывающей гравитационное влияние 
Солнца, Луны и планет Солнечной системы. 
Траектории строились в обратном времени для 
векторов состояния, соответствующих взятым с 
обратным знаком значениям W и τ, найденным 
на первом этапе. В качестве примера был выбран 
2030 г.

При рассмотрении траектории вне рамок 
ограниченной задачи трех тел возникают возму-
щения, связанные с эллиптичностью орбиты 
Луны, влиянием Солнца и планет Солнечной 
системы, поэтому значение D VM ,min изменяется в 
зависимости от времени совершения импульса. 
На рис. 4 представлены зависимости D VM ,min от 
даты в пределах 2030 г. (непрерывная линия) в 
сравнении со значением, полученным в круго-
вой ограниченной задаче трех тел (DVM,min — 
пунктирная линия) для двух вариантов перелета, 
рассмотренных выше. За счет эксцентриситета и 
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Рис. 3. Примеры решений круговой ограниченной задачи трех тел, соответствующие значениям W, t при приме-
нении отлетных импульсов DVM (пунктир) и DVM,min (непрерывная линия), полученным при расчете транзитных 
орбит при различных значениях DtM : (а) 10 дней; (б) 15 дней.
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эволюции Лунной орбиты, а также влияния 
Солнца, величина переходного импульса меня-
ется в пределах 3…5 м/с в течение каждого лун-
ного месяца. 

Представленные на рис. 4 значения DṼM,min 
приводят к транзитным орбитам, которые за-
держиваются в окрестности лунной точки L2 бо-
лее чем на 40 дней. Увеличение импульса в пре-
делах 1  м/с позволяет сократить этот срок до 
10 дней для прямого перелета и 15 дней для пе-
релета через L1. Таким образом, при достижении 
КА расстояния 500 тыс. км от Земли угол меж-
ду проекцией вектора Земля – КА на плоскость 
эклиптики и направлением Земля – Солнце мо-
жет меняться в пределах 360° за счет варьирова-
ния значения DṼM. Изменение угла в свою оче-
редь приводит к возникновению транзитных и 
нетранзитных по отношению к точкам либрации 
L1 или L2 орбит в системе Солнце – Земля, часть 
из которых проходит на требуемом расстоянии 
от Земли. Таким образом, за счет варьирования 
переходного импульса осуществляется поиск 
траекторий перелета на полярные орбиты ИСЛ. 
Этот процесс проиллюстрирован на рис. 5 и 6. 

На рис. 5 представлены орбиты перелета, со-
ответствующие дате выполнения тормозного 

импульса у Луны, отвечающей минимуму DṼM 
(19.V.2030, 12:29:44 UT) среди вариантов прямо-
го перелета L2 – ИСЛ. На рис. 3а эта дата отме-
чена вертикальной линией. На рис. 5б траекто-
рии представлены во вращающейся СК, соответ-
ствующей системе массивных тел Земля – Луна. 
Варьирование DṼM  в пределах 1 м/с порождает 
пучок траекторий, отличающихся временем, на 
которое КА задерживается в окрестности лунной 
точки L2. На рис. 5а эти же траектории представ-
лены во вращающейся СК, соответствующей си-
стеме Солнце – Земля; можно видеть, что неко-
торые из них, сделав виток вокруг одной из точек 
либрации этой системы, проходят на близком 
расстоянии от Земли. Траектории, перигей ко-
торых находится на расстоянии 6545 км от цен-
тра Земли, показаны жирными непрерывными и 
пунктирными линиями. Пунктир означает, что 
траектория перелета соответствует ретроградной 
околоземной орбите. Проградным орбитам соот-
ветствуют траектории перелета, показанные не-
прерывной линией. Можно видеть, что низкоэ-
нергетический перелет на орбиту ИСЛ возможен 
через одну из коллинеарных точек либрации (L1 
или L2) системы Солнце – Земля. При этом в за-
висимости от времени нахождения в окрестно-
стях этих точек, перелет может занимать разное 
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Рис. 4. Зависимость тормозных импульсов у Луны для рассчитанных в эфемеридной модели Солнечной системы 
вариантов перелета (DṼM — маркеры) в сравнении с импульсом перехода с орбиты вокруг точки либрации, рассчи-
танным в эфемеридной модели (DṼM,min — сплошная линия) и в ограниченной задаче трех тел (DVM,min — пун-
ктирная линия) от времени их выполнения для двух вариантов перелета: (а) маршрут без облета точки L1 системы 
Земля – Луна; (б) маршрут с облетом точки L1 системы Земля – Луна.
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время. Длительность представленных на рис. 5а 
вариантов перелета указана рядом с соответ-
ствующими траекториями и составляет от 92 до 
169 дней.

На рис. 6 представлены орбиты перелета, со-
ответствующие дате выполнения тормозного 

импульса у Луны, отвечающей минимуму DṼM 
(20.V.2030, 05:51:47 UT) среди вариантов переле-
та L2 – L1 – ИСЛ. При варьировании тормозно-
го импульса DṼM в пределах 620…621 м/с найде-
но четыре варианта перелета, соответствующих 
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Рис. 6. Варианты перелета на ИСЛ через лунную точку L1 при совершении тормозного импульса у Луны 20.V.2030, 
05:51:47 UT, показанные во вращающихся СК, соответствующих разным системам массивных тел: (а) Солн-
це – Земля; (б) Земля – Луна.
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Рис. 5. Варианты перелета на ИСЛ через лунную точку L2 при совершении тормозного импульса у Луны 19.V.2030, 
12:29:44 UT, показанные во вращающихся СК, соответствующих разным системам массивных тел: (а) Солн-
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проградным околоземным орбитам длительно-
стью от 110 до 163 дней.

Характеристики перелетов, представленных 
на рис. 5 непрерывными линиями, приведены в 
табл. 1. В таблице приведены только варианты 
перелетов, начинающиеся с проградных около-
земных орбит. При этом наклонения этих ор-
бит принимают значения от 24° до 66°. Значе-
ния наклонений околоземных орбит, с которых 
начинаются рассчитанные в работе переле-
ты, приведены на рис. 7 в зависимости от даты 
старта. Можно видеть, что независимо от марш-
рута перелета значения возможных наклонений 

плотно покрывают диапазон от 30° до 150°. При 
старте в октябре 2029 или мае 2030 г. существу-
ют перелеты, начинающиеся с околоземной 
орбиты с наклонением 0°. Задача обеспечения 
требуемого наклонения выходит за рамки на-
стоящего исследования, однако его результаты 
показывают принципиальную возможность ее 
решения при сохранении значений тормозно-
го импульса, проиллюстрированных на рис. 4.

Надо отметить, что варьирование тормоз-
ного  импульса в пределах 1  м/с теоретически  
позволяет найти бесконечное количество ор-
бит  перелета, поскольку время нахождения 

Таблица 1. Параметры траекторий перелета на полярные орбиты ИСЛ

№ Наклонение около-
земной орбиты, град

Дата, время (UT) старта Время перелета,
дни

Тормозной  
импульс, м/с

Тип перелета

1 24 25.XII.2029, 11:59:52 145 623.3 L2
2 58 15.II.2030, 11:59:08 93 623.3 L2
3 66 30.XI.2029, 19:16:48 170 623.2 L2
4 33 30.I.2030, 10:20:50 109 623.2 L2
5 66 19.XII.2029, 02:17:59 152 619.5 L1
6 62 29.I.2030, 15:54:24 111 619.5 L1
7 28 07.XII.2029, 20:39:27 163 619.5 L1
8 40 11.I.2030, 14:49:58 129 619.5 L1
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Рис. 7. Наклонение орбиты ИСЗ, с которой начинается перелет, в зависимости от даты старта при использовании 
различных маршрутов перелета: (а) маршрут без облета точки L1 системы Земля – Луна; (б) маршрут с облетом 
точки L1 системы Земля – Луна.
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в окрестности точки либрации может быть нео-
граниченно. Однако разность между DṼM для ор-
бит, совершающих N и N+1 оборот вокруг точки 
либрации, быстро стремится к нулю при увели-
чении N, что ограничивает возможности числен-
ного расчета. С другой стороны, поиск вариантов 
перелета, занимающих большее время, за счет 
пренебрежимо малого уменьшения тормозного 
импульса не представляется продуктивным. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе представлен алгоритм поиска низ-

коэнергетических траекторий перелета на по-
лярные орбиты ИСЛ и выполнено исследование 
возможностей осуществления таких перелетов в 
2030 г. 

Наименьшие значения тормозного импульса 
достигаются, если приближение к Луне проис-
ходит после последовательного облета точек L2 
и L1 системы Земля – Луна. Если переход на ор-
биту ИСЛ осуществляется через облет точки L2, 
но без облета точки L1, значение тормозного им-
пульса оказывается выше в среднем на 3 м/с.

Минимальное значение тормозного импуль-
са зависит от даты его совершения и может ва-
рьироваться в течение года в пределах 5  м/с. 
В 2030 г. датой, соответствующей минимальному 
импульсу, является 20 мая. При этом дата старта 
может меняться в зависимости от длительности 
пребывания космического аппарата в окрестно-
стях точек либрации систем Солнце – Земля и 
Земля – Луна, облет которых осуществляется в 
рамках выбранного варианта перелета.

Показано, что значение тормозного импуль-
са у Луны при перелете на ИСЛ высотой 150 км 
может составлять 619.5 м/с при времени переле-
та 111 дней. В этом случае старт с околоземной 
орбиты должен осуществляться 29.I.2030, по-
сле чего космический аппарат последовательно 
облетает окрестности точки L2 системы Солн-
це – Земля, L2 системы Земля – Луна и L1 си-
стемы Земля – Луна. При увеличении тормозно-
го импульса до 623.3 м/c время перелета может 
быть сокращено до 93 дней. В этом случае старт 
должен осуществляться 15.II.2030, а маршрут пе-
релета включает последовательный облет точек 
L2 систем Солнце – Земля и Земля – Луна.
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