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1. ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время одними из наиболее ак-

туальных задач управляемого движения косми-
ческими аппаратами являются безопасная по-
садка на неровную поверхность небесного тела, 
поддержание движения космического аппарата 
в окрестности малого небесного тела с плохо из-
ученным гравитационным полем, управление 
движением аппарата на малых высотах в окрест-
ности малых небесных тел, управление угловым 
движением с ограничениями на управляющие 
воздействия, управление движением в быстро 
меняющихся внешних условиях, управление 
связанным орбитальным и угловым движени-
ем аппарата в сложных динамических средах, 
управление движением с целью понижения ри-
ска столкновения с опасными и маневрирующи-
ми космическими объектами. Фундаментальные 
проблемы построения управления в этих задачах 
связаны с нелинейностью правых частей уравне-
ний движения, отсутствием или бедностью ре-
зультатов анализа движения, отсутствием или 
высокой неточностью моделей движения, а так-
же неопределенностью в движении аппарата или 
параметров моделей движения.

Среди методов построения оптимального 
управления можно условно выделить два клас-
са. В первый класс входят методы, основанные 
на принципе максимума Понтрягина, теории 
устойчивости Ляпунова, теории Флоке и теории 
игр [1–3]. Эти методы можно назвать локальны-
ми или тактическими, так как строится неко-
торое номинальное управление и управление, 
стабилизирующее движение в окрестности но-
минальной траектории. Во второй класс входят 
методы, основанные на принципе оптимально-
сти Беллмана и динамическом программирова-
нии [4–6]. Эти методы можно назвать глобаль-
ными или стратегическими, так как здесь управ-
ление ищется в виде отображения из состояния 
в управляющие воздействия, причем управление 
должно «вести себя хорошо» в широком диапа-
зоне значений аргумента.

В последнее время активно развивается и 
привлекает внимание исследователей раздел 
приближенного динамического программиро-
вания, называемый машинным обучением с под-
креплением [7–9]. В обучении с подкреплени-
ем управление динамическими системами ин-
терпретируется как взаимодействие агента с 
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внешней средой, от которой агент за свои дей-
ствия получает вознаграждения и стремится 
максимизировать суммарные вознаграждения. В 
механике космического полета средой может яв-
ляться космический аппарат, агентом — управ-
ляющее программное обеспечение на аппарате, 
вознаграждением могут быть точность прилета 
в заданную область пространства и экономия 
топлива. Функция управления (отображение 
из состояния аппарата в управляющие воздей-
ствия) параметризуется, параметры ищутся так, 
чтобы удовлетворялось уравнение оптимально-
сти Беллмана и / или вознаграждение, получен-
ное агентом за весь полет, было максимальным 
в среднем по возможным начальным условиям 
старта. Результатом обучения является функция 
управления, которая способна направлять аппа-
рат в заданную точку пространства. Эта функция 
может быть загружена на борт космического ап-
парата и может управлять им во время реального 
полета на основе состояния аппарата или оценок 
состояния аппарата.

Математически строгая и основанная на ля-
пуновском подходе теория обучения с подкре-
плением для построения управления изложена 
в монографии [9]. В частности, там описывают-
ся методы построения функции оптимального 
управления для классических вариантов функ-
ционалов — интегралов от квадратичной функ-
ции управления и невязок по состоянию. Форму-
лируются теоремы о сходимости параметрически 
заданной функции управления к оптимальной. 
Методы излагаются для случая непрерывных 
динамических систем. Изложенная там теория 
имеет свои недостатки:

1.	 Делаются существенные предположения 
о динамике, функции управления и функции 
Беллмана, например условие богатства входного 
сигнала (постоянства возбуждения, persistence of 
excitation). Эти условия зачастую не удается до-
казать или проверить, а их невыполнение сказы-
вается на сходимости к оптимальной функции 
управления.

2.	 Рассматриваются только функции возна-
граждения, квадратичные относительно управ-
ления и положительно определенные относи-
тельно вектора невязки. Требуется обратимость 
матрицы квадратичной формы относительно 
управления.

3.	 В формулах коррекции параметров при-
ближенных функции управления и функции 
Беллмана используются правые части уравнений 
движения.

4.	Т еория, построенная в монографии, ка-
сается непрерывных динамических систем. Для 
дискретных систем (например, в механике кос-
мического полета — случай движения с импуль-
сами) необходимо проводить адаптацию этих 
методов.

Следует отметить, что существуют положи-
тельные примеры применения ляпуновско-
го подхода к обучению нейросетевых моделей 
управления космическими аппаратами [10–13]. 
Эти примеры не относятся к обучению с подкре-
плением, но методы, изложенные в них, схожи 
с теми, что описываются в работе [9]. Ляпунов-
ский подход к обучению нейросетевых моделей 
также известен в литературе под названиями де-
терминированное обучение [14] и нейродинамиче-
ское программирование [15].

В последние несколько лет область обучения 
с подкреплением пополнилась эффективными 
алгоритмами, зарекомендовавшими себя в раз-
ных областях, в том числе и в механике космиче-
ского полета (см. обзор литературы по теме в пу-
бликации [16] в разделе Reinforcement learning). 
Эти численные методы основываются на алго-
ритмах приближенного динамического програм-
мирования, методах оптимизации функций с 
большим числом параметров и теории частично 
наблюдаемых марковских процессов принятия 
решений. Преимуществом этих методов явля-
ется существенное сокращение математических 
предположений и значительный охват возмож-
ных решаемых задач. Примеры их применения 
показывают, что стратегии управления, созда-
ваемые этими методами, естественным образом 
способны адаптироваться к неизвестным пара-
метрам аппарата и внешней среды [17–20].

Несмотря на наличие большого числа при-
меров применения современных методов обуче-
ния с подкреплением в задачах управления кос-
мическими аппаратами, литературе не хватает 
общей методики сведения задачи оптимального 
управления аппаратом к задаче обучения с под-
креплением. Примеры применения методов об-
учения с подкреплением к конкретным задачам 
наполнены техническими деталями и решением 
локальных математических проблем. Вместе с 
тем обзор литературы дает понимание того, как 
могла бы выглядеть такая методика сведения од-
ной задачи к другой в общем случае, причем так, 
чтобы известные примеры применения обучения 
с подкреплением стали частными случаями ис-
пользования этой методики. Кроме того, техни-
ка решения задач оптимального управления ме-
тодами обучения с подкреплением практически 
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не представлена в русскоязычной литературе. 
Презентация обоснованной общей методики 
помогла бы направить интерес к этой теме и по-
мочь разрешить вопросы создания надежных ре-
гуляторов в задачах управления с нелинейными 
уравнениями движения, неаналитическими ре-
шениями и неопределенностью.

Методы обучения с подкреплением, о ко-
торых далее пойдет речь, основаны на методах 
оптимизации сложных нелинейных функций 
с большим числом параметров и опираются на 
разнообразные эвристические приемы, помо-
гающие процедурам оптимизации быстрее схо-
диться к оптимальным решениям. Кроме того, 
эти методы обучения с подкреплением основы-
ваются на обработке выборок данных, получае-
мых в результате взаимодействия агента со сре-
дой. Эти методы являются безмодельными (model-
free), соответствующие алгоритмы обучения не 
используют информацию о виде или структуре 
правых частей уравнений и информацию о виде 
или структуре функции вознаграждения, вместо 
этого параметры функции управления и функ-
ции Беллмана настраиваются исходя из опыта 
взаимодействия агента со средой. Методы обу-
чения с подкреплением максимизируют средние 
суммы вознаграждений агента, поэтому в отдель-
ных эпизодах может наблюдаться неэффектив-
ное взаимодействие агента со средой. Поскольку 
в общем случае уравнения движения нелиней-
ны, их решения не выражаются в элементарных 
функциях, в системе присутствует неопределен-
ность, а модели функции управления и функ-
ции Беллмана могут быть сложными для анали-
за, то нет возможности гарантированно утвер-
ждать, что предлагаемая функция управления 
решает задачу при всех исходах. Таким образом 
возникает задача оценивания надежности при-
менения разработанных регуляторов, что можно 
рассматривать как задачу оценивания вероятно-
сти наступления неблагоприятных событий. Для 
оценивания вероятностей событий и точности 
этого оценивания можно воспользоваться клас-
сическими неравенствами теории вероятностей, 
в частности — неравенством Хефдинга. Приме-
ры применения этих неравенств не встречаются 
в литературе по механике космического полета, 
хотя они делают результаты применения эври-
стических приемов заслуживающими доверие.

Наконец, необходимо продемонстрировать 
исследователям применение предлагаемой мето-
дики на модельных и простых примерах управ-
ления динамическими системами. Необходи-
мо, чтобы разрабатываемая методика допускала 

простую программную реализацию, понятную 
специалистам в механике, малознакомыми с 
теорией обучения с подкреплением, и которую 
можно было бы использовать для решения ши-
рокого спектра задач.

Цель настоящей работы — на основании про-
веденных ранее обзоров литературы сформули-
ровать методику сведения общей задачи опти-
мального управления космическими аппаратами 
к задаче машинного обучения с подкреплением, 
предложить метод оценивания качества полу-
ченного алгоритма управления, разработать про-
граммную реализацию методики и продемон-
стрировать ее работу на примерах.

2. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 
ОБУЧЕНИЯ С ПОДКРЕПЛЕНИЕМ

Обучение с подкреплением (reinforcement 
learning) — это раздел машинного обучения, раз-
рабатываемый для решения задач, при формали-
зации которых можно выделить среду и агента, 
взаимодействующего со средой и получающего 
от среды за свои действия вознаграждения. Во 
время обучения агент стремится действовать так, 
чтобы максимизировать суммарное вознаграж-
дение, получаемое от среды. Агенту неизвестно, 
как ему следует действовать, он не знает «пра-
вильных» ответов (нет «учителя»), но пытает-
ся методом проб и ошибок угадать оптимальное 
поведение.

Различение агента и среды в задачах обучения 
с подкреплением условно, не всегда можно про-
вести между ними четкие границы, но на прак-
тике это оказывается неважным. Под агентом 
понимают не обязательно материальное вопло-
щение в виде робота или механизмов, чаще все-
го это программное обеспечение. Например, в 
космических системах агентом может быть про-
граммное обеспечение в бортовом компьютере 
космического аппарата, а сам аппарат — средой. 
Агент выполняет действия — посылает команды 
в блок управления аппаратом — и получает от 
аппарата обратную связь в виде изменения его 
состояния.

Теория обучения с подкреплением описыва-
ется на языке теории вероятностей. Будем всюду 
считать состояния, действия и вознаграждения 
случайными величинами. Случайные величины 
будем обозначать заглавными буквами, а их кон-
кретные реализации — строчными.

Будем считать, что агент взаимодействует со 
средой в дискретные моменты времени 
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k ∈ …{ , , , }0 1 2 . Пусть   — множество всех воз-
можных состояний среды,   — множество всех 
возможных действий агента. Эти множества мо-
гут быть дискретными или непрерывными, ко-
нечными или бесконечными. Обозначим за Sk  
состояние среды в момент k , A k  — действие, 
которое производит агент в момент k .

В теории обучения с подкреплением процесс 
взаимодействия агента со средой описывает-
ся марковским процессом принятия решений. 
В этом случае переходы между состояниями сре-
ды полностью определяются функцией перехода

p : [ , ],S A S× × → 0 1

которая для всех s ∈ , a ∈ , ′ ∈s   и k ≥ 0  
есть1�

p k k k( , , ) ( | , ).s a s S s S s A a′ = = ′ = =+ 1

Будем считать, что вероятность перехода меж-
ду состояниями не зависит от времени (такую 
среду называют стационарной).

Вознаграждение Rk в момент времени k опре-
деляется распределением dR, зависящем только 
от текущего состояния Sk, действия A k  и, воз-
можно, будущего состояния Sk+1 и не зависящего 
от времени k. Будем также считать, что возна-
граждения равномерно по исходам ограничены 
сверху: | |Rk  ≤ Rmax.

Введем начальное распределение состояний 
d0 0 1: [ , ], →  то есть функцию, такую, что для 
всех s

d0 0( ) ( ).s S s= =
Опишем теперь правило, согласно которому в 

среде действует агент. Стратегией называется 
функция π : [ , ],S A× → 0 1  которая для всех s ∈, 
a ∈ и k ≥ 0 равна

π( , ) ( | ).s a A a S s= = = k k

Таким образом, стратегия для каждого s  
определяет распределение на множестве дей-
ствий, действие выбирается случайно в соответ-
ствии с этим распределением. Технически, дей-
ствие выбирается в результате применения гене-
ратора случайных чисел, отвечающего данному 
распределению. Стратегия может быть детерми-
нированной, в этом случае для всех s  и a  функ-

1  Эта формула является строгой для дискретных про-
странств состояния и действия, но приводится здесь в об-
щем случае для простоты. Для непрерывных пространств 
состояния или действия следует вводить плотность веро-
ятности перехода.

ция p(s, a) принимает значения из множества 
{ , }0 1  и под стратегией можно понимать просто 
функцию a = p(s). Будем считать, что стратегия 
не зависит от времени t , а действие определяет-
ся лишь состоянием s , в котором находится 
среда.

Итак, рассмотрим процесс взаимодействия 
агента со средой. Сначала в соответствии с на-
чальным распределением d0 инициализируется 
начальное состояние S0 0~ d  (знак ~ означает, что 
случайная величина слева в выражении генериру-
ется из распределения справа в выражении). За-
тем для этого состояния в соответствии со страте-
гией агент производит действие A S0 0~ ( , )π ⋅ .  
Далее, в соответствии с функцией перехода p сре-
да переходит в новое состояние S S A1 0 0~ ( , , )p ⋅ . 
После этого агент получает вознаграждение 
R dR0 0 0 1~ ( , , )S A S . Далее агент производит новое 
действие A S1 1~ ( , )π ⋅ , среда переходит в новое со-
стояние S p2 1 1~ ( , , )S A ⋅ , агент получает вознаграж-
дение R dR1 1 1 2~ ( , , )S A S , и так далее. Взаимодей-
ствие со средой заканчивается либо в определен-
ный момент времени k K= , либо при достижении 
средой некоторого особого состояния. Участок 
времени взаимодействия агента со средой от на-
чального до финального состояния называется 
эпизодом.

В обучении с подкреплением агент стремится 
увеличивать суммарное за эпизод вознагражде-
ние от среды. Формализуется это введением це-
левой функции

J Rk
k

( ) ,π π=










=

∞

∑
0

где вертикальная черта означает, что все дей-
ствия, которые производит агент, производятся 
им в рамках стратегии p. Так как любой эпизод 
конечен, то и ряд представляет собой конечную 
сумму (формально можно считать, что Rk = 0 , 
начиная с некоторого момента времени, завися-
щего от исхода). Стратегия  p* называется опти-
мальной, если

π π
π

* argmax ( ),∈
∈Π

J

где Π  — множество рассматриваемых стратегий. 
В общем случае оптимальная стратегия может не 
существовать, а если существует, то может быть 
не единственной.

В определении целевой функции участвует 
сумма случайных величин. Чтобы сделать эту 
сумму ограниченной для любого исхода, вводят 
величину γ ∈[ , ]0 1  и рассматривают целевую 
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функцию J Rk

k
k( ) ,π =











=

∞

∑ γ π
0

 сумма в кото-

рой конечна с вероятностью единица, если g < 1 
и | |Rk  ≤ Rmax.

Функцией ценности состояния называется 
функция vπ :→  , для каждого s ∈  равная

	 v Rk

k
k m m

π γ π( ) , .s S s= =










=

∞

+∑
0

 	  (1)

Эта функция выражает среднее суммарное 
вознаграждение за эпизод, получаемое агентом, 
действуя в рамках стратегии p, стартуя из состо-
яния s  в момент m . Обратим внимание, что эта 
функция не зависит от m , и в ее определении 
допустимо брать m = 0 . Независимость функции 
ценности от m  является следствием стационар-
ности среды, стационарности вознаграждения и 
марковского свойства процесса.

Функцией ценности действия называется 
функция qπ :S A× →  , для каждого s  и a  
равная

q Rk

k
k m m m

π γ π( , ) , , .s a S s A a= = =










=

∞

+∑
0

Эта функция выражает среднее суммарное 
вознаграждение за эпизод, получаемое агентом, 
стартуя из состояния s  с действием a  в момент 
m  и далее действуя в рамках стратегии p. В этом 
выражении можно брать m  произвольным.

В частично наблюдаемых марковских процессах 
принятия решений агент принимает решение о 
действиях не на основе состояний, а на основе 
наблюдений, которые являются функциями со-
стояний (возможно случайными). Если наблю-
дение o s= ϕ( ) является детерминированной и 
взаимно однозначной функцией состояния, то в 
качестве состояния можно выбрать наблюдение 
и ввести марковский процесс принятия реше-
ний, в котором стратегия может быть определена 
как
	 π( , ) ( | ),o a A a O o= = = k k  	   (2)
где Ok  — вектор наблюдений в момент k , а 
функция ценности —

	 v Rk

k
k m m

π γ π( ) , .o O o= =










=

∞

+∑
0

 	 (3)

Если o s= +ϕ ξ( ) , где j — взаимно однозначная 
детерминированная функция состояния,  

а x — случайный вектор, то наблюдению o может 
соответствовать множество возможных состоя-
ний s. При достаточно малой дисперсии компо-
нент x, допустимо рассматривать стратегию и 
функцию ценности как функции наблюдения по 
формулам (2)–(3), если это слабо влияет на ре-
зультаты методов оптимизации стратегии. Если 
функция ценности используется только во время 
оптимизации стратегии, то есть играет только 
вспомогательную роль, то допустимо определять 
ее по формуле (1).

В прочих случаях наблюдение не однозначно 
связано с состоянием, поэтому для сведения 
процесса принятия решений к марковскому про-
цессу принятия решений кроме наблюдения сле-
дует также ввести историю наблюдений h , кото-
рая вместе с текущим наблюдением позволяет с 
высокой точностью оценивать состояние:

o h s, ( ) ,→ +ϕ ξ
где j(s) — взаимно однозначная функция состо-
яния, а x — случайный вектор с малыми диспер-
сиями компонент. История наблюдений h  мо-
жет состоять из одного, двух или многих наблю-
дений, предшествующих наблюдению o . Этот 
вектор может быть равен и равносильной функ-
ции предыдущих наблюдений. В любом случае, 
стратегия вводится как отображение

π( , , ) ( | , ),o h a A a O o H h= = = = k k k

где Hk  обозначает вектор истории наблюдений 
к моменту k  не включительно, а h  — реализа-
ция этого вектора. Аналогично определяется 
функция ценности состояния

v Rk

k
k m m m

π γ π( , ) , , .o h O o H h= = =










=

∞

+∑
0

Наблюдению и истории здесь все еще неодно-
значно соответствует состояние, но оценка это-
го состояния тем точнее, чем меньше диспер-
сия компонент ошибки x, которая обычно свя-
зана с частотой наблюдений и объемом истории 
наблюдений.

3. МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ СТРАТЕГИЙ
Существует множество алгоритмов поиска 

оптимальных стратегий. К классическим мето-
дам относятся методы итерации по стратегиям и 
ценности с известными условиями сходимости 
[6, 7]. Однако область применения этих методов 
ограничена средами с дискретным и конечным 
множеством состояний и агентами с дискретным 
и конечным множеством действий, в то время 
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как для механики космического полета харак-
терны задачи с непрерывными множествами со-
стояний и действий. Для таких случаев разраба-
тываются методы приближенного динамическо-
го программирования, общую теорию о которых 
можно найти в монографиях [8, 15].

Обзор методов показывает, что среди них 
можно выделить два класса методов: основан-
ные на использовании агентом функции пере-
хода между состояниями (задачи планирования, 
model-based methods), и методы, в которых агент 
не использует эту функцию для расчета опти-
мальных действий (безмодельные методы, model-
free methods). Характерными чертами первого 
класса методов являются эффективность и точ-
ность. Примером применения таких методов мо-
жет служить работа по разработке гарантирую-
щего синтеза управления для управления косми-
ческим аппаратом в окрестности неустойчивой 
точки либрации [21]. Методы же второго класса 
не используют специфические свойства динами-
ки и потому более универсальны. Из наиболее 
известных — метод градиента глубокой детерми-
нированной стратегии (Deep Deterministic Policy 
Gradient, DDPG) [22], метод асинхронного ис-
полнителя–критика (Asynchronous Advantage 
Actor Critic, A3C) [23], метод оптимизации бли-
жайшей стратегии (Proximal Policy Optimization, 
PPO) [24]. Перечисленные методы являются гра-
диентными, среди безградиентных методов для 
оптимизации стратегий можно применять эво-
люционные алгоритмы [25, 26]. Обзор примене-
ния безмодельных методов к задачам механики 
космического полета можно найти в работе [16].

Данная работа посвящена разработке об-
щей методики решения широкого класса задач 
и опирается на безмодельные методы. В безмо-
дельных методах динамика среды описывается 
задаваемой исследователем функцией перехода, 
но эта функция перехода не используется аген-
том, и его поведение оптимизируется исходя 
из опыта взаимодействия со средой — цепочек 
вида «состояние» – «действие» – «вознагражде-
ние» – «состояние» – «действие» – «вознаграж-
дение» и так далее.

В современных методах обучения с подкре-
плением стратегия представляется в виде пара-
метрически заданной функции с конечным чис-
лом параметров: 

π π θ= ( , , )a s  или a s= π θ( , ) ,
где q — вектор оптимизируемых параметров. За-
дача поиска оптимальной стратегии сводится к 
оптимизации функционала

J Rk

k
k( ) ( ) .θ γ π θ=











=

∞

∑
0

Рассмотрим один из вариантов оптимизации 
этого функционала, применяемый, например, 
методом PPO. Математическое ожидание в вы-
ражении для J(q) заменяется на выборочное 
среднее (среднее арифметическое). Производит-
ся серия испытаний Монте-Карло, в каждой се-
рии среда инициализируется в начальном состо-
янии, агент при фиксированных значениях па-
раметров q производит действия, получает за них 
вознаграждения Rt, и действует до конца эпизо-
да. Так в серии испытаний получаются реализа-
ции суммарных вознаграждений за эпизод, их 
среднее дает оценку J(q). Далее значения пара-
метров q с использованием конкретного метода 
оптимизации (например, PPO) корректируются 
в сторону повышения значения функционала J  
и процесс сбора данных повторяется снова. Про-
цесс оптимизации останавливается, когда значе-
ние функционала перестает увеличиваться.

Интересно заметить, что для коррекции зна-
чений параметров в сторону повышения значе-
ния функционала J не требуется рассчитывать 
производные вознаграждений, действий, управ-
ляющих воздействий или состояний по параме-
трам q. Согласно теореме о градиенте стратегии 
(policy gradient theorem) [27] в силу стационар-
ности среды и марковского свойства градиент J 
содержит только производную по стратегии p:

∇ ∝ ∇θ π θ
π

θθ π θJ qd( ) [ ( , ) ln ( )],~ , ~ ( )S A S A
0

где ∝  означает пропорциональность. Это выра-
жение используется в градиентных методах оп-
тимизации стратегий.

4. МЕТОДИКА ПОСТРОЕНИЯ 
УПРАВЛЕНИЯ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

ОБУЧЕНИЯ С ПОДКРЕПЛЕНИЕМ
Перейдем теперь к описанию методики по-

строения управления. Пусть динамика механи-
ческой системы описывается системой обыкно-
венных дифференциальных уравнений
	 x f x u= ∈( , , ), [ , ],t t t t f0  	  (4)

где t  — время, x ∈n — вектор состояния,  
u ∈m — вектор управления. 
Рассматриваются функции управления вида 
u u x= ( , )t  или, в более общем случае, вида 
u u o h= ( , , )t , где o o x= ∈( , )t k

  — вектор наблюде-
ния, h ∈l — вектор, характеризующий историю 
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наблюдений. Назовем управление допустимым, 
если оно:

1)	 переводит каждое решение уравнений (4) 
с начальным условием из заданного множества 
( , ( ))t t0 0 0x ∈Ω  в множество заданных краевых ус-
ловий ( , ( ))t tf f fx ∈Ω , причем эти решения удов-
летворяют промежуточным ограничениям 
{( , ( )), }t t t t t fx 0 < < ∈Ωint ,

2)	 удовлетворяет ограничениям 
{( , ( , ( ))), }t t t t t t f Uu x 0 ≤ ≤ ∈Ω  

или
{( , ( , ( ), ( ))), }t t t t t t t f Uu o h 0 ≤ ≤ ∈Ω .

Пусть определен функционал
	  = ( , , ( ), , ( )),u x xt t t tf f0 0  	  (5)
который допустимому управлению u , переводя-
щему решение с начальным условием 
( , ( ))t t0 0 0x ∈Ω  в краевое условие ( , ( ))t tf f fx ∈Ω , 
ставит в соответствие число. 

Рассматривается задача поиска функции 
управления u u x= ( , )t  или, в более общем случае, 
u u o h= ( , , )t ,  д л я  к а ж д ы х  ( , ( ))t t0 0 0x ∈Ω  и 
( , ( ))t tf f fx ∈Ω  оптимизирующей функционал (5).

В механике космического полета распростра-
нены задачи поиска как непрерывной функции 
управления, так и поиска импульсов скорости. 
Рассмотренная выше постановка задачи опти-
мального управления естественным образом 
применима к задачам поиска непрерывной или 
кусочно-непрерывной функции управления. 
Если же стоит задача поиска импульсов скоро-
сти, то можно считать управление u  равным 
нулю между импульсами и равным импульсу 
скорости в момент совершения импульса.

Для того, чтобы свести поставленную задачу 
оптимального управления к задаче обучения с 
подкреплением, необходимо выполнить следу-
ющие шаги:

1.	 Связать понятие состояния из теории об-
учения с подкреплением с понятием состояния 
механической системы. В общем случае состоя-
нием из теории обучения с подкреплением мож-
но считать s x= ( , )t  или любую взаимно одно-
значную функцию от ( , )t x . Если система (4) ав-
тономная, то состоянием можно считать x  или 
любую взаимно однозначную функцию от x.

2.	 На области начальных условий 
( , ( ))t t0 0 0x ∈Ω  определить распределение вероят-
ностей 0 , в соответствии с которым в серии ис-

пытаний Монте-Карло будут генерироваться на-
чальные условия для обучения стратегии. Это 
может быть равномерное распределение, нор-
мальное распределение или какое-либо другое 
распределение. Это распределение должно отра-
жать ожидания разработчиков и сопровождаю-
щих миссию касательно того, в каких областях 
пространства и с какой вероятностью будет на-
ходиться аппарат в момент начала действия 
управления.

3.	Т ак как алгоритмы обучения с подкре-
плением, рассматриваемые в настоящей работе, 
оперируют средами с дискретным временем, 
следует перейти от динамики с непрерывным 
временем (4) к динамике с дискретным време-
нем. Это значит, что необходимо определить 
отображение ( , , ) ( , )t tk k k k kx u x→ + +1 1  для каждого 
дискретного шага k. Например, это отображение 
можно определить с использованием схемы ин-
тегрирования Эйлера

x x f x uk k k k k k kh t t t h+ += + = +1 1( , , ), ,

задав некоторый малый шаг h . В общем случае 
шаг на участке может вычисляться с использова-
нием любого численного метода интегрирова-
ния. Если управление представляет собой им-
пульсы скорости, под дискретным шагом можно 
понимать целую траекторию между импульсами, 
рассчитываемую методом интегрирования. Алго-
ритмам обучения с подкреплением обычно тре-
буется информация о том, является ли новое со-
стояние k +1  финальным. Например, это состо-
яние может быть финальным, если t tk f+ =1  или 
если в момент времени t tk f+ <1  происходит со-
бытие, означающее конец траектории движения 
(столкновение с небесным телом, выход за допу-
стимые границы движения и т. п.). Поэтому в 
общем случае следует задавать отображения вида 
( , , ) ( , , )t t dk k k k k kx u x→ + + +1 1 1 , где dk+ =1 0 , если со-
стояние k +1  не является финальным, и dk+ =1 1
, если это состояние является финальным. Ин-
тервал времени от начального состояния до фи-
нального является эпизодом в терминах обуче-
ния с подкреплением.

4.	  Определить функцию вознаграждения, 
которая будет представлять собой отображение 
( , , , , , ) .t t d rk k k k k k kx u x+ + + →1 1 1  Здесь при расчете 
сигнала вознаграждения учитывается то, в каком 
состоянии находилась система до управления, 
вектор управления, состояние, в которое пере-
шла система, и информация о том, является ли 
новое состояние финальным. В качестве 
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функции вознаграждения можно рассматривать 
функции вида
	 r tk k k k f= − − + +α ρ| | ( , , ),u x1 1 Ω  	  (6)

где r — это определенное исследователем рас-
стояние от точки ( , )tk k+ +1 1x  до множества Wf 
краевых условий, а a — задаваемая постоянная. 
Например, если ищется управление, переводя-
щее космический аппарат в состояние, характе-
ризуемое положением r f  и скоростью v f , и век-
тор состояния представляет собой положение и 
скорость аппарата x r v= [ , ] , то в качестве функ-
ции Á можно взять ρ( , ) | | | |x r r v vΩ f f f= − + − . 
Еще один вариант функции вознаграждения:

r t tk k k k f k k f= − + − + +α ρ ρ| | ( , , ) ( , , ).u x xΩ Ω1 1

В этом случае на каждом шаге сигнал возна-
граждения содержит информацию о приближе-
нии к краевым условиям. Заметим, что в этом 
случае при a = 0 суммарные вознаграждения за 
эпизод совпадают с величиной, на которую улуч-
шается расстояние до краевых условий:

R r t tk
k

K

f K K f= = −
=

+ +∑
1

0 0 1 1ρ ρ( , , ) ( , , ),x xΩ Ω

где K  — число шагов в эпизоде. В некоторых ра-
ботах функция вознаграждения состоит из трех 
слагаемых:

r r r rk k k f k= + +, , , ,int good

где rk,int  состоит из значения функционала   и 
вознаграждения за удовлетворение ограничени-
ям на траекторию, rk f,  — вознаграждение за 
удовлетворение краевым условиям (подсчитыва-
ется при dk+ =1 1), и rk,good  — вознаграждение за 
следование в окрестности «хорошей траектории» 
(например, оптимальной траектории, получен-
ной в упрощенной постановке).

5.	  Определить модель восприятия, то есть 
отображение ( , )tk k kx o→  из состояния в вектор 
наблюдений или измерений. В простейшем слу-
чае наблюдение может совпадать с состоянием: 
o xk k= . В общем случае это отображение моде-
лирует работу датчиков и результат применения 
навигационных процедур, и потому именно на-
блюдение и история наблюдений используются 
для расчета действия и управляющих воздей-
ствий. Так наблюдением может являться оценка 
состояния, которая может моделироваться как 
o xk k k= + ξ , где xk — случайный вектор. Наблю-
дением может быть изображение, в этом случае 

стратегия будет отображать наблюдение-
изображение непосредственно в управляющие 
воздействия, минуя стадию навигации (оценки 
состояния по изображениям).

6.  Наконец, определить модель управления — 
параметрически заданное отображение o uk k→  
или ( , ) ( , )o h u hk k k k→ + +1 1 . Модель управления 
состоит из композиции двух отображений — из 
наблюдения в  действие  o ak k→  или 
( , ) ( , )o h a hk k k k→ + +1 1  и из действия в управление 
a uk k→ . Отображение из наблюдения в дей-
ствие обычно строят на основе нейросетевых мо-
делей. Так, в случае отображений вида o ak k→ , 
чаще всего используют многослойные нейрон-
ные сети прямого распространения, например 
сети с одним скрытым слоем

a A A o b b= + +2 1 1 1 2ϕ ( )

или двумя скрытыми слоями
a A A A o b b b= + + +3 2 2 1 1 1 2 3ϕ ϕ( ( ) ) ,

где A1 , A2 , A3 , b1 , b2 , b3  — матрицы и векторы 
оптимизируемых параметров, j1, j2 — активаци-
онные функции. Выбор размеров матриц и век-
торов параметров, а также активационных функ-
ций остается за исследователем. Универсальные 
теоремы аппроксимации [28–31] утверждают, 
что выбором достаточно большого числа параме-
тров и произвольных активационных функцией 
из широкого множества нелинейных функций 
можно добиться аппроксимации любой гладкой 
функции. Однако эти теоремы не говорят о том, 
сколько параметров следует брать, и каковы их 
значения. Выбор числа параметров и активаци-
онных функций может значительно влиять на 
точность аппроксимации и качество получаемой 
стратегии. В случаях ( , ) ( , )o h u hk k k k→ + +1 1  можно 
использовать рекуррентные нейронные сети, а 
hk  считать скрытым состояние рекуррентного 
слоя, несущим в себе информацию об истории 
наблюдений. Вместо рекуррентных слоев можно 
использовать слои прямого распространения, но 
на вход сети подавать конкатенацию векторов 
наблюдений. В общем случае модель не обязана 
быть нейросетевой. Модель управления может 
быть построена на основе ляпуновского управ-
ления, выведенного в рамках упрощенной моде-
ли движения системы. В таком управлении чаще 
всего есть параметры, которые можно сделать 
обучаемыми (оптимизируемыми). Некоторые 
алгоритмы обучения с подкреплением для кор-
рекции параметров стратегии используют также 
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параметрическую модель функции ценности. 
Эту модель как правило выбирают нейросетевой, 
причем архитектура (число слоев, активацион-
ные функции, число нейронов в слоях) обычно 
совпадает с архитектурой стратегии. Что касает-
ся отображения из действия в управление, вво-
дят функцию u a= ψ( ) . В механике космического 
полета функция y часто вводится, чтобы ограни-
чивать значения, которые может принимать 
управление, а также в целях нормировки и мас-
штабирования значений a .

Процесс обучения представлен на рис. 1. Вна-
чале инициализируются параметры модели 
управления π θ( , , )o h , где q содержит все оптими-
зируемые параметры (разбирается наиболее об-
щий случай управления по наблюдениям и исто-
рии наблюдений). Далее начинается оценивание 
этой стратегии в серии испытаний Монте-Карло. 
Для этого в соответствии с заданным распределе-
нием 0  в области начальных условий W0 иници-
ализируется состояние системы ( , )t0 0x . Затем 
модель восприятия сопоставляет этому состоя-
нию наблюдение o0 . Наблюдение подается на 
вход стратегии, получается вектор управления u0  
и история наблюдений (или скрытое состояние 
рекуррентного слоя) h1 . Состояние и управление 

подаются на вход отображения дискретного шага 
системы и функции вознаграждения, получаются 
новое состояние, вознаграждение и флаг, сигна-
лизирующий о конце или продолжении эпизода. 
Если эпизод не закончен, цикл повторяется зано-
во для нового состояния. Если эпизод закончен, 
инициализируется новое состояние. Этот цикл 
(серии испытаний Монте-Карло) продолжается 
много раз, в результате накапливается история 
взаимодействия со средой: состояния s , действия 
a , вознаграждения r  и флаги завершения эпизо-
да d . Эта история подается на вход алгоритму 
оптимизации, который корректирует параметры 
стратегии (этим алгоритмом может быть PPO, 
DDPG, A3C, генетический алгоритм и любой 
другой алгоритм оптимизации для обучения с 
подкреплением). Параметры стратегии корректи-
руются, и серия испытаний Монте-Карло повто-
ряется для исправленной стратегии.

5. ОЦЕНКА КАЧЕСТВА РАБОТЫ 
ФУНКЦИИ УПРАВЛЕНИЯ

Поскольку задача обучения с подкреплени-
ем формулируется в стохастической постанов-
ке, а в процессе обучения стратегии ее параме-
тры настраиваются так, чтобы максимизировать 
в среднем суммарное вознаграждение за эпизод, 

θ θ

s a

o

o

u h

h

x x

Рис. 1. Процесс обучения стратегии.
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возможны исходы, при которых управление не 
выполняет возложенной на него задачи. Ситу-
ация осложняется и тем, что вознаграждение 
представляет собой скалярную величину, содер-
жащую вручную настраиваемую комбинацию 
значений функционала и функций ограничений, 
и поэтому оно может не в полной или не в точ-
ной мере выражать цели управления. Например, 
если в выражении (6) взять достаточно большое 
значение a, то стратегия может сойтись к пас-
сивному управлению, ведь даже малое управле-
ние приведет к большому по величине штрафу, 
большему, чем невязка в краевых условиях при 
пассивном управлении.

Все это говорит о необходимости оценки ка-
чества работы обученной стратегии на критери-
ях, отражающих цель построения управления. 
В настоящей работе предлагается оценивать ве-
роятность неблагоприятных событий и средние 
значения функционала и меры удовлетворения 
краевых условий с использованием неравенств 
теории вероятностей, в первую очередь — нера-
венства Хефдинга [32].

Теорема. Пусть X1, …, X n — независимые слу-
чайные величины, для которых выполнено ai ≤ Xi ≤  
≤  bi с вероятностью единица. Тогда для среднего 

выборочного X n X i
i

n

=
=
∑( / )1

1

 справедлива оценка

P E(| | ) exp

( )

.X X
n

b ai i
i

n
− ≥ ≤ −

−

















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=
∑

ε ε
2
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2
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Следствие. Если X i  одинаково распределены, 
ai ≤ Xi ≤  bi для всех i  и X1 = m, то

(| | ) exp
( )

.X
n

b a
− ≥ ≤ −

−





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µ ε ε

2
2 2
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Это неравенство означает, что проведя n неза-
висимых измерений случайной величины X , 
ограниченной промежутком [ , ]a b , мы получим, 
что вероятность отклонения среднего выбороч-
ного X  от истинного математического ожидания 
m  более чем на e  не превосходит p  =  
= 2 2 2 2exp( / ( ) )− −ε n b a . Неравенство Хефдинга 
удобно записывать в виде доверительного 
интервала:

X X= ± ε  с вероятностью не менее 1− p .
Величину e можно назвать точностью опреде-

ления математического ожидания случайной ве-
личины, а 1− p  называется уровнем доверия.

Отметим, что неравенство Хефдинга для сво-
его использования не требует знания истинных 
математических ожиданий, дисперсий или мо-
ментов других порядков каких-либо случайных 
величин, но предполагает, что случайная вели-
чина с вероятностью единица заключена в из-
вестном промежутке. Чем меньше этот проме-
жуток, тем меньше требуется измерений, чтобы 
установить интервал значений среднего с той же 
точностью. Сокращение промежутка в 10 раз по-
зволяет сократить число измерений в 100 раз.

Ниже в табл. 1 для случая a = 0 , b = 1  приво-
дятся формулы для расчета величин e, p, n, когда 
даны любые две из этих величин, а также значе-
ния объема измерений n  для различных значе-
ний e, p:

n p
p

p n n

p n
n p

( , ) ln ,

( , ) exp( ),

( , ) ln

ε
ε

ε ε

ε

= 



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= −

= 


1

2

2

2 2

1

2

2

2

2



.

Если вместо промежутка [ , ]0 1  рассматривается 
промежуток [ , ]a b , то объем выборки следует уве-
личить в ( )b a− 2 раз, чтобы получить те же значе-
ния p, e оценки величины.

Таблица 1. Таблица значений n, e, p в случае  a = 0, 
b = 1

n e p
150 10% 10%

26 492 1% 1%
38 005 1% 0.1%

105 967 0.5% 1.0%
119 830 0.5% 0.5%
152 019 0.5% 0.1%

3 800 452 0.1% 0.1%
495 174 378 0.01% 0.01%

Теперь применим теорему Хефдинга к оценке 
вероятности интересуемого исследователя собы-
тия A . Примером такого события может быть 
то, что невязка по краевым условиям в конце 
эпизода управления увеличится. Другой при-
мер — движение космического аппарата вышло 
в фазовом пространстве за допустимые границы, 
и миссия потеряна.

Пусть ( )A  — индикатор события A , то есть 
( )A = 1 , если A  произошло, и ( )A = 0 , если A  
не произошло. Пусть pA  — неизвестная вероят-
ность того, что A  происходит. Введем независи-
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мые одинаково распределенные случайные вели-
чины X i , имеющие распределение Бернулли 
Be( )pA . Тогда µ = =X pi A, и так как 0 ≤ Xi ≤  1, то 
согласно неравенству Хефдинга

(| | ) exp .X p nA− ≥ ≤ −( )ε ε2 2 2

Вероятность того, что ошибка оценки pA  пре-
высит e, равна p n= −2 2 2exp( )ε . Например, для  
e = 0.01, p = 0 01.  получается n = 26492. Это зна-
чит, что проведя n = 26492 измерений случайной 
величины X , мы получим, что вероятность от-
клонения истинной вероятности события A  от 
оценки X  более чем на 1% не превосходит 1%. 
Таким образом, неравенство Хефдинга можно 
рассматривать как инструмент оценки требуемо-
го числа испытаний для расчета вероятности 
события. 

В заключение отметим, что вероятность со-
бытий и распределение исследуемых случайных 
величин зависит от распределения 0 на множе-
стве начальных условий. Это распределение мо-
жет быть разным во время обучения стратегии и 
во время ее тестирования.

6. АВТОРСКАЯ ПРОГРАММНАЯ 
БИБЛИОТЕКА KIAM_RL

Описанная выше методика построения управ-
ления механическими системами была вопло-
щена автором в виде программной библиотеки 
kiam_rl. Библиотека написана на языке Python и 
на момент написания статьи состоит из двух мо-
дулей: routines.py и ppo_hyperparameters_tuning.
py. Далее следует описание их возможностей.

Модуль routines.py содержит базовые классы и 
функции для создания сред и моделей стратегий. 
Модуль содержит абстрактный класс RLProblem, 
расширяющий возможности пакета gymnasium 
[33], позволяющего создавать стандартные сре-
ды, с которыми оперируют популярные про-
граммные библиотеки алгоритмов обучения с 
подкреплением, например stable-baselines3 [34], 
который содержит реализации алгоритмов PPO, 
DDPG и др. Класс RLProblem содержит не-
сколько методов:

1)	 observation_space,  возвращающий 
gymnasium.spaces.Box-объект, определяющий 
множество состояний s; 

2)	 action_space, возвращающий gymnasium.
spaces.Box-объект, определяющий множество 
действий a;

3)	 initialize, возвращающий начальные вре-
мя t0 и фазовое состояние x0;

4)	 equations_of_motion, принимающий на 
вход время t, фазовое состояние x, вектор управ-
ления u  и возвращающий правые части уравне-
ний движения, то есть вектор d dtx / ;

5)	 step, принимающий на вход время t, фа-
зовое состояние x, вектор управления u  и воз-
вращающий результаты дискретного шага: новое 
время ′t , новое состояние ′x  и флаги конца эпи-
зода, первый из которых сигнализирует о нор-
мальном завершении эпизода, второй — о вы-
нужденном завершении эпизода;

6)	 reward, принимающий на вход момент 
времени t, состояние x, новый момент времени 
′t , новое состояние ′x , вектор управления u, фла-

г и  к о н ц а  э п и з о д а  и  в о з в р а щ а ю щ и й 
вознаграждение;

7)	 action2u, принимающий на вход действие 
a и возвращающий управление u;

8)	 perception_model, принимающий на вход 
время t и состояние x и возвращающее вектор 
наблюдения o.

Пользователь создает класс, описывающий 
его задачу, наследуя класс RLProblem, и само-
стоятельно наполняет указанные методы ото-
бражениями согласно постановке его зада-
чи. На основе этого класса с использованием 
Environment модуля routines.py создается стан-
дартный gymnasium.Env-объект среды, который 
можно далее использовать в сочетании с попу-
лярными библиотеками алгоритмов оптимиза-
ции стратегий. Таким образом, класс RLProblem 
представляет собой интерфейс между механиче-
скими аспектами задачи и обучением с подкре-
плением и помогает создавать и использовать 
стандартизированные среды.

Программный вид модели управления не 
стандартизирован, его пользователь создает са-
мостоятельно. Если предполагается использо-
вать алгоритмы библиотеки stable-baselines3, 
то модели должны создаваться с помощью па-
кета pytorch [35]. В этом может помочь класс 
ActorCriticNetworks модуля routines.py. Поль-
зователь создает класс, наследуя его из класса 
ActorCriticNetworks, и самостоятельно опреде-
ляет модель стратегии в конструкторе.

При создании и оптимизации моделей страте-
гии пользователю необходимо задать опции ал-
горитмов: архитектуру, глубину и ширину ней-
росетевых моделей, скорость обучения, число 
эпизодов для оценивания функционала J  и 
многие другие параметры. Эти параметры назы-
ваются гиперпараметрами, чтобы отличать их от 
параметров модели. Результаты оптимизации 
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стратегии могут существенно зависеть от вы-
бранных значений гиперпараметров, поэтому за-
частую встает задача оптимизации гиперпараме-
тров. Поиск разумных значений гиперпараме-
тров пользователь может производить вручную. 
Существуют и автоматические процедуры опти-
мизации гиперпараметров, основанные на мето-
дах оптимизации вычислительно затратных 
функций, например байесовской оптимизации 
[36], древесно-структурированной оценки Пар-
зена [37]. Существуют программные библиотеки, 
позволяющие оптимизировать гиперпараметры, 
например Optuna [38], Ray [39], BoTorch [40], 
Hyperopt [41]. Модуль ppo_hyperparameters_
tuning.py использует процедуры оптимизации 
гиперпараметров на основе библиотеки Optuna и 
предполагает, что оптимизация параметров мо-
дели осуществляется алгоритмом PPO.

7. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДИКИ
В данном разделе демонстрируется примене-

ние методики построения управления. Рассма-
триваются два примера — задача стабилизации 
движения в простой динамической системе и 
астродинамическая задача поддержания движе-
ния аппарата в окрестности неустойчивой га-
ло-орбиты вокруг точки либрации. Обе задачи 
были с использованием описанной выше библи-
отеки kiam_rl.

Простая динамическая система
Ставится задача построения управления ди-

намической системой
x u=

на интервале времени t ∈[ , ]0 1 , с начальными ус-
ловиями x0 1 1∈ −[ , ] , краевым условием x( )1 0=  и 
управлением u u x= ∈ −( ) [ , ]1 1 . Оптимизируемый 
функционал:

 = →∫ | | min,
0

1
x dt

его оптимизация равносильна минимизации 
времени достижения системой состояния x = 0 . 
Заметим, что оптимальным управлением в этой 
задаче является функция

u x x( ) ( ),= −sign

где sign  — функция знака. Легко показать, что 
соответствующей функцией ценности (функци-
ей, сопоставляющей начальному условию значе-
ние функционала  ) является функция

v x x( ) / .= − 2 2

Для поиска управления воспользуемся опи-
санной выше методикой. Будем считать, что со-
стоянием из теории обучения с подкреплением 
является переменная x , то есть s x= . На обла-
сти начальных условий Ω0 1 1= −[ , ]  определим 
равномерное распределение вероятностей. Дис-
кретный шаг определим так:

x x hu t t hk k k k k+ += + = +1 1, ,

и будем считать состояние xk+1  финальным, 
если tk+ =1 1 . Величину шага по времени выберем 
h = 0 01. . В качестве функции вознаграждения 
выберем

r x hk k= − | | .

В этом случае будет искаться управление, 
максимизирующее среднее значение величины

R x h
k

K

k= −
=

∑ | | ,
1

где K h= =1 100/  — число шагов. Будем считать 
наблюдение состоянием, то есть o x= . В каче-
стве модели управления рассмотрим

u a= −max(min( , ), ),1 1

a x x( , ) ( ) ,θ θ θ θ θ= + +3 1 2 4th  
где действие a  моделируется как полносвязная 
нейронная сеть прямого распространения с од-
ним скрытым слоем и гиперболическим танген-
сом в роли функции активации. Для обучения 
этой модели воспользуемся алгоритмом обуче-
ния PPO. Этот алгоритм требует также задания 
модели для функции ценности, определим ее 
следующим образом:

v v x x b= = + +( , ) ( ) ,w A A b2 1 1 2th

где матрицы и векторы A1
5 1∈ ×
 , b1

5∈ , 
A2

1 5∈ ×
 , b2 ∈ . Это тоже полносвязная ней-

ронная сеть с одним скрытым слоем и гипербо-
лическим тангенсом в роли активационной 
функции, но с пятью нейронами на скрытом 
слое.

Обучение моделей произведем с помощью ре-
ализации метода PPO из библиотеки stable-
baselines3. Объем выборки для аппроксимации 
среднего значения функционала r  (опция n_
steps) выберем равным 1000. Число итераций 
градиентного метода для коррекции весов ней-
росетевых моделей (опция n_epochs) выберем 
равным 100, а скорость обучения (опция 
learning_rate) – 0.01. В общем случае объем вы-
борки для аппроксимации среднего значения 
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функционала влияет на устойчивость процесса 
сходимости, а коэффициент скорости сходимо-
сти и число итераций градиентного метода опти-
мизации влияют на устойчивость и скорость схо-
димости к оптимальному решению. Обучение 
будем производить на центральном процессоре и 
завершим, когда число дискретных шагов до-
стигнет 100000 (опция total_timesteps).

В результате оптимизации получается модель

u x x( , ) max(min( . ( .

. ) . , ), )

*θ = ⋅ − +
+ − −

1 5035 21 8299

0 0612 0 0725 1 1

th

,,
которая приближает оптимальную функцию

− = ⋅ −∞⋅ + +sign th( ) ( ) .x x1 0 0

На рис. 2 и 3 показаны графики теоретиче-
ски оптимальной и приближенной функций 
управления и ценности. Графики показывают 
близость приближенных функций к теоретиче-
ским. Эта близость регулируется шагом дискре-
тизации h и богатством и удачностью выбора па-
раметрических моделей управления и функции 
ценности.

Поддержание движения в окрестности 
гало-орбиты

Рассмотрим теперь задачу поддержания дви-
жения космического аппарата в окрестности не-
устойчивой гало-орбиты вокруг точки либрации 
L1 системы Земля  –  Луна. В качестве модели 
движения выберем круговую ограниченную за-
дачу трех тел, а уравнения движения запишем во 
вращающейся системе координат: начало правой 
системы координат поместим в центр Земли, ось 
x  направим вдоль направления Земля – Луна, 
ось z направим вдоль угловой скорости орби-
тального движения Луны вокруг Земли. В каче-
стве единицы расстояния выберем расстояние 

между Луной и Землей, а единицы частоты — ор-
битальную частоту движения Луны вокруг Зем-
ли. Уравнения движения в этом случае запишут-
ся следующим образом:

  x v y v z vx y z= = =, , ,

  v v U v v U v Ux y x y x y z z= + = − + =2 2, , ,

где

U x y z
x y

r r
( , , )

( ) ( )
,= − + + − + + −µ µ µ µ µ2 2

1 22

1 1

2

r x y z r x y z1
2 2 2

2
2 2 21= + + = − + +, ( ) ,

а U x , U y , U z  означают частные производные 
функции U U x y z= ( , , ) по x, y, z соответственно. 
Здесь µ = +m m mM E M/ ( )  — массовый параметр, 
mE — масса Земли, mM — масса Луны. Использу-
ются следующие значения массового параметра, 
единицы расстояния DU, единицы скорости VU 
и единицы времени TU:
µ = ⋅ −1 215058446035100 10 2. , DU = 384405 км,
VU = 1 024540192302405.  км/с,
TU = 4 342564574695797.  дней2.

Рассматривается движение космического ап-
парата вблизи гало-орбиты вокруг точки либра-
ции L1  с максимальной z -координатой равной 
zmax = 34981  км (рис. 4). 

Начальное условие, отвечающее этой орбите, 
есть
xref 0 ref 0 ref 0 ref 0 ref 0 ref 0 ref 0, , , , , , , , , ,[ , , , , , ],= x y z v v vx y z

x y zref 0 ref 0 ref 0, , ,. , , . ,= = =0 826890333820514 0 0 091

2Большое число знаков после запятой приводится для вос-
производимости результатов.
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Рис. 2. Оптимальная (синий цвет) и приближенная 
(красный цвет) функции управления.
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Рис. 3. Оптимальная (синий цвет) и приближенная 
(красный цвет) функции ценности.
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v v vx y z, , , , , ,, . , .ref 0 ref 0 ref 0= = =0 0 205889408677437 0

Период орбиты равен Pref = 2 78227853520921.  
безразмерных единиц времени, то есть прибли-
зительно 12 дней. Параметризуем точки орбиты 
параметром τ ∈[ , ]0 Pref  так, что xref ( )τ  — фазовое 
состояние на орбите в момент времени t = t и 
x xref ref 0( ) ,0 = . Под окрестностью орбиты будем 
понимать область фазового пространства

Ωvic ref ref vic

ref

= = ∈ ∃ ∈ − ≤
− ≤

{ [ , ] : [ , ]| ( ) | ,

| ( ) |

x r v r r

v v



6 0τ τ
τ

P R

Vvvic},
где rref(t) и vref(t) — положение и скорость в век-
торе xref (t), а размеры окрестности по положе-
нию и скорости выбраны равными Rvic = 100  км, 
Vvic = 0 1.  м/с. Наконец, будем считать, что со-
стояние аппарата в моменты управления извест-
но со среднеквадратичными ошибками σr = 1  км 
по положению и σv = 0 01.  м/с по скорости.

Управление осуществляется следующим обра-
зом. Дана навигационная оценка состояния кос-
мического аппарата в окрестности орбиты. На 
основании этой оценки в соответствии с зако-
ном управления рассчитывается импульс скоро-
сти, нацеливающий аппарат в окрестность орби-
ты через четверть витка. Далее процесс управле-
ния повторяется. Задача состоит в поиске закона 
управления, поддерживающего таким образом 
движение в окрестности орбиты.

Сформулируем и решим эту задачу в терминах 
теории обучения с подкреплением. Состояние из 
теории обучения с подкреплением определим 
как фазовый вектор механической системы, то 
есть s x= = [ , , , , , ]x y z v v vx y z .

Инициализация состояния в окрестности ор-
биты происходит следующим образом. Орбита 
дискретизируется, то есть представляется в виде 
конечного числа точек xref (ti), i = …1 1000, , , с рав-
номерным по t разбиением. Случайным образом 
выбирается одна из 1000 точек xref (ti) и в соот-
ветствии с равномерным распределением в шаре 
радиуса 100 км вокруг нее генерируется отклоне-
ние по положению dr, а в шаре радиуса 0.1 м/с 
— скорость dv. Начальное состояние определяет-
ся как s x r v= +ref ( ) [ , ]τ δ δi .

Траектория аппарата получается численным 
интегрированием уравнений движения. Для это-
го используется реализация метода Рунге – Кут-
ты 8-го порядка с адаптивным шагом DOP853 
[42]. Дискретный шаг представляет собой инте-
грирование уравнений движения на интервале 
времени [ , / ]0 4Pref . Будем считать на этапе обуче-
ния, что эпизод состоит из одного шага. Из-за 
неустойчивости движения выбор большего числа 
шагов в эпизоде приводит к быстрому удалению 
траектории от орбиты и процесс обучения на по-
лучаемых данных затрудняется. Тестирование 
обученной стратегии можно осуществлять на 
эпизодах с большим числом шагов.

Функция вознаграждения определяется сле-
дующим образом:

r1 1
31 10= − − ⋅max( , | | ),∆x

где | |∆x1 .  — это минимальное расстояние в фа-
зовом пространстве от проинтегрированного со-
стояния x1  до орбиты, то есть

| | | ( ) |, min | ( ) | .*
*∆x x x x x1 1 1= − = −ref refargτ τ

i i ii

Нормировочный коэффициент 103  и ограни-
чение снизу −1  выставляются для того, чтобы 
значения вознаграждения лежали в интервале 
[ , ]−1 0 . Нормировка и ограничение вознагражде-
ния положительно влияют на процесс обучения 
и аппроксимацию функции ценности. Кроме 
того, ограничение функции вознаграждения по-
зволяет определять объем выборки для довери-
тельного оценивания суммарных вознагражде-
ний (см. раздел 5), и чем меньше дисперсия сум-
марного вознаграждения, тем более устойчивым 
является процесс обучения. Так как эпизод со-
стоит из одного шага, то суммарное вознаграж-
дение за эпизод R r= 1 .
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Рис. 4. Гало-орбита (синий цвет), в окрестности ко-
торой рассматривается движение аппарата. Серым 
цветом показаны проекции орбиты на плоскости xy, 
xz, yz.



	 КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ      том 62      № 5      2024

ШИРОБОКОВ512

Наблюдением считается вектор

o x x= ′ − ⋅ ∈[( ( )) ,cos ,sin ] ,* * *ref τ ϕ ϕ
i i i

103 8


где оценка состояния ′ = +x x ξ , ξ ~ ( , ) 0 Σnav  — 
вектор ошибок определения состояния, 
Σnav diag= ( , , , , , )σ σ σ σ σ σr r r v v v  — ковариацион-
н а я  м а т р и ц а  о ш и б о к  н а в и г а ц и и , 
i i i

* min | ( ) |= ′ −arg refx x τ  — номер ближайшей к 
′x  точки на орбите, ϕ π τ

i i
P* * /= ⋅2 ref , 103  — нор-

мировочный коэффициент. Первые шесть ком-
понент этого вектора представляют собой откло-
нение в фазовом пространстве от ближайшей 
точки на орбите. Две последние компоненты 
определяют абсолютное положение этой точки 
на орбите в пространстве.

Выбор такого вектора наблюдения вызван не-
обходимостью нормирования входного вектора в 
функцию стратегии для сходимости процесса об-
учения. Выбор o x= + ξ  в качестве вектора на-
блюдения приводит к тому, что значения этого 
вектора распределены в относительно узкой 
окрестности орбиты и стратегия во время обуче-
ния не способна различить близкие значения это-
го вектора. Поэтому здесь предлагается использо-
вать масштабированную локальную информацию 
об отклонении от орбиты и информацию об абсо-
лютном положении точки, в окрестности которой 
происходит наблюдение. Выбор компонент cos j 
и sin j обусловлено желанием обеспечить перио-
дичность управления по этому углу.

Действие и импульсы скорости свяжем 
равенством

∆v a= ⋅ ⋅ −6 10 4 / .VU

Эта нормировка делается для того, чтобы зна-
чения компонент действия a лежали в пределах 
[ , ]−1 1 , что способствует сходимости процесса оп-
тимизации. Компоненты импульсов скорости 
лежат в пределах от −0 6.  до 0 6.  м/с. Нормировоч-
ный коэффициент подбирался автором вручную 
апостериорно. Модель для действий определим 
следующим образом:

a A A o a a= + +2 1 1 2th( ) ,

где o ∈n — вектор наблюдения, а матрицы и 
векторы A1

16 8∈ ×
 , a1

16∈ , A2
3 16∈ ×
 , a2

3∈  — 
обучаемые параметры модели. Модель функции 
ценности определим с похожей архитектурой:

V c= + +b B o b2 1 1 2th( ) ,

где B1
16 8∈ ×
 , b1

16∈ , b2
16∈ , c2 ∈ . Модель 

действий имеет таким образом 16 ⋅ 8 +16 + 3 ⋅ 16 + 

+ 3 = 195 параметров, модель функции ценности 
имеет 16 8 16 1 16 1 161⋅ + + ⋅ + =  параметр.

Обучение моделей произведем с помощью ре-
ализации метода PPO из библиотеки stable-
baselines3. Объем выборки для аппроксимации 
среднего значения функционала R  (опция n_
steps) выберем равным 10000. Число итераций 
градиентного метода для коррекции весов ней-
росетевых моделей (опция n_epochs) выберем 
равным 30, а скорость обучения (опция learning_
rate) – 0.005. Обучение будем производить на 
центральном процессоре и завершим, когда чис-
ло дискретных шагов достигнет 10 млн (опция 
total_timesteps).

На рис. 5 показано среднее суммарное возна-
граждение за эпизод как функция шага. Возна-
граждение в среднем растет по мере обучения 
моделей и в конце оптимизации колеблется на 
величину ±0 01.  и в среднем равно 0 29. . На рис. 6 
изображен график зависимости от номера шага 
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Рис. 5. Среднее вознаграждение за эпизод в зависи-
мости от шага.
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Рис.  6. Среднеквадратичное отклонение моде-
ли функции ценности от средних суммарных 
вознаграждений.
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среднеквадратичного отклонения модели функ-
ции ценности от средних суммарных вознаграж-
дений. Отклонение падает с ростом числа шагов, 
финальное значение равно 7 7 10 4. ⋅ − . Указано так-
же значение отклонения после первого плато 
значений: 5 0 10 3. ⋅ − .

Оценка качества обученной модели управле-
ния производилась в эпизодах с последователь-
ными 4 шагами (полный виток в окрестности ор-
биты). Оценивалась вероятность выхода аппара-
та за окрестность орбиты в результате 
маневрирования, а также затраты характеристи-
ческой скорости на каждый импульс. Так как 
значение вероятности принадлежит интервалу 
[ , ]0 1 , для оценивания ее с точностью 0 1. % на 
уровне доверия 99 9. % согласно табл. 1 достаточ-
но произвести 3800452 измерения (шага), что со-
ответствует 950113 эпизодам. Максимальное 
з н а ч е н и е  и м п у л ь с а  с к о р о с т и  р а в н о 

3 0 6 1 042⋅ ≤. .   м/с, поэтому для оценки затрат 
скорости с точностью до 0.001 м/с достаточно 
смоделировать 950113 1 04 10276432⋅ =.  эпизода. 

В итоге было смоделировано 1 028 000 эпизо-
дов. Результаты оценок промаха по положению 

мимо окрестности орбиты и затраты характери-
стической скорости приведены в табл. 2–5. Здесь  
q0 — минимальное значение величины из встре-
ченных; q0 25.  — величина, ниже которой нахо-
дятся 25% встреченных величин; q0 5.  — медиана; 
q0 75.  — величина, выше которой находятся 25% 
встреченных величин; q1 — максимальное значе-
ние величины из встреченных; m — среднее 
арифметическое всех величин. Средние затраты 
характеристической скорости для каждого им-
пульса равны:

1)	 первый импульс: 0 229 0 001. .±  м/с с веро-
ятностью не менее 99.9%,

2)	 второй импульс: 0 265 0 001. .±  м/с с веро-
ятностью не менее 99.9%,

3)	 третий импульс: 0 192 0 001. .±  м/с с вероят-
ностью не менее 99.9%,

4)	 четвертый импульс: 0 143 0 001. .±  м/с с ве-
роятностью не менее 99.9%.

Так как суммарные затраты топлива за виток 
ограничены величиной 4.16  м/с, то с учетом 
n = 1028000 в соответствии с неравенством Хеф-
динга можно рассмотреть e  =  0.008 и 

Таблица 2. Квантили и средние значения распределений промаха по положению мимо орбиты Dr и затраты 
характеристической скорости Dv после первого импульса

q0 q0.25 q0.5 q0.75 q1 m

Dr, км 0.2811 30.3540 45.7622 61.7558 158.6183 46.5785
Dv, м/с 0.0002 0.1307 0.2074 0.3055 0.8137 0.2288

Таблица 3. Квантили и средние значения распределений промаха по положению мимо орбиты Dr и затраты 
характеристической скорости Dv после второго импульса

q0 q0.25 q0.5 q0.75 q1 m

Dr, км 0.1526 20.4551 32.5251 46.4348 224.4787 34.5548
Dv, м/с 0.0004 0.1629 0.2531 0.3563 0.8485 0.2655

Таблица 4. Квантили и средние значения распределений промаха по положению мимо орбиты Dr и затраты 
характеристической скорости Dv после третьего импульса

q0 q0.25 q0.5 q0.75 q1 m

Dr, км 0.2323 14.9570 23.1509 34.4176 769.9048 25.8457
Dv, м/с 0.0002 0.1077 0.1760 0.2569 0.8485 0.1916

Таблица 5. Квантили и средние значения распределений промаха по положению мимо орбиты Dr и затраты 
характеристической скорости Dv после четвертого импульса

q0 q0.25 q0.5 q0.75 q1 m

Dr, км 0.1354 11.9981 17.7098 25.5513 3717.2211 20.2541
Dv, м/с 0.0002 0.0740 0.1216 0.1914 0.8485 0.1430
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p n= − =2 2 0 0012exp( ) .ε , то есть 0 829 0 008. .±  м/с с 
вероятностью не менее 99 9. %. Экстраполяция 
этих значений на один год дает 25 21 0 25. .±  м/с. 
Для сравнения, поддержание близкой по разме-
рам орбиты в миссии ARTEMIS в годовом выра-
жении потребовало порядка 7.39 м/с [43]. Затра-
ты на поддержание можно уменьшить, если до-
бавить в вознаграждение затраты скорости на 
импульс и выбрать коэффициент перед соответ-
ствующим слагаемым. В настоящей работе такое 
исследование не проводится.

Результаты оценки вероятности выйти за пре-
делы окрестности орбиты по положению (откло-
нение более 100 км) получились следующими:

1)	 после первого импульса: 0 4 0 1. % . %±  с 
вероятностью не менее 99 9. %,

2)	 после второго импульса: 0 2 0 1. % . %±  с ве-
роятностью не менее 99 9. %,

3)	 после третьего импульса: 0 05 0 1. % . %±  с 
вероятностью не менее 99 9. %,

4)	 после четвертого импульса: 0 1 0 1. % . %±  с 
вероятностью не менее 99 9. %.

Вероятность выйти за пределы окрестности 
орбиты на произвольном шаге равна 0 2 0 1. % . %±  
с вероятностью не менее 99 9. %.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Сформулирована методика сведения общей 

задачи оптимального управления космическим 
аппаратом к задаче машинного обучения с под-
креплением. Методика состоит из нескольких 
шагов: 1) определение состояния и действия в 
терминах переменных механической задачи; 
2) определение распределения начальных фа-
зовых состояний; 3) определение дискретного 
шага системы; 4) определение функции возна-
граждения; 5) определение модели восприятия; 
6) определение модели управления. Приведе-
ны строгие подходы к оценке математическо-
го ожидания случайных величин и вероятности 
наступления событий на основе неравенства 
Хефдинга. Рассмотрены два примера примене-
ния методики: 1) к простой динамической си-
стеме, 2) к задаче поддержания неустойчивой 
орбиты вокруг точки либрации. В первом при-
мере показана близость получаемых решений к 
теоретическим значениям. Во втором примере 
приведены результаты обучения моделей управ-
ления, строго оценены средние затраты харак-
теристической скорости и вероятность неудачи 
поддержания орбиты.
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