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Введение

Динамика потоков высокоэнергичных элек-
тронов во внешнем радиационном поясе земной 
магнитосферы контролируется широким спек-
тром разномасштабных процессов, ответственных 
как за потери электронов, так и за их ускорение [1, 
2]. Основные причины потерь электронов — это 
различные эффекты резонансного взаимодей-
ствия волна — частица, приводящие к высыпанию 
электронов в ионосферу [3], а также эффекты ра-
диального транспорта электронов, включающие 
транспорт к границе магнитосферы, магнитопаузе, 
и потери электронов за счет их ухода в магнитос-
лой [4, 5]. Основными процессами, влияющими за 
ускорение электронов и рост их потоков, являются 
процессы локального ускорения за счет резонанс-
ного взаимодействия с волнами [6, 7] и процессы 
нагрева при радиальном транспорте [8–10]. Совре-
менные модели радиационных поясов включают 
детальное описание существенной части данных 
процессов [11–15], эффективность которых, как 
правило, определяется из статистических моделей 
волновой активности [16–19] и  характеризуется 
индексами геомагнитной активности [20–22]. При 
этом несмотря на то, что точность расчетов и пе-
речень рассматриваемых физических процессов 
в таких моделях постоянно растет, использование 
рассчитанных распределений потоков энергичных 
электронов все еще уступает по точности прогноза 
использованию эмпирических моделей таких пото-
ков [23–26].

Важность разработки, верификации и  совер-
шенствования эмпирических моделей обусловле-
на, в первую очередь, необходимостью аккуратно 
предсказывать динамические диапазоны пото-
ков энергичных электронов на орбитах спутников 
[27–31]. Существенные вариации таких потоков 
в  ходе крупномасштабных геомагнитных возму-
щений (мощных суббурь и  бурь) могут нанести 
значительный ущерб чувствительной электронике 
спутников [32]. Наибольший риск для спутниковой 
электроники представляет общая ионизирующая 
доза радиации (total ionizing dose), которая опреде-
ляет ионизацию в полупроводниковых элементах, 
взаимодействующих с релятивистскими электро-
нами радиационных поясов Земли [33, 34]. Эффект 
ионизации приводит к сбоям в работе спутнико-
вой электроники и, в отдельных случаях, к потере 
аппаратов [35, 36, 28]. При этом следует отметить, 
что общая доза ионизации и поглощенная доза ра-
диации определяются интегральным (во времени) 
эффектом взаимодействия электроники и реляти-
вистских электронов, приводящим к постепенной 
деградации полупроводниковых элементов [35, 37, 
34]. Как правило, спутниковая электроника защи-
щена от ионизации алюминиевым покрытием тол-
щиной в несколько миллиметров, которое суще-
ственным образом уменьшает потоки электронов 
с энергиями менее 1 МэВ [35, 37]. Таким образом, 
наибольшую опасность представляют длитель-
ные интервалы повышенных потоков с энергия-
ми выше 1 МэВ [35], а модели потоков электронов 
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должны хорошо воспроизводить статистику таких 
редких временных интервалов. При этом потоки 
релятивистских электронов представляют наиболь-
шую опасность для спутников с орбитами на высо-
тах от 20 000 до 40 000 км, пересекающими внешний 
радиационный пояс Земли, в котором в ходе гео-
магнитных бурь на длительных интервалах фикси-
руются повышенные потоки электронов с энерги-
ей 1…2 МэВ [38, 39, 28, 24, 40, 41].

Основным подходом к построению эмпирических 
моделей потоков энергичных электронов является 
сбор больших статистических баз данных спутни-
ковых измерений, в которых амплитуда потока для 
заданного диапазона энергии распределяется в па-
раметрическом пространстве координат (как пра-
вило, заданных L-оболочкой и магнитной широтой) 
и пространстве геомагнитных индексов и параме-
тров солнечного ветра [42, 43]. Такие базы данных 
могут использоваться как для построения аппрок-
симаций потоков, как функций геомагнитных ин-
дексов и пространственных координат [44, 45], так 
и для построения более сложных статистических мо-
делей, использующих методы машинного обучения 
[46–50]. И в том, и в другом случае вариабельность 
конфигурации магнитного поля в ходе геомагнитных 
возмущений учитывается при нахождении простран-
ственных координат (L-оболочки), а основным ре-
зультатом модели становится значение потока в соот-
ветствующем диапазоне модельных параметров. Оче-
видным неустранимым недостатком такого подхода 
является однозначность сопоставления величины 
потока и ограниченного набора параметров систе-
мы, в то время как из-за невозможности учета всех 
факторов, определяющих динамику потоков, для лю-
бого заданного диапазона параметров спутниковые 
измерения выдают некоторое распределение ампли-
туды потоков. Характеризовать такое распределение 
средними (или средними взвешенными) значени-
ями удобно с точки зрения аппроксимаций модели, 
но при этом теряется информация о динамическом 
диапазоне вариаций потоков в каждом из модельных 
диапазонов параметров системы.

Основная идея настоящей работы состоит в соз-
дании статистической модели потоков энергичных 
электронов, которая для заданных характеристик 
энергии и параметров геомагнитной активности 
предоставляет распределение вероятностей наблю-
дения потоков различной амплитуды. В качестве 
пространственной области, для которой создается 
данная модель, выбрана область средневысотной 
круговой орбиты спутников ГЛОНАСС с высотой 
порядка 19 400 км (~3RE, три радиуса Земли). Соз-
даваемая модель основана на данных измерений 
спутников Van Allen Probes, ранее носивших назва-
ние Radiation Belt Storm Probes (RBSP) [51], и про-
екции этих измерений вдоль силовых линий маг-
нитного поля, восстановленных по эмпирической 
модели магнитного поля[52].

Спутниковые данные
В представленной работе используются данные 

со спутниковой миссии Van Allen Probes (RBSP) [53]. 
Данная спутниковая миссия состоит из двух сла-
бо разнесенных космических аппаратов, вращаю-
щихся по одинаковой экваториальной (наклоне-
ние 10°) сильно эллиптической орбите с высотами 
перицентра ~620 км (1.1RE) и апоцентра ~30 000 км 
(5.8RE), проработавших с октября 2012 по октябрь 
2019 г. В работе используются данные прибора The 
Magnetic Electron Ion Spectrometer (MagEIS) [54]. 
Прибор представляет собой набор из четырех маг-
нитных спектрометров, которые охватывают три 
различных диапазона энергии. MagEIS измеряет 
электроны от ~20 кэВ до 4 МэВ с  разрешением 
в 23 энергетических диапазона и 11 питч-угловых 
интервалов. Кроме того, спектрометр MagEIS со-
держит твердотельный телескоп, регистрирующий 
протоны с энергиями от ~60 кэВ до ~1.3 МэВ.

Обработка данных
Для проекции значений потоков энергичных 

заряженных частиц на конкретную орбиту (в слу-
чае представленной работы — на орбиту спутников 
ГЛОНАСС) используются существующие модели 
магнитного поля в качестве “промежуточной сту-
пени” между входными параметрами геомагнитной 
активности (Kp, DST, SymH) и самими значениями 
предсказываемых потоков. Такая промежуточная 
ступень необходима для учета изменения в ампли-
тудах потоков на заданной высоте при изменении 
конфигурации магнитного поля и, как следствие, 
смещении проекций околоэкваториальных изме-
ряемых потоков.

Проецирование потоков заряженных частиц
Для каждого момента времени, когда доступно 

измерение потоков электронов, на спутниках RBSP 
используется трассировка положения спутника 
вдоль силовых линий магнитного поля в исследуе-
мую область — на высоту H RG = 3

E
 от поверхности 

Земли (соответствует высоте орбиты ГЛОНАСС). 
Для трассировки используется эмпирическая мо-
дель магнитного поля T96 [55]. В силу экваториаль-
ности орбиты спутников RBSP, в большинстве слу-
чаев их траектории оказываются в непосредствен-
ной близости от самой удаленной от Земли точки 
пересекаемой силовой линии (рис.  1). Силовая 
линия может пересекать исследуемую высоту HG 
в двух точках или не пересекать вовсе (за исклю-
чением вырожденного случая одного пересечения). 
Таким образом, каждому моменту времени наблю-
дений спутниковой миссии RBSP ставится в соот-
ветствие две координаты пересечения исследуемой 
поверхности, если такие пересечения есть. В ито-
говой статистике для каждого момента времени 
наблюдений записывается поток электронов, рав-
ный среднему значению от рассчитанных потоков 
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в Северном и Южном полушариях. Такое усредне-
ние необходимо, чтобы избежать искусственного 
удвоения статистики спутниковых измерений за 
счет проекций в два полушария.

Для расчета полного потока заряженных ча-
стиц на исследуемой высоте HG вводится сетка 
с  малым шагом ( dθ = °0 1. ) по питч-углам (угол 
между направлением магнитного поля и  скоро-
стью электронов), и  для каждой ячейки данной 
сетки ставится в соответствие поток dF fdS= ,  где 
f — дифференциальный поток в единичном телес-
ном угле по данным со спутника RBSP, dS  — пло-
щадь сферического сегмента питч-угловой ячейки. 
Далее, с использованием модельного магнитного 
поля, восстановленного по значениям геомагнит-
ных индексов для каждого момента времени изме-
рения потоков электронов, вычисляется вариация 
питч-угла при движении электронов вдоль силовой 
линии от точки наблюдения на спутнике к точке на 
исследуемой высоте HG (данная вариация рассчи-
тывается из предположения сохранения магнитно-
го момента заряженных частиц). На этой основе 
определяются питч-угловые ячейки, частицы в ко-
торых доходят до исследуемой точки HG. Сумма 

потоков в данных питч-угловых ячейках и будет 
давать интегральный поток заряженных частиц 
на исследуемой высоте HG. Рисунок 2 демонстри-
рует соотношение интегральных потоков энергич-
ных электронов, измеренных спутниками RBSP, 
и  интегральных потоков, спроектированных на 
исследуемую высоту HG. Диагональ занята наблю-
дениями в непосредственной близости от исследу-
емой высоты HG либо наблюдениями изотропных 
питч-угловых распределений: в обоих случаях ге-
омагнитная проекция не меняет измеряемого по-
тока. Ниже диагонали лежит основное количество 
наблюдений, для которых проекция вдоль силовых 
линий магнитного поля на исследуемую высоту  
HG приводит к уменьшению потоков энергичных 
электронов. Как следствие, комбинация спутнико-
вых измерений и эмпирической модели магнитно-
го поля позволяет создать базу данных модельных 
измерений потоков электронов на поверхности 
заданной высоты в зависимости от энергии элек-
тронов и геомагнитных условий (в случае с T96 это 
геомагнитные индексы Dst или SymH).
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Рис. 1. Проекции силовых линий магнитного поля 
(красный цвет), проходящих через один виток тра-
ектории орбиты спутника RBSP (синий цвет) на три 
плоскости. Красными точками отмечено пересечение 
силовых линий с высотой HG.



	 космические исследования      том 62      № 3      2024

242	 Шустов и др.

Анализ потоков заряженных частиц
В  результате проекции измеряемых потоков 

энергичных электронов вдоль силовых линий маг-
нитного поля на исследуемую высоту HG получа-
ется база данных, которая состоит из амплитуды 
потоков, зависящих от энергии электронов и от 
геомагнитного индекса SymH [56]. Распределе-
ние SymH для всех доступных наблюдений RBSP 
представлено на рис. 3. Значениям SymH > 20 нТ 
соответствуют периоды сильного сжатия дневной 
магнитосферы под действием усиленного потока 
солнечного ветра, как правило, такие интервалы 
предвещают начало геомагнитных бурь. Сами бури 
соответствуют SymH < –50 нТ, когда сильный коль-
цевой ток горячих ионов существенно уменьшает 
экваториальное поле на близких к Земле расстоя-
ниях. При этом диапазон SymH < –100 нТ соответ-
ствует сильным бурям, для которых будет харак-
терно существенное увеличение потоков реляти-
вистских электронов. Для анализа зависимости 
потоков энергичных электронов от геомагнитного 
индекса SymH диапазон всех значений SymH раз-
бивается на 80 равных интервалов, и выполняется 
отсечка в 1000 событий на интервал, что оставляет 
50 интервалов в диапазоне SymH от –150 до 50 нТ. 
Для каждого диапазона значений SymH и энергии 
из доступного диапазона измерений выполняется 
сбор статистики потоков и статистики проекций 
потоков на исследуемую высоту H RG = 3

E
.  Именно 

эти данные будут составлять эмпирическую основу 
модели.

На рис.  4 (левый столбец) приведены гисто-
граммы числа наблюдений различной амплиту-
ды потоков (в проекции на исследуемую высоту 
HG. для нескольких значений энергии (суммарно 
по всем значениям SymH). Для анализа потоков 

энергичных электронов удобнее работать с плотно-
стью вероятности наблюдения потоков в проекции 
на рассматриваемую высоту HG, которая представ-
лена на рис. 4 (правый столбец).

Для практического использования функций 
плотности вероятности наблюдения потоков удоб-
но провести их аппроксимацию аналитическими 
функциями, которые будут описывать вероятность 
наблюдения потока заданной амплитуды при фик-
сированной энергии и геомагнитной активности 
(SymH). На рис. 5 представлены аппроксимации 
потоков электронов, спроецированных на высоту 
H RG = 3

E
, для нескольких значений энергии и гео-

магнитного индекса. Для аналитической аппрокси-
мации плотности вероятности потока используется 
следующее выражение:

	 f x b x
b x

xb
b x x

( ; , ) ,
0

0

1

1

1

0=
−( ) −

− −

Γ
e 	 (1)

где x — значение потока; b и x0 — параметры ап-
проксимации, отвечающие за наклон показатель-
ной части функции и  точку “обрезания” пото-
ка на больших значениях (размерность потока: 
см–2с–1кэВ–1); Г — гамма-функция. Множитель 
в функции выбран для равенства единице интегра-
ла по всем значениям потока. Ограничения на зна-
чения параметров: 0 1< <b  и  x

0
0> .

Процедура нахождения функциональных за-
висимостей значений x0 и b от энергии и геомаг-
нитного индекса SymH состоит из двух этапов. На 
первом вычисляются значения параметров xE SymH

0

,  
и  bE SymH, ,  которые наилучшим образом аппрокси-
мируют плотность вероятности для каждой пары 
энергия/геомагнитный индекс в отдельности. Для 
простоты аппроксимации используется фиксация 
среднего значения потока для искомой функции 
плотности вероятности. Для приведенной выше 
формулы среднее значение x x b= −( )0

1 .  Отсюда, 
приравнивая данное выражение к оценке средне-
го по выборке, можно исключить вариацию па-
раметра x0, и рассмотреть однопараметрическую 
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Рис. 2. Распределение потоков энергичных электро-
нов с энергиями 33–4096 кэВ, измеренных на RBSP, 
и потоков на исследуемой высоте орбиты ГЛОНАСС, 
цветом показано количество измерений, попавших 
в диапазон параметров.

Рис. 3. Гистограмма количества наблюдений по дан-
ным RBSP от значения геомагнитного индекса SymH 
в соответствующий момент времени. Горизонтальная 
линия соответствует 1000 наблюдениям, по которой 
выполняется отсечка.
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задачу оптимизации. Результаты аппроксимации 
представлены на рис. 6 синими точками, на левом 
графике  — параметр bE SymH, , на правом  — пара-
метр xE SymH

0

, , которые рассчитываются через сред-
нее значение потока на выборке значений потоков.

Второй этап получения выражений x E SymH
0
( ),  

и  b E SymH( , )  — аппроксимация набора значений 
xE SymH
0

,  и  bE SymH,  как функциональных зависимо-
стей энергии E и  геомагнитного индекса SymH. 
Данная функциональная зависимость представле-
на на рис. 6 в виде гладких поверхностей и являет-
ся аппроксимацией значений параметров полино-
миальными (лог-полиномиальными) функциями. 
Аппроксимация зависимости обоих параметров от 

энергии выбрана логарифмически-линейной. Для 
аппроксимации зависимости от геомагнитного ин-
декса SymH для параметра b используется функция 
четвертого порядка, для параметра x0 — второго 
порядка. Вид формул и значения коэффициентов 
(со среднеквадратическим отклонением) данных 
аппроксимаций — табл. 1, 2, приведены ниже:
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Рис. 4. Примеры гистограмм наблюдений различных значений потоков (слева) и соответствующей плотности ве-
роятности потоков электронов для трех различных энергий (справа).
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Рис. 5. Пример аппроксимации функций распределения для разных значений энергии и геомагнитного индекса. 
Синий цвет — плотность вероятности, получаемая по данным измерений потоков на спутниках RBSP, красный — 
аппроксимация представленной плотности вероятности.

Рис. 6. Зависимости параметров аппроксимации от энергии и геомагнитного индекса. Параметр R — коэффициент 
корреляции модели (поверхность) и значений параметров при аппроксимации данных (синие точки).

Таблица 1. Значения аппроксимаций для bij

bij 0 1 2 3 4
0 0.206 ±  

± 0.012
0.00976 ±  
± 0.0003

1.404·10–4 ±  
± 0.081·10–4

–4.167·10–8 ±  
± 7.369·10–8

–3.224·10–9 ±  
± 0.262·10–9

1 0.0861 ±  
± 0.0018

–0.00128 ±  
± 0.00004

–2.351·10–5 ±  
± 0.125·10–5

–8.534·10–4 ±  
± 0.874·10–4 
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Таблица 2. Значения аппроксимаций для Xij

Xij 0 1 2

0 18.85 ±  
± 0.14

–0.0409 ±  
± 0.0021

–1.5415·10–4 ±  
± 0.0429·10–4

1 –1.440 ±  
± 0.018

0.00361 ±  
± 0.00027

Таким образом, функция плотности вероятно-
сти потока электронов определяется выражением 
f x b x( ; , )

0
 из уравнения (1) (x — поток), а параме-

тры b  и  x0  представляют собой функции энергии 
и  геомагнитного индекса, которые определены 
уравнениями (2)–(3) и табл. 1, 2. Данная модель 
рассчитана для использования на высотах орбит 
ГЛОНАСС, однако аналогичные выражения при 
необходимости можно построить для любых других 
высот, лежащих ниже перигея орбиты спутника, 
с которого берутся данные о потоках энергичных 
электронов. Рабочий диапазон модели по энергиям 
находится в пределах доступных на приборе Magies 
(RBSP) измерений: от 20 кэВ до 4 МэВ. Диапазон 
используемых значений SymH: от –150 до 50 нТ.

Применение эмпирической модели
Представленная в  настоящей работе модель 

описывается системой уравнений (1)–(3) и данны-
ми, приведенными в табл. 1, 2. Модель позволяет 
получить функцию плотности вероятности потока 
электронов конкретной энергии при различной ге-
омагнитной активности, характеризуемой индек-
сом SymH. Получаемая плотность вероятности ха-
рактеризует усредненные по сферическим угловым 
координатам (широта — долгота) значения пото-
ков электронов на заданной высоте (в данной ра-
боте приведены для высоты 19 400 км).

Как обсуждалось, существуют различные фак-
торы, влияющие на работоспособность спутников. 
Среди них — редкие, но интенсивные всплески по-
токов высокоэнергичных заряженных частиц, ко-
торые способны преодолеть защиту космического 
аппарата и вывести из строя чувствительную элек-
тронику. Приведем пример использования пред-
ставленной модели для оценки эффекта подобных 
событий. Для частиц с энергией Et  при геомагнит-
ной обстановке, характеризующейся значением S 
геомагнитного индекса SymH, вероятность потока 
электронов, превышающего критическое значение  
Ф (индивидуальное для каждого космического ап-
парата) будет определяться интегралом от плотно-
сти вероятности (1) в пределах от значения крити-
ческого потока Ф до бесконечности:
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где Г(η) и Гi(η, z) — гамма-функция и верхняя не-
полная гамма-функция, соответственно. Пара-
метры b  и  x0  вычисляются согласно выражени-
ям (2)–(3) представленной работы, где в качестве 
энергии и геомагнитного индекса используются 
рассматриваемые значения Et  и S в пределах огра-
ничения модели (20…4000 кеВ; –150…50 нТ).

Другим важным параметром, непосредствен-
но влияющим на работоспособность аппаратуры 
космического аппарата, является суммарная ио-
низирующая доза радиации. Используя индиви-
дуальные для каждого космического аппарата ко-
эффициенты (характеризующие степень его чув-
ствительности к различным диапазонам энергии 
и  потока заряженных частиц) совместно с  пред-
ставленной функцией плотности вероятности по-
токов электронов (на  основе которых рассчиты-
вается флюенс (англ. fluence) — количество про-
шедших частиц через единицу площади), можно 
получать прогнозы на поглощенные дозы радиации 
для различных геомагнитных условий. На рис. 7 
приведены примеры расчета флюенса на основе 
построенной модели и его сравнение с данными 
спутниковых наблюдений. Для получения модель-
ного значения флюенса используется интегрирова-
ние потока, полученного из модели при заданном 
временном ряде SymH (пунктирная линия, рис. 7). 
Для сравнения приведены значения флюенса по 
данным спутниковой миссии RBSP, спроециро-
ванных на высоту орбиты ГЛОНАСС (сплошным 
синим цветом), на основе которых и была постро-
ена модель. Также приведены значения флюенса, 
полученные по данным спутников GPS (красная 
сплошная линия, рис. 7). Данные GPS использу-
ются для независимой проверки, так как этот на-
бор данных не применялся при построении модели. 
Диапазон интегрирования по энергии: 0.5…3 МэВ, 
выбран таким образом, чтобы покрывать цен-
тральную область доступных энергетических ка-
налов одновременно на обоих спутниках миссий 
(RBSP: 33…4000 кэВ и GPS: 120…10 000 кэВ). Из 
рисунков видно, что модельные значения флюенса 
хорошо предсказывают средние значения реально 
наблюдаемых значений флюенса.

Также представленную модель можно использо-
вать для моделирования потоков высокоэнергич-
ных электронов с помощью полученной функции 
плотности вероятности. Для генерации случайных 
чисел (значения потоков) с заданной плотностью 
вероятности необходимо использовать обратные 
функции (по отношению к задаваемой функции 
распределения). Поскольку реализации обратной 
гамма-функции широко представлены в  различ-
ных программных пакетах, использование описан-
ного в настоящей работе выражения для моделиро-
вания потоков заряженных частиц, уравнение (1), 
является крайне удобным и простым в исполнении.
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Выводы

В  данной работе представлена модель функ-
ций плотности вероятности наблюдения потоков 
энергичных электронов для высот, соответствую-
щих высотам орбит группировки спутников ГЛО-
НАСС. Модель двухпараметрическая: плотность 
вероятности потоков зависит от энергии электро-
нов и геомагнитных условий, характеризуемых ин-
дексом SymH. Главной особенностью построенной 
модели является сохранение информации о диапа-
зоне вариации потоков и вероятности различных 
амплитуд при фиксированной энергии и геомаг-
нитном индексе. Таким образом модель уходит от 
привычных аппроксимаций средних значений по-
токов и предоставляет больший объем информа-
ции, позволяющий как рассчитать средний поток, 
так и оценить вероятность наблюдения потоков 
выше заданного предела. Как раз вторая возмож-
ность представляется наиболее актуальной для за-
дач влияния потоков энергичных электронов на 
функционирование космических спутников. Мо-
дель предоставляет возможность задать минималь-
ную амплитуду потока (как дифференциального, 
так и интегрального для всего диапазона энергий 
от 30 кэВ до 4 МэВ) и рассчитать интегральный по 
времени поток на орбите с фиксированной высо-
той. Представляется, что столь гибкая в плане вы-
даваемой информации модель окажется полезной 
при прогнозировании интегральных потоков энер-
гичных электронов на орбитах спутников связи.
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Введение

Космическая отрасль на протяжении более 
60 лет нуждалась и в настоящее время нуждается 
в  высокостабильных к  действию излучений кос-
мического пространства (КП) терморегулирующих 
покрытиях. Такое положение не указывает на пло-
хое качество разработанных за эти годы терморе-
гулирующих покрытий (ТРП) — такие ТРП были 
и в настоящее время существуют [1, 2], но требо-
вания к ним повышаются. Если в первые десяти-
летия освоения КП значение коэффициента по-
глощения as — основной рабочей характеристики 
ТРП класса “Оптические солнечные отражатели” 
(ОСО), при as = 0.2, являлось вполне удовлетвори-
тельным, то в 20–30-х гг. XXI века оно должно быть 
меньше [3]. Это связано как с уменьшением разме-
ров и веса радиаторов терморегулирования в кос-
мических аппаратах (КА), так и с увеличением сро-
ков их орбитальных полетов. Вторым требованием 
является высокая фото- и радиационная стойкость 
таких ТРП и малое изменение коэффициента по-
глощения as при все увеличивающихся сроках ак-
тивного существования КА.

В настоящее время существует отдельная про-
блема обеспечения нормального теплового режи-
ма приборов и устройств малых космических ап-
паратов. Проблема вызвана их малыми размерами 

и  весом и  возросшими требованиями к  системе 
пассивного терморегулирования.

Целью настоящей работы является исследова-
ние радиационной стойкости ТРП для космиче-
ских аппаратов класса ОСО, полученного из пасты, 
нанесенной на подложку 3D-принтером.

Методика эксперимента

Диэлектрическая керамическая паста (ДКП) 
была изготовлена на основе порошка Al2O3. Его из-
мельчение происходило в планетарной микромель-
нице PULVERISETTE7 Premium Line в две стадии: 
сначала 6 мин со скоростью 850 об/мин, затем 
4 минуты со скоростью 1000 об/мин. В состав па-
сты было добавлено стекло С52–1 для обеспечения 
адгезии пленки к подложке. В качестве органиче-
ского связующего использовалась этилцеллюло-
за в  терпинеоле. Процентное соотношение ком-
понентов в пасте (порошок Al2O3: стекло С52–1: 
этилцеллюлоза в терпинеоле) составляло 68:2:30. 
Смешивание компонентов пасты осуществлялось 
в мельнице Fritsch PULVERISETTE7 Premium Line. 
Сначала в течение 5 мин со скоростью 850 об/мин 
смешивались порошки Al2O3 и С52–1. Затем после 
добавления органического связующего смесь пере-
мешивалась 60 мин с такой же скоростью.

Образцы печатали на 3D-принтере для пе-
чатных плат Voltera V-One. После печати их для 
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сглаживания рельефа выдерживали при температу-
ре 22 °C в течение 10 мин, затем сушили при тем-
пературе 150 °C в течение 15 мин. Отжиг паст про-
ходил в течение 60 мин, время выдержки при мак-
симальной температуре 850 °C составляло 10 мин.

Гранулометрический состав порошка поликора 
исследовали в диапазоне 0.1–40 мкм лазерным ана-
лизатором частиц. Зарегистрировано четыре мак-
симума распределения при 0.39, 0.76, 1.9 и 11 мкм. 
С увеличением размера частиц интенсивность пи-
ков возрастала. Средний размер частиц составил 
4.82 мкм. Спектры диффузного отражения реги-
стрировались в вакууме, на месте облучения образ-
цов (in situ) в имитаторе условий КП “Спектр” [4]. 
Интегральный коэффициент поглощения солнеч-
ного излучения рассчитывался по спектрам диф-
фузного отражения с использованием международ-
ных стандартов [5, 6].

Экспериментальные результаты 
и обсуждение

Исследования инфракрасных спектров поглощения
Исследование ИК-спектров сырой пасты пока-

зали (рис. 1) наличие полос поглощения при 470, 
690, 800, 1070, 1285, 1460, 1730, 2355 и 2915 см–1. 
Наиболее интенсивными являются полосы при 
470, 690, 800, 1070 см–1. Полосы при 470 и 1070 мо-
гут быть отнесены к характеристическим полосам 
поглощения связи Al — O в α-Al2O3 [7, 8]. В обла-
сти от 600 см–1 до 800 см–1 полосы поглощения со-
ответствуют деформационным и валентным коле-
баниям Al2O3 [9]. Полоса при 2355 см–1 относится 
к колебаниям CO2 [10], полосы при 1285 и 1460 см–1 
соответствуют деформационным колебаниям H2O 
[11]. Прогрев и дальнейший отжиг пасты приводят 
к уменьшению интенсивности и исчезновению по-
лос поглощения, обусловленных колебаниями мо-
лекул воды и диоксида углерода. В спектрах оста-
ются только полосы, обусловленные колебаниями 
молекул Al2O3. Поэтому можно заключить, что на-
несенная на подложку паста ДКП после ее прогре-
ва и отжига представляет собой ТРП, состоящее 
только из оксида алюминия.

Исследование спектра диффузного отражения 
и  его изменение при облучении

Из спектра диффузного отражения исходного 
порошка Al2O3 следует, что край основного по-
глощения имеет два значения при 168 и  195 нм 
(рис. 2). С увеличением длины волны коэффици-
ент отражения увеличивается до 82 %. Затем реги-
стрируется провал при 412 нм. Предположительно, 
он может быть связан с термической ионизацией 
междоузельных атомов при прогреве пасты с об-
разованием ионов алюминия, полоса поглощения 
которых находится в этой области. Аналогичный 

процесс ранее регистрировали при прогреве по-
рошка оксида цинка [12]. В области 500–800 нм 
коэффициент отражения достигает максимально-
го значения, равного 89  %. С  увеличением дли-
ны волны он не значительно уменьшается и при 
λ = 2500 нм составляет 80 %.

После облучения электронами с  энергией 
30 кэВ коэффициент отражения уменьшается в об-
ласти от края основного поглощения и до 800 нм. 
В более длинноволновой области он не изменяется.

В  разностных спектрах диффузного отраже-
ния (∆ρλ), получаемых вычитанием из спектра до 
облучения (ρλо) спектров после облучения образ-
цов (ρλф) регистрируются полосы при 254, 303, 346 
и 452 нм (рис. 3). Эти полосы являются полосами 
поглощения, наведенного облучением. Они опре-
деляются собственными радиационными дефекта-
ми, образованными в покрытии из Al2O3 при об-
лучении. Такими дефектами могут быть: F2

2+-цен-
тры (452 нм –2.74 эВ), VAl′ (346 нм –3.58 эВ), Vo 
(303 нм –4.09 эВ), Ali (254 нм –4.88 эВ), описанные 
в работах [13–17]. При ионизационном механизме 
[18] при облучении электронами с энергией 30 кэВ 
в обеих подрешетках оксида алюминия образуются 
вакансии алюминия и кислорода и междоузельные 
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Рис. 1. ИК-спектры поглощения диэлектрической па-
сты: сырой (а); после 15 мин высушивания при 150 °C 
(б); после отжига в течение 10 мин при 850 °C (в).
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ионы в различном зарядовом состоянии. Наиболее 
интенсивными являются полосы поглощения ва-
кансий алюминия и кислорода.

Исследование интегрального коэффициента 
поглощения

Интегральный коэффициент поглощения сол-
нечного излучения as показывает, какую долю 
энергии солнечного потока поглощает данный 
материал, данное покрытие. И если ТРП предна-
значено для отражения этого потока, т. е. оно от-
носится к классу ОСО, то задачей разработчиков 
является уменьшение значения as. В  процессе 
орбитального полета КА на ТРП действуют раз-
личные виды излучений, что приводит к образо-
ванию дефектов, появлению полос поглощения 

и уменьшению коэффициента отражения в различ-
ных областях спектра.

Интегральный коэффициент поглощения вклю-
чает в себя все эти полосы поглощения, нормиро-
ванные на спектр излучения Солнца, поэтому он 
является рабочей характеристикой ТРП.

Для исходного покрытия его значение равно 
0.143, что является удовлетворительным значением 
для ТРП класса ОСО. После облучения флюенсом 
электронов (1, 2 и 3) ·1016 см–2 с энергией 30 кэВ он 
увеличивается до 0.158, 0.167 и 0.173 соответственно 
(рис. 4).

Увеличение коэффициента поглощения состав-
ляет 0.015, 0.024 и 0.03 для флюенса электронов (1, 
2 и 3) ·1016 см–2 соответственно. Эти величины по-
казывают высокую радиационную стойкость раз-
рабатываемого покрытия. Их сравнение проводи-
ли со значениями, полученными ранее для совре-
менного перспективного ТРП на основе пигмента 
ZnO и  неорганического связующего — литиево-
го жидкого стекла Li2SiO3 [19]. При одинаковых 
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Рис. 2. Спектры диффузного отражения ТРП, изго-
товленного из диэлектрической пасты до и после об-
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Рис. 3. Разностные спектры диффузного отражения 
ТРП, изготовленного из диэлектрической пасты ДКП 
после облучения электронами.

Рис. 4. Зависимость изменений коэффициента по-
глощения (∆as) ТРП, изготовленного из пасты ДКП, 
от флюенса при облучении электронами с энергией 
30 кэВ.

Таблица. Зависимость коэффициента поглощения as 
и его изменений ∆as после облучения электронами 
различных терморегулирующих покрытий от флюенса 
электронов

Покрытие Коэф-
фициент

Φ, ×1016 см–2

Исходный 1 2 3
Диэлектри-
ческая ке-
рамическая 
паста

as 0.143 0.158 0.167 0.173

∆as 0 0.015 0.024 0.03

Li2SiO3 +  
+ ZnO

as 0.136 0.152 0.159 0.162
∆as 0 0.016 0.023 0.026

MgAl2O4
as 0.16 0.217 0.235 0.248

∆as 0 0.057 0.075 0.088
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условиях облучения (Р = 1·10–6 торр, Т = 300 °C, 
φ = 5·1012 см–2 с–1) значения ∆as отличаются незна-
чительно (табл. 1).

Заключение

В настоящей работе представлены результаты 
исследований, направленные на получение тер-
морегулирующего покрытия класса “оптические 
солнечные отражатели” новым методом с исполь-
зованием 3D-принтера. Приведены результаты ис-
следования оптических свойств и радиационной 
стойкости ТРП, полученного из приготовленной 
диэлектрической керамической пасты.

Установлено, что и по исходному значению ос-
новной рабочей характеристики — интегрального 
коэффициента поглощения солнечного излучения, 
и его изменению при облучении, данное покрытие 
отвечает требованиям ТРП класса “Оптические 
солнечные отражатели”. Сравнение по этим харак-
теристикам с их параметрами для перспективного 
ТРП на основе пигмента оксида цинка и связую-
щего литиевого жидкого стекла показало их близ-
кие значения. Сравнение с этими характеристика-
ми шпинели MgAl2O4, напыленной на подложку 
плазменным способом и облученной электронами 
в таких же условиях [20], показывает более высо-
кую радиационную стойкость оптических свойств 
разрабатываемого покрытия из пасты ДКП.

Можно заключить, что разрабатываемое ТРП, 
созданное путем нанесения 3D-принтером на под-
ложку диэлектрической пасты ДКП и последую-
щего ее прогрева и отжига, обладает значениями 
исходного интегрального коэффициента поглоще-
ния as и его радиационной стойкости, соответству-
ющими требованиям, предъявляемым в настоящее 
время к таким покрытиям. С учетом широких воз-
можностей нанесения такой пасты 3D-принтером 
на поверхности различной конфигурации и  раз-
личных размеров, можно ожидать практическое 
использование такой ТРП в космической отрасли.
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ВВЕДЕНИЕ

Известно, что все возрастающее загрязнение 
околоземного космического пространства микро-
скопическими продуктами техногенной деятель-
ности в  космосе представляет угрозу не только 
для орбитальных космических аппаратов (КА), но 
и создает серьезные проблемы для экологии Земли. 
Это связано с тем, что, как показывают результаты 
проведенных к настоящему времени исследований, 
(см., например, работу [1]), входящие в плотные 
слои атмосферы техногенные микрочастицы (МЧ) 
с размерами < 100 мкм  могут выдерживать аэроди-
намический нагрев и, сохраняя свои свойства, опу-
скаются в приземные слои атмосферы и на земную 
поверхность. В определенных случаях, например, 
когда мы имеем дело с МЧ из радиоактивных мате-
риалов, а также из материалов, способных оказы-
вать негативное воздействие на состояние озонно-
го слоя стратосферы, указанные частицы представ-
ляют очевидную опасность для биосферы Земли.

Исследования последних лет показывают, что 
к числу потенциально опасных для экологии Зем-
ли микрообъектов относятся и возвращающиеся 
из космоса на Землю микробиологические объ-
екты (МБО) земного происхождения. Последние 

объекты могут выноситься с Земли в космос как 
в результате техногенной деятельности (на поверх-
ностях КА и ракет-носителей (РН)), так и вслед-
ствие действия возможного “ионосферного лифта”, 
осуществляющего перенос тропосферного аэрозо-
ля с поверхности Земли в верхнюю ионосферу, на 
существование которого косвенно указывают дан-
ные натурного эксперимента “Тест” [2].

Результаты натурных экспериментов в космосе, 
и, в частности, российского эксперимента “Био-
риск”, подготовленного и проведенного на МКС 
специалистами Института медико-биологических 
проблем РАН [3], показали, что споры некоторых 
земных микроорганизмов и грибов способны вы-
жить даже при длительном (более 1.5 лет) нахож-
дении в открытом космосе. При этом, они могут 
мутировать, приобретая новые свойства. Такие 
микробиологические объекты могут представлять 
опасность для земной биосферы, если их аэроди-
намический нагрев при входе в атмосферу недоста-
точен для стерилизации.

Для ответа на вопрос о  возможности выжи-
вания входящих в  атмосферу из космоса спор 
земных бактерий в  настоящей работе прове-
ден расчет зависимости от времени температуры 

DOI: 10.31857/S0023420624030038,  EDN: JKIMGU
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аэродинамического нагрева сферических МЧ из 
углерода соответствующих радиусов, моделирую-
щих споры земных бактерий. Предполагалось, что 
указанные микрообъекты инжектируются в ОКП, 
покидая поверхность “материнского тела” (МТ), 
движущегося по низкой круговой орбите.

Кроме того, разработанные программы были 
использованы для расчета аэродинамического на-
грева аналогичных микрообъектов, моделирую-
щих споры гипотетических бактерий внеземного 
происхождения, полого входящих в атмосферу со 
скоростями большими второй и третьей космиче-
ской скорости. Заметим, что в отличие от извест-
ной работы [4], в которой сделана приближенная 
теоретическая оценка максимальной температуры 
и длительности аэродинамического нагрева бак-
терий E.coli, входящих в атмосферу со скоростью, 
значительно превышающей вторую космическую, 
результаты настоящей работы получены с исполь-
зованием достаточно близкой к реальной матема-
тической модели и могут представлять интерес для 
исследователей, работающих над обоснованием 
известной концепции “панспермии”.

ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ, 
ОПИСЫВАЮЩАЯ ДВИЖЕНИЕ 

И АЭРОДИНАМИЧЕСКИЙ НАГРЕВ 
МИКРОБИОЛОГИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 

В ВЕРХНЕЙ АТМОСФЕРЕ

Для определения возможных температур аэро-
динамического нагрева микробиологических объ-
ектов, входящих в атмосферу с космическими ско-
ростями, как и в отмеченной выше работе [1], будем 
использовать математическую модель, основанную 
на совместном численном решении уравнений дви-
жения и уравнения внутренней энергии МБО. В ка-
честве модели МБО, аналогично работе [4], будем 
рассматривать сферические частицы из углерода 
(графита), радиусом R от 0.5 до 3 мкм (что соответ-
ствует возможным размерам спор земных бактерий). 
Предполагается, что в начальный момент t = 0 МБО 
находится на заданной высоте H над земной поверх-
ностью и движется со скоростью v0.

Как показывают оценки [5], для рассматривае-
мых значений радиуса МБО и начальной высоты 
H, можно пренебречь влиянием на динамику МБО 
электродинамических сил, обусловленных взаи-
модействием наводимого на МБО заряда с геомаг-
нитным и геоэлектрическим полями на основных 
стадиях движения МБО в верхней и нижней атмос-
фере: стадии орбитального движения в ОКП; ста-
дии сильного аэродинамического торможения, на 
которой и достигаются максимальные температуры 
аэродинамического нагрева МБО (реализуется на 
высотах >100 км); а также — на стадии спуска “за-
торможенных” МБО в плотные слои атмосферы. 
В этих условиях основными силами, действующими 

на МБО, являются: гравитационные силы; сила сол-
нечного давления и сила сопротивления нейтраль-
ной компоненты фонового газа. Соответственно 
движение сферического МБО массой m и радиусом 
R в геоцентрической экваториальной инерциальной 
системе отсчета (Geocentric Equatorial Inertial; GEI) 
будет описываться уравнением:

	 m
d
dt G G

dst
pr drag

v
F F F F= + + + , 	 (1)

где v r= d dt  — скорость МБО в указанной системе 
отсчета; r = ( , , )x y z  — радиус-вектор МБО в декар-
товой системе координат, ось X которой направле-
на в точку весеннего равноденствия, ось Z направ-
лена на северный географический полюс, а ось Y 
дополняет систему до правой.

В уравнении (1) сила

	 F rG G
mM

r
= − E  

3
	

представляет собой гравитационную силу, действу-
ющую на МБО со стороны центрального гравита-
ционного поля Земли (G — гравитационная посто-
янная; ME  — масса Земли), а сила

FG
dst m

GM J R
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
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—  возмущение силы FG, обусловленное полярным 
сжатием Земли ( J2 — второй зональный гармони-
ческий коэффициент; φ— географическая широта 
МБО; RE — радиус Земли).

Сила солнечного давления Fpr  на МБО опреде-
ляется формулой:

F r spr prQ
N R

c
P= ( )π 2

,  

где N — плотность потока энергии солнечного из-
лучения, равная на орбите Земли 1.3533·106 эрг/см2с 
(т. н. солнечная постоянная); Q Q Rpr pr= ( )  — эф-
фективность давления света на сферический МБО 
радиусом R , усредненная по солнечному спектру; 
P( )r  — т. н. “функция тени”, равная 1 на освещен-
ном участке траектории и  0  — на теневом. Зна-
чения Qpr  определялись с использованием зави-
симости Q Q Rpr pr= ( ) для сферических однород-
ных частиц из графита, рассчитанной в работе [6] 
с применением методов теории Ми [7]. При про-
ведении численных расчетов разрывная теневая 
функция цилиндрической тени Земли аппрокси-
мировалась непрерывной функцией
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где постоянная κ = 20000 RE,  x y zGSE GSE GSE, ,   — 
координаты в геоцентрической солнечно-эклипти-
ческой системе (GSE), ось X GSE  которой направ-
лена на Солнце, ось ZGSE  перпендикулярна пло-
скости эклиптики, а ось YGSE  дополняет систему 
координат до правой.

Сила сопротивления Fdrag  для сферического 
МБО определяется формулой:

F
v

drag x aC
R

v
v

= −
π

ρ
2

2

2






 ,

где v v r= − [ , ]Ω — скорость МБО в Гринвичской 
системе координат, вращающейся с угловой ско-
ростью вращения Земли Ω  (в которой покоится 
атмосферный газ); ρa — плотность газа верхней 
атмосферы; Cx — коэффициент сопротивления. 
Значение Cx  в расчетах полагалось равным 2, что 
соответствует полной передаче МБО импульса мо-
лекул атмосферы при их столкновениях с  МБО 
в  свободномолекулярном режиме обтекания [8], 
когда длина свободного пробега молекул воздуха 
гораздо больше характерного размера МБО. Для 
рассмотренных радиусов МБО свободномолеку-
лярный режим обтекания имеет место на высотах 
более 50 км. При численном моделировании дви-
жения в ОКП для задания плотности атмосферы 
в точке нахождения МБО использовалась кусоч-
но-экспоненциальная аппроксимация высотного 
хода плотности верхней атмосферы, усредненного 
по суточным и сезонно-широтным вариациям для 
трех уровней солнечной и геомагнитной активно-
сти: низкой, средней и  высокой, основанная на 
данных модели NRLMSISE‑00 [9].

Уравнение теплового баланса, описывающее 
изменение внутренней энергии МБО (в расчете на 
единицу площади миделя МБО) имеет вид:

	 4
3 2

4
3

4R С
dT
dt

v
T N Pa

c sunρ
ρ

ε σ α= − +


( ).r 	 (2)

Выражение в  левой части (2) представляет со-
бой скорость изменения внутренней энергии МБО. 
В этом выражении: T — абсолютная температура 
МБО, а  ρи C С T= ( )  — соответственно плотность 
и  удельная теплоемкость его материала. Зависи-
мость C C T= ( ) находилась путем сплайн-интер-
поляции табличных значений из справочника [10]. 
Первым слагаемым в правой части (2) задается по-
ток энергии, приносимой сталкивающимися с МБО 
молекулами атмосферного газа. Вторым слагаемым 
в правой части (2) определяется скорость потерь 
энергии МБО на лучеиспускание. В  этом слага-
емом:σ — постоянная Стефана  — Больцмана, а 
ε ε ηc c R T= ( , , ) — т. н. “степень черноты”, которая 
представляет собой отношение плотности пото-
ка собственного излучения моделирующего МБО 
сферического микрообъекта из графита радиусом 
R , удельной электрической проводимостью η  при 
температуре T , к плотности потока интегрального 
излучения абсолютно черного тела того же радиуса 

при той же температуре. В  расчетах для задания 
функции ε ηc R T( , , )  мы воспользовались аналити-
ческими выражениями, приведенными в работе [11]. 
Зависимость η η= ( )T  находилась путем аппрокси-
мации ортогональным полиномом табличных зна-
чений из справочника [12].

Наконец, последним слагаемым в правой части 
(2) задается вклад в скорость нагрева МБО потока 
энергии солнечного излучения, поглощаемого ве-
ществом МБО. В этом слагаемом:α — интеграль-
ный коэффициент поглощения излучения сфери-
ческой частицей из графита, который определялся 
в  приближении геометрической оптики; Nsun  и 
P( )r — определенные выше солнечная постоянная 
и функция тени.

В конкретных случаях зависимость температу-
ры МБО от времени определялась на основе чис-
ленного интегрирования уравнений (1) и (2), за-
писанных в виде системы из семи обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка 
для координат, компонент скорости и температу-
ры МБО.

В заключение этого раздела отметим, что для 
корректного описания временной эволюции тем-
пературы входящих в атмосферу более мелких ми-
кробиологических объектов, например, вирусов 
с радиусами  ( ... )10 150 нм  предлагаемая матема-
тическая модель требует существенной модифика-
ции. В частности, как показывают оценки [5], для 
МБО указанных размеров на орбитальной стадии 
движения, а также на стадии сильного аэродина-
мического торможения, основным эффектом элек-
тризации является воздействие на динамику МБО 
электродинамических сил, обусловленных взаимо-
действием наводимого на МБО заряда с магнит-
ным и электрическим полями ОКП. Для учета это-
го эффекта уравнения движения и уравнения те-
плового баланса МБО должны решаться совместно 
с уравнением зарядки МБО в фоновой плазме (см., 
например, публикацию [13]). Вопрос о возможном 
влиянии эффекта электризации МБО на динамику 

“заторможенных” МБО, опускающихся в плотные 
слои атмосферы, требует дальнейшего исследова-
ния. Но определенные предположения по этому 
поводу можно высказать уже сейчас. Как следует 
из приведенных в работах [14, 15] расчетных дан-
ных, в полярной мезосфере электрический заряд 
наночастицы (НЧ) из материала с работой выхода 

~4 эВ (близкой к работе выхода графита ~4,7 эВ) 
при размере НЧ порядка 100 нм, даже при умерен-
ных потоках солнечного излучения, может дости-
гать положительных значений порядка 10 е , где 
e  — заряд электрона. В нашем случае этот заряд 
соизмерим с  зарядом моделирующей МБО сфе-
рической НЧ из углерода (графита) того же раз-
мера на орбитальном участке траектории, на ко-
тором в соответствии с данными работы [5] маг-
нитная составляющая силы Лоренца будет давать 
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существенный вклад в полную силу, возмущающую 
движение НЧ в центральном гравитационном поле 
Земли. Тем не менее, прямой динамический эф-
фект электризации МБО на мезосферных высотах 
будет, по-видимому, незначительным, поскольку 
скорость “заторможенного” МБО, опускающего-
ся в плотные слои атмосферы, а, соответственно, 
и магнитная составляющая силы Лоренца, будут 
на порядки меньшими значений этих величин на 
орбитальном участке траектории МБО. Более веро-
ятным представляется влияние на динамику спуска 
МБО в плотные слои атмосферы явления нуклеа-
ции МБО, вызываемой конденсацией на ней пере-
насыщенного водяного пара, присутствующего на 
высотах движения МБО. Возможность реализации 
условий перенасыщенности водяного пара в лет-
ней полярной мезосфере на высотах  80 90... км
показана в работе [16].

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ.  
АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Первая серия проведенных нами численных 
экспериментов была направлена на выяснение 
способности спор земных бактерий, отделяющихся 
от поверхности крупного низкоорбитального объ-
екта искусственного происхождения, выдержать 
аэродинамический нагрев при входе в  плотные 
слои атмосферы. С этой целью были произведены 
расчеты зависимостей от времени температуры, 
моделирующих указанные МБО сферических ми-
крочастиц из углерода радиусом 0.5, 1, 2 и 3 мкм. 
Расчет температуры производился с момента отде-
ления от материнского тела, который принимался 
за начальный момент t = 0, до момента достижения 
МБО высоты 50 км, ниже которой для указанных 
значений радиуса МБО предположение о свобод-
номолекулярном режиме обтекания становится 
некорректным. Во всех рассмотренных случаях 
предполагалось, что орбита МТ представляет со-
бой круговую орбиту высотой 400  км, лежащую 
в плоскости земного экватора. Скорость МБО v0  
в начальный момент t = 0  полагалась равной ско-
рости МТ. В этом случае начальная скорость МБО 
равна по величине 7.67 км/с (первая космическая 
скорость на высоте 400 км), лежит в плоскости зем-
ного экватора и составляет угол i = °90 c местной 
вертикалью. Начальная температура МБО в  мо-
мент отделения полагалась равной равновесной 
температуре МБО, которая определялась из ус-
ловия баланса поглощаемых и испускаемых МБО 
энергетических потоков. Расчеты проводились для 
различных значений долготы точки отделения λ, 
отсчитываемой от направления на точку весеннего 
равноденствия. Предполагалось, что во всех рас-
смотренных случаях момент отделения МБО от МТ 
соответствует моменту 12:00 UT 18.V.1996, в кото-
ром верхняя атмосфера находилась в условиях низ-
кой солнечной и геомагнитной активности.

Проведем анализ полученных расчетных дан-
ных о временном ходе температур МБО различно-
го радиуса для двух конкретных значений долготы 
точки отделения: λ = °0  и  λ = °310 .

Результаты расчетов для случая λ = °0 представ-
лены на рис. 1.

Как видно из данных рис. 1, для МБО радиу-
сом 0.5 мкм температура МБО, отделяющегося от 
материнского тела на освещенном участке орбиты 
МТ, сначала остается близкой к  начальной рав-
новесной температуре 37 °С.  Затем, после входа 
в тень Земли, в результате прекращения нагрева 
МБО потоком солнечного излучения, имеет место 
быстрое падение температуры, которое сменяется 
резким ростом температуры в результате вхожде-
ния МБО в более плотные слои атмосферы, при-
водящего к  его интенсивному нагреву потоком 
энергии, приносимой сталкивающимися с МБО 
молекулами атмосферного газа. При этом, вслед-
ствие торможения МБО, его скорость v  относи-
тельно атмосферного газа быстро уменьшается, что 
приводит к ослаблению аэродинамического нагре-
ва МБО. В результате, достигнув локального мак-
симума − °1 С,  температура МБО, прекращающе-
го движение по орбите и не выходящего более из 
тени Земли, начинает монотонно снижаться, до-
стигая весьма низкого значения − °212 С  к момен-
ту достижения минимальной высоты моделирова-
ния. Отметим, что температура МБО в локальном 
максимуме в этом случае оказывается меньшей его 
температуры на освещенном участке орбиты.

120

80

40

–40

–80

–120

–160

–200

–240
0 0.4

1

2

4

3

0.8 1.6 2.4 2.8
t, ÷

T
, 

o C
1.2 2

0

Рис.  1.  Временной ход температуры МБО различ-
ного радиуса для значения долготы точки отделения 
λ = °0  при скорости 7.67 км/с: кривая 1 – 0.5 мкм; 

2 – 1 мкм; 3 – 2 мкм; 4 – 3 мкм.
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Аналогичный характер имеет и зависимость от 
времени температуры МБО радиусом 1 мкм. При 
этом температура МБО на освещенном участке 
орбиты близка к начальной равновесной темпера-
туре 1°С,  а температура в локальном максимуме 
увеличивается до 8 °С,  становясь, таким образом, 
немного большей температуры МБО на освещен-
ном участке орбиты.

Существенно иной характер имеют зависимости 
от времени температуры МБО радиусами 2 и 3 мкм. 
Как видно из данных рис. 1, температура МБО ра-
диусом 2 мкм на освещенном участке орбиты, как 
и в рассмотренных выше случаях, сначала остает-
ся близкой к начальной равновесной температу-
ре − °11 С.  Затем, после входа в тень Земли, в ре-
зультате прекращения нагрева МБО потоком сол-
нечного излучения, имеет место быстрое падение 
температуры до минимального значения − °215 С,  
после достижения которого начинается медленный 
рост температуры МБО, обусловленный сравни-
тельно слабым на этой стадии орбитального дви-
жения нагревом МБО потоком сталкивающихся 
с МБО молекул атмосферного газа. После выхода 
МБО на освещенный участок орбиты, в результате 
возобновления нагрева МБО потоком солнечного 
излучения, происходит резкий скачок температуры 
МБО до значения близкого к начальному равно-
весному значению. Дальнейшее орбитальное дви-
жение, вследствие все возрастающего воздействия 
силы сопротивления, приводит к  уменьшению 
высоты МБО над поверхностью Земли и попада-
нию МБО в более плотные слои атмосферы, что 
приводит к интенсивному нагреву МБО потоком 
энергии, приносимой на МБО молекулами атмос-
ферного газа до максимальной температуры 82 °С,  
после чего, температура МБО, прекратившего ор-
битальное существование и опускающегося в плот-
ные слои атмосферы на освещенной стороне Зем-
ли, быстро уменьшается до температуры близкой 
к начальному равновесному значению, оставаясь 
практически постоянной вплоть до момента дости-
жения минимальной высоты моделирования.

Как видно из данных рис. 1, аналогичный харак-
тер имеет и зависимость от времени температуры 
МБО радиусом 3 мкм. При этом температура МБО 
на освещенном участке орбиты близка к начальной 
равновесной температуре равной − °14 С,  а  тем-
пература в  локальном максимуме, который, как 
и в рассмотренном выше случае, достигается после 
прохождения МБО через тень Земли на освещен-
ном участке траектории, увеличивается до 111°С.

Рассмотрим теперь результаты расчетов для слу-
чая λ = °310 ,  представленные на рис. 2.

Из данных рис. 2 видно, что в этом случае от-
деление МБО от МТ происходит на освещенном 
участке орбиты МТ, и на начальном участке движе-
ния МБО в ОКП для всех рассмотренных значений 
радиуса температура МБО является практически 

постоянной, близкой к  начальной равновесной 
температуре МБО на освещенном участке орбиты. 
Однако дальнейший ход температуры существенно 
зависит от радиуса МБО. В случае МБО радиусом 
0.5 мкм на освещенном участке орбиты имеет ме-
сто всплеск температуры МБО до максимального 
значения 62 °С,  обусловленный его нагревом в ре-
зультате сильного аэродинамического торможения, 
после чего температура МБО, прекращающего ор-
битальное существование и, в дальнейшем, опу-
скающегося в плотные слои атмосферы на днев-
ной стороне Земли, возвращается к близкому к на-
чальному равновесному значению 37 °С  и остается 
практически постоянной до момента достижения 
минимальной высоты моделирования. Изменение 
со временем температуры МБО радиусом 1 мкм 
происходит также, как и в рассмотренном выше 
случае отделения МБО того же радиуса в точке ор-
биты МТ с долготой λ = °0 .  При этом температу-
ра МБО в максимуме, который достигается после 
входа в тень Земли, такая же, как и в случае λ = °0 ,  
и равна 7 °С.  Локальный максимум температуры 
МБО радиусом 2 мкм равный 59 °С,  обусловлен-
ный ее нагревом в результате аэродинамического 
торможения, также имеет место при нахождении 
МБО в тени Земли. Как видно из данных рис. 2, 
после достижения локального максимума, темпе-
ратура МБО сначала падает до низкого значения 
− °212 С,  а затем, в результате выхода МБО, затор-
мозившегося в  атмосфере и  вращающегося вме-
сте с  ней, из тени Земли, быстро возрастает до 
значения близкого к  начальному равновесному 
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Рис.  2.  Временной ход температуры МБО различ-
ного радиуса для значения долготы точки отделе-
ния λ = °310  при скорости 7.67  км/с: 1–0.5 мкм; 
2–1 мкм; 3–2 мкм; 4–3 мкм.
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и  остается практически постоянной вплоть до 
момента достижения минимальной высоты моде-
лирования. Наконец, временной ход температу-
ры МБО радиусом 3 мкм происходит также, как 
и в рассмотренном выше случае отделения МБО 
того же радиуса в  точке орбиты МТ с  долготой 
λ = °0 . При этом, температура МБО в максимуме, 
который достигается на освещенном участке тра-
ектории после прохождения через тень Земли, та-
кая же, как и в случае λ = °0 ,  и равна 111°С.

Сравнение результатов расчета временного хода 
температур МБО в случаях λ = °0 и λ = °310  по-
казывает, что для одинаковых значений радиуса 
МБО имеет место совпадение моментов tmax, в ко-
торые достигаются локальные максимумы темпе-
ратуры, обусловленные аэродинамическим нагре-
вом в верхней атмосфере. Кроме того, имеет место 
совпадение значений температуры в  локальных 
максимумах, если в обоих случаях они достигают-
ся либо на освещенном, либо на теневом участке 
орбиты. Если же в одном случае максимум темпе-
ратуры достигается на освещенном участке орби-
ты, а в другом случае — на теневом, наибольшее 
значение имеет температура в максимуме, который 
достигается на освещенном участке орбиты.

Результаты проведенных нами расчетов времен-
ного хода температур МБО с рассматриваемыми 
значениями радиуса для других долгот точки от-
деления λ показывают, что положение моментов 
достижения локальных максимумов температуры 
на временной оси в общем случае не зависит от λ. 
Одинаковыми являются и значения температуры 
в максимумах, достигаемых на освещенных и тене-
вых участках орбит, равных, таким образом, мак-
симальной и минимальной температуре аэродина-
мического нагрева МБО, отделяющихся от МТ на 
рассматриваемой орбите.

Как следует из вышеизложенного, в рассматри-
ваемом случае максимальная температура аэроди-
намического нагрева модельного МБО из углеро-
да достигается при радиусе МБО в 3 мкм и равна 
111°С.  При этом промежуток времени существен-
ного аэродинамического нагрева, в течение кото-
рого температура МБО превышает 100 °С,  равен 
всего 20 c.

В соответствии с приведенными в работе [17] 
данными в  случае импульсного нагрева продол-
жительностью ~20 с  при температурах больших 
250 °С  погибают споры любых земных бактерий. 
В дальнейшем температуру в  250 °С  будем рассма-
тривать как предельную температуру выживания 
спор Ткр  при импульсном нагреве. Приведенные 
выше расчетные данные показывают, что макси-
мальные температуры аэродинамического нагрева 
спор земных бактерий, отделяющихся от поверх-
ностей крупных низкоорбитальных объектов ис-
кусственного происхождения, оказываются суще-
ственно меньшими Ткр.  Таким образом, имеются 

основания предполагать, что многие из спор зем-
ных бактерий, выносимых в ближний космос на не 
стерилизованных поверхностях космических аппа-
ратов и последних ступеней ракет-носителей и вы-
держивающих воздействие факторов космической 
среды, в конце концов возвращаются на Землю, со-
храняя свою жизнеспособность.

Вторая серия численных экспериментов была 
направлена на выяснение способности спор гипо-
тетических бактерий внеземного происхождения 
выдержать аэродинамический нагрев при пологом 
входе в атмосферу Земли со скоростью большей 
второй космической скорости. Потенциальными 
источниками такого рода микробиологических 
объектов могут выступать некоторые небесные тела 
Солнечной системы. В качестве моделей спор вне-
земных бактерий, как и в первой серии численных 
экспериментов, рассматривались сферические ми-
крочастицы из углерода (графита) радиусом 0.5, 1, 
2 и 3 мкм. Расчеты проводились для конкретного 
случая, когда в начальный момент t = 0 МБО, до-
стигший ближайшей окрестности Земли, находит-
ся в плоскости земного экватора на высоте 400 км 
над земной поверхностью и движется со скоростью 
v0, которая лежит в  экваториальной плоскости, 
равна по величине 11.20 км/с (т. е. больше второй 
космической скорости на высоте 400 км, равной 
10.85 км/c) и составляет угол i = °105  c местной 
вертикалью. Заметим, что указанное значение угла 
i  находится внутри узкого “коридора”, нижняя 
граница которого определяется условием “захва-
та” МБО рассматриваемых радиусов атмосферой 
Земли, а верхняя граница — необходимостью ре-
ализации таких режимов входа МБО в атмосферу, 
при которых максимальные температуры аэроди-
намического нагрева МБО, по крайней мере для 
некоторых из рассматриваемых значений радиу-
са, не превышают критического значения Ткр  для 
спор внеземных бактерий, которое, как и для спор 
земных бактерий, полагалось равным 250ϒС. Рас-
четы проводились для различных значений долго-
ты начальной точки λ. Предполагалось, что во всех 
рассмотренных случаях начальный момент соот-
ветствует моменту 12:00 UT 18.V.1996.

В качестве примера на рис. 3 и 4 приведены ре-
зультаты расчета зависимостей от времени темпе-
ратур МБО с рассматриваемыми значениями ради-
уса для двух конкретных значений долготы началь-
ной точки: λ = °0  и λ = °173 . Отметим, что в случае 
λ = °0 начальная точка освещена Солнцем, а при 
λ = °173 находится в тени Земли.

Сравнение результатов расчета временного хода 
температур МБО в случаях λ = °0  и  λ = °173  пока-
зывает, что для одинаковых значений радиуса МБО 
имеет место совпадение временных моментов tmax, 
в  которые достигаются локальные максимумы 
температуры МБО, обусловленные их аэродина-
мическим нагревом в верхней атмосфере, причем 
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значения tmax  для МБО различного радиуса нахо-
дятся в узком промежутке от 1.96 до 2.11 мин. Как 
видно из данных рис. 3 и 4, наибольшую величи-
ну имеют температуры в максимумах, которые до-
стигаются в случае λ = °0 ,  когда начальная точка 
освещена Солнцем. Указанные температуры для 
МБО радиусами 0.5, 1, 2 и 3 мкм равны соответ-
ственно 157 °С,  194 °С,  291°С  и  353 °С.  В  тоже 
время, наименьшую величину имеют температу-
ры в максимумах, которые достигаются в случае 
λ = °173 ,  когда начальная точка находится в тени. 
Указанные температуры для МБО радиусами 0.5, 
1, 2 и 3 мкм равны соответственно 140 °С,  185 °С,  
286 °С  и  350 °С.

Результаты расчетов временного хода темпе-
ратур МБО с заданными значениями радиуса для 
других значений долготы начальной точки λ  пока-
зывают, что положение моментов достижения ло-
кальных максимумов температуры на временной 
оси в общем случае не зависит от λ. Одинаковыми 
являются и значения температуры в максимумах, 
достигаемых в случаях, когда начальная точка ос-
вещена Солнцем, а также в случаях, когда началь-
ная точка находится в тени Земли.

Как следует из вышеизложенного, в рассматри-
ваемом примере максимальные температуры аэро-
динамического нагрева модельных МБО из угле-
рода радиусами 0.5 и 1 мкм равны соответственно 
157 °С  и  194 °С.  Указанные температуры меньше 
критической температуры 250 °С,  и, таким обра-
зом, имеются основания предполагать, что споры 
не крупных внеземных бактерий размером < 1  мкм 

способны выдержать аэродинамический нагрев 
при входе в атмосферу Земли со скоростью боль-
шей второй космической. В тоже время минималь-
ные температуры аэродинамического нагрева мо-
дельных МБО из углерода радиусами 2 и  3 мкм, 
равные соответственно 286 °С  и  350 °С  оказыва-
ются большими критической температуры 250 °С,  
и,  следовательно, способность выживания спор 
внеземных бактерий размером > 2  мкм при входе 
в атмосферу Земли со скоростью большей второй 
космической является сомнительной.

Наконец, третья серия численных эксперимен-
тов была направлена на выяснение способности 
спор гипотетических внеземных бактерий, при-
ходящих из межзвездного пространства, выдер-
жать аэродинамический нагрев при пологом входе 
в атмосферу Земли со скоростью большей третьей 
космической скорости. В качестве моделей такого 
рода МБО, как и ранее, рассматривались сфери-
ческие микрочастицы из углерода (графита) ради-
усом 0.5, 1, 2 и 3 мкм. Предполагалось, что в на-
чальный момент t = 0  МБО находится в плоско-
сти земного экватора на высоте 400 км над земной 
поверхностью и движется со скоростью v0 , кото-
рая лежит в экваториальной плоскости, равна по 
величине 16.65 км/с (т. е. больше третьей космиче-
ской скорости на высоте 400 км, равной 16.43 км/c) 
и составляет угол i = °105  c местной вертикалью. 
Расчеты проводились для различных значений 
долготы начальной точки λ. Предполагалось, что 
во всех рассмотренных случаях начальный момент 
соответствует моменту 12:00 UT 18.V.1996.
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Рис.  3.  Временной ход температуры МБО различ-
ного радиуса для значения долготы точки отделения 
λ = °0  при скорости 11.20 км/с: кривая 1 – 0.5 мкм; 

2 – 1 мкм; 3 – 2 мкм; 4 – 3 мкм.

Рис.  4.  Временной ход температуры МБО различ-
ного радиуса для значения долготы точки отделе-
ния λ = °173  при скорости 11.20  км/с: кривая 1 – 
0.5 мкм; 2 – 1 мкм; 3 – 2 мкм; 4 – 3 мкм.
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В качестве примера на рис. 5 и 6 приведены ре-
зультаты расчета зависимостей от времени темпе-
ратур МБО с рассматриваемыми значениями ра-
диуса для двух значений долготы начальной точ-
ки: λ = °0  (начальная точка освещена Солнцем) и 
λ = °173  (начальная точка в тени).

Сравнение результатов расчета временного хода 
температур МБО в случаях λ = °0  и  λ = °173  пока-
зывает, что для одинаковых значений радиуса МБО 
имеет место совпадение временных моментов tmax, 
в которые достигаются локальные максимумы тем-
пературы МБО, обусловленные их аэродинамиче-
ским нагревом в верхней атмосфере, причем зна-
чения tmax  для МБО различного радиуса находятся 
в узком промежутке от 1.59 до 1.87 мин. Как видно 
из данных рис. 5 и 6, наибольшую величину имеют 
температуры в максимумах, которые достигаются 
в случае λ = °0 .  Указанные температуры для МБО 
радиусами 0.5, 1, 2 и 3 мкм равны соответственно 
198 °С,  238 °С,  302 °С  и  360 °С.  В тоже время, наи-
меньшую величину имеют температуры в максиму-
мах, которые достигаются в случае λ = °173 ,  когда 
начальная точка находится в тени. Указанные тем-
пературы для МБО радиусами 0.5, 1, 2 и 3 мкм рав-
ны соответственно 186 °С,  231°С,  298 °С  и  357 °С.

Результаты расчетов временного хода темпе-
ратур МБО с заданными значениями радиуса для 
других значений долготы начальной точки λ  пока-
зывают, что положение моментов достижения ло-
кальных максимумов температуры на временной 
оси в общем случае не зависит от λ. Одинаковыми 
являются и значения температуры в максимумах, 

достигаемых в случаях, когда начальная точка ос-
вещена Солнцем, а также в случаях, когда началь-
ная точка находится в тени Земли.

Как следует из вышеизложенного, в рассматри-
ваемом случае максимальные температуры аэро-
динамического нагрева модельных МБО из угле-
рода радиусами 0.5 и 1 мкм равны соответственно 
198 °С  и  238 °С.  Указанные температуры меньше 
критической температуры 250 °С,  и, таким обра-
зом, имеются основания предполагать, что спо-
ры не крупных внеземных бактерий размером 
< 1  мкм способны выдержать аэродинамический 
нагрев при входе в атмосферу Земли со скоростью 
большей третьей космической. В то же время даже 
минимальные температуры аэродинамического на-
грева модельных МБО из углерода радиусами 2 
и 3 мкм, равные соответственно 298 °С  и  357 °С  
оказываются большими критической температуры 
250 °С,  и, следовательно, способность выживания 
спор внеземных бактерий размером > 2  мкм при 
входе в атмосферу Земли со скоростью большей 
третьей космической является сомнительной.

ВЫВОДЫ

1. Разработана и реализована в расчетной про-
грамме математическая модель, описывающая 
движение в  ОКП и  аэродинамический нагрев 
при входе в атмосферу сферических микрочастиц 
из углерода (графита) радиусами от 0.5 до 3 мкм, 
моделирующих споры бактерий. Модель основа-
на на совместном численном решении уравнений 
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Рис.  5.  Временной ход температуры МБО различ-
ного радиуса для значения долготы точки отделения 
λ = °0  при скорости 16.65 км/с: кривая 1 – 0.5 мкм; 

2 – 1 мкм; 3 – 2 мкм; 4 – 3 мкм.

Рис.  6  Временной ход температуры МБО различ-
ного радиуса для значения долготы точки отде-
ления λ = °173  при скорости 16.65  км/с: кривая 
1 – 0.5 мкм; 2 – 1 мкм; 3 – 2 мкм; 4 – 3 мкм.
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движения в ОКП указанного модельного микро-
биологического объекта (МБО) и уравнения тепло-
вого баланса, описывающего изменение внутрен-
ней энергии МБО.

2. На основе результатов численных экспери-
ментов показано, что максимальные температуры 
аэродинамического нагрева модельных МБО, от-
деляющихся от поверхности крупного низкоорби-
тального объекта искусственного происхождения, 
движущегося по низкой круговой орбите высотой 
400 км, оказываются существенно меньшими пре-
дельной температуры выживания спор земных 
бактерий Ткр С= °250  при импульсном нагреве. 
Таким образом, имеются основания предпола-
гать, что многие из спор земных бактерий, выно-
симых в ближний космос на не стерилизованных 
поверхностях космических аппаратов и последних 
ступеней ракет-носителей и выдерживающих воз-
действие факторов космической среды, в  конце 
концов возвращаются на Землю, сохраняя свою 
жизнеспособность.

3. На основе результатов численных экспери-
ментов определены максимальные температуры 
аэродинамического нагрева сферических микро-
частиц из углерода (графита) с радиусами 0.5, 1, 2 
и 3 мкм, рассматриваемых как модели спор гипо-
тетических бактерий внеземного происхождения, 
входящих в атмосферу со скоростями: а) большими 
второй космической скорости, б) большими тре-
тьей космической скорости. В первом случае фак-
тически моделируется нагрев при входе в атмосфе-
ру Земли спор бактерий, рождающихся в пределах 
Солнечной системы, а, во втором, — приходящих 
из межзвездного пространства. В обоих случаях 
предполагалось, что модельный МБО в начальный 
момент находится в  точке экваториальной пло-
скости на высоте 400 км над поверхностью Земли 
и движется со скоростью, вектор которой лежит 
в плоскости земного экватора и составляет угол 
105ϒ с местной вертикалью. Как следует из полу-
ченных расчетных данных, в указанных случаях 
максимальные температуры аэродинамического 
нагрева модельных МБО радиусами 0.5 и 1 мкм 
оказываются меньшими предельной температуры 
выживания спор земных бактерий Ткр С.= °250  
В  тоже время даже минимальные температуры 
аэродинамического нагрева более крупных мо-
дельных МБО радиусами 2 и 3 мкм оказываются 
большими Ткр.  Таким образом, если споры гипо-
тетических бактерий внеземного происхождения 
обладают устойчивостью к импульсному нагреву 
близкой к термической устойчивости спор земных 
бактерий, полученный результат дает основание 
для предположения о том, что споры гипотетиче-
ских внеземных бактерий размером < 1  мкм спо-
собны выдерживать аэродинамический нагрев при 
входе в атмосферу Земли со скоростями большими 
как второй, так и третьей космической скорости. 

Этот результат является определенным аргументом 
в пользу известной теории панспермии.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время задача уменьшения расхо-
да топлива при перелетах космических аппаратов 
(КА) может быть решена переходом к более эконо-
мичным электрореактивным двигателям, которые 
характеризуются высоким удельным импульсом 
и  небольшим уровнем тяги. Космические аппа-
раты с такими двигателями малой тяги способны 
совершать перелеты не только в околоземном, но 
и в межпланетном пространстве. Для построения 
оптимальных траекторий КА с малой тягой тради-
ционно используются прямые и непрямые методы. 
Прямые методы подразумевают дискретизацию 
траектории и  функции управления  — представ-
ление в виде конечномерных векторов значений 
в узлах временной сетки. Далее получаемая задача 
нелинейного программирования решается числен-
но. Альтернативный подход — это использование 
непрямых методов, которые сводят задачу к крае-
вой при помощи необходимых условий оптималь-
ности  — принципа максимума Понтрягина или 
принципа Беллмана.

К прямым методам относятся, например, метод 
псевдоимпульсов [1] и метод пристрелки, комби-
нированный с гомотопией [2, 3]. Использование 
прямых методов в задаче перелета Земля — Луна 
с малой тягой и баллистическим захватом рассма-
тривается в работе [4]. Одним из популярных непря-
мых методов является принцип максимума Понтря-
гина [5] в сочетании с методами гомотопии. Такой 
подход представлен в работах В. Г. Петухова [6–9] 
и  Д. Переза-Палау [10]. Метод гомотопического 

продолжения погружает краевую задачу в однопа-
раметрическое семейство и непрерывно трансфор-
мирует начальное приближение в решение краевой 
задачи. Продвинутые методы гомотопии и двойной 
гомотопии рассматриваются в работах Б. Пана [11, 
12], Ф. Джианга [13] и Ч. Джанга [14].

Для увеличения устойчивости непрямых ме-
тодов особое внимание стоит уделить выбору 
фазового вектора. Возможные способы выбора 
переменных состояния рассматриваются в  ра-
ботах Э. Тахери [15–18]. Сравнительное исследо-
вание различных вариантов выполняется в работах 
Дж. Джанкинса [19] и  С. Жефруа [20]. Зачастую 
замена вектора состояния сопровождается репара-
метризацией траектории, то есть заменой физиче-
ского времени фиктивным. Первым, кто предло-
жил такой подход был К. Ф. Сундман [21]. В случае 
репараметризации физическое время может стать 
компонентой вектора состояния или может быть 
заменено на временную компоненту. Временные 
компоненты изучаются в работах П. Накози [22] 
и Е. Брумберга [23].

Уравнения орбитального движения в декарто-
вых переменных не являются регулярными: правая 
часть уравнений содержит сингулярность в начале 
координат. Приведение системы к  регулярному 
виду называется регуляризацией. Один из мето-
дов регуляризации — преобразование Кустаанхей-
мо — Штифеля (KS) [24]. KS-преобразование осу-
ществляет переход от трехмерного пространства 
к четырехмерному и представляет собой обобще-
ние преобразования Леви — Чивиты [25]. Такое 
преобразование обсуждается в статье [26]. Стоит 
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учитывать, что условие на физическое существо-
вание траекторий в пространстве KS-переменных 
выражается через билинейное соотношение. Ис-
пользование KS-переменных вместе с преобразо-
ванием Сундмана для задачи оптимального пере-
лета рассматривается в публикации [27], где метод 
продолжения по параметру применяется следую-
щим образом: сначала траектория в KS-перемен-
ных рассчитывается без соблюдения билинейного 
соотношения, после чего методом продолжения 
приводится к решению с его соблюдением.

Свойство KS-переменных регуляризировать 
уравнения движения оказывается полезно в раз-
личных задачах небесной механики и астродина-
мики, где наблюдается высокая чувствительность 
траекторий. Скажем, в настоящее время KS-пере-
менные находят применение в области предсказа-
ния и коррекции движения КА [28] и в моделиро-
вании методом Монте-Карло траекторий небесных 
тел в задачах планетарной защиты [29]. Эти пере-
менные также используются при исследовании то-
пологической устойчивости в задаче N тел [30].

Целью настоящего исследования является из-
учение потенциальной выгоды от применения 
KS-преобразования совместно с преобразованием 
Сундмана к задаче оптимального межпланетного 
перелета с малой тягой. Этот подход будет сравни-
ваться с гомотопическим методом продолжения по 
параметру в декартовых переменных. Особое вни-
мание уделяется анализу обусловленности матри-
цы чувствительности. Билинейное соотношение, 
выражающее физичность траектории в  KS-про-
странстве, будет учтено в  качестве смешанного 
ограничения в функции Гамильтона — Понтряги-
на. Терминальные многообразия в KS-переменных 
выписываются явным образом.

В работе формулируется задача оптимального 
перелета с ограниченным по мощности идеально 
регулируемым двигателем малой тяги. После это-
го вводятся KS-преобразование и преобразование 
Сундмана. Далее описывается применение прин-
ципа максимума Понтрягина в KS-переменных для 
сведения задачи к двухточечной краевой, которая 
затем сводится к задаче оптимизации и решается 
с помощью метода внутренней точки [31]. В каче-
стве модельной задачи рассматривается перелет 
Земля — Марс. Сравниваются оптимальные реше-
ния этой задачи в KS-переменных и в декартовых 
переменных.

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Дифференциальные уравнения орбитального 
движения КА в центральном гравитационном поле 
в декартовых координатах записываются как

	




r v

v r a

=

= − +

,

,
µ

r3

	 (1)

где r и v —  это векторы положения и  скорости; 
a —  вектор реактивного ускорения и  µ —  грави-
тационный параметр центрального тела. Реактив-
ное ускорение выражается как

	 a
F

e= =T s

m t
m u
m t( ) ( )

,
  	 (2)

где ms  —  массовый расход (масса рабочего тела, 
затрачиваемого в единицу времени); m –масса кос-
мического аппарата в момент времени t; e —  век-
тор направления тяги; и u —  скорость истечения 
рабочего тела. Если мощность двигателя ограниче-
на доступной электрической мощностью Nmax с из-
вестным КПД η, тогда

	 mu
N

2

2
≤ η max .  	 (3)

Предполагается, что двигатель идеально регу-
лируемый: можно выбрать u и ms  произвольным 
образом, лишь бы выполнялось условие. Очевид-
но, что при этом величина тяги может принимать 
любые значения. Выражая из равенства u через 
a, m, ms  и подставляя это выражение в формулу, 
получим
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После интегрирования неравенство принимает 
вид
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Минимум потребления рабочего тела достигает-
ся при использовании всей доступной электриче-
ской мощности, то есть превращении неравенства 
(5) в  равенство. Предполагается, что доступная 
мощность не меняется со временем, что соответ-
ствует, например, случаю использования ядерных 
бортовых источников энергии постоянной мощно-
сти. Минимальное потребление топлива требует 
минимизации функционала

	 J
N

t dt
t

t f= ∫
1

2
2

0η max
( ) .a  	 (6)

Преобразование времени Сундмана

Одним из важных методов регуляризации явля-
ется замена независимой переменной [32]. В этом 
случае траектория репараметризуется: вместо фи-
зического времени t вводится новая переменная s, 
называемая фиктивным временем. Репараметриза-
ция записывается как
	 dt c r r ds= ( , ) .

 	 (7)

Можно задать масштабирующий множитель c 
так, чтобы правая часть уравнений движения меня-
лась практически равномерно. Сундман предложил 
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выбирать масштабирующий множитель в виде dt = 
= rds. Если поставить требование для фиктивного 
времени, чтобы оно менялось на 2π за орбиталь-
ный период, масштабирующий множитель немно- 
го модифицируется:

	
dt

r

h
ds=

−2
.
 	 (8)

Здесь r —  расстояние до центрального тела, а h — 
кеплерова энергия. Можно показать, что в этой 
нормированной версии преобразования Сундма-
на роль фиктивного времени s играет эксцентри-
ческая аномалия E. Для отслеживания физического 
времени необходимо добавить к системе временное 
уравнение

	 ′ =
−

t
h

r

2
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где штрих обозначает производную по фиктивному 
времени. Однако временное уравнение уменьша-
ет эффект регуляризации из-за короткопериоди-
ческих колебаний масштабирующего множителя. 
Решением этой проблемы будет использование 
временного элемента — переменной, которая рас-
тет линейно по отношению к фиктивному времени 
в невозмущенном случае, но в то же время явным 
образом связана с физическим временем. Времен-
ной элемент определяется как

	 τ
µ

= +t
h
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38
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Как видно, временной элемент τ линеен по от-
ношению к эксцентрической аномалии E.

Преобразование Кустаанхеймо  — Штифеля
Преобразование Кустаанхеймо — Штифеля — 

это гладкое вложение трехмерного конфигураци-
онного пространства (x, y, z)T в  четырехмерное 
параметрическое пространство (u1, u2, u3, u4)T. Это 
отображение записывается в матричной форме как
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или же, в краткой форме,

	 r u u= L( ) .  	 (12)

Четвертая компонента радиус-вектора обнуля-
ется при условии

	 u ub ⋅ =' ,0 	 (13)

где ub —  это четвертая строка матрицы L. Для того, 
чтобы движение в параметрическом пространстве 

было физичным (соответствующим движению 
в физическом пространстве), требуется выполне-
ние билинейного соотношения

	 u ub ⋅ =' ,0  	 (14)

в каждый момент времени. Четырехмерное пара-
метрическое пространство расслаивается: каждый 
слой

	 u u u u r r� �= = ∈{ }: ( ) ,L 3  	 (15)

представляет собой одномерное многообразие 
точек KS-пространства, которые отображаются 
в одну точку в физическом пространстве.

Уравнения движения в  KS-переменных
Преобразование Сундмана в KS-переменных 

принимает вид
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где кеплерова энергия выражается как
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В  этом уравнении w —  параметрическая ско-
рость. После применения преобразования Сунд-
мана и KS-преобразования уравнения движения 
могут быть записаны как
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L u a u

4 4 2h
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где производная кеплеровой энергии по фиктивно-
му времени имеет вид

	 ′ = ⋅h LT2w a.  	 (19)

Для использования KS-переменных расширим 
вектор реактивного ускорения до четырехмерного 
a ∈ 4. Позже будет наложено ограничение для его 
физической осуществимости. Также обратим вни-
мание, что дифференциальные уравнения задачи 
двух тел принимают форму регулярных уравнений 
возмущенного осциллятора. В отсутствие возму-
щений существует точное решение: гармонические 
колебания с частотой 1/2. Вывод уравнения (18) де-
тально представлен в работе [24].

Для заданной точки в KS-пространстве параме-
трическая скорость w связана с производной ради-
ус-вектора по фиктивному времени r v' '= t  соглас-
но формуле
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Это выражение позволяет вычислять начальное 
значение скорости, необходимое для численного 
интегрирования. Многообразие параметрических 
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скоростей, которые соответствуют некоторой фи-
зической скорости, выражается схожим с форму-
лой (15) образом:
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Наконец, выражение для временного элемента  
τ в параметрическом пространстве записывается 
как
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Дифференциальное уравнение на τ принимает 
вид
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Итого для описания движения КА в  параме-
трическом пространстве требуется 9 скалярных 
дифференциальных уравнений: к уравнению (23) 
добавляются еще восемь из векторного уравнения 
второго порядка (18).

ОПТИМИЗАЦИЯ ТРАЕКТОРИИ 
В РЕГУЛЯРНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

В этом разделе задача оптимального управления 
в KS-переменных решается с помощью принципа 
максимума Понтрягина. Условия трансверсально-
сти выражаются в параметрическом пространстве. 
Получившаяся двухточечная краевая задача преоб-
разуется в задачу нелинейного программирования 
с граничными условиями и затем решается с помо-
щью метода внутренней точки.

Функционал стоимости, дифференциальные 
и  смешанные ограничения

Система дифференциальных уравнений орби-
тального движения в KS-переменных записывает-
ся как
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Функционал стоимости также должен быть вы-
ражен через KS-переменные и фиктивное время:
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Физическая осуществимость управления требу-
ет, чтобы четвертая компонента вектора управле-
ния тождественно равнялась нулю:

	 g Lb
T( , ) .u a u a= ⋅ = 0  	 (26)

Этот тип ограничений называется смешанным, 
так как включает в себя и вектор состояния, и век-
тор управления. Несложно показать, что в силу

	 u u u u u u u wb b b b⋅ ′( )′ = ⋅ ′′ + ′ ⋅ ′ = ⋅ ′ 	 (27)

функция g пропорциональна производной били-
нейного соотношения:

	 u w
u

u ab h
g⋅ ′ = −

2

4
( , ).  	 (28)

В общем случае в условиях возмущенной динами-
ки при численном интегрировании траектории часто 
проявляется топологическая неустойчивость [30], что 
может привести к нарушению ее физической осуще-
ствимости. Явное добавление в систему смешанного 
ограничения, в котором вектор-функция g пропор-
циональна скорости изменения билинейного пара-
метра, представляет собой, по сути, способ контроля 
локальной точности интегрирования. Такой подход 
к  стабилизации системы с  помощью добавления 
в нее производных от интегральных соотношений 
был предложен еще Штифелем [24].

Принцип максимума  
в  регулярных переменных

Теперь возможно применить принцип максиму-
ма Понтрягина к автономной системе (24) с функ-
ционалом стоимости (25) и смешанным ограниче-
нием (26). Процедура учета смешанного ограниче-
ния описана, к примеру, в работе [33]: оно должно 
быть добавлено в функцию Гамильтона — Понтря-
гина с множителем Лагранжа β:

	 H s g s= − + ⋅ −φ β( , ) ( , ) ( , , ).x a p f x x a  	 (29)

Здесь φ  —  это подынтегральная функция 
в функционале стоимости; p —  это вектор сопря-
женных переменных; и  f —  функция правых ча-
стей системы. Значения β и a могут быть опреде-
лены из условия стационарности гамильтониана 
и смешанного ограничения:
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Здесь введено обозначение H Ha = ∂ ∂a . Под-
становка подынтегральной функции и  функции 
правых частей системы в гамильтониан дает
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Введем вспомогательный вектор
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который упрощает выражение до
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Также учтем тот факт, что система (24) не зави-
сит от временного элемента τ. Это приводит к тому, 
что сопряженная переменная pτ  является констан-
той вследствие выполнения ′ =pτ 0. Забегая немно-
го вперед, отметим, что ограничений на τ в конеч-
ный момент времени sf не накладывается, а значит, 
из условий трансверсальности следует p s fτ( ) = 0,  
что позволяет исключить слагаемое pττ′  из рас-
смотрения. Условие стационарности, также извест-
ное как уравнение Эйлера–Лагранжа, записывает-
ся как

	 H
h

La b= −
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+ − =u
a u

2

2
0Λ β .  	 (34)

Если уравнение (34) умножить на ub
TL  слева, 

а потом использовать условие (26) для сокращения 
первого слагаемого, то можно выразить множитель 
Лагранжа:

	 β =
Λ4

2u
.  	 (35)

После подстановки в  (34) удобно ввести 
обозначение

	 Λ Λ
Λ

 = − 4
2u

uL b .  	 (36)

Тогда для оптимального управления имеем:

	 a
u

= −2
2

h Λ.  	 (37)

Фактически это выражение влечет выполнение 
смешанного ограничения (26): четвертая компо-
нента вектора управления всегда будет равна нулю. 
Подстановка оптимального управления в гамиль-
тониан дает
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Система дифференциальных уравнений для 
вектора состояния и вектора сопряженных пере-
менных с учетом появляющихся производных dt/ds 
и ds/dt может быть получена с использованием оп-
тимального гамильтониана:
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	 (39)

Здесь выражение H ds dt*  представляет собой, 
с точностью до константы, гамильтониан в физи-
ческом времени H  [34], а множитель dt/ds появля-
ется при переходе от производных по физическому 
времени к производным по фиктивному времени. 
Другими словами, в физическом времени уравне-
ния (39) имели бы следующий вид:
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Условия трансверсальности
Чтобы определить двухточечную краевую задачу, 

нужно записать условия трансверсальности. В об-
щем случае они имеют вид
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где индекс α принимает значения 0 или f; gα  опре-
деляет соответствующее терминальное многооб-
разие; x u w= ( , )T  —  это параметрический вектор 
состояния; p p p= ( , )u w

T  —  сопряженный вектор 
и C —  вектор произвольных постоянных.

Будем рассматривать задачу встречи, когда КА 
должен достичь требуемых положения r( )s f  и ско-
рости v( )s f  в конечный момент времени. Для этой 
задачи в  KS-переменных терминальное много-
образие в  точке sf выражается как u f fs∈ u( )  и 
w wf fs∈ ( ) . Это дает шесть уравнений для gf:
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Здесь L  —  это первые три строки L. Век-
тор x0 известен на определенную дату старта t(s0). 
Он должен удовлетворять условиям u 0 0∈ u( )s и 
w w0 0∈ ( ),s  но в  остальном может быть выбран 
произвольным образом и зафиксирован для даль-
нейших вычислений. Дополнительные ограни-
чения для u(sf) не требуются, потому что условие 
(13) выполняется в каждой точке траектории, если 
оно выполняется в момент s0. Значения r(sf) и v(sf) 
определяются как положение и скорость небесного 
тела в момент времени t t t sf f f f= =( ) ( ),, , ,τ x x p0 0  
где конкретное значение tf зависит не только от ко-
нечного фиктивного времени, но и от самой траек-
тории КА.

Дифференцирование выражений (42) по x дает 
матрицу 6 × 8. Следовательно, размер вектора C 
равен 6. Это значит, что вектор p на концах траек-
тории должен принадлежать шестимерному линей-
ному подпространству восьмимерного простран-
ства сопряженных переменных. Двумерное ортого-
нальное дополнение этого подпространства — это 
линейная оболочка двух векторов, которые могут 
быть записаны в виде матрицы
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Эти векторы могут быть найдены как фунда-
ментальные решения линейной системы
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Суммируя вышесказанное, условия трансвер-
сальности в случае задачи встречи могут быть за-
писаны как
	 K pT s s( ) ( ) .α α = 0  	 (45)

Между граничными условиями в  начальной 
и конечной точке существует разница. В начальной 
точке t = t0, декартовы положение r0 и скорость v0 
известны. Например, они могут быть равны поло-
жению и скорости небесного тела в точке вылета, 
которые могут быть взяты из эфемерид. Точное 
значение u0 неважно, оно может быть выбрано из  
u0  произвольно. После этого параметрическая 
скорость w0 вычисляется согласно уравнению (20). 
Наконец, условия на сопряженные переменные 
выражаются как.

Граничные условия в  конечной точке более 
сложны: в случае фиксирования фиктивного вре-
мени продолжительность полета в  физическом 
времени становится функцией от всей траекто-
рии. Тогда, параметрические векторы положения 
и скорости uf и wf каждый принадлежат двумерному 
тору — семейству одномерных слоев, которое пара-
метризуется длительностью перелета в физическом 
времени.

Постановка задачи оптимизации
Краевая задача может быть преобразована в за-

дачу оптимизации. Во-первых, необходимо запи-
сать усеченное KS-преобразование:
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Вектор физического положения в конечной точ-
ке зависит от начального состояния и сопряжен-
ных переменных r r x pf f ft s= ( ( , , )).0 0  Аналогичные 
зависимости будут соблюдаться для физической 
скорости: v v x pf f ft s= ( ( , , )).0 0  В задаче встречи 
вектор-функция невязки принимает вид
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где начальные значения r0 и v0 уже известны. Зна-
чение функции невязки δ —  это восьмимерный 
вектор. Требования δi = 0, i = 1...8 можно трак-
товать как ограничения типа равенства в задаче 
оптимизации с тождественно постоянным функ-
ционалом стоимости. Такой формальный трюк 
позволяет свести нашу краевую задачу к задаче ко-
нечномерной оптимизации и применить эффек-
тивные оптимизационные методы. В  частности, 
в данной работе использовался метод внутренней 
точки [31]. Этот метод сводит исходную задачу к за-
даче выпуклой оптимизации, сначала линеаризуя 
ограничения типа равенства, а потом преобразуя 
их в выпуклую барьерную функцию. В случае тож-
дественно постоянного функционала минимизиру-
ется только барьерная функция, что в свою очередь 
приводит к минимизации невязки (47). В данной 
задаче метод внутренней точки оказался более эф-
фективен, чем метод последовательного квадра-
тичного программирования [31] или метод Левен-
берга — Марквардта [31].

Функция невязки зависит от вектора сопряжен-
ных переменных в начальной точке и времени ин-
тегрирования sf, то есть  δ = δ(sf, p0). Также, метод 
внутренней точки требует наложить ограничения 
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на сопряженный вектор p p p0 ∈ a b, ,  то есть задать 
область поиска решений. Начальное приближение 
для вектора сопряженных переменных выбирается 
равным нулю.

Определение параметра sf является ключевым 
для успешного решения задачи. Для рассматри-
ваемых траекторий можно записать выражение 
n sE f+ =−∆ ε( ),x p0 0 , где n —  число витков тра-
ектории; ∅E  —  изменение эксцентрической ано-
малии в результате перелета, а  ε( ),x p0 0  —  некое 
малое отклонение, которое зависит от траектории 
КА. Выбирая параметры n и ∅E, можно контроли-
ровать угловую дальность перелета напрямую. При 
отсутствии априорного знания о функции ε( ),x p0 0
рекомендуется использовать значение s n Ef = + ∆ .

Улучшение сходимости может быть достигнуто 
при помощи преобразования терминального мно-
гообразия в задачу со свободным концом

	 s s sf a b∈ [ , ], 	 (48)

где s s s Ca b f, = ±0 . Константа C  C 0∈ ≥,  может 
быть выбрана в широком диапазоне значений, но 
рекомендуется использовать C ≤ π 2. Эта моди-
фикация позволяет методу сходиться быстрее, что 
дает начальное приближение для p0. Имея некото-
рую дополнительную информацию об оптималь-
ных траекториях, можно сузить диапазон значений 
фиктивного времени. Например, для задач переле-
та к внешним планетам Солнечной системы (более 
удаленным от Солнца, чем Земля) рекомендуется 
брать s s sa bf f= >0 0,  s .

МОДЕЛЬНАЯ ЗАДАЧА:  
ПЕРЕЛЁТ ЗЕМЛЯ — МАРС

Этот раздел описывает численные эксперимен-
ты с предложенным подходом и его параметрами. 
Кроме того, проведено сравнение с методом про-
должения по параметру [8]. Сравниваемыми ха-
рактеристиками являются сходимость и численная 
устойчивость методов.

Параметры численных расчетов
Алгоритм реализован в  среде MATLAB, и  за-

пускался на ноутбуке со следующими характери-
стиками: 12 виртуальных ядер с частотой 2.6 ГГц 
и объемом RAM 32 Гб. Выражения для правых ча-
стей уравнений, так же, как и их частные произво-
дные, вычислены символьно и затем оптимизиро-
ваны для уменьшения времени вычислений метода. 
Для решения оптимизационной задачи использо-
валась функция fmincon, которая реализует метод 
внутренней точки [35]. Это метод распараллелива-
ется на 6 процессов, одновременно вычисляя ба-
рьерную функцию в нескольких пробных точках. 
Точность выполнения условий оптимальности со-
ставляла 10–10, точность соблюдения граничных 

условий 10–12, максимальное число вызовов функ-
ции взято равным 1010, размер шага был ограничен 
снизу величиной 10–10, а максимальное число ша-
гов оптимизации равнялось 250. Дополнительно 
добавлено условие τ ' ≥ 0 .

Для нахождения положений и скоростей Земли 
и Марса в начальный и конечный момент времени 
использовалась эфемеридная модель DE430 [36]. 
Начальный момент времени соответствует 00:00 
UTC1.I.2022.

Решение оптимизационной задачи состоит из 
двух этапов. Для получения решения время ин-
тегрирования sf принадлежит определенному диа-
пазону во время первого этапа и фиксируется во 
время второго этапа. При этом физическое время 
tf  вычисляется как функция от sf и траектории КА. 
Стоит заметить, что все переменные предваритель-
но обезразмериваются, а после нахождения реше-
ний их размерность восстанавливается. Кроме того, 
для вектора p0 установлены граничные условия 
вида pi,0 1″ . Также вектор p0 масштабируется пу-

тем домножения на гиперпараметр Cp

s f=
− −

10
4

,  
который явно зависит от времени интегрирования 
sf. Это масштабирование выполняется при подаче 
p0 в оптимизатор, чтобы избежать слишком малых 
значений, однако при интегрировании траекторий 
КА используется не отмасштабированное значение. 
Здесь и далее под гиперпараметрами будем иметь 
в  виду некоторые параметры настройки метода, 
выбираемые исследователем, например, точность 
интегрирования. Параметр Cp был подобран, исхо-
дя из типичных величин вектора сопряженных пе-
ременных p0 для выбранного фиктивного времени.

Рассматривалась задача встречи. На первом 
этапе минимизировалась невязка (47) на области 
поиска s sf f, + π 8 с  нулевым начальным при-
ближением p0. Полученные решения на этом эта-
пе могут являться как локально оптимальными, 
так и глобально оптимальными. Для определения 
глобальной оптимальности необходимо выяснить, 
принадлежит ли данное решение Парето-фронту. 
На втором этапе в качестве начальных приближе-
ний использовались p0 из первого этапа, а область 
поиска сужалась до точки s sf f, . Выбирались 
минимальные по расходу топлива части семейств, 
а потом проводилась оптимизация вдоль этих се-
мейств влево и вправо. В обоих случаях невязка 
домножалась на гиперпараметр Cδ = 1010.  Помимо 
этого, точность интегрирования контролировалась 
третьим гиперпараметром: Ctol =

−10 10  на первом 
этапе и  Ctol =

−10 12  на втором.
После получения оптимального решения на-

ходится tf. Далее применялся метод продолже-
ния с модификацией гравитационного параметра 
в физических координатах для нахождения реше-
ния, которое будем называть эталонным. Затем оба 
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подхода сравнивались с точки зрения затрат рабо-
чего тела и геометрии оптимальных решений. От-
личие между ними оценивалось по формуле

	 d
r r

= −
∈ ∈

max min
0 0 1 1

0 1
γ γ

( ),r r  	 (49)

где γ0 и γ1 —  две траектории, полученные разными 
подходами.

В  рамках численного эксперимента были вы-
браны точки s kf = +( )3 4 16 π , где k = 0 168... .  
Другими словами, рассматривались перелеты 
с угловой дальностью от трех четвертей витка до 
шести витков.

Были выбраны следующие параметры КА 
и двигательной установки, аналогичные параме-
трам аппарата Европейского космического агент-
ства SMART‑1 (запущен к  Луне в  2003 г.) и  его 
двигателя PPS‑1350 [37]. Начальная масса КА со-
ставляла m0 = 367 кг, а максимальная мощность, 
доступная двигательной установке, равнялась 
N = 1350 Вт. Для этого двигателя были получены 
оценки уровня тяги 73 мН и скорости истечения 
16.4 км/с. Судя по этим значениям, эффективный 
КПД ЭРДУ достигал η = 0.45.

Сравнение двух методов
Части нескольких семейств решений, обеспе-

чивающие для фиксированного времени полета 
минимум затрат топлива, можно объединить в Па-
рето-фронт в координатах фиктивное время — за-
траты топлива. Вместо фиктивного времени более 
наглядно ввести угловую дальность перелета, ска-
жем, в терминах изменения эксцентрической ано-
малии. На рис. 1 представлено сравнение решений, 
получаемых двумя подходами, в координатах угло-
вая дальность — затраты топлива. Для сохранения 
представления о поведении семейств решений на 
графике оставлены и  те их участки, которые не 
принадлежат Парето-фронту; они показаны штри-
ховыми линиями. Сплошной линией обозначены 
решения, полученные методом внутренней точки 
и образующие Парето-фронт, а крестиками — ре-
шения, полученные стандартным методом продол-
жения в декартовых координатах.

Среднее значение разницы в  затратах топли-
ва составляет 10–6 кг, а среднее расстояние между 
траекториями равно 90  км. Такой результат по-
казывает хорошее совпадение между решениями, 
полученными разными методами. Заметим, что 
значения угловой дальности перелета (изменения 
эксцентрической аномалии) оказываются очень 
близкими к  значениям длительности перелета 
в фиктивном времени. На рис. 2 показана их раз-
ность в точках Парето-фронта.

На рис. 3 представлено время вычисления ре-
шений с  разной угловой дальностью двумя рас-
смотренными методами. Среднее время поиска 

решения составляет 16 с для метода продолжения 
и 3 с для метода внутренней точки.

Сходимость и  гиперпараметры
Для любой выбранной угловой дальности метод 

продолжения способен достигнуть той же самой 
точки, что и предложенный метод. Это выполня-
ется и в случае локально-оптимальных частей се-
мейств решений, которые удовлетворяют условиям 
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Рис. 1. Разные семейства решений и Парето-фронт, 
восстановленный двумя разными подходами.

Рис. 2. Разница между фиктивным временем перелета 
и изменением эксцентрической аномалии для различ-
ных Парето-оптимальных решений.

Рис. 3. Время вычисления локально оптимальных ре-
шений разными подходами.
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принципа максимума Понтрягина, но не являют-
ся глобально оптимальными. Для одной и той же 
угловой дальности может существовать несколько 
локально-оптимальных решений в декартовых ко-
ординатах. Такие траектории отличаются разным 
физическим временем перелета.

Теперь перейдем к смыслу и проблеме выбора 
значений гиперпараметров. Множитель невязки 
Cδ позволяет избежать слишком малых ее значе-
ний, которые могут достигать машинного нуля, что 
приводит к ранней остановке оптимизации. На ос-
нове ряда численных экспериментов было выбрано 
значение 1010.

Точность интегрирования Ctol особенно важ-
на на первом этапе поиска решения и в меньшей 
степени на втором. При необходимости ее можно 
уменьшать до 10–10 на первом этапе, и это повли-
яет на близость начального приближения второй 
стадии к оптимальному.

Третий гиперпараметр Cp —  это множитель 
начальных значений сопряженных переменных, 
к  значению которого задача оказывается наибо-
лее чувствительна. Несмотря на отсутствие влия-
ния на получающиеся траектории, этот параметр 
влияет на процедуру оптимизации. Меньшие его 
значения будут неявным образом уменьшать шаг 
оптимизатора, но увеличивать время сходимости. 
В  идеальном случае он должен быть таким, что-
бы отмасштабированные значения p0, подаваемые 
в качестве аргумента оптимизатора fmincon, были 
близки к единице.

Устойчивость траекторий
Матрица чувствительности

	 A = ∂
∂

δ
p0

 	 (50)

может быть использована для оценки устойчиво-
сти решений. Это матрица вычисляется с помощью 
центральной разности при интегрировании траек-
тории. Точность вычисления матрицы чувствитель-
ности приблизительно равна 10–7. Это значение 
также было определено численно. Чувствитель-
ность решений к начальным условиям характери-
зуется числом обусловленности матрицы чувстви-
тельности. Для квадратных матриц это число опре-
деляется как

	 cond( ) .A A A= ⋅ −
2

1

2
 	 (51)

Оно равно соотношению между максимальным 
и минимальным сингулярными значениями матри-
цы A. На рис. 4 показаны числа обусловленности 
для семейства оптимальных траекторий переле-
та с различной угловой дальностью, полученных 
двумя подходами. Среднее значение чисел обу-
словленности для решений, найденных методом 
продолжения в  декартовых координатах, равно 

1.3·105, в то время как для решений, полученных 
методом внутренней точки в KS-переменных, чис-
ло обусловленности в среднем составляет 4.3·103, 
что означает лучшую обусловленность матрицы 
чувствительности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Реализованный подход к  оптимизации пере-
летов с  малой тягой в  регулярных переменных 
уменьшает числа обусловленности краевых за-
дач принципа максимума Понтрягина, что делает 
возможным использование стандартных методов 
оптимизации, таких как метод внутренней точки 
и получение оптимальные траектории без помощи 
метода продолжения по параметру. Это упроща-
ет этап предварительного проектирования траек-
торий. Также низкие числа обусловленности оз-
начают меньшую чувствительность решений, что 
ускоряет численное интегрирование траекторий 
и повышает его устойчивость. Среди преимуществ 
подхода стоит упомянуть и простой контроль над 
угловой дальностью перелета, что позволяет полу-
чить многовитковую траекторию с определенным 
числом витков.

В  задаче перелета с  идеально регулируемым 
двигателем ограниченной мощности оптимизация 
в KS-переменных дает решения, которые близки 
к решениям, получаемым в декартовых перемен-
ных методом продолжения, и имеют практически 
одинаковые затраты топлива. Это подтверждает 
корректность вычислений.

Метод внутренней точки, используемый для 
решения задачи оптимизации, к которой сводит-
ся краевая задача принципа максимума Понтряги-
на в KS-переменных, хорошо распараллеливается. 
Это помогает уменьшить время вычислений на по-
иск оптимальных траекторий.

В  дальнейшем планируется протестировать 
эффективность разработанного подхода в случае 
более реалистичных моделей среды и  двигателя 
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Рис. 4. Числа обусловленности матрицы чувствитель-
ности для двух разных подходов.
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(то есть, с другими видами функционала стоимо-
сти и  в  присутствии внешних возмущений). Це-
лесообразно провести сравнение KS-переменных 
с другими наборами фазовых переменных в смысле 
численных свойств получающихся краевых и опти-
мизационных задач.

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда (проект № 19-11-00256).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1.	Улыбышев Ю. П. Обзор методов оптимизации тра-
екторий космических аппаратов с  использова-
нием дискретных множеств псевдоимпульсов // 
Космическая техника и технологии. 2016. Т. 15. 
№ 4. С. 67–79.

2.	Gergaud J., Haberkorn T. Homotopy method for 
minimum consumption orbit transfer problem // 
ESAIM: Control, Optimisation and Calculus of 
Variations. 2006. V. 12. Iss. 2. P. 294–310.

3.	Haberkorn T., Martinon P., Gergaud J. Low thrust min-
imum-fuel orbital transfer: a homotopic approach // 
J. Guidance, Control, and Dynamics. 2004. V. 27. Iss. 
6. P. 1046–1060.

4.	Mingotti G., Topputo F., Bernelli-Zazzera F. A method 
to design sun-perturbed earth-to-moon low-thrust 
transfers with ballistic capture // Proc. XIX Congresso 
nazionale AIDAA. 2007. V. 17. Art.ID. 21.

5.	Pontryagin L.S., Boltyanskii V. G., Gamkrelidze R. V. 
et al. Mathematical theory of optimal processes. New 
York–London: Interscience Publishers John Wiley & 
Sons, Inc., 1962. 360 p.

6.	Petukhov V. G. Optimal multi-orbit trajectories for in-
serting a low-thrust spacecraft to a high elliptic orbit // 
Cosmic Research. 2009. V. 47. Iss. 3. P. 243–250.

7.	Petukhov V. G. Optimization of multi-orbit transfers 
between noncoplanar elliptic orbits // Cosmic 
Research. 2004. V. 42. Iss. 3. P. 250–268.

8.	Petukhov V. G. Method of continuation for optimiza-
tion of interplanetary low-thrust trajectories // Cos-
mic Research. 2012. V. 50. Iss. 3. P. 249–261.

9.	Petukhov V. G. Optimization of interplanetary 
trajectories for spacecraft with ideally regulated 
engines using the continuation method // Cosmic 
Research. 2008. V. 46. Iss. 3. P. 219–232.

10.	Pérez-Palau D., Epenoy R. Fuel optimization for low-
thrust Earth–Moon transfer via indirect optimal 
control // Celestial Mechanics and Dynamical 
Astronomy. 2018. V. 130. Iss. 2. Art.ID. 21.

11.	Pan B., Pan X., Zhang S. A new probability-one 
homotopy method for solving minimum-time low-
thrust orbital transfer problems // Astrophysics and 
Space Science. 2018. V. 363. Iss. 9.

12.	Pan B., Lu P., Pan X. et al. Double-homotopy method 
for solving optimal control problems // Journal 
of Guidance, Control, and Dynamics. American 
Institute of Aeronautics and Astronautics. 2016. V. 39. 
Iss. 8. P. 1706–1720.

13.	Jiang F., Baoyin H., Li J. Practical techniques for 
low-thrust trajectory optimization with homotopic 
approach // J. Guidance, Control, and Dynamics. 
2012. V. 35. Iss. 1. P. 245–258.

14.	 Zhang C., Topputo F., Bernelli-Zazzera F. et al. Low-
thrust minimum-fuel optimization in the circular 
restricted three-body problem // J. Guidance, Control, 
and Dynamics. American Institute of Aeronautics and 
Astronautics. 2015. V. 38. Iss. 8. P. 1501–1510.

15.	Taheri E., Kolmanovsky I., Atkins E. Enhanced 
smoothing technique for indirect optimization of 
minimum-fuel low-thrust trajectories // J. Guidance, 
Control, and Dynamics. American Institute of 
Aeronautics and Astronautics. 2016. V. 39. Iss. 11. 
P. 2500–2511.

16.	Taheri E., Junkins J. L. Generic smoothing for optimal 
bang-off-bang spacecraft maneuvers // J. Guidance, 
Control, and Dynamics. American Institute of 
Aeronautics and Astronautics. 2018. V. 41. Iss. 11. 
P. 2470–2475.

17.	Taheri E., Junkins J., Kolmanovsky I. et al. A novel 
approach for optimal trajectory design with multiple 
operation modes of propulsion system, part 1 // Acta 
Astronautica. 2020. V. 172. P. 151–165.

18.	Taheri E., Junkins J., Kolmanovsky I. et al. A novel 
approach for optimal trajectory design with multiple 
operation modes of propulsion system, part 2 // Acta 
Astronautica. 2020. V. 172. P. 166–179.

19.	Junkins J.L., Taheri E. Exploration of alternative state 
vector choices for low-thrust trajectory optimization // 
J. Guidance, Control, and Dynamics. American 
Institute of Aeronautics and Astronautics. 2019. V. 42. 
Iss. 1. P. 47–64.

20.	Geffroy S., Epenoy R. Optimal low-thrust transfers with 
constraints-generalization of averaging techniques // 
Acta Astronautica. 1997. V. 41. Iss. 3. P. 133–149.

21.	 Sundman K. F. Mémoire sur le problème des trois 
corps // Acta mathematica. Institut Mittag-Leffler. 
1913. V. 36. P. 105–179.

22.	Nacozy P. E. Time elements in Keplerian orbital 
elements // Celestial mechanics. 1981. V. 23. Iss. 2. 
P. 173–198.

23.	Brumberg E. V. Length of arc as independent argument 
for highly eccentric orbits // Celestial Mechanics and 
Dynamical Astronomy. 1992. V. 53. P. 323–328.

24.	 Stiefel E.L., Scheifele G. Linear and Regular Celestial 
Mechanics. Berlin Heidelberg: Springer-Verlag Berlin 
Heidelberg, 1971. 306 p.

25.	Levi-Civita T. Sur la régularisation du probleme des 
trois corps // Acta mathematica. Institut Mittag-
Leffler. 1920. V. 42. P. 99–144.



	 космические исследования      том 62      № 3      2024

274	 Корнеев, Трофимов

26.	 Иванов Д.С., Трофимов С. П., Широбоков М. Г. Чис-
ленное моделирование орбитального и  углово-
го движения космических аппаратов / под ред. 
М. Ю. Овчинникова. М: ИПМ им. М. В. Келдыша 
РАН, 2016. 118 с.

27.	 Иванюхин А. В. Оптимизация траектории косми-
ческого аппарата с идеально регулируемым двига-
телем в переменных Кустаанхеймо — Штифеля // 
Труды МАИ. 2014. № 75.

28.	Chelnokov Yu.N., Loginov M. Yu. Prediction and Cor-
rection of Spacecraft Motion Based on the Solutions 
of Regular Quaternion Equations in KS-Variables and 
Isochronous Derivatives // Proc. 29th Saint Peters-
burg International Conference on Integrated Naviga-
tion Systems (ICINS). Saint Petersburg, Russia. IEEE, 
2022.

29.	Masat A., Romano M., Colombo C. Kustaanheimo — 
Stiefel Variables for Planetary Protection Compliance 
Analysis // J. Guidance, Control, and Dynamics. 
2022. V. 45. Iss. 7. P. 1286–1298.

30.	Roa J., Urrutxua H., Peláez J. Stability and chaos in 
Kustaanheimo — Stiefel space induced by the Hopf 
fibration // Mon. Not. R. Astron. Soc. 2016. V. 459. 
Iss. 3. P. 2444–2454.

31.	Nocedal J., Wright S. J. Numerical Optimization. 
Springer New York, 2006.

32.	Roa J. Regularization in Orbital Mechanics. Berlin, 
Boston: De Gruyter, 2017. 403 p.

33.	 Милютин А.А., Дмитрук А. В., Осмоловский Н. П. 
Принцип максимума в оптимальном управлении. 
М.: Центр прикладных исследований мехмата 
МГУ, 2004. 168 p.

34.	Powers W.F., Tapley B. D. Canonical transformation 
applications to optimal trajectory analysis. // AIAA 
Journal. 1969. V. 7. Iss. 3. P. 394–399.

35.	Byrd R.H., Hribar M. E., Nocedal J. An Interior Point 
Algorithm for Large-Scale Nonlinear Programming // 
SIAM J. Optim. 1999. V. 9. Iss. 4. P. 877–900.

36.	Folkner W.M., Williams J. G., Boggs D. et al. The 
planetary and lunar ephemerides DE430 and DE431 // 
Interplanetary Network Progress Report. 2014. V. 196. 
Iss. 1. P. 42–196.

37.	 Schoenmaekers J. Post-launch Optimisation of the 
SMART‑1 Low-thrust Trajectory to the Moon // 
Proc. 18th International Symposium on Space Flight 
Dynamics. 2004. P. 505–510.



 

275

космические исследования, 2024, том 62, № 3, с. 275–284

Введение

Как известно, вычисление вековой части пер-
турбационной функции в  ограниченной задаче 
трех тел — одна из классических задач небесной 
механики. Первые результаты принадлежат Лапла-
су и Леверье [1, 2]: главная часть fmj /D пертурба-
ционной функции раскладывалась в ряд по степе-
ням эксцентриситета и наклона с использованием 
коэффициентов Лапласа. Этот подход эффективно 
используется для изучения движений планет Сол-
нечной системы.

Представление главной части пертурбационной 
функции в виде ряда по полиномам Лежандра при 
любых значениях эксцентриситетов и наклонностей 
орбит (эксцентриситеты и углы наклонений входят 
в виде конечных выражений в коэффициенты ряда) 
впервые получены в работах [3–5]. Развитие косми-
ческой техники возродило интерес к разложению по 
полиномам Лежандра, которое было использовано 
для построения теории движений спутников вбли-
зи Земли. Наиболее значимые результаты описаны 
в публикациях [6–8]. Статья [9] посвящена астеро-
идному варианту круговой ограниченной задачи 
трех тел, получено выражение для дважды усред-
ненной по Гауссу пертурбационной функции в виде 

степенного ряда, коэффициенты которого выраже-
ны через функции Гаусса и Ганзена (см. формулы 
(72)–(74) в статье [9]). Работа [10] содержит описа-
ние некоторой модификации традиционной тех-
ники вычисления вековой части пертурбационной 
функции для эллиптической задачи в виде ряда по 
степеням �, равному отношению большой полуоси 
невозмущенной орбиты точки нулевой массы к ра-
диусу круговой орбиты внешнего тела (Юпитера). 
В статье [11] представлены разложения вековой ча-
сти пертурбационной функции в круговой задаче 
до членов четырнадцатого порядка по � (внутрен-
ний вариант) и  до членов пятнадцатого порядка 
для внешнего варианта задачи. Отметим, что явные 
формулы для общего члена ряда содержатся только 
в статьях [8, 9].

В работе [12] получен ряд Фурье по аргументу 
перицентра ω для дважды усредненной пертурба-
ционной функции, когда усреднение проводилось 
по долготе внешнего тела и истинной аномалии 
в оскулирующем движении малой частицы.

В данной работе дано описание нового вывода 
степенного ряда для вековой части пертурбацион-
ной функции на основе равенства Парсеваля, при 
этом коэффициенты ряда получат новое представ-
ление через функции Гаусса и Клаузена.

DOI: 10.31857/S0023420624030058,  EDN: JJYWGK

Исследованы асимптотические свойства вековой части пертурбационной функции в ограниченной 
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по малому параметру �, равному отношению большой полуоси невозмущенной орбиты точки нулевой 
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Основная цель статьи — исследовать области 
сходимости и расходимости ряда через построение 
его радиуса сходимости в плоскости оскулирующих 
элементов e, ω, доказать асимптотичность ряда 
в областях его расходимости, что позволит приме-
нять классические методы теории возмущений.

Постановка задачи

Рассмотрим круговую пространственную огра-
ниченную задачу трех тел. Предположим, что пас-
сивно гравитирующее тело P (спутник) находится 
в гравитационном поле двух массивных тел, движу-
щихся друг относительно друга по круговой орбите 
радиуса rJ; центральное тело S (Солнце) имеет мас-
су mS  и воздействует на спутник с силой FS; вто-
рое тело J (Юпитер) массы mJ  оказывает возму-
щающее действие с силой FJ. Считаем, что невоз-
мущенная траектория точки P есть кеплеровский 
эллипс с фокусом в S, плоскость которого П об-
разует с плоскостью движения П0 притягивающих 
тел угол i (рис. 1).

Введем неинерциальную гелиоцентрическую 
систему координат с центром в S. Ось Sx  напра-
вим в точку весеннего равноденствия, SN  — ли-
ния узлов орбиты спутника, остальные оси, обра-
зующие правую систему координат, на рис. 1 не 
указаны. Пусть r — радиус-вектор тела P, rJ — ра-
диус-вектор тела J.

Пусть W — долгота восходящего узла невозму-
щенной орбиты точки P на плоскости П0, e, ω — 
эксцентриситет и  аргумент перицентра этой ор-
биты, λJ  — долгота тела J, а λ — долгота тела P 
в плоскости П0.

Рассмотрим “внутренний” вариант задачи трех 
тел, когда параметры движения тела P удовлетво-
ряют условию: a rJ< .  Здесь a  — большая полуось 
невозмущенной орбиты Р.

Запишем выражение для пертурбационной 
функции задачи:
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где f — постоянная тяготения; γ — угол между rJ  
и r,
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ν  — истинная аномалия движения тела P вдоль не-
возмущенной орбиты.

Функция (1) может быть разложена в ряд по по-
линомам Лежандра с точностью до членов, не за-
висящих от координат тела P:

	 R
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Отметим, что ряд (3) сходится тогда и только 
тогда, когда r rJ < 1.  Действительно, этот ряд со-
впадает, с  точностью до первых двух отброшен-
ных членов, с выражением fmJ∆

−1,  зависящим от 
α = r rJ . Особые точки этой функции (точки вет-
вления) имеют вид cos cos ,γ γ± −j 1 2  ( ).j2 1= −

Они принадлежат единичной окружности, по-
этому радиус сходимости ряда (3) в комплексной 
плоскости равен единице.

Усреднение пертурбационной 
функции

Как видно из рис.  1, долгота λ малого тела P 
в плоскости орбиты внешней планеты можно пред-
ставить в виде λ = +Ω w,  где w — угол между лини-
ей узлов SN и проекцией радиус-вектора точки P 
на указанную плоскость. Угол w описывается фор-
мулами [12] 

cos
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sin sin ( )
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− ⋅ +

ν ω

ν ω1 2 2

 sin
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sin sin ( )
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i
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ν ω1 2 2

Тогда уравнение (2) можно переписать в виде

	 cos cos( ) sin sin ( ).γ λ λ ν ω= − − ⋅ +J i1 2 2 	 (4)

Для преобразования выражения (3) к удобному 
для усреднения виду воспользуемся теоремой сло-
жения для полиномов Лежандра. C учетом равен-
ства (4), будем иметь

Рис. 1. Системы координат, переменные задачи.
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Здесь Pn
k( )  — присоединенные функции Лежан-

дра. Далее считаем, что частота λJ Jn=  не резо-
нирует со средним движением n  невозмущенного 
движения точки P. Проводя усреднение выражения 
(3) по долготе λJ  тела J , получим (с учетом фор-
мул (2), (5) и равенства P n2 1 0 0+ =( ) ) однократно 
усредненную пертурбационную функцию задачи:
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Выражение (6) совпадает с  пертурбационной 
функцией кольца Гаусса в случае r rJ< , что было 
впервые установлено в работе Аксенова [12], с уче-
том ссылки на книгу [13].

Функция R∗  не зависит от λ, но зависит от ис-
тинной аномалии ν  как быстрой переменной за-
дачи. Для того чтобы повторное усреднение пер-
турбационной функции соответствовало усредне-
нию по Гауссу, необходимо провести усреднение 
по средней долготе l пробной частицы P. Имеем:
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Вычисления показывают, что функция R∗  со-
держит под знаком суммы произведение двух пе-
риодических по ν  функций: ( cos )1 2 2+ − −e nν  и 
P in2 (sin cos )⋅ θ , θ ν ω π= + − 2.  Основная техниче-
ская проблема исследований — подсчитать среднее 
от этого произведения. Современные программ-
ные комплексы, такие как Wolfram Mathematica 
и Maple, с этой задачей не справляются. Для это-
го воспользуемся формулой Парсеваля, описыва-
ющей главный (вековой) член произведения двух 
рядов Фурье:
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Здесь { , , }a a bm m0  — коэффициенты Фурье функ-

ции ( cos ) ,1 2 2+ − −e nν  а  { , , }α α β0 m m  — коэффици-

енты Фурье функции P in2 (sin cos )⋅ θ . Выражения 
для этих коэффициентов имеют вид:
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Здесь F2 1,  — гипергеометрическая функция Га-

усса, а  F zreg
3 2 1 2 3 1 2, ( , , ; , ;(γ γ γ β β  — комплексное чис-

ло), есть регуляризованная обобщенная гипергео-
метрическая функция Клаузена,
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Отметим, что функция F zreg
3 2 1 2 3 1 2, ( , , ; , ; )γ γ γ β β  яв-

ляется аналитическим продолжением обобщенно-
го гипергеометрического ряда, описывающим эту 
функцию в области сходимости z < 1 :
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ма-функция. Функция Клаузена является решени-
ем линейного уравнения третьего порядка с пере-
менными коэффициентами
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имеет особенности в точках z = ∞0 1, , .

В итоге дважды усредненная пертурбационная 
функция принимает вид:
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Достоверность формулы (10) была подтвержде-
на численными расчетами формул (8), (10): резуль-
таты вычислений совпадают по всем значащим 
цифрам для следующего декартового произведения 
значений параметров: e от 0 до 1 с шагом 0.1, ω от 
0 до 2p с шагом p/6, i  от −π 2  до p/2 с шагом p/6  
и  n  от 1 до 15 с шагом 1.

Выражение для усредненной пертурбационной 
функции (9), (10) можно разложить в ряд Фурье 
по ω. Представляя конечную сумму в формуле (10) 
в виде тригонометрического полинома, получим
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2 ω,

можем представить выражение для R∗∗  в виде 
ряда Фурье по косинусам:
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	(11)

Здесь следует отметить, что аналитическое пред-
ставление дважды усредненной пертурбационной 
функции задачи в виде ряда Фурье по ω было по-
лучено в работе [12], в которой повторное усредне-
ние проводилось по истинной аномалии, поэтому 
результат усреднения отличается от усреднения по 
Гауссу. Коэффициенты этого ряда автор статьи вы-
разил через вновь введенные специальные функ-
ции, имеющие вид квадратур. Поэтому использо-
вать результаты статьи [12] в аналитических иссле-
дованиях затруднительно.

Преобразуем ряд Фурье (11), группируя члены 
при a rJ

k( )2
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Полученные разложения удобны с аналитиче-
ской и вычислительной точки зрения. Более того, 
с каждым из этих разложений можно работать как 
с единой однозначной аналитической функцией: 
вычислять производные любого порядка по аргу-
ментам e, ω, i, �, раскладывать R∗∗  в ряды по ке-
плеровским элементам, проводить усечение этих 
рядов до членов любого порядка малости, если ис-
пользовать Wolfram Mathematica.

Отметим, что иное представление степенно-
го ряда (12) через специальные функции Ганзена 
X ek p

0
2, ( )−  и функции наклона F ik p, , ( )0  содержится 

в статье [8] (см. также работу [14]):
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Ekm   — целая часть выражения ( )k m− 2 , а  сум-
мирование выполняется по всем значениям c, при 
которых биномиальные коэффициенты отличны от 
нуля, ( )α m  — символ Похгаммера.

Было показано аналитически, что ряды (13), (12) 
совпадают, по крайней мере, для усечений этих ря-
дов со второго по восьмой порядок малости вклю-
чительно (сравнение усечений проводилось с по-
мощью операторов Simplify и Reduce программы 
Wolfram Mathematica).

Верификация двукратно 
усредненной пертурбационной 

функции

Сравним формулу (11) пертурбационной функ-
ции задачи с результатами численных расчетов ин-
теграла R(int) , где
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Фиксируем следующие параметры: e = 0 2. ,  
i = −π 6, ω = 0, a rJ = 0 85. , Ω = π 12.

Из рис. 2 видно, что функция R∗∗  выходит на 
свое значение в  фиксированной точке, начиная 
с  частичной суммы, содержащей 12 членов ряда 
(коричневая кривая), в то время как результат чис-
ленного интегрирования представлен в виде коле-
баний вплоть до n = 20  (синяя кривая), с после-
дующим выходом кривой на значение функции 
в той же точке. Показано, что при n ≥ 20 резуль-
таты расчетов по формуле (11) совпадают с резуль-
татами численного интегрирования R(int)  на сетке 
значений e ∈ [ , . ]0 0 9  с шагом 0.1, ( ) [ . , . ]a rJ ∈ 0 5 0 95  
с шагом 0.05, ω π∈ [ ]0,  с шагом p/6, i ∈ − 2, 2[ ]π π  
с шагом p/6.

Для верификации ряда (12) запишем его хил-
ловское приближение, в  котором удерживается 
только первый член ряда:

R
fm a

r e
e P P P i F

e
eh

J

J

**
,( ) ( ) ( ) (cos ) , ; ;=

−
+

−
2

3 2

4
2 2 2 2 1

1
1 0 0

1
2

4 1
2

1




 −









A2

2 2( ) cos .ω

Здесь

A F
e

e
P Preg

2
2

3 2 2
2

2
22

1 2
1

0
4

0( )
,

( ) ( ),
!
!

(cos= −
−





 ( )

2
1,4; 1,3; ii),

P2 0
1
2

( ) ,= −  P2
2 0 3( )( ) ,=  P i i2

21
2

3 1(cos ) ( cos )= − ,  P i i2
2 23 1( )(cos ) (cos ),= − −

F
e

e
e e

e
2 1

2 1 2

7 2

1
2

4 1
2

1
2 3 1

2 1
, , ; ;

( ) ( )

( )
,

−






 =

+ ⋅ −

+
 F

e
e

e
e

e

reg
3 2

2
1 2

7 2

1
2

2
1

5
2

1

1
, ,

( )

( )
.1,4; 1,3;−

−






= −
+

Подставляя вышеперечисленное в выражение для Rh
∗∗  и упрощая, получим:
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Это выражение тождественно совпадает с хил-
ловским приближением усредненной пертурбаци-
онной функции, представленным, например, в мо-
нографии [14] (оригинальные результаты, записан-
ные в  гамильтоновых переменных, содержаться 

в статьях [15, 16]). Заметим также, что этот резуль-
тат получается также путем выделения вековых 
слагаемых пертурбационной функции из ее пол-
ного выражения.
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Условия пересечения орбит. 
Сходимость ряда для усредненной 
пертурбационной функции задачи

Одна из возможных причин расходимости ряда 
(12) — расходимость исходного ряда (3) в области 
r rJ> . Выполнение неравенства r rJ>  ( )a rJ<  
возможно — на некотором участке траектории — 
тогда и только тогда, когда оскулирующий эллипс 
удовлетворяет условию r ra J> ,  где r a ea = +( )1  — 
расстояние до апоцентра орбиты. Положим 
µ = a rJ .  Тогда, при

	 ( )µ− − ≤ <1 1 1e 	 (16)

тело P  выходит за пределы сферы радиуса rJ. Оче-
видно, неравенство (16) имеет место только при 
µ > 1 2,  учитывая, что µ < 1  по условию. Ниже бу-
дет показано, что одной из причин такого поведе-
ния тела P является пересечение орбиты частицы P 
с круговой орбитой внешнего тела. Поэтому при-
ведем геометрическое описание условий пересече-
ния орбит, следуя работе Цейпеля [9]. Будем счи-
тать, что изменение оскулирующих элементов a e,   
во времени описывается первым приближением 
метода усреднения. Тогда оскулирующие элемен-
ты подчиняются трем законам сохранения [9, 16, 
17]: a = const,  ( )cos ,1 2 2

1− =e i c  R h∗∗ = .  Отсюда 
следует, в  частности, что 0 ≤ ≤ ∗e e ,  e c∗ = −1 1  
( ).0 11≤ <с

Условия пересечения орбит имеют вид

	 a e
e

rJ
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cos
,

1
1

2−
±

=
ω

	 (17)

поскольку точки пересечения должны совпа-
дать с узлами оскулирующего эллипса на плоско-
сти Sxy  (узлам соответствуют точки орбиты при 
ν ω= − ,  ν π ω= − ,  i ≠ 0). Положим x e= ,cosω  

y e= sin .ω
Равенство (17) можно представить в виде
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Его следует дополнить условием полосы 
0 ≤ ≤ ∗e e ,  0 ≤ < 2ω π,  которое запишем в виде

	 x y e2 2 2+ ≤ ∗ . 	 (19)

Точки пересечения орбит лежат на дугах окруж-
ностей (18), принадлежащих кругу (19).

Эти рассуждения Цейпеля можно дополнить 
следующими выводами. При µ ≤ 1 2  две окружно-
сти (18) не имеют пересечений с кругом (19) для 
любых значений c1 0 1∈ [ , ] . При µ > 1 2  в области 
e∗

−≥ −( )µ 1 1  возможны пересечения орбит: круг 
(19) содержит две симметричные дуги окружностей 
(18) (рис. 3).

Орбиты пересекаются тогда и только тогда, ког-
да ( cos , )e ω 0  является внутренней точкой сегмента 
правого (левого) круга, дуга которого принадлежит 
центральному кругу (19). Аналитически это усло-
вие можно записать в виде неравенств на параме-
тры задачи:

	 ( ) cos ,µ ω−
∗ ∗− ≤ ≤ <1 1 e x e  1

2
1< <µ . 	 (20)

Здесь ( , )x∗ 0   — координата центра хорды сег-
мента. Неравенства (20) гарантируют выполнение 
условий (16), поэтому пересечение орбит ведет 
к тому, что апоцентр оскулирующего эллипса на-
ходится за пределами сферы радиуса rJ. Если нет 
пересечения орбит, то апоцентр оскулирующей 
орбиты может находится как за пределами сферы 
радиуса rJ, так и внутри нее.

Итак, в случае пересечения орбит точка P выхо-
дит за пределы сферы радиуса rJ.

Возможны три разных случая взаимного рас-
положения орбит, вызванных пересечением ор-
бит. В  первом случае два узла оскулирующего 
эллипса расположены внутри орбиты внешнего 
тела, во втором случае один узел находится внутри, 
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Рис. 2. Сравнение ряда Фурье (11) с (14).
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Рис. 3. Кривые пересечения орбит.
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другой — с наружи этой орбиты, третий случай — 
оба узла расположены за пределами орбиты внеш-
него тела. Во втором случае имеем зацепление ор-
бит подобно кольцам цепи.

Теперь исследуем сходимость ряда (12) с  по-
мощью теоремы Коши–Адамара. Как известно, 
формула

ρ = 

 




→∞

−
lim

n
n

n D
1

задает радиус сходимости ρ  степенного ряда с ко-
эффициентами Dn. Коэффициенты ряда (12) гро-
моздки, поэтому его радиус сходимости строим 
численно. Учитывая, что коэффициенты Dn  за-
висят от параметров e, ω, область изменения этих 
параметров 0 1 1≤ ≤ −e c ,  0 ≤ <ω π  покрыва-

ем сеткой с шагом 1 1001− c  по e и  π 100  по ω. 
Расчеты проводили в Wolfram Mathematica, когда 

радиус сходимости ρ  аппроксимировался выраже-

нием D100
100

1( )− . Поверхность ρ ρ ω= (e c, , )1  имеет 
сложный вид, поэтому строим изолинии этой по-
верхности в плоскости ее аргументов при фиксиро-
ванных значениях константы c1 0 1 0 4= . ; .  (рис. 4):

Каждая изолиния отвечает фиксированному 
уровню функции ρ ω( =℘e c, , ) ,1  ℘= const  совпа-
дающему с радиусом ℘ сходимости ряда (12) по �. 
Уменьшение ℘  ведет к сдвигу изолинии как це-
лого вдоль оси e вверх, увеличение ℘  — к сдвигу 
вниз. Поэтому, при фиксированном � ряд (12) рас-
ходится в области, расположенной выше изолинии 

ρ ω µ( =e c, , )1 , сходится при всех e, ω из области, 
находящейся ниже этой изолинии. Области расхо-
димости обширны: при “больших” m ( . )0 6 1≤ <µ  
эти области захватывают значения e ≥ 0 45. , где 
ω — любое.

Отметим, что для разных изолиний имеем один 
и  тот же эффект: при малых ω радиус сходимо-
сти практически не зависит от ω, за исключением 
окрестности ω π= 2  в которой изолиния изгиба-
ется, образуя впадину. Наблюдаются области при 
малых e, в которых радиус сходимости больше еди-
ницы. Однако эти результаты недостоверны, так 

как при µ → 1  радиус сходимости ρ ≈ ( )−Dn
n

1

следует вычислять при n  значительно превосхо-
дящим n = 100. Здесь мы ограничены возможно-
стями Wolfram Mathematica, которая восприни-
мает значения коэффициентов Dn  ряда (12) рав-
ными нулю при n > 101  (минимальные значения 
чисел с плавающей точкой, с которыми работает 
система — 10–318).

Заметим также, что ряд (3) расходится при 
µ < 1,  если апоцентр оскулирующего эллипса вы-
ходит за пределы сферы радиуса rJ  (см. неравен-
ство (16)). Но в этом случае ряд (12), может, как 
следует из рис. 4, как сходится, так и расходится. 
Поэтому корреляция между расходимостью рядов 
(3), (12), предполагаемая априори существенной, 
является, в действительности, слабой.

1 – c1

c1 = 0.4, n = 100

0.7

0.6

0.9

0.4

0.5

1.11.1

0.8

1

0.6

0.4

0.2

 
ω

 

0
0

4
π

4
3π π

2
π

Рис. 4. Изолинии поверхности ρ = ρ(е, ω, c1) при c1 = 0.1  (a) и c1 = 0.4 (б).
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Асимптотическое поведение 
усредненной пертурбационной 

функции R∗∗  в областях 
расходимости. Кривые 

неаналитичности.

Рассмотрим поведение функции R∗∗  обла-
стях ее расходимости. Положим µ = 0.6,  c1 0 1= .  
и фиксируем точку e = 0 885. ,  ω π= 2  из области 
расходимости. На рис. 5 изображен график пове-
дения функции R∗∗  в указанной точке в зависи-
мости от числа удерживаемых членов ряда (до 100 
включительно).

Сумма первых 70 членов ряда хорошо прибли-
жает значение усредненной пертурбационной 
функции R∗∗  с  точностью порядка 10 8−  и  толь-
ко удержание бо́льшего числа членов ряда приво-
дит к его расходимости. Аналогичное поведение 
функции имеет место и в остальных точках обла-
сти расходимости. Это говорит о том, что ряд (12) 
является асимптотическим по Пуанкаре в области 
расходимости, при этом расходимость ряда сопро-
вождается осциллирующим нарастанием амплиту-
ды колебаний.

Напомним, что степенной по � ряд R∗∗  назы-
вают асимптотическим по Пуанкаре ([18], с. 335), 
если при любом N и малом � имеет место равенство 
R R oN

N∗∗ ∗∗= + ( )µ .
Другими словами, при любом N существует 

α > 0  такое, что при достаточно малом � частич-
ная сумма RN

∗∗  приближает ряд R∗∗  с точностью 
порядка µ αN +  на конечном промежутке времени, 
т. е. R RN

N∗∗ ∗∗ +−  µ α .  При фиксированном �  
норма разности R RN

∗∗ ∗∗−  будет стремиться 
к бесконечности при N → ∞  в силу расходимости 
ряда. Однако при заданном N мы всегда можем до-

биться выполнения условия R RN
N∗∗ ∗∗ +−  µ α,  

уменьшая �. Итак, частичная сумма ряда дает хо-
рошее приближение, что позволяет использовать 
традиционные методы теории возмущений, осно-
ванные на идее укорочения усредненной пертурба-
ционной функции, в областях расходимости ряда 
(12).

Отметим, что асимптотические свойства ряда 
(12) ухудшаются при стремлении m к единице. Так, 
при µ = 0 999.  и  e e≈ ∗  имеем расхождение по экс-
поненциальному типу уже в первых членах ряда 
(N = 0); в случае 0 < < ∗e e  наблюдается тот же са-
мый эффект, но расходимость имеет осцилляци-
онной тип. Исключение составляет малая окрест-
ность e = 0, в которой ряд сходится. Итак, в случае 
µ ≈ 1,  0 < < ∗e e  необходимо пользоваться разло-
жением, отличным от (12), рассмотренным в рабо-
те [19].

Исследуем поведение ряда (12) на кривых (17), 
которым отвечают пересечения орбит точек P 
и J. Представим их в виде

f a e
a
r

e e
J

1
21 1 0( , , ) cos ,ω ω= −( ) − + =

	  f a e
a
r

e e
J

2
21 1 0( , , ) cos .ω ω= −( ) − − = 	 (21)

Кривые (21) часто называют “сепаратриса-
ми” [19, 20], название условное, так как эти кри-
вые не являются интегральными для усредненных 
уравнений.

Результат первого усреднения пертурбационной 
функции R по λJ  имеет вид [20]

R r∗ −= +( ) ,1 2 1 2  F z2 1
1
4

3
4

1, , ; ; ,






  z

r

r
=

+

4

1

2 2

2 2

cos

( )
,

ϕ

где ϕ  — широта точки P относительно плоскости 
орбиты внешнего тела; F — гипергеометрическая 
функция Гаусса. В точках пересечения орбиты P 
с орбитой внешнего тела имеем r = 1,  ϕ = 0  (в ста-
тье [20] характерная единица длины — радиус ор-
биты возмущающего тела), поэтому z = 1 . Точка 
z = 1  является полюсом для F, поэтому R∗  неана-
литична на кривых (21).

Неаналитичность вдоль указанных кривых со-
храняется и для двукратно усредненной пертурба-
ционной функции R∗∗  ([9], с. 369–375). Действи-
тельно, после интегрирования R∗  по l в окрестно-
сти кривых (21) имеем ([9], формула (66)):

R H H H∗∗ = +π 2 3 5.

Здесь H j  — аналитические по e c, ω µ, , 1  функции, 
при этом H2  обращается в  ноль на кривых (21) 
и меняет знак при их пересечении. Таким образом, 
R∗∗  непрерывна в окрестности кривых (21), но ее 
производные терпят разрыв на (21). Разрыв произ-
водных по e, ω подтвержден численным счетом [20].
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Рис. 5. График поведения функции R∗∗.
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На рис. 6а представлено значение пертурбаци-
онной функции (12) в точке e, ω, удовлетворяющей 
условию f1 0= , i ≠ 0.  Частичная сумма первых со-
рока членов ряда (12) хорошо приближает усред-
ненную пертурбационную функцию R∗∗  задачи, 
и только удержание бóльшего количества членов 
ряда приводит к его расходимости. Таким образом, 
ряд (12) является асимптотическим по Пуанкаре, 
при этом расходимость ряда сопровождается ос-
циллирующим нарастанием амплитуды колебаний. 
На рис. 6б имеем вековой уход значений пертур-
бационной функции с ростом числа удерживаемых 
членов ряда (случай i = 0).

Таким образом, ряд (12) удовлетворяет условию 
асимптотичности по Пуанкаре вдоль кривых неа-
налитичности (21). Отметим только, что асимпто-
тические свойства ряда (12) ухудшаются в сравне-
нии с тем, как ведет себя этот же ряд вне кривых 
(21) в области расходимости: число первых членов 
ряда, сумма которых аппроксимирует функцию 
R∗∗  с точностью порядка µ αN + , уменьшается.

Обозначим также существенную особенность 
кривых неаналитичности: в  их окрестности на-
рушаются условия существования среднего. Дей-
ствительно, производная ∂ ∂∗∗R ω  меняется скач-
ком, поэтому нарушается условие существования 
пространственного среднего от функции ∂ ∂R ω, 
входящей в эволюционные уравнения по перемен-
ным i и e.

Отметим, что впервые на это обстоятельство 
обратили внимание авторы статей [21, 22], предло-
жившие свою схему усреднения в окрестности этих 
кривых.

Заключение

Описано представление вековой части пер-
турбационной функции в  ограниченной круго-
вой задаче трех тел в  виде степенного ряда, ко-
эффициенты которого выражаются через функ-
ции Гаусса и Клаузена. Валидация ряда проведена 
численно, путем сравнения его с  интегральным 

представлением ряда, и аналитически — с рядом 
Брумберга и с предельным Хилловским случаем. 
Получены необходимые и  достаточные условия 
появления кривых неаналитичности ряда (кривых 
пересечения орбит) в виде неравенств на кеплеров-
ские элементы оскулирующей орбиты.

Исследованы  — в  плоскости оскулирующих 
элементов e, ω — радиусы сходимости степенного 
ряда при разных значениях параметра � и констан-
ты Лидова — Козаи c1, построены области сходи-
мости и расходимости ряда. Показано, в частности, 
что при “больших” m ( . )0 6 1≤ <µ  области расхо-
димости обширны, захватывают значения e ≥ 0 45.  
для произвольных ω. Показано, что в областях рас-
ходимости ряд является асимптотическим по Пу-
анкаре, при этом степень аппроксимации ряда его 
частичной суммой сохраняет высокие значения 
вплоть до первых семидесяти членов ряда. Асим-
птотические свойства ряда сохраняются и на кри-
вых неаналитичности, но ухудшаются в сравнении 
с тем, как ведет себя ряд вне кривых неаналитич-
ности в областях расходимости ряда. Асимптотиче-
ские свойства исчезают в предельном случае µ → 1 .

Асимптотичность ряда позволяет использовать 
традиционные методы теории возмущений при 
значениях � из интервала [0,1), исключая случай 
µ ≈ 1.
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Постановка задачи, идея применения формулы 
Парсеваля, представление усредненной пертурба-
ционной функции в виде рядов, анализ кривых пе-
ресечения орбит, описание свойств асимптотично-
сти рядов принадлежат П. С. Красильникову.

Гр омоздкие аналитические и  числен-
ные вычисления, требующие использова-
ния программных продуктов, написание ко-
дов численной верификации пертурбационной 
функции, численное построение областей расхо-
димости и сходимости степенного ряда, численное 
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Введение

В настоящее время большое внимание в разных 
странах мира уделяется процессам сближения на 
околоземной орбите с  пассивным некооперируе-
мым или неуправляемым космическим объектом 
(грузом, космическим мусором и т. д.). В частности, 
для захвата груза во многих случаях предлагается 
использовать тросовую систему, состоящую из ба-
зового космического аппарата (КА) с механизмом 
выпуска троса, на котором расположено устройство 
захвата груза [1–9]. Устройство захвата груза мо-
жет использовать различные принципы стыковки 
с грузом (магнитные системы, штыри, сети и др.). 
Проблемы, которые возникают при сближении 
и стыковке космической тросовой системы (КТС) 
с неуправляемым космическим объектом (НКО), 
анализируются в работе [1]. Как известно, тради-
ционный метод сближения КА с любым космиче-
ским объектом включает в себя несколько харак-
терных участков: дальнее наведение, ближнее на-
ведение и стыковка [10, 11]. Особенность процесса 
ближнего наведения КТС с целью стыковки с НКО 

заключается в неизбежном наличии этапа ее развер-
тывания, который должен предшествовать стыков-
ке. Поэтому, естественно, возникает задача выбора 
момента начала развертывания КТС. Причем для 
того, чтобы устройство захвата после окончания 
выпуска троса оказалась в небольшой окрестности 
НКО, необходимо провести предварительную кор-
рекцию орбиты сближения с точки зрения согласо-
вания ее параметров с орбитальными параметрами 
орбиты НКО. Этот маневр очевидно должен учиты-
вать длину троса после его выпуска из базового КА. 
Обычно на участках дальнего и ближнего наведения 
для предварительного проектирования траекторий 
сближения космические аппараты рассматриваются 
как материальные точки, причем учитываются зако-
ны орбитального движения КА и НКО [12, 13]. На 
участке, обеспечивающем захват НКО, необходимо 
строить управление с учетом угловых движений тел, 
участвующих в  стыковке [14], однако законы ор-
битального движения на малых расстояниях между 
ними можно не учитывать, что существенно упро-
щает построение программ управления.

DOI: 10.31857/S0023420624030069,  EDN: JJVLMJ

В работе рассмотрено управление процессом сближения тросовой системы с пассивным космическим 
объектом (грузом, космическим мусором и т. д.) на почти круговой околоземной орбите. Предполага-
ется, что активный космический аппарат, имеющий в составе тросовую систему с устройством захвата 
(не развернутую), находится на близкой (по отношению к орбите груза) орбите, которая была сфор-
мирована с помощью некоторого известного алгоритма дальнего наведения. Управление процессом 
сближения начинается в переводе космического аппарата на промежуточную орбиту, точнее в сбли-
жении с некоторой фиктивной точкой, перемещающейся по этой орбите. Положение фиктивной 
точки выбирается так, чтобы после развертывания тросовой системы устройство захвата оказалось 
в окрестности груза сразу или после некоторого небольшого участка пассивного движения по орбите. 
Управление процессом сближения космического аппарата с фиктивной точкой в пространственном 
случае строится с использованием принципа динамического программирования Беллмана с примене-
нием линеаризованной системы. Используется непрерывное управление с помощью реактивных дви-
гателей с конечной тягой. Компоненты реактивных сил, для которых строится управление, направле-
ны по трансверсали и бинормали в орбитальной системе координат. Предполагается, что неизбежно 
возникающие ошибки наведения могут быть скорректированы с помощью изменения длины троса 
или каким-либо другим способом. Приводится численный пример моделирования рассматриваемых 
процессов по нелинейным уравнениям движения, иллюстрирующий предлагаемую схему управления.
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В  настоящей работе рассматривается управле-
ние при сближении КТС с неуправляемым НКО 
на этапе ближнего наведения без анализа участка, 
обеспечивающего стыковку космических объектов. 
Предлагается схема приведения устройства захвата 
к неуправляемому НКО, которая включает несколь-
ко характерных участков: 1) коррекция орбиталь-
ных параметров активного КА (трос не развернут) 
с учетом длины троса, который предполагается ис-
пользовать, с целью перевода КА на промежуточ-
ную орбиту; 2) развертывание троса с устройством 
захвата в радиальном направлении с использовани-
ем известного закона управления [15]; 3) пассив-
ный участок движения развернутой КТС, который 
обеспечивает сближение устройства захвата с НКО 
в соответствии с законами орбитального движения; 
4) в случае необходимости изменение длины троса 
для компенсации неизбежно возникающих оши-
бок управления на предыдущих участках движе-
ния системы. На последнем участке, естественно, 
могут быть использованы и другие способы управ-
ления, дополняющие изменение длины троса, на-
пример, применяться автономный управляемый 
стыковочный модуль [16], имеющий возможность 
корректировать свое положение и скорость, что не 
изменяет предлагаемой общей схемы сближения. 
Понятно, что от длины троса и от отношения масс 
КА и устройства захвата, т. е. от положения центра 
масс КТС после ее развертывания, будет зависеть 
относительная скорость сближения КТС с  НКО, 
влияющая на дальнейшее движение КТС после за-
хвата НКО. Данная схема сближения может также 
использоваться совместно с сетью в виде “сочка” 
(англ. tethered sweep-net) [5], когда развернутая сеть 
подводится к НКО снизу или сверху. После неиде-
ального захвата НКО, когда относительные скоро-
сти космических объектов не совпадают, могут быть 
использованы методы гашения колебаний в КТС, 
например, разработанные в исследованиях [6, 17].

Постановка задачи

Принципиальная схема сближения КТС с НКО 
изображена на рис. 1, где f0  — начальное положе-
ние фиктивной точки на промежуточной орбите; 
f — конечное положением фиктивной точки в мо-
мент совмещения с ней КА для последующего раз-
вертывания КТС; ∆u0  — относительное угловое по-
ложение КА и фиктивной точки, которое выбира-
ется в процессе решения задачи. После окончания 
процесса выпуска троса КТС, который начинается 
в точке f, КТС сближается с НКО в соответствии 
с законами орбитального движения. Использова-
ние законов орбитального движения при сближе-
нии рассматриваемых объектов позволяет строить 
более экономичные схемы сближения КТС с НКО.

Предполагается, что активный КА (трос не раз-
вернут) после этапа дальнего наведения соверша-
ет движение по почти круговой орбите, имеющей 

параметры, близкие к параметрам орбиты НКО, 
за исключением их углового относительного по-
ложения, на которое не накладывается ограниче-
ний. Последнее обстоятельство влияет только на 
продолжительность пассивного участка движения 
КТС после ее развертывания, а значит на полное 
время сближения КТС с НКО. Пусть НКО имеет 
известные параметры орбиты: Ad  — большую по-
луось; ed  — эксцентриситет; ��d  — аргумент пе-
ригея; id  — наклонение; Wd — долготу восходяще
го узла; ϑd  — истинную аномалию. Предположим, 
что длина троса по окончанию его выпуска с КА 
равна Lk . Необходимо перевести КА на промежу-
точную орбиту такую, чтобы после развертывания 
троса концевое тело (устройство захвата), совер-
шая вместе с  КТС пассивное движение по этой 
орбите, через некоторое время оказалось в доста-
точно малой окрестности НКО. В данном случае 
пассивный участок движения КТС необходим, 
чтобы после развертывания троса было время для 
оценки вектора состояния системы и, следователь-
но, возможность коррекции движения устройства 
захвата, например, с помощью изменения длины 
троса. Предполагается, что равнодействующая 
реактивных сил имеет две составляющие: тран-
сверсальную относительно радиус-вектора КА 
в плоскости его движения и бинормальную, пер-
пендикулярную плоскости орбиты КА. Наличие 
последней составляющей обуславливается необхо-
димостью совмещения плоскостей движения КА 
и НКО перед выпуском троса. Задачи ориентации 
и стабилизации движения КА с целью обеспече-
ния заданного направления вектора тяги здесь не 
рассматриваются. Предполагается, что применяет-
ся непрерывное управление составляющими тяги, 
например, с помощью изменения секундного рас-
хода массы топлива. Программа перевода устрой-
ства захвата в  достаточную малую окрестность 
НКО строится с учетом минимизации затрат на 
управление. Минимизация затрат осуществляется, 
во‑первых, за счет выбора положения фиктивной 
точки, перемещающейся по промежуточной ор-
бите; во‑вторых, с помощью применения соответ-
ствующего критерия оптимальности при построе-
нии программ управления для составляющих тяги 

ÍÊÎ ÊÒÑ

ÊÀ∆u0
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Рис. 1. Схема сближения активного КА с неуправляе-
мым космическим объектом.
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при совмещении КА с фиктивной точкой. Участок 
развертывания КТС практически не увеличивает 
затрат на управление, так как регулирование при 
выпуске троса осуществляется управляющим меха-
низмом, который работает только на торможение 
с помощью изменения в нем силы трения троса 
(количества витков) на тормозном цилиндре [18]. 
Понятно, что затраты на управления существенно 
зависят от начального относительного положения 
КА и НКО, точнее от значения их параметров ор-
бит, в частности, от орбиты, по которой соверша-
ет движение КА после окончания этапа дальнего 
наведения. Особенно это касается случая, когда 
плоскости орбит КА и КО не совпадают, что, как 
известно, приводит к  увеличенным затратам на 
управление для обеспечения стыковки космиче-
ских объектов на орбите [19]. Однако, если в ре-
зультате навигационных измерений известно вза-
имное положение КА и НКО и их параметры ор-
бит, управление должно строиться в соответствии 
с этой информацией и обеспечивать оптимальный 
перевод устройства захвата в положение, близкое 
к положению неуправляемого НКО.

Все космические объекты рассматриваются 
здесь как материальные точки. Для построения ал-
горитмов управления при переходе КА на проме-
жуточную орбиту используются линеаризованные 
уравнения, записанные относительно характери-
стик движения фиктивной точки. Для сквозно-
го моделирования движения системы на всех пе-
речисленных участках применяются нелинейные 
уравнения движения, записанные в геоцентриче-
ской системе координат, которая здесь рассматри-
вается как инерциальная система.

Уравнения движения  
и их линеаризация

Уравнения движения для всех рассматриваемых 
здесь космических объектов записываются в пра-
вой геоцентрической системе координат OXYZ , 
где O  — геометрический центр Земли, ось OX  на-
правлена в восходящий узел орбиты, а ось OZ  — 
перпендикулярно плоскости орбиты НКО, которая 
считается неподвижной. Так, например, уравнения 
движения активного КА в этом случае имеют вид

	 R = R + F− µ R m3 , 	 (1)

где R = i + j + kx y z  — радиус-вектор центра масс 
КА; µ  — гравитационная постоянная; F  — вектор 
равнодействующей реактивных сил; m  — масса ак-
тивного КА до развертывания КТС; R R= d dt2 2/ ;  
t  — время. Уравнения движения для НКО запи-
сываются аналогично (отсутствуют только реактив-
ные силы).

Пусть выбраны орбитальные параметры 
фиктивной точки (используются аналогичные 

обозначения): Af , e f , ��f , i f , Wf, ϑ f . Связь 
между параметрами орбиты материальной точки 
и  ее компонентами (координатами и  скоростью 
x f , Vxf , y f , Vyf , z f , Vzf ) в системе координат 
OXYZ  определяется известными формулами [10]. 
С использованием стандартной матрицы частных 
производных запишем линеаризованную систему, 
описывающую движение активного КА относи-
тельно фиктивной точки

	 ξξ ξξ= B + Uξ, 	 (2)

гд е  ξ = ( ) ;∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆x V y V z Vx y z
T  ∆x x x f= − ;   

∆V V Vx x xf= − ;  ∆y y y f= − ;  ∆V V Vy y yf= − ;  
∆z z z f= − ;  ∆V V Vz z zf= − .

Матрица B  и вектор Uξ  имеют вид

	 B �

�

�

0 1 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0

21 23 25

41 43 45

61 63 65

B B B

B B B

B B B
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�
�
�
�
�
��

�

�

�
�
�
�
�
�
��

,	 (3)

	 U� �
�m F F Fx y z

T1 0 0 0( ) ,	 (4)

где B x Rf f21
31 3= − −µ( ) ;  B y Rf f43

31 3= − −µ( ) ;   

B z Rf f65
31 3= − −µ( ) ;  B B x y Rf f f21 41

33= = µ ;   

B B x z Rf f f25 61
33= = µ ;  B B y z Rf f f45 63

33= = µ ;   

x x Rf f f= ;  y y Rf f f= ;  z z Rf f f= ;  

R x y zf f f f= + +( )2 2 2 0 5.
;  Fx y z, ,  — проекции равно-

действующей реактивных сил на оси системы ко-
ординат OXYZ .

Линеаризованная система (2) интегрируется 
с учетом закона движения фиктивной точки, по-
этому компоненты матрицы B , отличные от нуля 
и единицы, зависят от времени.

Управление движением активного 
ка при переходе на промежуточную 

орбиту

Прежде чем строить программу управления дви-
жением КА при переходе на промежуточную орби-
ту необходимо определить ее параметры и положе-
ние на орбите фиктивной точки, с которой должен 
быть совмещен центр масс КА перед выпуском 
троса с устройством захвата. Предлагается осуще-
ствить выбор параметров промежуточной орбиты 
из следующих условий: e ef d= , � �� �f d� ,  
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i if d= , � �f d� , где e id d d d, , ,�� �  — известные 
параметры орбиты НКО. Равенство перечислен-
ных параметров приводит к совмещению плоско-
стей и линий апсид орбит КА и НКО. С другой сто-
роны, выбор величины большой полуоси Af  пред-
лагается осуществлять исходя из длины троса Lk , 
котор ая используется в   КТС. Поэтому 
A A Af d� � � , где Ad  — большая полуось пассив-

ного КА, �A m L mk� 1 ; m1  — масса активного КА 
после отделения от него устройства захвата (трос 
считается невесомым). Величина DA факти
чески определяет орбиту центра масс КТС после ее 
развертывания. Сближение устройства захвата 
с НКО осуществляется в зависимости от исходных 
параметров орбиты активного КА: с более низкой 
( �A � 0) или с  более высокой орбиты (�A � 0). 
Если �A � 0 , то выпуск троса с устройством захва-
та осуществляется вверх, центр масс КТС после ее 
формирования находится на более низкой орбите 
и на пассивном участке движения КТС “догоняет” 
НКА. Если �A � 0 , то имеет место противополож-
ный случай. Если предполагается, что механизм 
управления развертыванием троса не предназначен 
для втягивания троса обратно [15, 18], то можно 
принять �A m L mk� 1 , что представляется вполне 
логичным. Кроме того, имеет место удлинение 
троса за счет его растяжения, что также необходи-
мо учитывать при выборе ∆A .

Управление при переходе активного КА 
на промежуточную орбиту с  параметрами 
A e if f f f f, , , ,�� � , на которой происходит развер-

тывание КТС, осуществляется с использованием 
принципа Беллмана [20] и процедуры АКОР (ана-
литическое конструирования оптимальных регуля-
торов) [21]. Используется квадратичный критерий 
оптимальности

	 J h u h u dtT

t f

� � �� �� 1 1
2

2 2
2

0

�� ��D ,	 (5)

где h1 2 0, >  — весовые коэффициенты, определя-
ющие затраты на управление; D  — диагональная 
положительно определенная матрица весовых ко-
эффициентов, соответствующая ошибкам управле-
ния; u1 2,  — компоненты реактивных сил, заданные 
в орбитальной системе координат (по трансверса-
ли и бинормали).

С теоретической точки зрения t f � �  и после 
построения управления методом АКОР имеем 
асимптотическую устойчивость �� � 0  при t � �. 
Естественно, в прикладных задачах ограничивают-
ся случаем t f � �, где момент времени t f  зависит 
от заданной погрешности выполнения конечных 
условий движения системы.

Линеаризованную систему (2) можно перепи-
сать в стандартном виде для применения процеду-
ры АКОР

ξξ ξξ= B + M u,

где M =
N N N

N N N

T
11 21 31

12 22 32

0 0 0

0 0 0

�

�
�

�

�
� , N i jij , , ,=( )1 2 3  —  

компоненты матрицы N K�
�

�
�

�

�
�

�m
T

1 0 1 0

0 0 1
, K  —  

матрица перехода от орбитальной подвижной си-
стемы координат (оси — радиус-вектор, тран-
сверсаль, бинормаль) к системе координат OXYZ,  
u = ( , )u u T

1 2 . При этом компоненты матрицы K  
выражаются через координаты фиктивной точки 
в системе координат OXYZ  и зависят от времени.

Оптимальный регулятор с точки зрения мини-
мума критерия (5) имеет вид [21, 22]

	 u = qT ξξ ,	 (6)

где q A Mh= − −1, h =
h

h
1

2

0

0

�

�
�

�

�
�. Причем матрица A  

удовлетворяет матричному дифференциальному 
уравнению Риккати

	 d
dt

T TA = D AB B A AMh M A� � � � �1 .	 (7)

При решении уравнения Риккати (7) исполь-
зуется прием, связанный с обратным интегриро-
ванием [21]. В  этом случае полагается A( )t f = 0, 
при этом q( )t f = 0  и  u( )t f = 0, и проводится ин-
тегрирование с отрицательным шагом до момен-
та времени t = 0. Момент времени t f  выбирается 
в процессе решения задачи и должен быть согла-
сован с весовыми коэффициентами критерия оп-
тимальности (5), так как они определяют время 
окончания переходных процессов в системе и со-
ответственно затраты на управление. Здесь следует 
отметить, что матрица A  будет в каждый момент 
времени положительно определенной и обращать-
ся в ноль только в момент времени t f . Это опреде-
ляется видом правой части уравнения (7) и имеет 
теоретическое обоснование, так как известно [23], 
что при t � ��  решение матричного дифферен-
циального уравнения Риккати (7) при условии 
положительно определенности подынтегральной 
функции (5) есть положительно определенная ма-
трица. Матрица A  определяется функцией Белл-
мана W = Aξξ ξξT , которая в этом случае будет по-
ложительно определенной, и функцией Ляпунова 
для рассматриваемой задачи [20, 21], что обеспе-
чит совмещение активного КА с фиктивной точ-
кой на промежуточной орбите. В конечном итоге 
результатом описанных выше вычислений будет 
вектор коэффициентов регулирования q( )t , кото-
рый можно задать, например, в виде таблицы с не-
которой дискретностью по времени и разместить 
в запоминающем устройстве в системе управления 
движением КА. Вектор q( )t  однозначно опреде-
ляется выбранными параметрами промежуточной 
орбиты, весовыми коэффициентам критерия (5) 
и угловым положением на ней фиктивной точки, 
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определенной относительно положения КА. Пред-
полагается, что при переходе КА на промежуточ-
ную орбиту используется так называемое декарто-
вое непрерывное управление [11], когда, например, 
два реактивных двигателя располагаются вдоль 
продольной оси КА (они обеспечивают управляе-
мую тягу по трансверсали), а два других двигате-
ля имеют тягу, направленную перпендикулярно 
продольной оси (по бинормали). Вопросы стаби-
лизации движения КА относительно орбитальной 
подвижной системы координат, необходимой для 
рассматриваемой задачи, и решение навигацион-
ной задачи для определения отклонений коорди-
нат центра масс КА от координат фиктивной точки 
в настоящей работе не рассматриваются.

Численный пример перехода 
активного ка на промежуточную 

орбиту

В качестве численного примера рассматривается 
переход между эллиптическими орбитами, причем 
плоскости орбит активного и  пассивного КА  
не совпадают, что обуславливается различием их  
наклонений �i i id� �  и  значений долготы вос
ходящих узлов �� � �� � d. Отличаются также по-
ложения линий апсид �� � �� � �d . Исходные  
данные для численного моделирования перехода ак-
тивного КА на промежуточную орбиту приводятся 
в  таблице. Все параметры промежуточной  
орбиты совпадают с параметрами орбиты пассивно-
го КА, кроме большой полуоси, которая на  
�A � 0 , т. е. начальная орбита активного КА являет-
ся более низкой по сравнению с  орбитой НКО.  
Весовые коэффициенты для управления были при-
няты h D iii1 2 1 6, ,>> =( )  (табл.), т. е. критерий опти-
мальности (5) в  этом случае близок критерию,  
который доставляет минимум затрат на управле
ние. Поэтому переход на промежуточную орбиту за-
нимает достаточно большое время t Tf d= 1 7. , где  
Td  — орбитальный период НКО. Здесь необходимо 

отметить, что если положить D = 0 , то решение 
уравнения Риккати (7) при A t f( ) = 0  тривиально 
A = 0  и, естественно, не может быть использовано 

для построения управления. Что же касается соот-
ношения для весовых коэффициентов, определяю-
щих величину ошибок в управлении в плоскости 
и вне плоскости орбиты (D D D D11 22 33 44 0 05, , , .=  и 
D D55 66 0 4, .= ), то увеличенные коэффициенты для 
отклонений от плоскости орбиты НКО ∆ ∆z Vz,   
объясняются тем, что необходимо особенно точно 
(с малой погрешностью) обеспечить совмещение 
орбитальных плоскостей КА и НКО. Развертыва-
ние КТС в плоскости орбиты позволяет иметь до-
полнительную возможность с помощью изменения 
длины троса компенсировать неизбежно возникаю-
щие ошибки (в плоскости орбиты НКО), появив-
шиеся на предыдущем участке движения КА, так 
как оценка ∆A , полученная ранее и зависящая от 
длины троса Lk, является приближенной. На рис. 2 
приводятся переходные процессы, характеризую-
щие сближение КА с фиктивной точкой, перемеща-
ющейся по выбранной промежуточной орбите,  
где показано изменение всех компонент вектора 
�� = � � � � � �x V y V z Vx y z

T� �  от безразмерно-
го времени τ = t/Td. Здесь следует отметить, что ко-
нечные значения параметров, характеризующих от-
клонения от плоскости орбиты НКО, в данном слу-
чае являются малыми: �z � 0 7. м, �Vz � �10 3 м/c, 
что представляется необходимым условием даль-
нейшего движения КТС в плоскости орбиты при ее 
развертывании. Переходные процессы, представ-
ленные на рис. 2, определенные по линеаризован-
ной и  исходной нелинейной системе уравнений, 
в данном случае практически совпадают. Измене-
ние управлений u u1 2, , которые представляют собой 
реактивные силы в направлении трансверсали и би-
нормали, показано на рис. 3а, б. Так как в началь-
ный момент сразу после включения двигателей име-
ет место кратковременное увеличение значений 
тяги ( max u1 45= Н , max u2 57= Н ), представляется 

Таблица. Данные для численного моделирования перехода активного КА на промежуточную орбиту

Обозначение Название Величина
m m m, − 1 Масса КА, масса устройства захвата 1200 кг, 200 кг

A ed d, Большая полуось, эксцентриситет НКО 6878 км, 0.001

A e, Большая полуось, эксцентриситет КА 6868 км, 0.002

�A A Af� � Разница больших полуосей промежуточной орбиты и орбиты НКО 1.566 км

� ��i, Разница наклонений, разница долготы восходящих узлов КА и НКО 0.1, –0.1°

∆wπ Разница значений долготы перицентров КА и НКО 5°

h1, 2 Весовые коэффициенты критерия (5) для управления 0.25·105

D D11 44, Весовые коэффициенты для ошибок в управлении в плоскости орбиты 0.05

D D55 66, Весовые коэффициенты для ошибок в управлении вне плоскости орбиты 0.4
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Рис. 2. Переходные  процессы управления в геоцентрической системе координат.
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Рис. 3. Зависимости, характеризующие процесс сближения активного КА с неуправляемым космическим объектом 
до развертывания тросовой системы.
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возможным ввести соответствующее ограничение. 
На рис. 3в, г приводятся те же управления, но с уче-
том ограничений u u1 2 10, < Н, при этом свойство 
асимптотической устойчивости конечного состо
яния системы сохраняется. На рис.  3д показана  
проекция траектории активного КА на плоскость 
переходной орбиты. Траектория построена в орби
тальной подвижной системе координат (отклоне- 
ния Dx0, Dy0) относительно выбранной фиктивной 
точки (0, 0) на промежуточной орбите. Как было 
установлено, затраты на управление и соответствен-
но значения критерия оптимальности (5) су
щественно зависят при прочих равных условиях от 
относительного углового положения активного КА 
и выбираемой фиктивной точки, с которой проис-
ходит сближение КА. Это относительное угловое 
положение характеризуется разностью значений их 
аргументов широты Du0 в момент начала сближе-
ния. Фактически величина Du0 становится внешним 
параметром при решении оптимальной задачи 
управления, соответствующей критерию (5). Для  
рассматриваемого численного примера минимум 
критерия (5) при изменении значения параметра 
Du0 (после решения задачи оптимального управ
ления) достигается вблизи значения �u0 0� . Одна-
ко имеется небольшая асимметрия, так как значе-
ние, соответствующее минимуму критерия (5) 
�u0 0 05� �. , т. е. в момент начала сближения фик-
тивная точка должна находиться немного впереди 
активного КА. Зависимость J J u J� ( ) min� 0 , где 
min J  — минимальное значение критерия по Du0,  
J u( )∆ 0  — значение критерия при заданном Du0, при-
водится на рис.  3е. Как следует из рис.  3е, с  по
мощью правильного выбора параметра Du0 можно 
существенно уменьшить значения критерия опти-
мальности (5), которые получаются после решения 
задачи оптимального управления.

Развертывание тросовой системы 
и ее сближение с неуправляемым 

космическим объектом

После перехода активного КА на промежуточ
ную орбиту и его совмещения с фиктивной точкой 
происходит развертывание тросовой системы 
в вертикальное положение. При этом используется 
программа выпуска троса, построенная и обосно-
ванная в работе [15]. В соответствии с этой про-
граммой конечное вертикальное положение кос-
мической тросовой системы при заданной длине 
троса асимптотически устойчиво. Моделирование 
развертывания КТС осуществляется также в гео-
центрической системе координат OXYZ [15], при-
чем трос рассматривается как растяжимая односто-
ронняя невесомая механическая связь. Использо-
вание для моделирования уравнений движения 
КТС в системе координат OXYZ удобно для прове-
дения полного  совместного  скв озного 

моделирования рассматриваемого процесса сбли-
жения КА и  КТС с  НКО. После развертывания 
КТС имеет место пассивный участок движения си-
стемы, когда КТС “догоняет” НКО, так как центр 
масс КТС находится на более низкой орбите. По-
нятно, что в этом случае время начала сближения 
КА с фиктивной точкой и, следовательно, относи-
тельное угловое положение КА и НКА, должны 
быть выбраны так, чтобы по окончании разверты-
вания КТС существовал пассивный участок ее дви-
жения. Это нетрудно сделать, так как время сбли-
жения КА с фиктивной точкой и время разверты-
вания КТС (и соответственно угловая дальность) 
примерно известны заранее. Причем протяжен-
ность пассивного участка движения КТС должна 
быть выбрана так, чтобы было время принять ре-
шение о дополнительной коррекции длины троса 
или переменных состояния устройства захвата 
(если, например, используется активный автоном-
ный стыковочный модуль), для обеспечения 
успешной стыковки с НКО. На рис. 4а показаны 
траектории концевых тел КТС при ее развертыва-
нии относительно центра масс системы (0, 0) в вер-
тикальное положение с использованием програм-
мы управления [15], где ∆x1 2, , ∆y1 2,  — отклонения 
концевых точек от центра масс системы, темная  
точка — центр масс системы. Рисунки 4б, г харак-
теризуют пассивный участок движения КТС, на 
котором осуществляется ее сближение с НКО. На 
рис. 4б показано изменение расстояний концевых 
точек КТС до НКО, где сплошная линия — это из-
менение расстояния ∆r1 от устройства захвата до 
НКО. Рисунок 4в иллюстрирует сближение КТС  
с НКО (0, 0) (размерность по осям в километрах). 
На рис. 4г в увеличенном масштабе показано поло-
жение устройства захвата относительно НКО (раз-
мерность по осям в метрах) по окончании сближе-
ния КТС с  НКО. Конечное расстояние между 
устройством захвата и  НКО около 1  м. Следует  
отметить, что сам процесс захвата с учетом движе-
ния устройства захвата и НКО относительно своих 
центров масс, а может быть и активное управление 
устройством захвата с  целью компенсации неиз-
бежно возникающих ошибок управления на преды-
дущих участках движения системы (например, при  
развертывании КТС или при действии других воз-
мущений), в настоящей работе не рассматривается. 
Сквозное численное моделирование движения всех 
космических объектов (рис.  2–4), участвующих 
в процессе сближения КТС с НКО (КА до выпуска 
троса, развертывание и пассивное движение КТС, 
НКО), определение их относительного положения, 
было проведено с использованием исходных нели-
нейных уравнений движения (например (1)), запи-
санных в  геоцентрической системе координат 
OXYZ. При развертывании КТС использовалась мо-
дель движения с сосредоточенными параметрами, 
в  которой трос был невесомым и  прямолиней-
ным. Оценка правомерности данного допущения  
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может быть проведена с помощью математической 
модели, в которой трос представляется в виде сово-
купности материальных точек, связанных между 
собой упругими односторонними механическими 
связями, как это было сделано в исследовании [15]. 
В связи с этим можно заметить, что существенное 
различие результатов по обеим моделям [15] имело 
место при конечной длине троса 30 км и только 
в случае, когда использовалась программа управле-
ния, при которой трос отклонялся от вертикали на 
величину около 55° в своем конечном состоянии. 
В настоящем исследовании же используется про-
грамма управления для развертывания КТС в вер-
тикальное положение и окончательная длина троса 
сравнительно небольшая — 1879 м (трос имеет те же 
характеристики, что и в работе [15]), причем массы 
концевых тел существенно больше (более, чем на 
порядок). Поэтому масса троса в исследовании не 
учитывается, и  форма троса предполагается 
прямолинейной.

Заключение

В  работе предлагается схема сближения КТС 
с  некооперируемым космическим объектом на 
околокруговой орбите. Отличительной особен-
ностью рассматриваемой схемы представляется 
предварительный перевод активного КА, имею-
щего в составе тросовую систему (не развернутую) 
с  устройством захвата НКО, на промежуточную 
орбиту, параметры которой выбираются исходя из 
предполагаемой длины троса и орбитальных пара-
метров НКО. Перевод КА на промежуточную ор-
биту связан с совмещением КА с некоторой фик-
тивной точкой, перемещающейся по этой орбите, 
положение которой выбирается исходя из мини-
мизации затрат на управление. Естественно, пе-
ревод КА на промежуточную орбиту может быть 
осуществлен и с помощью другого способа управ-
ления, который будет соответствовать имеющим-
ся возможностям активного КА, что не изменяет 
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Рис. 4. Зависимости, характеризующие сближение тросовой системы с неуправляемым космическим объектом.
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общей предлагаемой схемы сближения с НКО. Вы-
бор параметров промежуточной орбиты и положе-
ния фиктивной точки на этой орбите обеспечива-
ют (имеется участок пассивного движения КТС) 
согласно законам орбитального движения сближе-
ние устройства захвата с НКО. Возможность реали-
зации предлагаемой схемы сближения КТС с НКО 
подтверждается численным примером сквозного 
моделирования, включающего все этапы рассма-
триваемого процесса. Более детальное рассмотре-
ние предлагаемой схемы сближения КТС с НКО, 
а именно, с более подробным учетом возмущений 
(например, нецентральности гравитационного 
поля Земли), с анализом и со стабилизацией угло-
вых движений твердых тел, участвующих в процес-
се сближения, навигационных определений и т. д. 
требует отдельного рассмотрения.
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Введение

Как известно, для многих малых небесных тел, 
прежде всего для тел небольших размеров, харак-
терны нерегулярная форма и  сложное распреде-
ление масс. Поэтому при исследовании движения 
в окрестности таких тел приходится уделять особое 
внимание особенностям потенциала притяжения. 
Для описания такого потенциала, как правило, 
используют приближения, опирающиеся либо на 
ряды Лапласа (см., например, работу [1], а также 
пособие [2] и цитируемую там литературу), либо на 
метод, известный как метод Вернера — Ширса ([3–
5], см. также публикацию [6]), либо на так называ-
емые масконы (см., например, работу [7]). Сравни-
тельный анализ применяемых методов предложен, 
в частности, в статье [8].

В настоящей работе основное внимание сосредо-
точено на восходящем к Максвеллу подходе [9–11], 
предусматривающем использование мультиполей 
для представления потенциалов, в частности, потен-
циала поля притяжения. Ставится задача отыскания 
направлений, вдоль которых при задании мультипо-
лей осуществляется дифференцирование, а также 
мультипольных моментов. Соответствующие вычис-
ления для различных, вплоть до четвертого порядка, 
мультиполей выполняются для астероида (433) Эрос.

Потенциал мультиполя

Пусть f x x xn1 2, , ,…( )  — бесконечно дифферен-
цируемая скалярная функция, зависящая от n  ска-
лярных переменных, h = …( , , , )h h hn

T
1 2  — вектор 

в пространстве Rn
nx x x( )., , ,1 2 … . Величину

DOI: 10.31857/S0023420624030077,  EDN: JJVEWH

Для астероида (433) Эрос определяется мультипольное представление потенциала вплоть до муль-
типолей четвертого порядка. Полученное выражение для потенциала используется при построении 
областей возможного движения космического аппарата в окрестности этого небесного тела.
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Мультипольное представление поля притяжения 
астероида (433) Эрос
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Понятно, что производная по направлению любо-
го порядка от гармонической функции — вновь гармо-
ническая функция, см., например, исследование [10].
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,  характеризу-

ют потенциал специального точечного объекта — 
мультиполя k-го порядка, располагающегося в на-
чале системы координат.
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Гравитационный потенциал 
тела как линейная комбинация 

потенциалов мультиполей

Пусть   — произвольное твердое тело массы M. 
Обозначим Ox x x1 2 3  связанную с ним прямоуголь-
ную систему координат. Потенциал создаваемого 
им поля силы ньютоновского притяжения U ( )r  
в точке P OP r r r T: ( , , )

� ���
= =r 1 2 3  определяется как

U G
dM

( )
( )

( , )
,r

x

r x r x
= −

− −∫∫∫ 1 2


где G   — гравитационная постоянная; dM( )x   — 
элемент массы в точке тела, задаваемой вектором 
x = ( , , ) .x x x T

1 2 3  Интегрирование осуществляется 
по всему телу .

Как известно (см., например, публикации [1, 
12]), во внешних по отношению к телу   точках 
пространства потенциал может быть представлен 
в виде разложения:
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(интегралы инерции) порядка n,  либо, соглас-
но Максвеллу [9] (см. также публикации [10–12]), 
в виде
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где ∂
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  — дифференцирование вдоль единич-

ного вектора hk k k k
T= ( )α β γ, , ,  α β γk k k

2 2 2 1+ + = ,  
k n= …( )1 2, , , ,  pn  — постоянные положительные 

величины, характеризующие распределение масс 
в теле. Функции (2) — гармонические: они удов-
летворяют уравнению Лапласа. Эти функции опре-
деляют потенциал мультиполя n-го порядка. По-
стоянные pn  называют моментами функции Yn( ),r  
векторы hi  — ее осями. Свойствам мультиполей 
и их физической интерпретации посвящены мно-
гочисленные исследования (см., например, [9–12]).

Для каждого конкретного тела, в  нашем слу-
чае — для астероида (433) Эрос — ставится задача 
определения направлений hk  и моментов pk .

Последовательность вычисления 
осей мультиполя и его момента

Согласно Сильвестру [13, 14] (см. также статью 
[10]), вычисление осей мультиполя сводится к ре-
шению системы алгебраических уравнений
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где величина Yn( )r  определяется соотношением (1). 
Обращаясь к исследованию [11], для решения си-
стемы (3) выполним подстановку
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i = −1.  В  результате рациональной параметри-
зации (4) второе из уравнений системы (3) ока-
зывается выполненным тождественно, и  задача 
сводится к  изучению первого из уравнений си-
стемы (3), с новыми переменными имеющего вид 
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многочлена P un2 ( )  степени 2n  относительно пере-
менной u  с комплексными коэффициентами.

Для всех различных пар корней u1  и  u2  многоч-
лена P un2 ( ),  рассмотрим формы
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линейные относительно r r r1 2 3, , .  Выберем из них 
лишь те, для которых коэффициенты A,  B  и  C  
из соотношения (5) являются вещественными. 
Согласно работам [11–14], таких пар будет ров-
но n.  Обозначим отвечающие им коэффициенты 
( , , ),A B Ck k k  k n= 1,...,  соответственно. Тогда оси 
мультиполей определяются соотношениями
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Теперь, когда оси мультиполей определены, 
можно вычислить мультипольные моменты pn.  
Для этого приравнивают правые части соотноше-
ний (1) и (2). Величины pn  определяются из соот-
ношений, получающихся в результате подстанов-
ки координат произвольной точки пространства, 
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а также вычисленных осей. Принимая во внима-
ние то обстоятельство, что момент pn  должен быть 
положительной величиной [10, 11], в случае необ-
ходимости изменяют направление одного из векто-
ров hk  на противоположное.

Пример. Астероид (433) Эрос

С помощью описанного выше подхода, постро-
им мультипольное представление потенциала гра-
витационного поля астероида (433) Эрос вплоть до 
порядка n = 4.

Для вычисления инерциальных характеристик 
астероида (433) Эрос в предположении о постоян-
стве его плотности ρ = 2640 3кг м  используется 
предложенная в публикации [15] триангуляцион-
ная сетка, содержащая 856 вершин и 1708 граней, 
заданных в некоторой жестко связанной с астеро-
идом системе координат Ox x x1 2 3.

В рамках принятой модели эффективный радиус 
тела, т. е. радиус сферы, объем которой равен объе-
му тела, равен Re = 8 41. .км  В работе [16] (см. также 
статью [17]), приведены моменты инерции астерои-
да (433) Эрос вплоть до четвертого порядка. Исполь-
зуя эти значения, определим оси соответствующих 
мультиполей и их моменты. Отметим, что выполнен 
пересчет координат вершин сетки; и оси, в которых 
теперь она задана, являются главными центральны-
ми осями инерции. Алгебраические уравнения
	 P un2 0( ) ,=  n = 1 2 3 4, , , � 	 (7)
имеют следующий явный вид:

P u uu2 10
2

11 10 0( ) ,= + − =σ σ σ  σ10 100 001= −I iI ,  
σ11 0102= − I ;
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4

21
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21 20 0( ) ,= + + − + =σ σ σ σ σ

σ20 002 200 101
3
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Здесь и далее черта над коэффициентом означа-
ет операцию комплексного сопряжения.

Так как начало системы координат совпадает 
с  центром масс астероида, то Y1 0( ) ,r ≡  поэтому 
и момент p1  тоже тожественно равен нулю.

Каждое из уравнений (7) рассматривалось от-
дельно и решалось численно для значений пара-
метров, присущих астероиду (433) Эрос.

Анализ линейных форм (5) позволяет полу-
чить следующие моменты и  координаты осей 
мультиполей:

p2 1 1 1

2

0 8326403869 0 9897492417 0 0 1428160988= = = =
=

. , . , , . ,α β γ
α

� �
��

� �
0 9897492417 0 0 1428160988

0 3687158871
2 2

3 1

. , , . ,

. ,

β γ
α

= = −
= =p �� �

�
0 9973167777 0 0719499141 0 0135075931

0 99
1 1

2

. , . , . ,

.

β γ
α

= =−
=− 993422577 0 0231732690 0 0278935827

0 24793966
1 1

3

, . , . ,

.

β γ
α

= = −
= � � 551 0 9578998050 0 1447545721

1 283187187 0
3 3

4 1

, . , . ,

. ,

β γ
α

= = −
= =−p � .. , . , . ,

.

9948508619 0 0216591256 0 0990083078

0 98387
1 1

2

β γ
α

= =
=−

�
� 007721 0 0240519691 0 1772563301

0 9199623237
1 1

3

, . , . ,

. ,

β γ
α β

= = −
= � 33 3

4 4

0 1292685232 0 3700796830

0 8948489024 0 0700

= =
= =

. , . ,

. , .

γ
α β� 7769894 0 44083404734, . .γ = −



	 космические исследования      том 62      № 3      2024

298	 Буров, Никонов

Здесь мультипольные моменты pn  представле-
ны в безразмерном виде — их размерные величины 
′pn  отнесены к массе астероида и к эффективному 

радиусу Re,  взятому в соответствующей степени: 
p p mRn n e

n= ′ ( ).
Замечание. Представляет интерес механическая 

интерпретация найденных полюсов и сопоставле-
ние мест их расположения с топографической кар-
той астероида (433) Эрос [18]. Этому вопросу пред-
полагается посвятить отдельное исследование.

Чувствительность значений моментов инерции 
различных порядков астероида (433) Эрос при пе-
реходе от более грубых к более точным сеткам ис-
следовалась в работе [16]. Чувствительность поло-
жений осей мультиполей и значений мультиполь-
ных моментов к калибру сетки в настоящей работе 
не обсуждается.

Измененный потенциал, точки 
либрации и области возможного 

движения

Измененный потенциал
Рассмотрим космический аппарат (КА), совер-

шающий движение в окрестности астроида. Пред-
положим, что астероид совершает равномерное 
вращение вокруг главной оси инерции, отвеча-
ющей наибольшему моменту инерции, с угловой 
скоростью ω.  Положим массу КА, равной едини-
це. В системе отсчета Ox x x1 2 3,  равномерно враща-
ющейся вместе с астероидом около оси Ox3  с пе-
риодом T = 5 27. ,ч  кинетическая энергия КА имеет 
вид:

E r r r r r r r Uk c= + +( ) + − −
1
2 1

2
2
2

3
2

1 2 1 2    ω( ) ,

где

U r rc = − +( )1
2

2
1
2

2
2ω  —

потенциал центробежных сил. Ограничиваясь рас-
смотрением мультиполей вплоть до четвертого по-
рядка, потенциал притяжения примем приближен-
но равным
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где, сообразно постановке задачи, величина k  бу-
дет принимать значения от 2 до 4. Функция

0 1
2

2
2

3
21

2
= + +( ) +  r r r Ua,  U U U ha c N= − + =  —

интеграл Пенлеве–Якоби.

Точки либрации
Для вращающегося гравитирующего тела под 

точками либрации понимают положения равнове-
сия относительно системы отсчета, вращающейся 
вместе с этим телом. Точкам либрации отвечают 
критические точки приведенного потенциала, со-
стоящего из потенциала центробежных сил и по-
тенциала ньютоновского притяжения.

Осуществим сравнение координат точек либра-
ции, вычисленных при k = 2  и  k = 4  (во втором 
и четвертом приближении потенциала1), с резуль-
татами из статьи [19], где точки либрации вычис-
лялись для потенциала Вернера — Ширса. Имеем:
для коллинеарной точки E1 (табл. 1):
Таблица 1.

Координаты, км r1 r2 r3

k = 2 –18.36045 –2.14939 0.08234
k = 4 –19.07455 –1.58843 0.06202
[19] –19.72858 –3.38644 0.13237

Для коллинеарной точки E2  (табл. 2):
Таблица 2.

Координаты, км r1 r2 r3

k = 2 18.12444 –2.49167 0.09062
k = 4 18.92920 –0.99672 0.06751
[19] 19.15600 –2.65188 0.14298

Замечание. Коллинеарные точки либрации рас-
полагаются вне экваториальной плоскости.

Внутри описанной около небесного тела сферы, 
известной как сфера Бриллюэна, имеются пробле-
мы со сходимостью рядов, приближающих потен-
циал притяжения. Поэтому нет оснований для того, 
чтобы считать получаемые в результате вычисле-
ний координаты треугольных точек либрации до-
стоверными. Выполненные вычисления показыва-
ют, что получающиеся для применяемых при вы-
числениях приближений потенциала треугольные 
точки либрации оказываются внутри сферы Брил-
люэна, радиус которой приблизительно составляет 
16 км [15]. Согласно исследованию [19] треуголь-
ные точки либрации имеют координаты (табл. 3).

Таблица 3.

Координаты, км r1 r2 r3

E3 –0.48407 14.72470 –0.06316
E4 –0.46166 –13.96640 –0.07438

1 Вычисления показывают, что применение третьего при-
ближения потенциала дает результаты, мало отличающи-
еся от результатов, полученных во втором приближении. 
Результаты этих вычислений в дальнейшем не приводятся.
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Для сравнения полученных результатов с  ре-
зультатами из публикации [19] воспользуемся 
соотношением

δ
ρ ρ

=
− + − + −( ) ( ) ( )

,
,* *

*

r r r r r r1 1
2

2 2
2

3 3
2


min( )

 

ρ = + +r r r1
2

2
2

3
2 ,  ρ* * * * ,= + +r r r1

2
2
2

3
2

где величины со звездочкой взяты из работы [19]. 
Результаты вычислений приведены в табл. 4.

Таблица 4.

δ k = 2 k = 4

E1 0.0998 0.1000
E2 0.0571 0.0882

Замечание. На первый взгляд, результаты вы-
числений, приведенные в последней из таблиц, па-
радоксальны. Хотя, как можно видеть, отклонение 
положений точек либрации, вычисленных с помо-
щью мультипольных приближений, от положений, 
вычисленных с помощью метода Вернера — Шир-
са, находится в пределах 10 %, результаты, полу-
ченные во втором приближении, более точны, чем 
результаты, полученные в четвертом приближении. 
Это обстоятельство заслуживает более тщательно-
го, отдельного изучения. Среди причин наблюда-
емых парадоксальных отклонений могут оказать-
ся, в частности, достаточно медленная сходимость 
(или вообще, расходимость) рядов, составленных 
из мультиполей. Исследованию общих вопросов 
сходимости и расходимости мультипольных при-
ближений посвящен ряд работ (см., например, [20, 
21]). Эта, в общем случае, теоретическая тематика, 
далеко выходит за рамки настоящей работы.

Области возможного движения
Измененный потенциал и постоянная интегра-

ла Пенлеве–Якоби определяют области возможно-
го движения

Σh aU r r r h: , , ,( )1 2 3 ≤

ограниченные поверхностями

∂ =Σh aU r r r h: , , .( )1 2 3

Для изображения областей возможного движе-
ния обычно используют те или иные их сечения. 
Ограничимся изображением сечения плоскостью, 
проходящей через коллинеарные точки либрации 
и  ортогональной оси вращения астероида. Эти 

тройки изображены на рис. 1. Полужирные окруж-
ности на рисунках — сечения сферы, описанной 
около астероида. Нетрудно видеть, что вычис-
ленные коллинеарные точки либрации находят-
ся вблизи этой сферы, чем и может быть вызвано 
описанное выше парадоксальное снижение точно-
сти с увеличением порядка приближения.

Некоторые замечания
Вообще говоря, мультиполь n-го порядка яв-

ляется классическим объектом исследований не 
только в земной геодезии [22, 23] (см. также ста-
тью [24]) и в описании межмолекулярных взаимо-
действий (см., например, работу [25]2), но и при 
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Рис. 1. Сечения поверхностей уровня плоскостями, 
проходящими через точки либрации E1 (сверху) и E2 
(снизу) и параллельными плоскости Ox1x2 для четвер-
того приближения потенциала.

2 См. также в работе [26] весьма экзотический пример при-
менения мультиполей в динамике человеческого тела.
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решении уравнений математической физики со 
сложными граничными условиями (см., например, 
публикации [27, 28]). Заметим, что при решении 
таких задач большие усилия тратятся не только на 
исследование сходимости возникающих рядов, но 
и на изучение полноты системы функций, по кото-
рым осуществляется разложение.

При решении задач моделирования динамики 
многих частиц с помощью мультипольных подхо-
дов (см., например, уже упоминавшиеся работы 
[20, 21]) особо актуален вопрос о требующихся для 
исследования вычислительных ресурсах. В рассма-
триваемом классе задач о мультипольных прибли-
жениях потенциала притяжения астероидов оче-
видны как минимум два фактора, сказывающих-
ся как на объеме, так и на быстроте вычислений. 
Первый из них обусловлен калибром разбиения, 
а вместе с ним и числом узлов, ребер и граней три-
ангуляционных сеток, задающих приближение по-
верхности астероидов. Эти величины, как правило, 
фиксированы и определены результатами обработ-
ки фотометрических наблюдений, на основе кото-
рых выполняется построение таких сеток. Другой 
фактор связан с порядком мультипольного прибли-
жения потенциала: объем вычислений возрастает 
с ростом порядка аппроксимации. Оценка измене-
ния объема вычислений с ростом такого порядка 
в настоящей работе не проводилась.

Как известно, астероид (433) Эрос относят 
к небесным телам, совершающим одночастотное 
вращение. Представляет интерес решение задачи 
о верификации с помощью сведений о точках ли-
брации полей притяжения небесных тел, соверша-
ющих прецессионные движения (см., например, 
работы [29–32]). Общая теория, касающаяся опре-
деления свойств точек либрации для такой задачи 
развивалась в исследованиях [33, 34].

Заключение

В работе воспроизведен восходящий к Максвел-
лу и Сильвестру подход к определению приближен-
ного выражения для потенциала гравитационного 
притяжения с помощью мультипольных разложе-
ний. С помощью такого подхода для поля притя-
жения астероида (433) Эрос определены мультипо-
ли вплоть до четвертого порядка. Построены не-
которые сечения областей возможного движения. 
Затронут вопрос о чувствительности результатов 
к порядку приближения.

Остается открытым вопрос о том, каким точкам 
на поверхности (“на карте”) астероида отвечают 
направления вычисленных мультиполей.
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Введение

При исследовании космического пространства 
может возникнуть необходимость в перемещении 
грузов между рукотворными космическими объ-
ектами, расположенными достаточно близко. Ис-
пользование для такой транспортировки движите-
лей, использующих солнечную радиацию, является 
способом, позволяющим удешевить космическую 
миссию за счет сокращения необходимых запасов 
топлива и уменьшения в целом служебных систем, 
в состав которых входит топливный отдел косми-
ческого аппарата (КА) [1]. В настоящее время уже 
можно сказать, что солнечные паруса успешно 
вошли в космическую практику [2–4]. В опубли-
кованных к настоящему времени теоретических 
исследованиях (не претендуя на полноту цитиро-
вания, упомянем работы [5–12]) обосновывают-
ся многочисленные возможности использования 
солнечного паруса. В частности, указывается, что 
радиационный движитель применим для меж-
планетных перелетов (например, публикации [6, 
13]), когда, располагая плоскость паруса под углом 
к солнечным лучам, можно изменять перигелий 
орбиты, тем самым удаляясь от Солнца или при-
ближаясь к нему. Однако солнечный парус сам по 

себе не может создавать ускорение, направленное 
не под острым углом по отношению к солнечным 
лучам. Этот факт, казалось бы, становится непрео-
долимым препятствием для парусного сообщения 
между близко расположенными искусственными 
гелиоцентрическими объектами. Проблема движе-
ния “против ветра”, в данном случае солнечного, 
может быть решена, если движение будет осущест-
вляться вдоль троса, соединяющего эти объекты. 
Трос в этом случае будет исполнять ту же роль, что 
и киль морского парусного судна [14, 15].

В  настоящей работе рассматривается модель-
ная задача движения легкого космического аппа-
рата, оснащенного идеальным солнечным парусом, 
вдоль троса, концы которого закреплены на двух 
массивных гелиоцентрических комических стан-
циях. При этом станции перемещаются по одной 
гелиоцентрической орбите на расстоянии порядка 
1 а. е. от Солнца и расположены достаточно близко 
(от нескольких до нескольких сотен километров) 
друг от друга, а трос считается невесомым, идеаль-
но гибким и нерастяжимым. Длина троса предпо-
лагается превосходящей расстояние между точками 
закрепления. В этом случае движение КА с пару-
сом ограничено некоторым эллипсоидом вращения 

DOI: 10.31857/S0023420624030087,  EDN: JJNLXZ

Рассматривается возможность перемещения грузов вдоль троса, связывающего две тяжелые косми-
ческие станции, посредством космического аппарата (КА) с управляемым солнечным парусом без 
затрат топлива. Динамика относительного движения КА изучается в рамках модельной задачи, пред-
полагающей, что станции движутся по одной гелиоцентрической орбите, солнечный парус являет-
ся идеальной отражающей плоской панелью, а трос реализует идеальную одностороннюю леерную 
связь, ограничивающую относительное движение КА некоторым эллипсоидом. Указывается, что если 
расстояние между станциями достаточно мало, а отношение площади паруса к массе КА имеет тот же 
порядок, что и в уже реализованных космических миссиях, то солнечная радиация является основным 
фактором, определяющим движение КА в орбитальной системе отсчета. Решается задача определе-
ния всех пар точек эллипсоида в плоскости орбиты станций, между которыми возможно переме-
щение с постоянно ориентированным парусом. Оценивается время перелета КА между вершинами 
эллипсоида, соответствующими его большой полуоси, при парусе, ориентированном ортогонально 
солнечным лучам с нулевой начальной скоростью. Также оценивается минимально возможное время 
такого перелета при соответствующем законе управления положением паруса, в том числе для нуле-
вых начальной и конечной скоростей.
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с фокусами на станциях, реализующим идеальную 
одностороннюю леерную [16, 17] связь. Кроме того, 
отклонение КА от орбиты станций не превышает 
величину порядка 10–6 от большой полуоси этой 
орбиты, а угловая скорость орбитальной системы 
отсчета может быть оценена как 2·10–7 с–1. Поэто-
му, при малой продолжительности перелета КА, 
неинерциальностью орбитальной системы отсчета 
можно пренебречь. Предполагается также, что дви-
жение КА не оказывает существенного влияния на 
движение станций. Оправданием этого предполо-
жения выступает тот факт, что, как будет показано 
ниже, максимальное натяжение троса определяет-
ся центростремительным ускорением КА в орби-
тальной системе отсчета и в большинстве случаев 
составляет менее 1 Н. Таким образом, необходи-
мый трос в  буквальном смысле является нитью, 
чья масса незначительна по сравнению с массой 
всей конструкции. Заметим, что в реальной ситуа-
ции трос будет оказывать разнонаправленное вли-
яние на станции. Для компенсации такого влияния 
могли бы быть полезны солнечные паруса, развер-
нутые непосредственно на станциях.

В работе изучаются перелеты КА между верши-
нами эллипсоида, соответствующими его большой 
полуоси, вдоль дуги, образуемой пересечением эл-
липсоида и плоскости орбиты станций. Рассматри-
ваются перелеты с постоянно ориентированным 
парусом, с  парусом, в  каждой точке траектории 
ориентированным так, чтобы обеспечить мини-
мальную продолжительность перелета. При этом 
последняя оценивается для нулевой начальной 
и, в большинстве случаев, нулевой конечной ско-
рости. Определяется оптимальная с точки зрения 
продолжительности перелета длина троса. Уста-
навливается, что для станций, расположенных на 
расстоянии 2…200 км друг от друга, минимально 
возможное время перелета КА с характеристиками 
паруса, как в уже реализованных миссиях, может 
составлять несколько часов, что вполне приемлемо 
с учетом отсутствия топливных затрат. Также при-
водятся некоторые рекомендации для практиче-
ской реализации рассматриваемых перелетов.

Постановка модельной задачи 
и уравнения движения

Будем изучать движение космического аппарата 
A массой m, оснащенного идеально отражающим 
плоским солнечным парусом площадью S, способ-
ного передвигаться вдоль троса длиной 2a с конца-
ми, закрепленными в точках F1  и  F2 , находящихся 
на расстоянии 2c друг от друга и принадлежащих 
соответственно двум тяжелым гелиоцентрическим 
станциям, описывающим одну и ту же орбиту. Бу-
дем предполагать, что влияние аппарата на движе-
ние станций незначительно, т. е. точки F1 и F2 не-
подвижны в орбитальной системе отсчета. В этом 

случае движение аппарата A будет ограничено эл-
липсоидом вращения с фокусами F1 и F2, большой 
полуосью a и эксцентриситетом e c a=  (рис. 1).

Будем считать, что прямая F1F2 всегда перпен-
дикулярна солнечным лучам. Для описания дви-
жения аппарата A относительно станций будем ис-
пользовать правую декартову прямоугольную си-
стему координат Oxyz , где O — середина отрезка 
F1F2, Ox  направлена от Солнца, т. е. по направле-
нию солнечных лучей, Oy  направлена по прямой 
F1F2 так, что точка F1 имеет положительную коор-
динату по этой оси. Без ограничения общности 
можно считать, что Oy  направлена в сторону дви-
жения космических станций. Тогда координаты x, 
y, z аппарата A в течение всего времени движения 
должны подчиняться неравенству

	 f x y z
x

b
y

z

b
( , , ) ,� � � �

2

2
2

2

2
1 �  b a c� �2 2 , 	 (1)

задающему идеальную одностороннюю леерную 
[16, 17] связь. Следуя исследованиям [14, 15], будем 
предполагать, что станции находятся на расстоя-
нии порядка 1 а. е. от Солнца, расстояние между 
ними не превышает нескольких километров и от-
ношение S m  имеет тот же порядок, что и у аппа-
ратов уже реализованных миссий. В этом случае 
отношение максимально возможной величины 
силы солнечной радиации, действующей на парус, 
к абсолютной величине разности силы тяготения 
Солнца и переносной силы инерции, действующих 
на аппарат A, соответствует величине порядка 105–
106, так как расстояние от КА до орбиты станций 
не превышает 10–6 ее полуоси. Поэтому в рамках 
модельной задачи в уравнениях движения могут 
быть учтены только сила солнечной радиации FS 
и кориолисова сила Fc. Величина Fc при относи-
тельной скорости порядка нескольких метров в се-
кунду будет превосходить разность отброшенной 
силы притяжения и центробежной силы на 3…4 
порядка и может быть лишь немного меньше FS. 
Например, при m = 1000 кг , S = 1000 2м  и  отно-
сительной скорости аппарата в 1 м/с, кориолисо-
ва сила оценивается в  4 10 4� � Н, а  FS � � �9 10 3 Н

x
n

y

V1 V2

F1 F2O

A

Рис. 1. Космическая система с солнечным парусом.
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. Поэтому кориолисова сила должна быть учтена 
в уравнениях движения. Однако в рассматривае-
мой ситуации сила Кориолиса лежит в плоскости 
орбиты станций и перпендикулярна скорости ап-
парата с солнечным парусом. Эта сила не может 
вывести аппарат из данной плоскости и, в то же 
время, не может изменить скорость, так как траек-
тория движения определена геометрическим огра-
ничением, т. е. тросом. Тем не менее, при очень ма-
леньких относительной скорости ускорение, соз-
даваемое кориолисовой силой, может превышать 
центростремительное ускорение. Поэтому, чтобы 
компенсировать влияние Fc и обеспечить ненуле-
вое натяжение троса, в начале и в конце движения 
в течение нескольких секунд необходимо распола-
гать нормаль к солнечному парусу под углом ~135° 
к внутренней нормали к траектории.

Используя стандартную модель идеального 
солнечного паруса [6], примем F nS xPSn= 2 ,  где 
P — характерная величина солнечного давления  
(P � � �9 10 6 2Н м  на расстоянии 1 а. е. от Солнца); 
n( , , )n n nx y z  — орт направления нормали к плоско-
сти паруса; n n nx y z, ,  — направляющие косинусы 
этой нормали в  Oxyz , nx ≥ 0  по смыслу задачи. 
В тоже время Fc m r= −2 [ , ]ω � , где ω — угловая ско-
рость орбитальной системы отсчета Oxyz, r = OA —  
радиус-вектор точки A. Тогда уравнения движения 
аппарата A в орбитальной системе отсчета могут 
быть записаны в форме уравнений с множителем 
Лагранжа λ  как

	 r n
r

= − [ ] + ∂
∂

P
S
m

n r
f

x
2 2 ω λ, . 	 (2)

Здесь � � 0, если аппарат A находится внутри 
эллипсоида, и  � � 0 , если на его поверхности. 
Считая большую полуось a эллипсоида (1) еди-
ницей безразмерной длины и  обозначая штри-
хом ( )   ′  производную по безразмерному времени 

� �
PS
am

t
( )

, перепишем выражение (2) в виде

	 ′′ = − ′  + ∂
∂

r n e r
r

n
f

x z
2 2ε λ, ,

�
	 (3)

где ε ω am PS( ) ; ez — орт оси Oz; λ имеет тот же 

смысл, что и  λ; f
x z

e
y�

�

�
� �

( )

( )

2 2

2
2

1
1 . Отметим, 

что в описанной выше ситуации ε  составляет ве-
личину порядка 10–4…10–3.

Заметим, что если во все время движения nz = 0,  
т. е. нормаль к  солнечному парусу параллельна 
плоскости орбиты станций, то уравнение (3) допу-
скает интегральное многообразие z = 0, т. е. мно-
гообразие движений аппарата A в плоскости Oxy .  
В  дальнейшем ограничимся только такими дви-
жениями. Более того, будем рассматривать только 
движения по эллипсу, являющемуся пересечением 

эллипсоида (1) с плоскостью �Oxy . В этом случае 
уравнение (3) упрощается:

	 1
2

2�( , ) ( ),′ ′ ′ = ′r r n, rnx 	 (4)

причем обязательное в этом случае условие непо-
ложительности множителя Лагранжа λ  может быть 
записано как

	 ′
−

+ ′ + ∂
∂







− ∂
∂







≥′
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e
y

n f fx
z

2

2
2

2

1 2
0n

r
e r

r
, [ , ], .ε 	 (5)

Отметим, что последнее слагаемое в левой части 
выражения (5) при скорости аппарата A  относи-
тельно станций, не превышающей нескольких ме-
тров в секунду с учетом уже сделанных предполо-
жений, можно считать незначительным. Таким об-
разом, в описываемой ситуации неинерциальность 
орбитальной системы отсчета слабо влияет на дви-
жения по границе эллипсоида (1) в плоскости ор-
биты станции и в рамках модельной задачи может 
не учитываться. Заметим также, что в этом случае 
условие (5) заведомо выполняется, если угол между 
нормалью к парусу и внешней нормалью к эллип-
соиду (1) является острым.

Нетрудно проверить, что если направление нор-
мали n определяется только положением аппарата 
A, то уравнение (5) допускает интеграл энергии

	 1
2

2 2 2( ) ( )� � � � � � ��x y n n dx n dy hx x y const.	 (6)

Движение с неизменно 
направленной нормалью к парусу

Если во все время движения направление нор-
мали n  не меняется по отношению к орбитальным 
осям, то интеграл (6) может быть записан как

	 1
2

2 2 2( ) ( )� � � � � �x y n n x n y hx x y .	 (7)

Анализируя это равенство, можно показать, что 
если движение начинается с  нулевой скоростью 
из некоторой точки A1  на границе эллипсоида (1) 
в плоскости орбиты станций с неизменно ориен-
тированной по отношению к орбитальным осям 
и параллельной этой плоскости нормалью к сол-
нечному парусу, то возможны только две ситуации. 
Аппарат A или покинет границу эллипсоида, или 
возникнут колебания по дуге эллипса

	 x

e
y

2

2
2

1
1

�
� � 	 (8)

между A1  и точкой A2  такой, что прямая A A1 2  ор-
тогональна  n (рис. 2).

Если в условии (5) пренебречь слагаемым, со-
держащим ε, то такие колебания (с учетом того, 
что как в  A1 , так и в  A2  относительная скорость 
аппарата A равна 0) будут возможны, только если 
в  обеих точках угол между внешней нормалью 
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к эллипсоиду (1) и нормалью к парусу n будет не 
более чем прямым. В то же время, если как в A1, так 
и в A2 этот угол будет острым и дуга A1A2 составляет 
менее половины эллипса (8), скалярное произве-
дение n r, /∂ ∂( )f  будет положительным во всех ее 
точках. Из этого следует, что условием возможно-
сти колебаний по дуге A1A2 будут неравенства

	 n
r

, ( ) .,
∂
∂







>f
A1 2 0 	 (9)

Найдем все пары точек на эллипсе (8), удовлет-
воряющие этим неравенствам, если n выбирается 
ортогональным прямой A1A2 так, чтобы nx  был по-
ложительным. Для этого поставим в соответствие 
каждой точке эллипса (8) ее эксцентрическую 

аномалию ψ  по формулам x e= −1 2 (sin ),� �ψ  
y = cos .�ψ  Пусть при этом точке A1 соответствует 
аномалия ψ1, а точке A2 — аномалия ψ2. Тогда ис-
комое множество пар точек можно изобразить на 
плоскости переменных ψ1  и ψ2, причем, учитывая, 
что эти величины определяются с точностью до 2π, 
достаточно рассмотреть какой-нибудь квадрат со 
стороной 2π. Для определенности будем считать, 
что –� � �2 3 2� �i . Заметим, что в паре ( ),A A1 2  
не имеет значения, какая из точек первая, а какая 
вторая. Поэтому множество пар, между которыми 
возможны колебания вдоль дуги эллипса, симме-
трично относительно прямой � �1 2� . По той же 
причине без ограничения общности можно счи-
тать, что cos cos .� �ψ ψ2 1>  Отметим также, что точки 
A1  и  A2  не могут иметь одинаковые координаты по 
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Рис. 2. Постоянно ориентированная нормаль к пару-
су при перемещении между двумя точками.

Рис. 3. Множества пар точек при различных эксцентриситетах эллипса e.

y2

y1
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оси Oy, так как в этом случае n должна быть орто-
гональна оси Ox, т. е. должно выполняться равен-
ство nx = 0  и движение не сможет начаться.

С учетом сделанных предположений условие (9) 
можно переписать как
e

e

2
1 2 1 1 2

2
2 2

0cos sin sin sin ( ) ,

cos sin si

ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

� � � � �

� �

−( ) + −( ) >

− nn sin .� �ψ ψ ψ1 1 2 0( ) + −( ) >
	 (10)

Анализируя эти условия и  учитывая выше-
сказанное, можно установить, что искомая об-
ласть при изменении e от 0 до 1 эволюционирует 
из квадрата ABCD  в квадрат OGFE , но так, что 
точки A, B, C, D, G, F, E, O все время остаются на 
границе области (рис.  3). На этом рисунке гра-
ницы области показаны для e = 0 , 0 1 2< <e , 
e = 1 2  (когда криволинейные участки границы 
имеют вертикальные и горизонтальные касатель-
ные в  своих крайних точках) и  для 1 2 1< <e .  
Отметим, что во всех случаях кривые AG  и GB, 
а также кривые EC  и  DE  симметричны относи-
тельно прямой � � �2 1� � , в то время как кривые 
AG  и DE, и также кривые GB  и  EC  симметричны 

относительно прямой � �1 2� , т. е. кривые AG, GB, 
EC, DE конгруэнтны.

Движение с парусом, 
ортогональным солнечным лучам

Рассмотрим более подробно пару �2 0� , �� �1 �  
(точки V1  и  V2  на рис. 1 соответственно). В этом 
случае движение происходит между наиболее отда-
ленными вершинами эллипса (8), т. е. вершинами, 
соответствующими большой полуоси, причем во 
все время движения нормаль к парусу должна быть 
сонаправлена с осью Ox , плоскость паруса орто-
гональна солнечным лучам. Очевидно, колебания 
между этими вершинами будут происходить по 
дуге, соответствующей положительным значени-
ям координаты x . В этой ситуации nx = 1, ny = 0 ,  
условия (5) выполняются во все время движения, 
и интеграл (7), с учетом того, что относительная 
скорость аппарата в  каждой из вершин V1  и  V2  
равна нулю, может быть переписан в виде

	 1
2

1 12 2 2 2( ) sin− ′ = −e ecos ψ ψ ψ� � ,	 (11)

т.е. закон движения точки A  может быть найден 
очевидной квадратурой. В частности, продолжи-
тельность T перемещения между вершинами �V1  и 
V2, как следует из уравнения (11), определяется 
интегралом

	 T e
e

e
d( )

sin
.=

−

−∫2

1

1
24

2 2

0

2
cos ψ
ψ

ψ
π

�
�

	 (12)

О т м е т и м ,  ч т о  п р и  e → 0  ф у н к ц и я 
T e K( ) .� � � �2 2 2 3 708 , где K k( )  — полный 

эллиптический интеграл первого рода с  моду-
лем k. В  то же время, если e → 1 , то, как и  сле-
довало ожидать, T e� � � � . Дифференцируя вы-
ражение 12� �  по e, можно установить, что время 
перемещения между вершинами эллипса (8) бу-
дет минимальным при e e= =min .0 7906, причем 
T T emin min( ) .= = 3 557.

Продолжительность самого 
быстрого перемещения между 

вершинами V1  и V2  эллипса 
с нулевой начальной скоростью

Вычислим теперь минимально возможное вре-
мя перемещения из вершины � � 0  в  верши-
ну � �� , предполагая, что движение начинается 
с нулевой скоростью, а нормаль n к парусу, оста-
ваясь параллельной плоскости Oxy, может быть 
в любой момент времени повернута под любым не 
тупым углом к направлению солнечных лучей. Бу-
дем определять направление этой нормали углом 
α между Ox и n, отсчитывая его против часовой 
стрелки. Очевидно, � � �� � �2 2. Для того что-
бы время перелета было минимальным, необходи-
мо в каждой точке траектории выбирать угол α так, 
чтобы проекция силы солнечного давления на ка-
сательную τ к эллипсу (8), направленную в сторо-
ну движения, принимала максимально возможное 
значение (рис. 4).

Учитывая, что nx = cos ,�α  ny = sin ,�α  эта проек-
ция в безразмерных переменных может быть пред-
ставлена как

	

F n

e

e

xτ τ

ψ α ψ α α

ψ
= − −

−

2

2 3 2

2 2

1

1

,

cos sin sin

n

cos cos

cos

( )

.	 (13)

n

A

α

τ

Fτ

|Fτ| → max

nx

n2
x

Рис.  4. Поиск максимально возможной проекции 
силы солнечного давления на касательную к траекто-
рии движения.
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Анализируя правую часть уравнения (13) как 
функцию α, нетрудно убедиться, что Fτ достигает 
максимума при � � 0, если � � 0, при 0 � �� �,  
если

tg

cos sin

α ψ

ψ ψ ψ
ψ

�

� � �
�

= =

=
− − − +

G

e e

( )

cos ( )
sin

,
3 1 9 1 8

4

2 2 2 2 	 (14)

и при � �� , если � �� � / 2.
Заметим, что максимальное значение Fτ  будет 

положительным как при движении “от Солнца”  
( 0 2� �� � / ), так и  при движении “к Солнцу”  
( � � �

2
� � ), т. е. трос в  данном случае выполня-

ет ту же функцию, что и киль морского парусного 
судна (см. также [14, 15]). Кроме того, если угол α  
выбирается по формуле (14), в каждой точке тра-
ектории движения угол между нормалью к парусу 
и внешней нормалью к эллипсоиду (1) оказывается 
острым, т. е. условие (5) гарантировано выполняет-
ся (если, конечно, считать слагаемые с  ε  несуще-
ственными). Интеграл энергии (5) в рассматрива-
емой ситуации запишется как
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Откуда закон движения можно получить оче-
видной квадратурой. В частности, минимальное 
время перелета между вершинами эллипса (8) ока-
зывается равным

	 T
e
F

de1

2 2

0

1
2

( )
cos
( )

.= −∫ ψ
ψ

ψ
π

� 	 (16)

Этот интеграл является несобственным. Для 
устранения особенности можно разбить отрезок 
интегрирования на промежутки [ , ]0 �� , [ , ]� �� �  
и на первом из них сделать замену b � sin(sin )�� .  
В результате первую часть интеграла (16) можно за-
писать как

	 2
1 1 12 4 4
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2
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∫
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∗

e b b

f d b
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( )
arcsin

sin ( )

ψ ψ

ψ
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,	 (17)

где через f ( )ψ  обозначено подынтегральное вы-
ражение в  выражении (15). Нетрудно убедиться, 
что подынтегральная функция в  уравнении (17) 
ограничена, т. е. интеграл (16) может быть найден 
численно.

Графики зависимостей T1  от эксцентриситета 
e  и от отношения полуосей b a e� �1 2  приве-
дены на рис.  5. Минимальное значение T1  до-
стигается при e = 0 9085.  ( b a = 0 4189. ), причем 
T1 2 5691� �min .= .

Продолжительность самого 
быстрого перемещения между 

вершинами V1  и V2  эллипса 
с нулевыми начальной и конечной 

скоростями

Вычислим также минимально возможное время 
перемещения из вершины � � 0  в вершину � �� , 
потребовав, чтобы движение не только начиналось, 
но и заканчивалось с нулевой скоростью. В этом 
случае, как и раньше, в каждой точке траектории 
касательное ускорение должно быть максимально 
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Рис. 5. Зависимость времени перелета от параметров эллипса при нулевой начальной скорости.
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Рис. 6. Зависимость времени перелета от параметров эллипса при нулевой начальной и конечной скоростях.

Таблица. Продолжительность перелета между вершинами эллипса (на расстоянии 1 а. е. от Солнца)
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Безразмерные 
значения 1 1 1 2 3.557267412 3.3597 2.5691 0.7785

IKAROS 
(2010) 196 310 0.6323

2 0 + 13 + 6 0 + 12 + 22 0 + 9 + 28 0.06
200 5 + 10 + 60 5 + 3 + 43 3 + 22 + 36 0.59

NanoSail 
(2010) 10 4 2.5

2 0 + 6 + 35 0 + 6 + 13 0 + 4 + 45 0.12
200 2 + 17 + 53 2 + 14 + 13 1 + 23 + 35 1.17

LightSail‑2 
(2019) 32 5 6.4

2 0 + 4 + 7 0 + 3 + 53 0 + 2 + 58 0.19
200 1 + 17 + 10 1 + 14 + 53 1 + 5 + 44 1.87

Sunjamer 
(canceled 2014) >1200 32 37.5

2 0 + 1 + 42 0 + 1 + 36 0 + 1 + 14 0.45
200 0 + 17 + 1 0 + 16 + 4 0 + 12 + 17 4.52

“Тягач” 1000 1000 1
2 0 + 10 + 25 0 + 9 + 50 0 + 7 + 31 0.07

200 4 + 8 + 9 4 + 2 + 22 3 + 3 + 13 0.74

“Клипер” 10000 200 50
2 0 + 1 + 28 0 + 1 + 23 0 + 1 + 4 0.52

200 0 + 14 + 44 0 + 13 + 55 0 + 10 + 38 5.22

возможным. Но в силу симметрии траектории от-
носительно оси Ox  при � �� [ , )0 2  оно должно 
быть направлено в  сторону движения, а  на про-
межутке � � �� � �2,  — против движения. Ины-
ми словами, на первой половине пути надо мак-
симально ускоряться, а на второй — максимально 
замедлятся. В силу той же симметрии, продолжи-
тельность перелета в  этом случае определяется 
равенством

	 T
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2 2
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,= −∫ ψ
ψ

ψ
π

� 	 (18)

где, как и раньше, F ( )ψ  определяется интегралом 
(15).

Графики зависимостей T2  от эксцентрисите-
та e  и от отношения полуосей b a e� �1 2  при-
ведены на рис.  6. Минимальное значение T2 до-
стигается при e = 0 9117.  (b a = 0 4324. ), причем 
T2 3 3597�min .= .
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Продолжительность перелетов 
в традиционных единицах времени

Минимально возможные величины продолжи-
тельности перелетов между вершинами эллипса 
(8), соответствующими большой полуоси, опре-
деляемые равенствами (12), (16), (18), выражены 
в  единицах безразмерного времени, зависящего 
от необходимой длины троса и “парусности” S m .  
В таблице эти же значения приведены в традици-
онных единицах времени для аппаратов IKAROS 
[2], NanoSail [4], LightSail [3], нереализованной 
миссии Sunjamer [18], а также для гипотетических 
аппаратов “Буксир” с парусностью 1 м2/кг и “Кли-
пер” с парусностью 50 м2/кг.

Как видно из таблицы, если станции располо-
жены достаточно близко (2  км), продолжитель-
ность перемещения составляет не более несколь-
ких часов, что может быть признано приемлемым, 
с  учетом отсутствия топливных затрат. Если же 
станции расположены на несколько большем рас-
стоянии друг от друга (200 км), то перемещение 
занимает время от нескольких часов до несколь-
ких суток. Насколько это приемлемо, зависит от 
характера выполняемой миссии. Отметим также, 
средняя скорость перемещения оказывается тем 
больше, чем больше расстояние между станциями.

Для полноты описания движения приведем 
пример оценки необходимой прочности троса. Для 
этого заметим, что почти во всех рассматриваемых 
ситуациях относительная скорость КА максималь-
на в вершине эллипса, соответствующей меньшей 
полуоси. Заметим также, что при скорости порядка 
нескольких метров в секунду сила натяжения тро-
са в основном определяется центростремительным 
ускорением КА, так как величины FS  и  Fc  ока-
зываются на три-четыре порядка меньше, чем ве-
личина mv2 ρ, где v  — максимальная относитель-
ная скорость КА, а  ρ  — радиус кривизны траек-
тории. Тогда силу натяжения троса можно оценить 
как T mv� � �� �� �2 2 2� �cos cos � � , где α — угол между 
ветвями троса (т. е. между направлениями от КА 
на фокусы эллипса). Пусть, например, m = 1000 кг,  
a = 100 км, v = 10 м с  (последнее заведомо боль-
ше любой из ситуаций из таблицы). Тогда в упо-
мянутой вершине эллипса T ≅ 1 Н. Таким образом, 
даже трос, выдерживающий усилие в 10 Н, заведо-
мо имеет многократный запас прочности для реа-
лизации описанных выше перелетов.

Заключение

В настоящей работе установлена принципиаль-
ная возможность перемещения грузов вдоль троса, 
соединяющего две гелиоцентрические станции по-
средством солнечного паруса за приемлемое время 
в случае, когда длина троса превышает расстояние 
между точками его закрепления. Следует, однако, 

заметить, что реальная продолжительность тако-
го перемещения окажется несколько больше, чем 
вычисленная выше, так как на движение влияют, 
в  частности, такие факторы, как неидеальность 
материала паруса, упругие и  прочностные свой-
ства троса и другое. Но благодаря малости отно-
сительной скорости, прочность троса может быть 
сравнительно малой. Отметим также, что предла-
гаемая схема организации движения, т. е. движения 
между настолько отдаленными точками, насколь-
ко позволяет трос, может и  не быть оптималь-
ной хотя бы потому, что при достаточно большом 
расстоянии между станциями линейные разме-
ры станций могут не позволить реализовать оп-
тимальное отношение длины троса к расстоянию 
между его точками закрепления. Возможно, более 
быстрые перелеты сможет обеспечить другая ор-
ганизация движения, предусматривающая начало 
и  конец движения непосредственно в  точках за-
крепления троса и  специальные алгоритмы раз-
вертывания троса, обеспечивающие большую, чем 
в  рассмотренных ситуациях, среднюю скорость 
перемещения.
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Введение

В  обобщенной ограниченной задаче трех тел 
исследуется движение пассивно гравитирующего 
твердого тела малой массы в поле притяжения двух 
основных тел, поэтому обобщенная задача Ситни-
кова — ее частный случай. В обобщенной круговой 
задаче Ситникова две одинаковые по массе мате-
риальные точки (основные тела) движутся друг от-
носительно друга по круговой орбите, а пассивно 
гравитирующее тело, находящееся в поле притя-
жения основных тел, совершает сложное посту-
пательно-вращательное движение, при этом его 
центр масс перемещается вдоль прямой, нормаль-
ной к плоскости вращения основных тел и прохо-
дящей через их центр масс. Такие движения суще-
ствуют в силу симметрии задачи, если, например, 
тело имеет симметричное распределение массы во-
круг оси динамической симметрии, совпадающей 
с нормалью к плоскости вращения основных тел; 
при этом тело вращается вокруг нормали. Отме-
тим, что в классической задаче Ситникова вдоль 
нормали движется не твердое тело, а материальная 
точка [1–6].

В работе [7] рассматривается движение одно-
родного стержня, когда основные тела одина-
ковой массы движутся по круговой орбите. Был 

обнаружен новый класс движения, соответствую-
щего обобщенной задаче Ситникова: центр масс 
перемещается вдоль нормали к плоскости орбиты 
основных тел, а сам стержень непрерывно враща-
ется вокруг этой нормали, образуя с ней посто-
янный прямой угол. Этот класс движений назван 
в  публикации [7] “гравитационным пропелле-
ром”. В статье [8] описано движение симметрич-
ной или асимметричной гантели вдоль нормали 
к плоскости движения двух основных тел одина-
ковой массы, когда последние движутся по круго-
вой или эллиптическим орбитам. Авторами найде-
ны положения равновесия гантели, исследована их 
устойчивость.

Остановимся на работах, изучающих движение 
гантели в более простых гравитационных полях. 
В статье [9] исследуются плоские движения ганте-
ли в центральном поле сил, при этом длина гантели 
малой не предполагается. Были найдены возмож-
ные классы таких движений. В работе [10] иссле-
дуется устойчивость стационарных движений и ги-
роскопическая стабилизация гантели в централь-
ном поле сил. В публикации [11] рассматривается 
асимметричная гантель, концы которой связаны 
нерастяжимыми тросами с третьим телом. В ра-
боте найдены относительные равновесия гантели, 
указана их устойчивость. В статье [12] показаны 

DOI: 10.31857/S0023420624030092,  EDN: JJMLXA

Рассматриваются поступательно-вращательные движения симметричной гантели в круговой ограни-
ченной задаче трех тел, когда основные притягивающие тела имеют одинаковые массы и вращаются 
вокруг общего центра масс по круговым орбитам. Найден новый тип движения гантели, когда ее 
центр масс перемещается вдоль нормали к плоскости орбиты основных тел, а сама гантель непрерыв-
но вращается вокруг нормали, образуя с ней постоянный прямой угол (инвариантное многообразие 
“гравитационный пропеллер”). Показано, что указанное многообразие включает в себя несколько 
двумерных инвариантных подмногообразий. Описана динамика гантели на этих подмногообразиях. 
Найдены и исследованы на устойчивость относительные равновесия, принадлежащие “гравитаци-
онному пропеллеру”, при которых гантель ориентирована параллельно оси, соединяющей основные 
тела, либо перпендикулярна ей, а ее центр масс покоится в центре масс системы. Исследованы малые 
пространственные нелинейные колебания гантели на многообразии “гравитационный пропеллер” 
в окрестности устойчивого относительного равновесия для предельного случая, когда отношение дли-
ны гантели к радиусу орбиты основных тел стремится к нулю. Показано, что эти колебания имеют 
природу нелинейного параметрического резонанса, который задает “медленную” амплитудную мо-
дуляцию быстрых” гармонических колебаний по углу вращения гантели.
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нелинейные колебания несимметричной гантели 
в окрестности стационарного режима, когда ган-
тель расположена вдоль радиус-вектора ее центра 
масс, движущегося по эллиптической орбите с ма-
лым эксцентриситетом. Задача гравитационной 
стабилизации гантели с весомым стержнем анали-
зируется в работе [13]; решение было найдено с по-
мощью ограниченных управляющих воздействий.

Отдельный интерес представляют движения 
гантели в центральном гравитационном поле с из-
меняемой длиной. Такая пульсирующая гантель 
может моделировать гравилет — космический ап-
парат, преобразующий энергию внутренних сил 
в энергию орбитального движения за счет изме-
нения своей геометрии и моментов инерции [14]. 
Гантель переменной длины, находящаяся в цен-
тральном поле сил, рассматривается также в статье 
[15]: найдены частные движения гантели опреде-
ленного вида, существующие при определенном 
правиле изменения длины гантели.

Цель настоящей статьи — доказать существова-
ние инвариантного многообразия “гравитацион-
ный пропеллер” для симметричной гантели, когда 
основные тела имеют одинаковые массы и движут-
ся по круговым орбитам; исследовать некоторые 
движения, принадлежащие этому инвариантному 
многообразию.

Постановка задачи.  
Уравнения движения

Гантель (гравитационный диполь) длины 2, 
представляющая собой соединенные безмассовым 
стержнем две точечные массы m, находится в гра-
витационном поле, созданном двумя одинаковы-
ми по массе M основными точечными телами, ко-
торые вращаются с угловой скоростью ω0  вокруг 
их общего центра масс C по круговой орбите ра-
диуса a. Влиянием гантели на движение основных 
тел можно пренебречь ( m M ). Для составления 
уравнений движений рассмотрим следующие си-
стемы координат: 1) Cξηζ  — инерциальная си-
стема координат; 2) Cxyz  — синодическая система 
координат, в которой ось Cx  соединяет основных 
тела все время движения, ось Cz  перпендикуляр-
на плоскости движения основных тел; 3) Ox y z′ ′ ′  — 
связанная с  гантелью правая декартова система 
координат, где O  — центр гантели, ось Oz′  на-
правлена вдоль гантели; 4) O ′ ′ ′ξ η ζ  — поступатель-
но движущаяся система координат, оси которой 
ориентированы параллельно осям инерциальной 
системы Cξηζ  (рис. 1). Ориентацию осей Ox y z′ ′ ′  
относительно O ′ ′ ′ξ η ζ  зададим с  помощью углов 
Эйлера: ψ, φ, θ (ψ — угол прецессии, φ — угол соб-
ственного вращения, θ — угол нутации).

Уравнения движения центра масс гантели име-
ют вид

	

2m
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ζ
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где ξ, η, ζ — координаты центра масс ган-
тели в  инерциальной системе координат; 
U U t= ( )ξ η ζ ψ ϕ θ, , , , , ,  — силовая функция, выра-
жение для которой будет приведено ниже. Очевид-
но, что силовая функция не зависит от угла соб-
ственного вращения φ. Уравнения, описывающие 
вращательные движения гантели, можно записать 
в виде уравнений Лагранжа второго рода
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где L T U= +  — функция Лагранжа. Выражение 
для кинетической энергии системы следует из те-
оремы Кенига:

	 T m ml= + +( ) + +( )







ξ η ζ ψ θ θ2 2 2 2 2 2 2sin . 	 (3)

Так как T  и U  не зависят от ϕ , T  не зависит 
от ϕ, второе уравнение в системе (2) представляет 
собой тождество.

Принимая во внимание выражение (3) для ки-
нетической энергии, перепишем (2) в виде
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где J J J mlx x y y= = =′ ′ ′ ′ 2 2.
Представим силовую функцию задачи в  виде 

суммы U U U= +1 2 , где U j  — силовая функция 
притяжения гантели от основного тела с номером 
j  j =( )1 2, . Чтобы получить выражение для U1,  

2

1
Ñ

BO

A

x

x ′
y′

z′ζ, z

ξ
ω0

Рис.  1. Гантель в  поле основных тел и  системы 
координат.
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рассмотрим одну из точечных масс, например, то-
чечную массу A с координатами x′ = y′ = 0, z′ = l 
в связных осях. В поступательно движущихся осях 
O ′ ′ ′ξ η ζ  имеем следующие координаты этой точки: 
′ = ⋅ξ ψ θA lsin sin ,  ′ = − ⋅η ψ θA lcos sin ,  ′ =ζ θA lcos .

Координаты первого основного тела в  инер-
циальной системе Cξηζ  есть a t a tcos sinω ω0 0 0, ,( ),  
где ω0  — угловая скорость движения основных 
тел по основной орбите (мы  считаем, что в  на-
чальный момент времени t = 0 системы Cξηζ  и 
Cxyz  совпадают), а  координаты точечной мас-
сы A в той же инерциальной системе имеют вид 
ξ ξ η η ζ ζA A A A A A+ ′ + ′ + ′( ), , . Поэтому расстояние 

от первого основного тела до точки A находится по 
формуле

r
l a t

l a t l
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2

0
2
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.

Расстояние r A2  от второго основного тела до 
точечной массы A дается аналогичной формулой 
с учетом замены a на −( )a . Расстояние r B1  от пер-
вого основного тела до точечной массы B  дается 
формулой

r
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,  

поскольку в осях O ′ ′ ′ξ η ζ  координаты точки B име-
ют вид

′ = − ⋅ξ ψ θB lsin sin ,  ′ = ⋅η ψ θB lcos sin ,  ′ = −θ θB lcos . 	

Таким образом, выражение для r B2  получается 
из выражения для r B1  заменой a  на −( )a . Имеем 

U f
Mm
r

f
Mm
rj

jA jB
= + ,  j = 1 2, , где f — гравитацион-

ная постоянная.

Инвариантное многообразие  
“гравитационный пропеллер”

Рассмотрим множество решений уравнений 
движения (1), (4) следующего вида:

 = = = = ( ) = = + ( )


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ξ η ζ ζ θ π ψ ω δ0
2 0, , , .t t t 	 (5)

Покажем, что система уравнений движения ст-
режня действительно допускает указанные реше-
ния. Вычисления показывают, что

∂
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| , 0  ∂
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| , 0  ∂
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U
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| . 0

Нетрудно видеть, что уравнения для ξ, η и θ на мно-
гообразии   представляют собой тождества 0 = 0.  
Итак, выражение (5) — инвариантное многооб-
разие системы (1), (4). В  работе [7], где вместо 

гантели рассматривался однородный стержень, 
многообразие   называется “гравитационным 
пропеллером”. Движение гантели, принадлежащее 
этому инвариантному многообразию, определяет-
ся тем, что ее центр масс перемещается вдоль нор-
мальной к плоскости основных тел прямой, а сама 
гантель вращается вокруг нормальной прямой, 
образуя с ней постоянный угол p / 2 (рис. 2). При 
этом движение центра масс гантели и ее вращение 
вокруг оси Cz  взаимно влияют друг на друга.

Получим уравнения движения на “гравитаци-
онном пропеллере”. Имеем
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Отсюда уравнение для ζ  имеет вид
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где µ = fM  — гравитационный параметр. Чтобы 
получить уравнение для угла δ, найдем производ-
ную Uψ:
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Рис.  2. Конфигурация гантели на “гравитационном 
пропеллере”.
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Тогда из первого уравнения системы (4) получа-
ем уравнение для δ:
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Уравнения (6), (7) допускают обобщен-
ный интеграл энергии (интеграл Якоби) вида 
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Преобразуем уравнения движения (6), (7) к без-
размерному виду, рассмотрев новое безразмерное 
время τ, зависящее от физического времени t сле-

дующим образом: τ ω= 0t , ω µ
0 3
=

a
. Пусть l sa= , 

ζ = az, тогда уравнения (6), (7) принимают вид
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где ∆1
2 21 2= + + +s z ssinδ, ∆2

2 21 2= + + −s z ssinδ,  
двойным штрихом обозначена вторая произво-
дная по безразмерному времени.

Отметим некоторые свойства системы (8). Она 
зависит от единственного безразмерного параметра 
s, представляющего собой отношение длины ганте-
ли к диаметру орбиты основных тел. Если параметр 
s > 0, s ≠ 1, то оба выражения под корнями ∆1  и   
∆2  положительны при любых z и δ:

0 1 1 2 1 22 2 2 2 2 2< − + + + − + + ±( ) .s z s z s s z s  sinδ

В этом случае правые части уравнений (8) пред-
ставляют собой аналитические функции перемен-
ных z и δ, а инвариантное многообразие   диф-
феоморфно пространству касательного рассло-
ения конфигурационного цилиндра R T× 1 , где 
T R Z1 2= ( )/ π . Уравнения (8) допускают дискрет-
ную группу симметрий, которая порождается пре-
образованиями δ δ π + , z z −  и  δ δ − . Си-
стема уравнений (8) имеет интеграл Якоби вида

	 ( ) ( ) ,′ ′+ + =z s W2 2 2δ const � 	 (9)
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ная энергия.
Рассмотрим систему (8) в предположении, что 

s — малый параметр. Разложим правые части урав-
нений по степеням s, удержав члены до второго по-
рядка включительно:
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Уравнения (10) имеют вид регулярно возму-
щенной системы. В силу четности относительно s 
правых частей уравнений (8), разложения в правых 
частях уравнений (9) включают только четные сте-
пени s.

В предельном случае, когда s = 0, имеем систему 
уравнений вида
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Отметим, что модель предельного случая есть 
гантель бесконечно малой длины и конечной мас-
сы, но не материальная точка. Уравнение движе-
ния относительно z в системе (11) не зависит от 
угла δ и представляет собой уравнение движения 
материальной точки в круговой задаче Ситникова 
[1]. Уравнение по δ в системе (11) подобно урав-
нению колебаний математического маятника с пе-
ременным коэффициентом, который определяется 
конкретным решением уравнения по z. Таким об-
разом, в предельной системе (11) поступательные 
движения гантели влияют на ее вращательные дви-
жения, но не наоборот, тогда как в полной системе 
(10) или (8) поступательные и вращательные дви-
жения взаимосвязаны.

Двумерные инвариантные 
подмногообразия и относительные 

равновесия

“Гравитационный пропеллер”   допускает 
следующие инвариантные подмногообразия раз-
мерности два:

1. Подмногообразия A = = ± ( ){ }δ π π/ 2 2mod . 
Гантель параллельна оси Cx  все время движения, 
ее центр масс совершает колебания вдоль оси Cz.



	 О движениях гантели в обобщенной  круговой задаче Ситникова� 315

космические исследования      том 62      № 3      2024

2. Подмногообразия B = = ( ){ }δ π π0 2, mod . Ган-
тель перпендикулярна оси Cx  все время движения, 
ее центр масс колеблется вдоль оси Cz .

3. Подмногообразие  = ={ }z 0 . Гантель совер-
шает неравномерные вращения в плоскости дви-
жения основных тел.

Очевидно, подмногообразия A  и  B  не пересе-
каются, пересечение A  с    дает положения равно-
весия z = 0, δ π π= ± ( )/ 2 2mod , а пересечение B  с 
  — положения равновесия z = 0 , δ π π= ( )0 2, mod .  
В силу симметрий δ δ π + , δ δ −  достаточно 
исследовать компоненты связности  = ={ }δ π / 2 ,  
 = ={ }δ 0  и положения относительного равнове-
сия E z zAC = = ={ } =0 2 0, /δ π , E zBC = = ={ }0 0,δ .

Инвариантное подмногообразие  = ={ }δ π / .2  
Уравнение движения на инвариантном подмного-
образии   имеет вид
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и допускает интеграл вида
1
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2( ) ,′ + ( ) =z V z const �  

V z
s z s z
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12 2 2 2( ) ( )
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Фазовый портрет уравнения (12) построен на 
рис.  3 (для s = 0 1. ). Анализ показывает, что его 
топология не зависит от параметра s > 0 , s ≠ 1. 
Действительно, функция V  имеет единственную 

критическую точку, ′′ ( ) = − + + >− −V s s 0 1 1 03 3| | ( ) ,  
поэтому особая точка z = 0 , ′ =z 0  есть центр. 
Кроме того, функция V → 0  при z → ±∞ , следо-
вательно, ′ = ± − ( )z V z2   — сепаратрисы (отмече-
ны на рис. 3 пунктиром), отделяющие внутреннюю 
область с периодическими (колебательными) ре-
жимами движения от областей с апериодическими 
режимами.

Инвариантное подмногообразие  = ={ }δ 0 .  
Уравнение движения на инвариантном подмного-
образии   имеет вид

	 ′′ = −
+ +( )

z
z

z s

2

12 2 3 2/
.� 	 (13)

Уравнение (12) имеет интеграл вида
1
2

2

1

2

2 2
( ) , .′ + ( ) = ( ) = −

+ +
z V z V z

z s
 const

Фазовый портрет уравнения (13) имеет анало-
гичный фазовому портрету уравнения (12) вид. 
Кроме того, анализ показывает, что функция 
V VB A−  достигает глобального максимума в точке 
z = 0  (при любом s > 0 , s ≠ 1) и достаточно бы-
стро стремится к нулю при z → ±∞ . Итак, дина-
мика на инвариантных подмногообразиях   и    
качественно совпадает с динамикой точки в клас-
сической круговой задаче Ситникова.

Инвариантное подмногообразие  = ={ }z 0 .  
Уравнение движения на подмногообразии   име-
ет вид
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оно допускает интеграл
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Фазовый портрет уравнения (14) указан на 
рис. 4 при s = 0 1. , он сохраняет топологию при лю-
бом s > 0, s ≠ 1. В самом деле, критические точки 
функции V  есть

δ π= ± / 2 , δ δ π π= = ( )0 2, , ;� � mod

′′ −( ) = ′′( ) =

= −
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поэтому особые точки δ π π= +/ 2 k, k ∈ , имеют 
тип “центр”, а особые точки δ π= k, k ∈   — тип 
“седло”. При особом значении s = 1  правая часть 
уравнения (14) не определена в  особых точках 

Рис. 3. Фазовый портрет на подмногообразиях   
(s = 0.1).
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δ π π= ± +/ 2 2 k , k ∈  , но топология фазового 
портрета все равно сохраняется. Кроме того, урав-
нения (14) выдерживают симметрии δ δ π + , 
 δ δ − , следующие из симметрий уравнений дви-
жения (8) на инвариантном многообразии  .

Относительное равновесие E zBC = = ={ }0 0,δ  
неустойчиво на инвариантном подмногообразии 
. Оно неустойчиво на всем гравитационном про-
пеллере, что следует из уравнений малых колеба-
ний в окрестности этого равновесия:

′′ +
+( )

=z
z

s

2

1
0

2 3 2/
, �  ′′ −

+( )
=δ

δ6

1
0

2 5 2
s

/
.

Имеем неустойчивость по δ.
О т н о с и т е л ь н о е  р а в н о в е с и е 

E zAC = = ={ }0 2, /δ π  устойчиво и на подмного-
образии , и на подмногообразии  . Исследуем 
устойчивость в линейном приближении относи-
тельного равновесия EAC  на инвариантном мно-
гообразии  . Пусть δ π γ= +/ 2 , тогда уравнения 
линейного приближения для системы (8) в окрест-
ности положения равновесия z = =0 2, /δ π  име-
ют вид
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	 (15)

Очевидно, что при всех s > 0, s ≠ 1, тривиальное 
положение равновесия системы (15) устойчиво, 
следовательно, относительное равновесие EAC  
устойчиво на “гравитационном пропеллере” в ли-
нейном приближении.

Исследуем устойчивость относительного равно-
весия EAC  по Ляпунову. Установим характер ста-
ционарной точки z = 0, δ π= / 2, ′ =z 0, ′ =δ 0  для 
измененной потенциальной энергии W  системы. 
Матрица второго дифференциала (матрица Гесса) 
этой функции в точке E zAC = = ={ }0 2, /δ π  име-
ет вид
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При всех s > 0, s ≠ 1 , диагональные элементы 
матрицы (16) положительны, поэтому в точке отно-
сительного равновесия z = 0 , δ π= / 2 , ′ =z 0, 
′ =δ 0  функция W  имеет строгий локальный ми-

нимум. Поэтому положение относительного рав-
новесия EAC  устойчиво для любых s > 0 , s ≠ 1 .

Заметим, что при s → 0, вырождаются квадра-
тичная относительно скоростей часть ( ) ( )′ ′+z s2 2 2δ  
интеграла Якоби (9) и матрица Гесса измененной 
потенциальной энергии W .

Предельный случай s = 0

Рассмотрим предельный случай движения ган-
тели, когда s = 0.  Из формул (10) следует, что дви-
жения гантели бесконечно малой длины описыва-
ются уравнениями
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Первое уравнение, если удержать в  нем чле-
ны порядка z3, несложно интегрируется в малой 
окрестности устойчивого равновесия z = 0  мето-
дом Линдштедта:

z

O

τ ε ωτ

ε ωτ ωτ ε

( ) = ( ) +

+ ( ) − ( )( ) + ( )
cos

cos cos
3

64
33 5

	 τ ω= 2 0t , ω ε= −1
9

16
2. 	 (18)

Здесь ε 1  — малый параметр, являющийся ха-
рактерным размером для малой окрестности точки 
z = 0 .

Исследуем второе уравнение системы (17) 
в окрестности устойчивого равновесия δ π= / 2  
с  учетом изменения z  по формуле (18). Пола-
гая γ δ π= − / 2  и  раскладывая правую часть 

4

3

3 δ

δ′

2

2

1

10

–1

–1

–2

–2

–3

–3

–4

Рис. 4. Фазовый портрет на подмногообразии  .



	 О движениях гантели в обобщенной  круговой задаче Ситникова� 317

космические исследования      том 62      № 3      2024

уравнения по δ  в ряд по γ ε,  до членов третьего 
порядка малости включительно, получим

	 d

d

2

2
2 2 33

15
2

2
γ

τ
γ γε τ γ= − + +cos .� 	 (19)

Отсюда следует, что период T  малых колеба-
ний гантели в исходном времени t  вычисляется 
по формуле

T
T

= ⋅1

2 3
0 .

Здесь T0 02= π ω/  — период обращения основ-
ных тел (звезд) по круговой орбите вокруг общего 
их центра масс. С  точностью до коэффициента 
2 1 2− /  он совпадает с известным выражением пери-
ода малых колебаний гантели в центральном сило-
вом поле [16], когда T0  — период обращения цен-
тра масс гантели вокруг притягивающего центра. 
Таким образом, гантель медленно колеблется 
в окрестности устойчивого равновесия δ π= / 2  
с периодом T T≈ 0 41 0. .

Исследуем влияние членов третьего порядка ма-
лости в уравнении (19) на колебания по углу γ .  
Полагая малый угол γ  величиной порядка µ  1,  
т. е. γ µα α= ∼, 1, и, вводя новое время λ ωτ= 3 , 
представим уравнение (19) в виде
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Положим µ ε= . Используя традиционную тех-
нику метода Линдштедта, когда искомая частота ω  
и решение α λ( )  раскладываются в ряд по ε

ω εω ε ω= + + +…1 1
2

2 , α εα ε α= + + +…1 1
2

2

получим систему линейных рекурентных уравне-
ний относительно α λk ( ). Решаем задачу Коши 
α 0( ) = b, d

d
α
λ

0 0( ) =  до членов второго порядка 
малости по ε  включительно, подавляя секулярные 
члены:
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	(21)

Таким образом, колебания третьего порядка ма-
лости в  окрестности невозмущенного значения 
δ π= / 2  являются квазипериодическими по λ  
с  тремя частотами Ω1 1= , Ω2 1 2 3= − + / , 
 Ω3 1 2 3= + / , при этом Ω2 0 154700= .  — малая 
величина. Итак, колебания порядка ε3  содержат 
один долгопериодический член с частотой Ω2 и че-
тыре короткопериодических с  частотами Ω1, 

Ω3. Движение центра масс гантели вдоль оси z яв-
ляется существенным, так как оно вызывает коле-
бания с частотами Ω2, Ω3 и, как следствие, меняет 
характер движения в третьем приближении по ε: 
периодические колебания становятся квазиперио-
дическими. Малые движения центра масс гантели 
вдоль оси z задают форму колебаний по γ. Действи-
тельно, сложение всех гармоник порядка ε3 ведет 
к эффекту наложения быстрых колебаний на мед-
ленное движение, описываемое гармоникой

	 15
64

1 3
2

3
3ε λ λb +( ) −









cos �. 	 (22)

В результате имеем сложное движение в виде уз-
кой полосы, заполненной быстрыми движениями, 
и напоминающей по форме кривую (22) с несколь-
ко увеличенным размахом колебаний и практиче-
ски неизменной частотой  2.

Эти рассуждения показывают, что формулу (21) 
можно упростить, отбрасывая члены, мало влияю-
щие на колебания первого порядка малости по ε:
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Вторая гармоника этого выражения является 
низкочастотной, поэтому она задает медленную 
амплитудную модуляцию быстрого гармоническо-
го колебания ε λbcos : появляется верхняя огибаю-
щая в  виде гармоники с  размахом колеба- 
ний 15 1 3 323ε b +( ) /  и  частотой изменения Ω2  
и, синхронная с ней, нижняя огибающая с тем же 
размахом колебаний. Период амплитудной модуля
ции равен (в старом времени t)
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где T0 — период вращения основных тел по круго-
вой орбите вокруг общего их центра масс.

Отметим, что эффект амплитудной модуляции 
имеет природу параметрического резонанса. Дей-
ствительно, уравнение (20) есть обобщенное урав-
нение Матье в виде параметрически возбуждае-
мого осциллятора Дуффинга. При этом частота  
2 3ω( ) гармонического параметрического воз-
буждения близка к частоте 1 ω  собственных коле-
баний. Модуляция вызвана неавтономным членом 
правой части уравнения (20), порождающим ква-
зипериодические колебания конечной амплитуды 
с частотами Ω Ω2 30≈ , .�  Эти колебания исчезают 
при  z = 0 (плоский случай).

Заключение
Исследованы движения симметричной пас-

сивно гравитирующей гантели, находящейся 
в поле притяжения основных тел. Основные тела 
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представляют собой материальные точки, движу-
щееся по круговой орбите вокруг общего центра 
масс. Найден новый класс движений гантели, когда 
ее центр масс движется вдоль нормали к плоскости 
орбиты основных тел, а сама гантель вращается во-
круг этой нормали, образуя с ней постоянный пря-
мой угол. В фазовом пространстве системы этот 
класс движений, получивший название “гравита-
ционный пропеллер”, представляет собой четырех-
мерное инвариантное многообразие.

Показано, что отмеченное многообразие вклю-
чает в себя несколько двумерных инвариантных 
подмногообразий, пересечения которых дают по-
ложения относительного равновесия гантели. Ис-
следована динамика на двумерных инвариантных 
подмногообразиях, отвечающих случаю совпаде-
ния угловых скоростей вращения гантели и основ-
ных тел, либо случаю плоских вращений гантели 
вокруг общего центра масс системы. проанализи-
рована устойчивость по Ляпунову всех относитель-
ных равновесий гантели, принадлежащих “грави-
тационному пропеллеру”. Показано, что условия 
устойчивости равновесий не зависят от длины 
гантели.

Описаны колебания гантели бесконечно ма-
лой длины в окрестности устойчивого равновесия  
z = 0, δ π= / 2. В первом приближении по малому 
параметру колебания гантели имеют гармонический 
характер по z и δ, причем периоды этих колебаний 
сравнимы по величине с периодом обращения ос-
новных тел. В третьем приближении колебания со-
храняют периодический характер по z, но становят-
ся квазипериодическими по δ, так как появляется 
пара дополнительных частот. Одна из частот мала, 
что приводит к появлению низкочастотной гармо-
ники, модулирующей амплитуду высокочастотных 
колебаний. Период этой модуляции равен 2.639T0, 
где T0 — период вращения основных тел по круговой 
орбите вокруг общего их центра масс.
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