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Плавающий ледяной покров определяет динамическое взаимодействие 
между океаном и  атмосферой, влияет на динамику морской поверхности 
и подповерхностных вод, так как в общем движении по вертикали участвует ледяной 
покров и  вся масса жидкости под ним. В  работе исследована фазовая структура 
волновых полей, возникающих на границе раздела льда и  потока однородной 
жидкости конечной толщины при обтекании локализованного пульсирующего 
источника возмущений. Ледяной покров моделируется тонкой упругой 
пластиной, деформации которой малы, и пластина является физически линейной. 
Получено интегральное представление решения, приведены результаты расчетов 
дисперсионных зависимостей и  фазовых картин для различных параметров 
волновой генерации. Показано, что основными параметрами, определяющими 
характеристики амплитудно-фазовых структуру волновых возмущений поверхности 
ледяного покрова, являются толщина льда, скорость потока, частота пульсаций. 
Численные расчеты демонстрируют, что при изменении скоростей потока, толщины 
льда и  частоты происходит заметная качественная перестройка фазовых картин 
возбуждаемых дальних волновых полей на границе раздела льда и жидкости.

Ключевые слова: ледяной покров, возвышение поверхности раздела, дисперсионные 
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1.  Введение. Характерным природным фактором полярных районов Мирового 
океана и замерзающих морских акваторий является наличие ледяного покрова [1–3]. 
Плавающий ледяной покров, определяющий динамическое взаимодействие между 
океаном и  атмосферой, влияет на динамику не только морской поверхности, но 
и подповерхностных вод, при этом в общем движении по вертикали участвует как 
ледяной покров, так и  вся масса жидкости под ним [4–8]. Волновые движения на 
границе раздела ледяного покрова в  условиях морской среды могут возникать как 
вследствие естественных причин, так и  порождаться обтеканием искусственных 
препятствий, например, погруженных частей платформ, с которых осуществляется 
добыча углеводородов, проложенных в море трубопроводов, иных сложных гидро-
технических сооружений. В условиях реального океана причинами деформации ле-
дяной поверхности могут быть, например, импульсные и периодические изменения 
давления, подводные источники различной физической природы (в том числе под-
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водные взрывы), движущиеся по льду нагрузки постоянной и переменной интенсив-
ности, локализованные вариации морской поверхности. Воздействием волн можно 
объяснить такие явления как образование трещин в сплошных ледяных полях, раз-
рушение льда в прикромочных зонах, взламывание припая [1, 5, 7, 9].

Одним из заметных источников возбуждения ледяного покрова могут являться ин-
тенсивные пакеты внутренних гравитационных волн: амплитуды возмущений ледя-
ного покрова за счет таких волн могут быть в диапазоне от сантиметров до несколь-
ких метров [10–15]. Изучение волновых процессов в  море с  плавающим ледяным 
покровом актуально для изучения его реакции на различные гидродинамические 
возмущения, движущиеся надводные и подводные суда, процессы распада ледяных 
полей в  интересах судоходства, а  также совершенствования методов дистанцион-
ного зондирования поверхности ледяного покрытия. Также практический интерес 
к воздействию ледяного покрова на подводные препятствия обусловлен тем, что при 
наличии водной толщи обтекаемое потоком препятствие генерирует волны на по-
верхности раздела льда и морской среды и, следовательно, оно испытывает дополни-
тельное волновое сопротивление, расчет которого необходим при проектировании 
различных сооружений [3, 5, 6, 16]. С другой стороны, эти поверхностные возмуще-
ния несут информацию, как о самих источниках возмущений, так и о характеристи-
ках морской среды подо льдом, и они могут быть зарегистрированы с помощью спе-
циальных средств, прежде всего, радиолокационных и оптических систем [5, 6, 8].

Разработка методов контролирующего мониторинга морских акваторий с ледяным 
покровом, основанных на данных, получаемых средствами дистанционного зонди-
рования поверхности льда, предполагает, в частности, возможность эффективного 
расчета силового воздействия морских течений на подводные источники различной 
физической природы с учетом скорости потока, толщины льда, глубины погружения 
источника, параметров его изменчивости, иных существенных гидродинамических 
характеристик [16–21]. Генерации волновых возмущений на поверхности границы 
льда и  жидкости от обтекаемых подводных препятствий посвящены многочислен-
ные исследования как в лабораторных опытах, так и в рамках теоретических работ. 
Современное состояние проблемы и обзор работ содержится в [1, 3, 7, 22–26].

2.  Постановка задачи. Многочисленные лабораторные эксперименты, а также на-
турные наблюдения в Мировом океане показывают, что ледяной покров в условиях 
морской среды ведет себя как тонкая упругая пластина, плавающая на поверхности 
потока жидкости [1–3, 23–26]. В связи с этим в настоящей работе используется мо-
дель упругой пластины, относительно которой, без ограничения какой-либо физиче-
ской общности, можно сделать допущения, что ее малые деформации удовлетворяет 
закону Гука. Это означает, в частности, что каждый элементарный объем упругого 
слоя льда, который ортогонален нейтральной поверхности в  недеформированном 
состоянии, остается прямым и  ортогональным этой поверхности после деформа-
ции [3, 7, 25]. Также предполагается, что ледяной покров является сплошным, то есть 
его горизонтальные масштабы превышают длины возбуждаемых волн и, при доста-
точно естественных условиях, моделируется тонкой упругой пластиной, деформации 
которой малы и пластина является физически линейной [1–3, 18, 21].

Рассматривается поток идеальной жидкости глубиной H, который обтекает точеч-
ный пульсирующий источник массы с  интенсивностью Q qe qi t= =( )ω const , ω   – 
частота осцилляций. Сверху течение ограничено ледяным покровом толщины �h . Го-
ризонтальная плоскость ξy  совпадает с невозмущенной границей раздела жидкости 
плотности ρ0  и льда плотности ρ1 . Скорость потока жидкости конечной толщины на-
правлена вдоль оси ξ  и равна V , источник расположен в точке 0 0 00 0, , ,z H z( ) − < < . 
Обозначим через � �1 , , ,y z t( )  потенциал возмущений скорости: ∇ = ( )ϕ1 u v w, , , а че-
рез � �1 , ,y t( )  — величину возвышения поверхности раздела жидкости и  ледово-
го покрова. Тогда V u v w+( ), ,   – вектор скорости произвольной частицы жидко-
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сти. Будем искать функции � �1 , , ,y z t( ), � �1 , ,y t( )  в  виде: � � � ��
1 , , , , ,y z t e y zi t( ) = ( ), 

� � � ��
1 , , ,y t e yi t( ) = ( ) .
Тогда в линейном приближении математическая постановка задачи формулирует-

ся следующим образом [1–3, 25–27]
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3.  Интегральные формы решений. Решение для функций � �, ,y z( ), � �,y( )  будем 
искать в виде интегралов Фурье
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Тогда задача (2.1)–(2.2) для Фурье образа потенциала � � �, ,z( )  формулируется 
следующим образом
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где Ω k( )  – дисперсионное соотношение для волн на границе раздела слоя непод-
вижной однородной жидкости конечной толщины H  и льда [3, 7, 18, 23–25]. Тогда 
выражение для возвышения поверхности раздела жидкости и льда имеет вид

	 � � � �1 , , ,y t t y( )= ( ) ( )� R

	 � � � �
� � �

� � �
�� �,

, ,

, ,
y i y d

F

Z
i d( )= −( )

( )
( )

−( )
−∞

∞

−∞

∞

∫ ∫� exp exp 	 (3.1)

	 R t
ch

ch th
( ) = ( ) =

−( ) +( )
+( )

iqe
F

V k z H

kH Ak kH

i t�

�
� � �

� �

4 12

0, , ,

Проблема неоднозначности интеграла (3.1) решается методом возмущений 
[28, 29]. Для этого в знаменателе подынтегрального выражения (3.1) частота ω  за-
меняется на � �- i , где ε  — малая положительная величина, которая в дальнейшем 
будет устремлена к нулю. Такая замена соответствует пульсирующему с частотой ω  
источнику, амплитуда интенсивности которого нарастает как qe tε . В результате инте-
грал (3.1) преобразуется к виду:
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ления интеграла (3.2) можно использовать следующий прием [29, 30]. Введем новые 
системы координат O y O¢ ¢ ¢ ¢� � �, � , которые получаются из исходных систем O y O� ��, �  
поворотом на выбранный угол α  относительно их начала. Тогда
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Предположим, что подынтегральное выражение внутреннего интеграла (3.3) при 
ε = 0  имеет полюса на действительной оси: ′ = ′( ) ′ = ′ ( )′ ′� � � � � �1 1 2 2, ,.. . Для вычисле-
ния внутреннего интеграла (3.3) необходимо определить их смещения: � ′ = ′( )′� � �j  
при ε > 0 . C этой целью необходимо приравнять нулю знаменатель подынтегральной 
функции в (3.3) при = 0  : ′ ′′( ) =Z j� � �, , 0  и при ε > 0 : ′ ′− ′ + ′( ) =Z i j j� � � � �, ,� 0 . 
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Методом возмущений можно получить: � ′ = ∂
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Вернемся далее к исходным переменным ξ, ��y и � �, � . Для этого необходимо показать, 
что
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где � � �= ( )j  – уравнение j-ой дисперсионной кривой в исходных координатах � �, � . 
Действительно, из формул замены переменных имеем
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Следовательно,
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С другой стороны,
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Сравнивая (3.6) и (3.7), получаем искомое равенство (3.5), учитывая которое, при-
ходим к выводу, что интегральное представление возвышения поверхности раздела 
является инвариантным относительно использованной замены координат, и может 
быть представлено в виде
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4.  Дисперсионные зависимости и фазовые структуры. Нестационарность источни-
ка волновых возмущений приводит к  заметному усложнению топологии карт дис-
персионных кривых � �j ( ) , являющихся соответствующими решениями уравнения 
Z � � �, ,( ) = 0  [26, 27]. Далее все численные результаты приведены для параметров, 
характерных для реальной морской среды: толщина льда h = 0 25. �м , глубина жид-
кости H = 100 �м . В данной задаче существуют три критических значения скорости 
потока жидкости V 0 1 2, ,  (V V V gH0 1 2< < = ), которые определяют качественно раз-
ное поведение дисперсионных зависимостей, и, соответственно, пространственные 
свойства фазовых картин возбуждаемых волновых полей. Значение V 0  определяется 
минимумом фазовой скорости волн на поверхности раздела неподвижной жидкости 

конечной толщины подо льдом: V
k

k0
0

0

=
( )Ω

, где k0  – единственный положитель-

ный корень уравнения: 2 3 2 05 4 2ABk Bk C k Agk g+ + − − =  [23, 26, 27]. Значе-
ние V1  соответствует такой скорости потока жидкости V , при которой дисперси-

онные кривые, заданные параметрически: � �j
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, не 

имеют точек перегиба при V V< 1 , и имеют, как минимум, две пары точек перегиба 
при V V> 1 , Это означает, что при V V< 1 , уравнение ′ ( ) ′′( )− ′ ( ) ′′( ) =� � � �j j j jk k k k� 0  
не имеет действительных корней, и при V V> 1  имеет, как минимум, два действи-
тельных корня. Для параметров этой задачи значения критических скоростей равны:
V 0 = 8.91 м/с, V1 = 14.56 м/с, �V 2 = 31.31 м/с.

Если V V< 0 , то при ω = 0 волновые колебания отсутствуют. Если V V V0 1< < , 
то дисперсионная кривая при ω = 0 � является выпуклой и не охватывает начало коор-
динат � �= = 0 . Если V V V1 2< < , то дисперсионная кривая при ω = 0 � , является 
невыпуклой имеет две точки перегиба, и не охватывает начало координат � �= = 0.  
На рис.1 приведены результаты расчетов дисперсионных зависимостей � �1( ) , для 
V V= <5 м/с 0  и различных значений ω ¹ 0 , каждая из которых представляет со-
бой одну замкнутую линию. На рис. 2, 3 приведены результаты расчетов дисперси-
онных зависимостей � �j j( ) =( )� 1 2 3, ,  для V V V0 110< = <�м с/  и различных значе-
ний ω , каждая из которых, может состоять из двух или трех замкнутых ветвей. При 
� �< = ( )− =− − − −� k k V 0.241 с 1  (k− −= 0.0266 м 1   – меньший корень уравнения 
∂
∂
=

Ω
k

V ) существует как нижняя � � � � �1 1 0( ) ( ) < ∀( , ) , так и  средняя � �2 ( )  ветви 
дисперсионных кривых (рис. 2). При увеличении значений ω  от нуля до ω-  эти две 
ветви расширяются навстречу друг к другу, и при ω ω= −  происходит слияние двух 
ветвей в одну – нижнюю ветвь. При дальнейшем увеличении частоты ω  происходит 
расширение оставшейся одной ветви. Верхние ветви дисперсионных кривых � �3 ( )  
(рис.  3) существуют только для тех частот ω , которые удовлетворяют неравенству 
� �< = − ( ) =+ + + −k V k� 0.192 с 1  (k+ −= 0.181 м 1   – больший корень уравнения 
∂
∂
=

Ω
k

V ). При увеличении значений ω  от нуля до ω+ � происходит сужение этой вет-
ви дисперсионной кривой, и  при ω ω= +  она вырождается в  точку. Качественное 
поведение дисперсионных кривых при V V V1 2< <  остается такими же, только при 
ω = 0  нижняя и верхняя ветви дисперсионной кривой является невыпуклыми. При 
V V> 2  существуют только две ветви дисперсионных кривых: нижняя (охватываю-
щая точку � �= = 0) и верхняя.

На рис. 4–7 приведены результаты расчеты фазовых картин, которые показывают, 
что в зависимости от основных параметров волновой генерации возбуждается одно-
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временно от одной до трех волновых систем, отвечающим соответствующим ветвям 
дисперсионных соотношений. На рис. 4 приведены результаты расчетов линий рав-
ной фазы для �V V= <5 м/с 0  и  ω = −0.8 с 1 . Волновая картина представляет собой 
систему кольцевых волн, распространяющихся от источника. На рис. 5–7 приведены 
результаты расчетов линий равной фазы для �V V V0 1< = <10

м
с

, ω ω= <− −0.24 с 1  
(рис.  5,  6), ω ω= <− +0.1 с 1  (рис.  7), которые отвечают нижней (рис.  5), средней 
(рис. 6) и верхней (рис. 7) ветвям дисперсионных соотношений соответственно. На 
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рис. 5 изображена достаточно сложная волновая картина, состоящая как их продоль-
ных, так и поперечных волн, уходящих от источника возмущений вверх по потоку. 
Направление распространения волн в  этом случае определяется знаком дисперси-
онных кривых: � �1 0( ) <  для любых значений n. На рис. 6 представлена волновая 
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картина кольцевых волн, которые эволюционируют от источника вниз по потоку. На 
рис. 7 изображена в волновая картина, которая представляет собой систему только 
клиновидных волн, распространяющихся от источника вниз по потоку. Численные 
расчеты демонстрируют также достаточно заметную перестройку фазовых картин 
при изменении частоты ω .

Численные расчеты показывают, что при изменении основных параметров волно-
вой генерации (скорость потока, толщина льда, частота пульсаций источника возму-
щений) волновая картина может состоять из нескольких типов волн, а также проис-
ходит заметная качественная перестройка фазовых картин возбуждаемых волновых 
полей на границе раздела льда и жидкости. Поэтому усложнение наблюдаемых вол-
новых картин возвышения ледяного покрова, в том числе появление дополнительных 
волновых структур, может являться одним из признаков заметного изменения таких 
свойств морской среды как скорость течения, толщина льда, частота осцилляций ис-
точников генерации. Как показывают численные расчеты, дисперсионные зависи-
мости � �( )  могут представлять собой замкнутые, всюду выпуклые кривые (рис. 1, 3), 
а  также могут иметь по две пары точек перегиба, которые существуют только при 
достаточно малых значениях волновых чисел и расположены симметрично относи-
тельно оси n = 0  (рис. 2). Такое усложнение топологии дисперсионных зависимо-
стей приводит к генерации дополнительной системы поперечных волн и появлению 
соответствующих пар волновых фронтов (штриховые линии на рис.  5). Уравнения 
волновых фронтов определяются как � � �= ± ( )′

1 2,
* y , где n1 2,

*  – два корня уравнения 
′′( ) =� �1 2 0,

* . В  этом случае фазовые картины демонстрируют пространственные 
структуры типа “ласточкина хвоста” (рис. 5), когда в фиксированной точке наблю-
дения происходит качественная перестройка одновременно приходящих волновых 
фронтов [29,  30]. Наиболее интересными с  практической точки зрения являются 
локальные экстремумы дисперсионных зависимостей ′( )� � , так как асимптотики 
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дальних волновых полей в окрестности соответствующих волновых фронтов и кау-
стик, отвечающих этим экстремумам, можно описать с помощью метода эталонных 
интегралов. Сложность топологии рассчитанных дисперсионных зависимостей тре-
бует для корректного асимптотического исследования возбуждаемых волновых по-
лей применения специального математического аппарата [29, 30].

Увеличение скорости течения при неизменной толщине льда и частоте пульсаций 
приводит к расширению (в пространстве волновых чисел) дисперсионных кривых. 
Кривая, соответствующая меньшей скорости потока, целиком находится внутри кри-
вой, отвечающей большей скорости потока. Поэтому при увеличении скорости тече-
ния V  длина волны вдоль положительной направления оси Oξ  возрастает, а вдоль 
отрицательного направления оси Oξ  убывает. Также при увеличении скорости по-
тока происходит уменьшение пространственной области, где существуют волновые 
колебания. Вне этой зоны амплитуды дальних волновых полей экспоненциально 
малы. Этот же эффект наблюдается при изменении толщины льда при неизменном 
значении скорости потока. При увеличении толщины льда при неизменной скорости 
потока и  частоте пульсаций происходит сужение (в пространстве волновых чисел) 
дисперсионных кривых, и, соответственно, расширение пространственной области 
волновых колебаний. Длина волны вдоль положительного направления оси Oξ  воз-
растает, а вдоль отрицательного оси Oξ  – убывает.

Заключение. Для решения ряда важных практических задач и  приложений, ис-
пользуя операцию свертки, можно в дальнейшем рассчитать волновые возмущения 
ледяного покрова, возбуждаемых распределенными в  пространстве пульсирующи-
ми нелокальными источниками возмущений различной физической природы при-
родного и антропогенного характеров. Постановка задачи обтекания нелокального 
пульсирующего источника потоком однородной жидкости, ограниченной сверху 
ледяным покровом, включает в  себя задание определенных граничных условий на 
его поверхности. Даже в предположении об идеальности жидкости и потенциально-
сти обтекающего источник потока вычисление волновых полей представляет собой 
весьма сложную в  математическом плане задачу. Очевидно, что существенно про-
ще решается задача обтекания системы точечных гидродинамических особенностей, 
поскольку в  этом случае нет необходимости удовлетворять наперед заданным гра-
ничным условиям. Это обстоятельство используется при решении задач обтекания 
тел или непроницаемых границ, моделируемых специально подобранными систе-
мами гидродинамических особенностей, которые часто используются при решении 
модельных задач, где точное воспроизведение формы, находящегося подо льдом 
в  потоке жидкости нелокального пульсирующего источника не имеет решающего 
значения. Подобный метод в значительной мере может относиться к задаче о генера-
ции волновых возмущений на границе льда и жидкости, так как замена нелокального 
пульсирующего источника некоторым набором гидродинамических особенностей 
существенно упрощает решение. Дополнительного исследования требует вопрос 
о том, как влияет наличие границ раздела льда и жидкости на картину линий тока, 
возникающих при обтекании заданных гидродинамических особенностей. Поэтому, 
в частности, при рассмотрении потоков конечной толщины под ледяным покровом 
необходимо знать какой именно нелокальный источник возмущений может модели-
ровать выбранная система гидродинамических особенностей.

Работа выполнена за счет гранта РНФ № 23-21-00194.
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The floating ice sheet determines the dynamic interaction between the ocean and the 
atmosphere, affects the dynamics of the sea surface and subsurface waters, since the ice 
sheet and the entire mass of liquid under it participate in the general vertical movement. The 
paper investigates the phase structure of wave fields arising at the interface between ice and 
a flow of homogeneous liquid of finite thickness when flowing around a  localized pulsating 
source of disturbances. The ice sheet is modeled by a thin elastic plate, the deformations of 
which are small, and the plate is physically linear. An integral representation of the solution 
is obtained, and the results of calculations of dispersion dependencies and phase patterns for 
various parameters of wave generation are presented. It is shown that the main parameters 
determining the characteristics of the amplitude-phase structure of wave disturbances of 
the ice sheet surface are ice thickness, flow velocity, and pulsation frequency. Numerical 
calculations demonstrate that when the flow velocities, ice thickness, and frequency change, 
there is a noticeable qualitative restructuring of the phase patterns of the excited long-range 
wave fields at the ice-liquid interface.

Keywords: ice cover, elevation of the interface, dispersion dependences, phase structure, localized 
pulsating source
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