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На основе представления модулярной эллиптической функции в  виде 
комбинации простых алгебраических формул, конформно отображающих 
область годографа скорости (криволинейного треугольника) на полуплоскость, 
приводится прямое определение скоростей фильтрации в  геофизической 
перемычке. Впервые построено семейство изотах  – линий равных скоростей 
фильтрации для внутренней области перемычки при отсутствии воды в нижнем 
бьефе. Для частных случаев значения предложенных формул практически 
полностью совпадают с гидромеханическим решением M. Muskat (для 4 случаев) 
и  численными расчетами З.Э.  Хайруллина (для 2 случаев). Известная формула 
Ф.Б.  Нельсон Скорнякова для выходных скоростей фильтрации через низовую 
грань перемычки дает занижение результатов до 45%, а  потому не может быть 
рекомендована для практического использования.
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1. Введение. Исследованию одной из сложнейших задач движения грунтовых вод 
в геофизической среде – задачи фильтрации в прямоугольной грунтовой перемычке 
посвящено множество теоретических, экспериментальных и численных методов рас-
чета. Основополагающим исследованием в этой области является работа [1], в кото-
рой рассматривалась безнапорная фильтрация в  грунтовом массиве (с коэффици-
ентом фильтрации k), расположенном на горизонтальном водоупоре с выделенным 
фрагментом шириной L  и глубинами потока с верховой H 1  и низовой H 2  его сто-
рон. Представляя расчетную схему в виде прямоугольника напорной фильтрации вы-
сотой и действующим напором, соответственно, равными полусумме и разности по-
следних, он получил гидравлическим методом на основе закона Дарси формулу (1.1) 
для определения фильтрационного расхода q

	 q k
H H

L
=

−1
2

2
2

2
	 (1.1)

Однако, данное решение было основано не на действительной картине фильтра-
ции в перемычке, поскольку не учитывало явление высачивания потока на низовую 
грань перемычки (рис. 1), а потому не может быть использовано, в частности, для 
определения положения депрессионной кривой.
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В последующем формула (1) использовалась в [2,3] для расчета расхода фильтра-
ции через грунтовую перемычку. Позже, разработанная методика [4] гидравлическо-
го расчета фильтрационного расхода через перемычку (ядро) с учетом высачивания 
потока на ее низовую грань в  предположении горизонтальности всех линий токов 
также дала результат, равный формуле (1.1).

Девинсон [5] впервые дал общую гидромеханическую постановку точного реше-
ния задачи фильтрации через грунтовую перемычку с составлением годографа ско-
рости и рассмотрением условий распределения скоростей на свободной поверхности 
и участке высачивания на низовой грани (рис. 1), а также указал на необходимость 
использования модулярных эллиптических функций для ее решения.

Было установлено [6] нижеследующее соотношение приведенных скоростей 
фильтрации (при k = 1 – здесь и далее в усл. ед.) в зоне высачивания низовой грани 
перемычки (рис. 1):
	 Vt = 1 , V n = tgβ , V V Vt n= + = −2 2 1cos β, 	 (1.2)

где Vt  и  V n  – касательная и нормальная составляющие полной скорости фильтра-
ции V , β  – угол между линией тока и низовой гранью перемычки. Там же показано, 
что в  случаях H 2 0>  (в точке уреза воды нижнего бьефа) и  при H 2 0=  (в точке 
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Рис. 1. Фильтрация в геофизической перемычке с комплексными областями: 
а) физического течения z x iy= + ; б) годографа скорости V V iVx y= + ; 

в) промежуточной полуплоскости � � �= + i
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сопряжения низовой грани с непроницаемым основанием) теоретическое значение 
выходной скорости фильтрации стремиться к бесконечности V → ∞, а фильтраци-
онный расход через перемычку в обоих случаях находится по формуле (1).

На основе точной гидромеханической постановки задачи безнапорной фильтра-
ции в перемычке был дан [6,7] полуобратный метод решения указанной задачи для 
заданных значений промежуточных параметров a  и b . Позже [8] были приведен чис-
ленный расчет по этой методике для одной частной задачи (случай I: a = 10 , b = 5 ), 
для которого получены (обратным расчетом) геометрические размеры “перемычки 
Гамеля–Гюнтера”: H 1 0 3223= . , H 2 0 0842= . , L = 0 1619.  и значение ординаты выса-
чивания кривой депрессии на низовой грани h1 0 2067= . . Фильтрационный расход 
через перемычки при этом не определялся.

Muskat [9, 10] охарактеризовал решение [7] с  использованием годографа скоро-
сти в задаче фильтрации через перемычку как “весьма сильное и наиболее серьезное 
теоретическое изыскание в  области гравитационных течений”, но имеющее “ужа-
сающую трудность” проведения математических расчетов [10]. Используя методику 
[7, 8], он рассчитал полуобратным методом характеристики перемычек еще для пяти 
случаев (II–VI) [9, 10], соответственно, для:

–  случая II ( a = 5 , b = 2 ): H 1 = 0.670, H 2 = 0.158, L =0.444, h1  = 0.358,
–  случая III ( a = ∞ , b = 10 ): H 1 = 0.672, H 2 = 0, L =0.329, h1  = 0.430,
–  случая IV ( a = ∞ , b = 5 ): H 1 = 0.872, H 2 = 0, L =0.484, h1  = 0.519,
–  случая V ( a = ∞ , b = 2 ): H 1 = 1.286, H 2 = 0, L =0.906, h1  = 0.646,
– случая VI ( a = ∞ , b = 1 2. ): H 1 = 1.823, H 2 = 0, L =1.692, h1  = 0.719.
При этом были также рассчитаны значения приведенных скоростей фильтрации 

на верховой и  низовой гранях и  по подошве перемычек. Им же была предложена 
приближенная потенциальная функция на основе рядов Фурье для фильтрационно-
го потока в перемычке, в виде:
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где x, y  – текущие координаты по рис. 1; Φ = −kh  – потенциал скорости фильтра-
ции при напоре h.

Значение фильтрационного расхода, теоретически определяемое по зависимо-
сти (1.3), также равно формуле (1.1), которая получила, в свою очередь, подтверждение 
опытами по методу ЭГДА [9–11]. При этом, величины скоростей фильтрации на вер-
ховой грани (входные), в зоне подпора низовой грани (выходные) и по подошве ядра 
(продольные), а также распределение напоров вдоль последней, практически полностью 
совпадают с значениями точного решения [7]. В то же время, зависимость (1.3) дает не-
верные значения высоты высачивания и скоростей фильтрации в верхней части участка 
высачивания, а расчеты по ней требуют большого объема вычислительной работы, что 
ограничивало возможности ее широкого применения в инженерной практике [12].

Была разработана [13–15] методика моделирования безнапорной фильтрации 
в  перемычке по методу ЭГДА (на электролитической модели), проведены обшир-
ные экспериментальные исследования и построены семейства графиков по прямо-
му определению высоты высачивания и положения депрессионной кривой, а также 
фильтрационного расхода через перемычки при различных глубинах воды в нижнем 
бьефе. При этом было отмечено практически полное совпадение значений опытных 
расходов с результатами расчетов по формуле (1.1).

На основе аналитической теории линейных дифференциальных уравнений 
дано [15, 16] более эффективное, чем по методу Девинсона–Гамеля, решение задачи 
безнапорной фильтрации в перемычке с построением семейств графиков по прямо-
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му определению высоты высачивания депрессионной кривой и дифференцирован-
ных значений расходов через зоны высачивания и подпора нижнего бьефа.

На основе строгого гидромеханического решения доказано [17], что формула 
Дюпюи (1.1), ранее полученная при различных приближениях, является точной для 
фильтрационного расхода через перемычку.

Вышеприведенные исследования (из огромного числа работ по этой тематике) 
определяют основные характеристики фильтрационного потока через перемычку, 
однако, до настоящего времени наименее изученным остается вопрос определения 
скоростей в самой области фильтрации перемычки. Известные гидромеханические 
решения [7–10, 15, 16] позволяют находить параметры фильтрации только лишь 
по контуру области фильтрации [18–20], поскольку конформное отображение го-
дографа скорости фильтрации (криволинейного треугольника) на полуплоскость, 
осуществляемое модулярной эллиптической функцией [19], рассматривается в них 
только для действительной оси комплексной полуплоскости (рис. 1,б). Кроме этого, 
указанные решения являются полуобратными, а потому не могут дать прямого ана-
литического решения в явном виде задачи фильтрации для перемычки с наперед за-
данными граничными условиями, а из-за чрезвычайной математической сложности 
имеют ограниченные возможности для прикладных исследований – так, известны 
всего 6 случаев перемычек с аналитическим расчетом скоростей фильтрации по их 
верховым граням и подошвам, в том числе только для одной “перемычки Гамеля–
Гюнтера” с расчетом скоростей по низовой грани (рис. 2).

2. Основной раздел. В  работах [18–20] дано гидромеханическое решение задачи 
фильтрации в перемычке, полученное на основе приближенного последовательно-
го конформного отображения области физического течения (рис. 1,а) посредством 
шестнадцати промежуточных комплексных областей на область годографа скорости 
фильтрации (рис. 1,б). При этом, область последнего отображена на комплексную 
полуплоскость (рис. 1,в) комбинацией простых (алгебраических) формул с  мак-
симальной погрешностью до 1% в  сравнении с  точными значениями модулярной 
эллиптической функции [19], строго отображающей область криволинейного тре-
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Рис. 2. Сравнение результатов скоростей фильтрации: 
символом ○ обозначены расчеты 1 – по автору; кривые 2–5 – по [10,11] для верховой грани и подошвы 

перемычек, соответственно (I–III,VI), а также для низовой грани для случая I (кривые 2); 
кривые 6, 7 – по численному решению [21] для низовой грани перемычек VII, VIII; 

пунктирная кривая 8 – по [22] для участка высачивания VIII; 
символом × обозначены расчеты 9 – по формуле (2.19) для участка высачивания VIII.
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угольника (годографа скорости фильтрации) на полуплоскость [7–10, 15, 16]. Ука-
занное позволяет непосредственно определять элементарными функциями скорости 
фильтрации не только по граням перемычки, но и непосредственно внутри области 
фильтрации.

Решение по прямому определению величин полной скорости фильтрации V  (с го-
ризонтальной Vx  и вертикальной Vy  составляющими) для любых заданных точек об-
ласти фильтрации с координатами x  и  y  для перемычек (при L H1 1 1£ . ) реализуем 
посредством элементарных расчетных зависимостей, в виде:
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M
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2
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u
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	 V x = τ2 , V y = τ1 , V V Vx y= +2 2

Следует указать, что громоздкость формулы (2.1) обусловлена необходимостью со-
хранения пошагового контроля правильности полученных расчетных зависимостей 
при проведении семнадцати конформных отображений различных комплексных 
областей с установлением однозначной взаимосвязи областей физического течения 
и годографа скорости.

При этом, угол наклона β линии тока к горизонтали для полной скорости фильтра-
ции V  в заданной точке находится по формуле

	 β = arctg
V

V
y

x

	 (2.2)

В расчетные зависимости (2.1) входят нижеследующие параметры, равные:
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	 b b bt P P= + −( )1 2 , b
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,

в которых h1  – высота высачивания депрессионной кривой на низовую грань над по-
дошвой перемычки, определяемая для заданных размеров перемычки по результатам 
точных [8–10, 15, 16 и др.] и численных [21, 22 и др.] решений, электрогидродинами-
ческого моделирования [9, 13, 23 и др.], а также по формулам [12, 24]:
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	 n L H= +0 72 2 2 1. . / ,

где h1 0( )   – высота участка высачивания в  предположении H 2 0=  в  перемычках 
L H/ .1 1 1£ .
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Полученные зависимости позволяют определять значения скоростей фильтраци-
онного потока в любой заданной точке области фильтрации перемычки с построе-
нием семейства изотах – линий равных скоростей фильтрации, а также эпюр скоро-
стей фильтрации на верховой и низовой гранях и подошве перемычки, практически 
полностью совпадающих с результатами теоретического решения [9, 10] (рис. 2).

На верховой грани перемычки DE  величины входных скоростей фильтрации 
определяются по зависимостям (2.1) при значениях координат x = 0 , 0 1£ £y H : 
x x t g B D J N, , , , , , , , , , , , , , ,1 2 2 2 1 1 0 1 1 1 1 2 1 3 2 2� � � � � � � � - -  P S2 2,  равны нулю.

При этом вертикальная составляющая V y  полной скорости фильтрации V  бу-
дет равна нулю V y = 0, а горизонтальная составляющая V x  равна полной скорости 
V Vx = . Величины V x  возрастают от нулевого значения на урезе воды верхнего бьефа 
(в точке D) VD = 0  до максимальной величины на верховой грани в месте ее сопря-
жения с основанием (в точке E ) V VE = max. При этом текущие значения скоростей 
фильтрации вдоль верховой грани DE  определяются в зависимости от координаты 
0 1£ £y H  по формуле
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Максимальное на верховой грани значение скорости фильтрации в  точке E  
V VE = max  для случаев наличия и отсутствия воды в нижнем бьефе найдем по (2.4) 
при значении y = 0 , в виде:
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Вдоль подошвы перемычки EA  вертикальные скорости фильтрации V y  равны 
нулю V y = 0, а горизонтальные скорости V Vx EA=  возрастают от VE  (в точке E ) до 
V A  (в точке A).

Текущие значения скоростей фильтрации по подошве EA  (0 ≤ <x L, y = 0) VEA  
и низовой грани AC  ( x L= , 0 1< ≤y h ) V AC  перемычки рассчитываются по фор-
мулам (2.5)–(2.6), подставляя в них вместо N 1 , соответственно, величины N N EA1 =  
и  N N AC1 = , равные:
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Более упрощенно значения скоростей фильтрации по подошве перемычки могут 
быть определены по линейной (при H 2 0> ) и эллиптической (при H 2 0= ) зависи-
мостям [12, 24], соответственно:

–  при наличии воды в нижнем бьефе ( H 2 0> ) по линейной зависимости

	 V V V V
x
LEA E A E= + −( ) , 	 (2.10)

где VE  находится по (2.7), а VA  – скорость фильтрации в точке A  определяется диф-
ференцированием зависимости (1.3) при y = 0  и  x L=  по формуле
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либо по более упрощенной формуле (2.12), основанной на равенстве площадей эпюр 
скоростей фильтрации и действующего потенциала скорости по линии подошвы пе-
ремычки [12, 24]

	 V
L

H H VA E= −( )−2
1 2 	 (2.12)

–  при отсутствии воды в нижнем бьефе ( H 2 0= ) по эллиптической зависимости

	 V V V V
x
LEA A A E= − −( ) −

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,	 (2.13)

где VE  находится по (2.7), либо по упрощенной (до 4–5%), аппроксимирующей фор-
муле
	 V LE =

−0 21 1 17. .π 	 (2.14)

Как известно [6, 12, 24], теоретическое значение скорости фильтрации в точке A  
при отсутствии воды в нижнем бьефе (H 2 0= ) стремится к бесконечности V A → ∞ , 
однако, практическое ее значение ограничено и для прикладных исследований мо-
жет быть определена из условия равенства эллиптической площади эпюры скоростей 
значению действующего потенциала по линии подошвы перемычки [12, 24], в виде
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либо по эмпирической зависимости на основе данных ЭГДА для максимальной вы-
ходной скорости фильтрации по низовой грани перемычки при H 2 0=  [12, 24]

	 V
L H
L HA ,max

. . /
. . /

=
+
+

2 5 0 5
0 1 1 3

1

1

	 (2.16)

Впервые Nemenyi [25] представил кривую депрессии в  ядрах земляных плотин 
в виде дуги окружности, которая для перемычек L H/ .1 1 2£  может быть описана 
зависимостью [12, 23, 24]:

	 y H r x h L h LS S= + − + ⋅ − − −1
2 22

1
2

1
2

2( ) ; 0 < <x L	 (2.17)
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	 h H hS = −1 1 ; r h LS= +
3
2

2 2 ,

основанной на опытных данных ЭГДА и аналогичной кривой [9, 10].
На рис. 2 приводятся сравнения значений скоростей фильтрации, рассчитанных 

по предлагаемым зависимостям (2.5)–(2.16) (“кружочки” 1), с результатами гидро-
механических (строгих) решений [9, 10] по верховой грани и  подошве перемычек 
для случаев I–III, VI (соответственно, кривые 2–5) и по низовой грани для случая I 
(кривые 2), а также с численными расчетами [21] для скоростей фильтрации по ни-
зовой грани (для случаев VII, VIII) соответственно: – H1 1= , H 2 1 10= / , L = 3 4/ , 
h1 0 474= .  (VII – кривые 6); H1 1= , H 2 0 1= . , L = 0 2. , h1 0 734= .  (VIII – кривые 7). 
Кроме этого, приведены также данные по скорости фильтрации для участка высачи-
вания низовой грани (случай VIII), рассчитанные по формуле (2.18) [22], принятой 
по аналогии изменения скоростей при выходе фильтрационного потока из основа-
ния флютбета в горизонтальный дренаж (пунктирная кривая 8)

	 V
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, 	 (2.18)

и упрощенной формуле автора (“крестики” 9)
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в которых ордината y  изменяется в интервале H y h2 1< ≤ .
Как видно из рис. 2, значения скоростей фильтрации по предложенным форму-

лам (2.5)–(2.16) для верховой и низовой граней и подошвы перемычки практически 
полностью (<1–2%) совпадают с результатами теоретического решения [9], а также 
с  численными расчетами [21] (<4–5%) для низовой грани. При этом, упрощенная 
формула автора (2.19) также дает приемлемые для практики (<4–5%) значения ско-
ростей фильтрации для участка высачивания, формула же (2.18) [22] занижает резуль-
таты до 45% и более, а потому не может быть рекомендована для практического ис-
пользования.

На рис. 3 приведена впервые построенное по элементарным формулам семей-
ство кривых 1 изотах (линий равных скоростей фильтрации) для внутренней обла-
сти фильтрации перемычки при отсутствии воды в нижнем бьефе: H1 1= , H 2 0= , 
L = 3 4/ , h1 0 48= .  (случай IX), из которого видно крайне неравномерное распреде-
ление скоростей в теле перемычки. Наличие сильнонапряженного, опасного участка 
с резко возрастающими градиентами скоростей фильтрации характеризуется силь-
ным сгущением линий изотах в нижней правой части перемычки при явной “недо-
груженности” зон с разряженными линиями изотах в верхних (левой и срединной) 
частях области фильтрации. Приведены также рассчитанные эпюры скоростей филь-
трации:  – входных VDE  на верховой грани DE  (кривая 2);  – продольных VEA  по 
линии подошвы EA  (кривая 3); – полных выходных V  на низовой грани AC  (кри-
вая 4) и их горизонтальной составляющей V x  (кривая 5), а также очертание кривой 
депрессии по зависимости (2.17).

Получение изложенного прямого решения в  элементарных функциях для ско-
ростей фильтрации внутри области перемычки стало возможным вследствие кон-
формно отображения комплексной области годографа скорости (криволинейного 
треугольника) на полуплоскость (рис. 1,б,в) модулярной эллиптической функции, 
представленной в виде комбинации алгебраических зависимостей [18, 19].
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Результаты точных аналитических решений задачи фильтрации в перемычке ши-
роко используются как для сравнительного анализа различных приближенных ре-
шений [26], так и для тестирования программ для ЭВМ [27, 28]. При этом, нередко 
выявляются ошибки в определении таких фильтрационных параметров перемычек, 
как высота высачивания кривой депрессии, фильтрационный расход, выходные 
градиенты напора (скорости фильтрации) на низовой грани [29, 30]. Следует также 
отметить, что результаты фильтрационного расчета перемычек непосредственно ис-
пользуются и при расчетах фильтрации в земляных плотинах с ядрами [30, 31].

Заключение. В статье рассматриваются методы расчета фильтрации в геофизиче-
ских перемычках с определением характеристик фильтрационного потока, таких как: 
фильтрационный расход, очертание депрессионной кривой и высота ее высачивания 
на низовую грань перемычки, скорости фильтрации. Отмечено, что конформное ото-
бражение комплексной области годографа скорости (криволинейного треугольника) 
на полуплоскость модулярной эллиптической функцией, представленной в элемен-
тарных функциях, дало возможность для прямого вычисления значений скоростей 
фильтрации не только по граням и подошве перемычки, но и внутри области пере-
мычки комбинацией простых алгебраических формул. Приводится впервые постро-
енное семейство изотах (линий равных скоростей фильтрации) для внутренней об-
ласти фильтрации перемычки при отсутствии воды в  нижнем бьефе. Для частных 
случаев расчеты скоростей фильтрации по предложенным формулам практически 
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Рис. 3. Фильтрация в геофизической перемычке при отсутствии воды в нижнем бьефе: 
H1 1= , H 2 0= , L = 0 75. , h1 0 48= .  (случай IX): 

1 – семейство изот на внутренней области перемычки; 2 – эпюра входных скоростей фильтрации VDE  на 
верховой грани DE ; 3 – эпюра продольных скоростей фильтрации VEA  по линии подошвы EA ; 

4 и 5 – эпюры полных выходных скоростей фильтрации V  и  V x  на низовой грани AC .
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полностью совпадают с гидромеханическим решением [9] (для 4 случаев) и числен-
ными расчетами [21] (для 2 случаев). Известная формула [22] для выходных скоро-
стей фильтрации через низовую грань, принятая по аналогии с выходом потока из 
основания флютбета в горизонтальный дренаж, дает занижение результатов до 45 % 
и более, а потому не может быть рекомендована для практического использования.

Работа выполнена в рамках темы Государственного задания ИПМА КБНЦ РАН 
№ 122041800015-8.
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Based on the representation of a modular elliptic function in the form of a combination of 
simple algebraic formulas that conformally map the area of the velocity hodograph (curved 
triangle) onto a half-plane, a direct definition of filtration rates in a geophysical bridge is given. 
For the first time, a family of isotope lines of equal filtration rates was constructed for the inner 
area of the bridge in the absence of water in the downstream. For special cases, the values 
of the proposed formulas almost completely coincide with the hydromechanical solution of 
Masket M. (for 4 cases) and the numerical calculations of Khairullin Z.E. (for 2 cases). The 
well-known Nelson-Skornyakov F.B. formula for the output filtration rates through the lower 
face of the jumper, adopted by analogy with the flow outlet from the base of the flatbed into the 
horizontal drainage, gives an underestimation of the results by up to 45%, and therefore cannot 
be recommended for practical use.

Keywords: filtration, jumper, modular elliptic function, conformal maps, velocity hodograph, 
curved triangle, isotopes
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