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АНДРЕЙ ГЕННАДЬЕВИЧ КУЛИКОВСКИЙ
(к 90-летию со дня рождения)

DOI: 10.31857/S0032823523020169, EDN: UBLICE

18 марта 2023 года исполняется 90 лет Андрею Геннадьевичу Куликовскому – выда-
ющемуся российскому ученому-механику, академику РАН.

Свою научную деятельность он начал под руководством академика Л.И. Седова,
который еще в студенческие годы порекомендовал ему заняться магнитной гидроди-
намикой – новым тогда направлением механики сплошных сред. Стоя у истоков этого
направления, А.Г. Куликовскому удалось решить целый ряд задач, ставших классиче-
скими, в том числе об опрокидывании волн Римана и формировании ударной волны,
о фронтах ионизации и рекомбинации в присутствии магнитного поля, о внутренней
структуре таких фронтов. Оказалось, что ударная адиабата в волнах ионизации и ре-
комбинации обладает удивительными свойствами: разные ее участки имеют разную
размерность, в связи с чем требуется формулировка дополнительных соотношений,
обеспечивающих эволюционность разрыва (как известно, эволюционность определя-
ет число граничных условий, необходимое для корректной постановки задачи в
окрестности разрыва). Было показано, что такие соотношения следуют из требования
существования структуры разрыва. Тогда же сформировалась прошедшая через всю
дальнейшую жизнь юбиляра научная и человеческая дружба с профессорами А.А. Бар-
миным и Г.А. Любимовым, с которыми опубликовано большинство работ этого периода.
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Многие результаты вошли в книгу “Магнитная гидродинамика” (совместно с Г.А. Люби-
мовым, 1962 г.), давно ставшую классической.

Выдающейся работой А.Г. Куликовского стало обобщение результатов, получен-
ных при исследовании фронтов ионизации и рекомбинации, на произвольные среды.
А.Г. Куликовский доказал, что при весьма общих предположениях из требования су-
ществования структуры следует ровно такое количество дополнительных соотноше-
ний на разрыве, которое обеспечивает его эволюционность и которое необходимо при
построении решения задач.

Совместно с Е.И. Свешниковой (впоследствии профессором МГУ) были изучены
нелинейные волны малой амплитуды в упругой среде, обладающей малой анизотро-
пией (анизотропия может быть присуща среде изначально или является следствием
предварительной деформации). Взаимное влияние нелинейности и анизотропии при-
водит к сложным явлениям, которые были исследованы и нашли отражение в серии
работ. В качестве итога авторами была опубликована монография “Нелинейные вол-
ны в упругих средах” (1998 г.). Еще одна серия работ, проведенных совместно с
Е.Н. Свешниковой, относится к фронтам, на которых происходит образование упругой
среды из среды без касательных напряжений, например, из потока частиц. Фронты сли-
пания частиц оказались во многом подобны упомянутым выше фронтам ионизации и
рекомбинации в магнитном поле. Число дополнительных соотношений, получаемых
при исследовании их вязкой структуры, зависит от скорости их распространения, а
ударная адиабата содержит трехмерную, двумерную и одномерную части.

Другая серия работ выполнена А.Г. Куликовским в основном совместно с А.П. Чу-
гайновой (его ученицей, а затем сотрудницей МИАН РАН, ныне д.ф.-м.н.). В этих ра-
ботах изучаются разрывы в решениях, описывающих поведение различных сплошных
сред в случаях, когда в структуре разрывов проявляются дисперсионные эффекты, а
число соотношений на разрывах, следующих из законов сохранения, равно порядку
внешней гиперболической системы уравнений. Если дисперсионные эффекты суще-
ственны, то на кривой, представляющей ударную адиабату, чередуются отрезки, соот-
ветствующие ударным волнам со стационарной структурой, и отрезки, точки которых
соответствуют разрывам без стационарной структуры. Кроме того, на ударной адиаба-
те имеются точки, соответствующие особым разрывам с дополнительными соотноше-
ниями. Если считать, что такие разрывы могут существовать, то решения задач оказы-
ваются неединственными. Прямое численное моделирование нестационарного про-
цесса, проведенное в простейшем случае, показало, что из особых разрывов
реализуется только один. При этом в большинстве случаев структура содержит внут-
ренние нестационарные колебания, а решения задач при этом оказываются един-
ственными.

Другое направление научных интересов А.Г. Куликовского связано с задачами
устойчивости. Еще в 1960-х годах он доказал, что устойчивость одномерной безгра-
ничной системы и устойчивость конечной, но сильно протяженной системы, в общем
случае определяются разными критериями. Это вызвано тем, что в конечных системах
происходит возвращение возмущений в виде отраженных волн, а собственные моды,
удовлетворяющие граничным условиям на удаленных концах, состоят, как минимум,
из двух волн, движущихся в противоположные стороны. Причем критерий устойчиво-
сти конечной достаточно протяженной системы в пределе оказался не зависящим от
конкретных граничных условий, поставленных на концах. В этом смысле неустойчи-
вость протяженных конечных систем была названа глобальной.

Интересно отметить, что ссылки на работу А.Г. Куликовского по глобальной не-
устойчивости во многих зарубежных публикациях идут не на оригинальную статью
автора в ПММ (1966 г.), а на том 10 “Физическая кинетика” серии “Теоретическая
физика” Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица (1979 г.), где работа А.Г. Куликовского изложе-
на в параграфе 65.
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Развитием идеи глобальных собственных функций, в которых доминируют две вол-
ны, отражающиеся от концов системы, стало рассмотрение неоднородных систем со
свойствами, медленно меняющимися вдоль координаты. В таких системах могут воз-
никать точки внутреннего отражения, описываемые ВКБ-приближением, от которых
происходит отражение волн так же, как от границы системы. При наличии точек
внутреннего отражения могут существовать как собственные функции, “зажатые”
между двумя такими точками, так и собственные функции, состоящие из цепочек
волн, испытывающих несколько отражений от различных точек. В последние годы
А.Г. Куликовский использует метод комплексных уравнений Гамильтона для анализа
развития возмущений на медленно изменяющемся в пространстве фоне.

А.Г. Куликовский получил ряд других важных результатов, лежащих вне “маги-
стральных” направлений своих интересов. Так, им и С.В. Иорданским еще в 1965 г.
был аналитически доказан конвективный характер неустойчивости целого класса те-
чений жидкости при больших числах Рейнольдса. К таким течениям в том числе отно-
сятся плоское течение Пуазейля и пограничный слой Блазиуса. Лишь спустя десяти-
летия конвективный характер неустойчивости при умеренных и малых числах Рей-
нольдса этих двух течений был обоснован путем численных расчетов.

А.Г. Куликовскому присуще чрезвычайно развитое физическое мышление, нети-
пичное для многих механиков. Помимо свободного владения тонкими вопросами как
аэрогидродинамики, так и теории упругости, он прекрасно ориентируется в других
разделах физики, включая электромагнетизм, теорию относительности, физику плаз-
мы. Многие нетривиальные рассуждения он проводит в уме, пользуясь физической
интуицией. Почти всегда выводы, полученные на интуитивном уровне, оказываются
верными после строгой математической проверки. Красивым приемом, которым ино-
гда пользуется Андрей Геннадьевич, являются аналогии: так, изучение нетривиально-
го поведения корней дисперсионного уравнения, описывающего возмущение текуще-
го слоя жидкости по наклонной плоскости, он свел к задаче о течении идеальной не-
сжимаемой жидкости: комплексный потенциал такого обтекания имеет ту же
структуру, что и исследуемое дисперсионное уравнение. В другой задаче, связанной с
анализом структуры разрывов в нелинейно-упругой среде, он заметил, что уравнение,
описывающее структуру, аналогично уравнению движения материальной точки в за-
данном поле сил с трением. Анализ возможных движений материальной точки позво-
лил изучить возможные структуры разрывов. В этих и ряде других случаев поведение
исходной весьма сложной системы получалось автоматически из элементарного фи-
зического анализа систем-аналогий.

Многие десятилетия А.Г. Куликовский посвятил преподаванию, будучи профессо-
ром родной кафедры гидромеханики мехмата МГУ. Многие годы он руководил сту-
денческими работами совместно с И.С. Шикиной и Е.И. Свешниковой, а также сту-
денческим спецсеминаром кафедры. В самых разных задачах механики сплошных
сред А.Г. Куликовский стремится получить наиболее простые доказательства, не со-
держащие сложных выкладок. На студенческих спецсеминарах он неоднократно при-
водил собственные простые и наглядные доказательства нетривиальных теорем, дока-
зываемых в литературе с помощью громоздких вычислений (например, о поведении
корабельных волн или о свойствах ударной адиабаты в детонационной волне). Поми-
мо этого, Андрей Геннадьевич многие годы является бессменным председателем жю-
ри конференции-конкурса молодых ученых-механиков, проводимой в НИИ механи-
ки МГУ. В этом же институте он руководит научным семинарном по механике сплош-
ных сред совместно с чл.-корр. РАН О.Э. Мельником, профессором В.П. Карликовым
и профессором А.Н. Осипцовым. Выступить на этом семинаре и получить одобрение
Андрея Геннадьевича считается честью для любого ученого-механика. Под руковод-
ством ученого подготовлено 17 кандидатов и 9 докторов наук. А.Г. Куликовский имеет
звание Заслуженного профессора МГУ им. М.В. Ломоносова.
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А.Г. Куликовский – член Российского национального комитета по теоретической и
прикладной механике (РНКТПМ); многие годы он является членом редколлегий
журналов “Прикладная математика и механика”, “Механика жидкости и газа”, “Вы-
числительная математика и математическая физика”. За свои научные заслуги он был
удостоен Государственной премии РФ (2003 г., в составе авторского коллектива), пре-
мии и медали им. Л.И. Седова РНКТПМ (2002 г.), премии РАН им. С.А. Чаплыгина
(1967 г.).

Андрей Геннадьевич является активно работающим ученым, причем ряд интерес-
нейших результатов получен им в последние годы. Пожелаем ему крепкого здоровья и
творческого долголетия на многие годы.
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Рассмотрены предложенные нами ранее регулярные кватернионные уравнения ор-
битального движения космического аппарата (КА) в четырехмерных переменных
Кустаанхеймо–Штифеля (KS-переменных), в которых в качестве новой независи-
мой переменной используется переменная, связанная с реальным временем диффе-
ренциальным соотношением (преобразованием времени Зундмана), содержащим
расстояние до центра притяжения, а также построены различные новые регулярные
кватернионные уравнения в этих переменных и в регулярных кватернионных оску-
лирующих элементах (медленно изменяющихся переменных), в которых в качестве
новой независимой переменной используется половинная обобщенная эксцентри-
ческая аномалия, широко используемая в небесной механике и механике космиче-
ского полета. В качестве дополнительных переменных в этих уравнениях использу-
ются кеплеровская энергия и время. 
С использованием этих уравнений построены кватернионные уравнения и соотно-
шения в вариациях KS-переменных и их первых производных и в вариациях кепле-
ровской энергии и нового времени, а также найдены изохронные производные от
KS-переменных и их первых производных и матрица изохронных производных для
эллиптического кеплеровского движения КА, необходимые для решения задач про-
гноза и коррекции его орбитального движения. 
Приведены результаты сравнительного исследования точности численного интегри-
рования ньютоновских уравнений пространственной ограниченной задачи трех тел
(Земля, Луна и КА) в декартовых координатах и регулярных кватернионных уравне-
ний этой задачи в KS-переменных, показывающие, что точность численного интегри-
рования этих уравнений значительно выше (на несколько порядков) точности числен-
ного интегрирования уравнений в декартовых координатах. Это обосновывает целесо-
образность использования для прогноза и коррекции орбитального движения КА
регулярных кватернионных уравнений орбитального движения КА и построенных в
статье на их основе кватернионных уравнений и соотношений в вариациях.
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1. Введение, анализ проблемы регуляризации и обоснование использования регулярных
кватернионных уравнений в переменных Кустаанхеймо–Штифеля (KS-переменных) для
решения задач прогноза и коррекции орбитального движения космического аппарата.
В настоящее время в механике космического полета активно разрабатываются про-
блемы прогноза и коррекции орбитального движения космических аппаратов с ис-
пользованием уравнений и соотношений в вариациях. Изучение влияния изменений
начальных условий движения (или их неточного выполнения) на орбитальное движе-
ние играет важную роль в механике космического полета. На это обращается внима-
ние, в частности, еще в книге Эльясберга 1965 года [1], посвященной теории полета
искусственных спутников Земли (предисловие, введение, глава X “Связь между вари-
ациями текущих характеристик и начальных условий движения”). В этой главе гово-
рится, что “Более трудной задачей является установление связи между вариациями

 и  (между вариациями текущих характеристик (вариациями каких-либо коор-
динат и составляющих вектора скорости центра масс) и вариациями начальных усло-
вий движения)”. Приводятся не только общие соотношения, устанавливающие связи
между вариациями  и  с использованием частных производных и их матриц
(матриц изохронных производных), но и рассматриваются частные производные
(изохронные производные) от модуля радиус-вектора, от продольной и радиальной
составляющих вектора скорости, от времени полета и от других параметров орбиталь-
ного движения для эллиптического кеплеровского движения. Приводится матрица
частных производных от текущих характеристик по начальным условиям (матрица
изохронных производных) для эллиптического кеплеровского движения.

Дополнительно отметим, что в работе Чарного (1963) [2] получена матрица изо-
хронных производных на кеплеровой дуге (для отклонений вдоль радиус-вектора,
вдоль трансверсали и бинормали, а также для отклонений радиальной, трансверсаль-
ной и боковой скоростям), получившая впоследствии широкое распространение в
практических вычислениях. В работе Алферьева (2011) [3], посвященной изучению
свойств матриц частных производных, выписан удобный для программирования вид
матриц частных производных от радиус-вектора и вектора скорости центра масс кос-
мического объекта на кеплеровой дуге.

В основе небесной механики и механики космического полета лежит векторное
ньютоновское дифференциальное уравнение возмущенной пространственной задачи
двух тел и соответствующие им скалярные дифференциальные уравнения в прямо-
угольных декартовых координатах. Эти уравнения широко используются не только в
теоретических исследованиях, но и для решения многих технических задач. Это связа-
но с большой наглядностью декартовых координат, компактностью уравнений в де-
картовых координатах и их удобством при решении многих прикладных задач, в том
числе задач, решаемых с помощью навигационных спутников. Так, в документе “Гло-
бальная навигационная спутниковая система ГЛОНАСС. Интерфейсный контроль-
ный документ” говорится (П. 3.1.1. Алгоритм пересчета эфемерид НКА на текущий
момент времени): “Пересчет эфемерид потребителем с момента tэ их задания … про-
водится методом численного интегрирования дифференциальных уравнений движе-
ния КА, в правых частях которых учитываются ускорения, определяемые константой
гравитационного поля Земли μ, второй зональной гармоникой с индексом С20, харак-
теризующей полярное сжатие Земли, а также ускорения от лунно-солнечных гравита-
ционных возмущений. Уравнения движения интегрируются в прямоугольной абсо-
лютной геоцентрической системе координат OX0Y0Z0, связанной с текущими эквато-
ром и точкой весеннего равноденствия, методом Рунге–Кутта четвертого порядка и
имеют вид…”. Приводятся дифференциальные уравнения движения КА в декартовых
координатах (дифференциальные уравнения возмущенной пространственной задачи

Δ ip Δ jq

Δ ip Δ jq
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двух тел, в которой изучаемое (второе) тело малой массы – КА), в которых учитыва-
ются указанные возмущающие ускорения.

Уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел в декартовых коорди-
натах вырождаются при соударении второго тела, например КА (тела с пренебрежимо
малой массой), с центральным телом (при равенстве нулю расстояния между телами),
что делает использование этого уравнения неудобным при изучении движения второ-
го тела в малой окрестности центрального тела или его движения по сильно вытяну-
тым орбитам. Сингулярность в начале координат (особенность типа деления на ноль,
порождаемая действием ньютоновской гравитационной силой) создает не только тео-
ретические, но и практические (вычислительные) трудности использования этих
уравнений. В работе Бордовицыной [4] отмечается, что “В практических задачах не-
бесной механики прямые соударения тел, как правило, не рассматриваются. Однако в
рамках этих задач наличие особенностей в уравнениях движения оказывают заметное
(негативное) влияние на процесс их численного решения”.

Проблема устранения указанной особенности, известная в небесной механике и
механике космического полета (астродинамике) как проблема регуляризации диффе-
ренциальных уравнений возмущенной задачи двух тел, восходит к Эйлеру (1765) [5] и
Леви-Чивита (Levi-Civita) (1920) [6–8], которые дали решения одномерной и двумер-
ной задач о соударении двух тел (в случаях прямолинейного и плоского движений).
Процедуру, позволяющую устранить указанную особенность дифференциальных
уравнений движения, следуя [7], называют регуляризацией. Эффективная регуляриза-
ция уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел, так называемая спи-
норная или KS-регуляризация, была предложена Кустаанхеймо (Kustaanheimo) и
Штифелем (Stiefel) (1964–1965) [9, 10]. Она наиболее полно изложена в широко цитиру-
емой монографии Штифеля и Шейфеле (Scheifele) (1971, 1974) [11].

Отметим следующие основные достоинства уравнений Кустаанхеймо–Штифеля
[4, 11–19]:

• они, в отличие от ньютоновских, существенно нелинейных, уравнений, регуляр-
ны в центре притяжения (не имеют особенностей типа деления на ноль, порождаемых
действующей ньютоновской гравитационной силой);

• линейны для невозмущенных кеплеровских движений в новом времени τ, опре-
деляемым дифференциальным соотношением dt = rdτ (преобразованием времени
Зундмана), в котором r – расстояние до центра притяжения, и имеют в этом случае
вид системы четырех независимых линейных дифференциальных уравнений второго
порядка относительно KS-переменных uj с одинаковыми постоянными коэффициен-
тами, равными половинной кеплеровской энергии h:

• для эллиптического кеплеровского движения, когда кеплеровская энергия h < 0,
эти уравнения эквивалентны уравнениям движения четырехмерного одночастотного
гармонического осциллятора, квадрат частоты которого равен половине кеплеров-
ской энергии, взятой со знаком минус (это свойство позволяет построить регулярные
уравнения в оскулирующих элементах (медленно изменяющихся переменных), удоб-
ные для изучения возмущенного кеплеровского эллиптического движения);

• позволяют выработать единый подход к изучению всех трех типов кеплеровского
движения;

• близки к линейным уравнениям для возмущенных кеплеровских движений;
• позволяют представить правые части дифференциальных уравнений движения

небесных и космических тел в полиномиальной форме, удобной для их решения с по-
мощью ЭВМ.
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Эти свойства регулярных уравнений в KS-переменных позволили разработать эф-
фективные методы нахождения решений в аналитической или численной форме та-
ких трудных для классических методов задач как исследование движения вблизи при-
тягивающих масс или движения по орбитам с большими эксцентриситетами.

Штифелем, Шейфеле, Бордовицыной, Шарковским и др. [4, 11, 13] показано, что
использование регулярных уравнений в KS-переменных позволяет повысить точность
численного решения ряда задач небесной механики и астродинамики, например, за-
дачи о движении искусственного спутника Земли (ИСЗ) по орбитам с большими экс-
центриситетами, от трех до пяти порядков по сравнению с решениями, полученными
при использовании классических ньютоновских уравнений. В книге Бордовицыной и
Авдюшева [13] говорится: “методы теории специальных возмущений весьма эффек-
тивны и могут быть рекомендованы к применению для численного моделирования
спутниковых орбит. Впечатляющие результаты получаются при использовании KS-
уравнений (u, δu) и уравнений Роя (ry). Так, при сохранении точности интегрирова-
ния с их помощью удается повысить быстродействие в 3–4 раза. Кроме того, метод
Энке в KS-переменных (δu) за счет ослабления влияния ошибок округления позволяет
повысить уровень наивысшей точности почти на 1–2 порядка”. Здесь речь идет о
спутниковых орбитах с эксцентриситетом равным нулю или 0.01 (типа орбит спутни-
ковой навигационной группировки ГЛОНАСС, близких к круговым орбитам). Отме-
тим, что для этих круговых или слабоэллиптичеких орбит численное интегрирование
уравнений движения КА в KS-переменных дает существенно меньший выигрыш в
смысле точности в сравнении с интегрированием уравнений движения КА в декарто-
вых координатах, чем для высокоэллиптических орбит (орбит с большими эксцентри-
ситетами).

В работах Fukushima (2005, 2007) [18, 19] также показано, что KS-регуляризация
приводит к очень эффективной схеме интегрирования уравнений орбитального дви-
жения, повышающей точность и скорость численного интегрирования. Это связано
не только со структурой уравнений, но также с использованием нескольких методов,
которые приносят важные преимущества численной схеме: “The KS regularization re-
sulted in a very efficient integration scheme, improving the accuracy and speed of numerical
integration. This comes not only from the structure of the equations, but also from the use of
several techniques that bring important advantages to the numerical scheme”. В работе [19]
приводится численное сравнение четырех схем регуляризации трехмерной задачи
двух тел в условиях возмущения: регуляризации Шперлинга–Бюрде (Sperling–Burdet)
(SB), Кустаанхеймо–Штифеля (KS), Бюрде–Феррандиса (Burdet–Ferrfindiz) (BF) и
трехмерное расширение регуляризации Леви-Чивита (LC). В аннотации статьи [19]
сказано: “the KS and the extended LC regularizations with Kepler energy scaling provide the
best cost performance in integrating almost all the perturbed two-body problems” (КS и рас-
ширенная LС регуляризация с масштабированием энергии Кеплера обеспечивают
наилучшую экономическую эффективность при интеграции почти всех возмущенных
задач двух тел). Подчеркнем, что и Fukushima сравнивает семь схем, описанных в § 1
его статьи, а также “нерегуляризованную обработку, а именно прямое интегрирова-
ние в декартовых координатах”. Для каждой из этих формулировок им проводится те-
стовая интеграция Икара, охватывающая около 1 миллиона лет, и измеряется время
его выполнения: “We compare the seven schemes described in § 1, as well as the unregular-
ized treatment, namely, direct integration in Cartesian coordinates. For each of these formu-
lations, we conduct a test integration of Icarus covering about 1 million years and measure its
execution time”.

В основе регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля лежит нелинейное неоднознач-
ное преобразование декартовых координат. Оно состоит в переходе от трехмерного
пространства декартовых координат xk к четырехмерному пространству новых коор-
динат uj. Поэтому вскоре после открытия KS-преобразования было рассмотрено ис-
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пользование кватернионов (четырехмерных гиперкомплексных чисел) и четырехмер-
ных кватернионных матриц для регуляризации уравнений пространственной задачи
двух тел. Однако Штифель и Шейфеле полностью отвергли эту идею, написав в своей
книге ([11], c. 288) (1971): “Любая попытка заменить теорию KS-матриц более попу-
лярной теорией кватернионных матриц приводит поэтому к неудаче или, во всяком
случае, к очень громоздкому формализму”. Позже (в конце 70-х и начале 80-х годах)
Челноковым было показано [20, 21] (в работе [20] (1981) с использованием классиче-
ских кватернионных матриц, а в работе [21] (1984) с использованием кватернионов
Гамильтона), что в действительности кватернионный подход к регуляризации

• позволяет дать прямой и наглядный вывод регулярных уравнений в KS-перемен-
ных (что ставилось Штифелем и Шейфеле под сомнение ([11], c. 29) из-за неодно-
значности KS-преобразования: “единственный путь избежать этой трудности (неод-
нозначности) состоит в постулировании матричных уравнений в KS-переменных и
проверки того, что при этом удовлетворяются старые ньютоновские уравнения”);

• позволяет дать наглядные геометрическую и кинематическую интерпретации ре-
гуляризующему KS-преобразованию;

• раскрывает геометрический смысл его неоднозначности;
• позволяет получить более общие регулярные уравнения возмущенной простран-

ственной задачи двух тел, частным случаем которых являются регулярные уравнения
Кустаанхеймо–Штифеля.

В работах [20, 21] было показано, что регуляризующее нелинейное преобразование
координат Кустаанхеймо–Штифеля

фактически означает переход от трехмерных декартовых координат xk центра масс
второго тела в инерциальной системе координат к новым четырехмерным перемен-
ным (KS-переменным) uj, определяемым формулами

где λj ( j = 0, 1, 2, 3) – параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона), характеризующие
ориентацию вращающейся в инерциальном пространстве системы координат η, ось η1
которой направлена вдоль радиус-вектора r центра масс второго тела, а проекция ω1
вектора ω абсолютной угловой скорости которой на направление радиус-вектора r
равна нулю: ω1 = 0. Такая система координат называется в механике неголономной
или азимутально-свободной.

Следовательно, для получения регулярных уравнений Кустаанхеймо–Штифеля не-
обходимо записать векторное уравнение возмущенной пространственной задачи двух
тел (в декартовых координатах) в этой вращающейся системе координат η, используя
в качестве параметров ориентации этой системы координат четырехмерные парамет-
ры Эйлера , являющиеся компонентами кватерниона поворота λ этой системы ко-
ординат. Дальнейшие преобразования этих уравнений связаны [20, 21] с нормировкой
параметров Эйлера (кватерниона поворота) с помощью множителя  и с переходом в
полученных уравнениях к KS-переменным uj по выше приведенным формулам, а так-
же с введением в качестве дополнительных зависимых переменных кеплеровской
энергии h и времени t и с переходом к новой независимой переменной τ с помощью
преобразования времени Зундмана dt = rdτ.

Подчеркнем, что использование четырехмерных параметров Эйлера естественным
образом приводит к использованию в теории регуляризации четырехмерных кватер-
нионных матриц и четырехмерных гиперкомплексных переменных – кватернионов
Гамильтона.

( ) ( )= + − − = − = +2 2 2 2
1 0 1 2 3 2 1 2 0 3 3 1 3 0 2, 2 , 2x u u u u x u u u u x u u u u
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В работах [20, 21] было также показано, что билинейное соотношение Кустаанхей-
мо–Штифеля

связывающее между собой KS-переменные uj и их первые производные  (верхний
штрих “'” означает дифференцирование по новой независимой переменной τ) и игра-
ющее, по словам Штифеля и Шейфеле, основную роль в их построении регулярной
небесной механики ([11], с. 29), имеет ясный геометрический и механический смысл и
не является обязательным условием получения регулярных уравнений в KS-перемен-
ных. Более того, отказ от его выполнения позволил получить в работах [20, 21] более
общие регулярные матричные (в четырехмерных кватернионных матрицах) и кватер-
нионные (в кватернионах Гамильтона) уравнения возмущенной пространственной
задачи двух тел в KS-переменных, которые, возможно, также найдут практическое
приложение.

Объясняется это тем, что билинейное соотношение Кустаанхеймо–Штифеля экви-
валентно равенству нулю проекции ω1 вектора абсолютной угловой скорости неголо-
номной системы координат η на направление радиус-вектора r. Проекция ω1 для та-
кой системы координат является произвольно задаваемым параметром (может быть
задана произвольно). В случае Кустаанхеймо–Штифеля она равна нулю: ω1 = 0. Отказ
от выполнения этого условия и позволил Челнокову построить более общие регуляр-
ные кватернионные уравнения.

Позднее (в 1983–2008 годах) эффективность применения кватернионов для реше-
ния проблемы регуляризации уравнений возмущенной пространственной задачи двух
тел была продемонстрирована также в работах ряда зарубежных авторов [22–26]. Так,
Вальдфогель (Waldvogel) (2008) [26] утверждает, что “кватернионы для регуляризации
небесной механики – верный путь”, и что кватернионы “являются идеальным ин-
струментом для описания и разработки теории пространственной регуляризации в не-
бесной механике”. Вальдфогелем отмечается приоритет Челнокова в области кватер-
нионной регуляризации со ссылкой на его статью [20] 1981 г. и другие его работы в
этой области и в области практических приложений регулярных кватернионных урав-
нений в механике космического полета.

Отметим также вышедшую в 2011 г. книгу [16], обзорные работы [17, 27] по пробле-
ме регуляризации уравнений небесной механики и астродинамики и недавний об-
ширный обзор на английском языке Челнокова [28] работ по кватернионной регуля-
ризации дифференциальных уравнений возмущенной пространственной задачи двух
тел и возмущенного центрального движения материальной точки с использованием
четырехмерных KS-переменных и модифицированных четырехмерных переменных,
параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона), переменных Леви-Чивита. В этой работе
также дается обзор приложений регулярных кватернионных уравнений к построению
и исследованию регулярных уравнений орбитального движения космических аппара-
тов, уравнений движения спутника Земли в ее гравитационном поле с учетом зональ-
ных, тессеральных и секториальных гармоник, к решению задач оптимального управ-
ления орбитальным движением космического аппарата с использованием принципа
максимума и к решению задач автономной инерциальной навигации в космосе.

Во всех работах по проблеме регуляризации дифференциальных уравнений возму-
щенной пространственной задачи двух тел, известных авторам статьи, рассматривает-
ся регуляризация уравнений движения центра масс второго (изучаемого) тела, описы-
вающих движение этого тела относительно системы координат, движущейся в инер-
циальной системе координат поступательно, т.е. рассматривается регуляризация
уравнений абсолютного движения центра масс изучаемого тела. Дальнейшее развитие
кватернионной регуляризации дифференциальных уравнений возмущенной про-
странственной задачи двух тел дано Челноковым в работе (2018) [29], в которой в рам-
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ках возмущенной пространственной задачи двух тел предложены регулярные кватер-
нионные дифференциальные уравнения возмущенного движения второго (изучаемо-
го) тела относительно системы координат, вращающейся в инерциальной системе
координат по произвольно заданному закону, а также относительно системы коорди-
нат, связанной с Землей, принимаемой за первое (центральное) тело. Эти кватерни-
онные уравнения относительного движения целесообразно использовать для решения
задач прогноза и коррекции движения КА относительно Земли (т.е. не относительно
инерциальной системе координат, а относительно системы координат, связанной с
вращающейся Землей).

В настоящее время регулярные кватернионные уравнения в KS-переменных нашли
широкое применение в задачах прикладной небесной механики и механики космиче-
ского полета. Это объясняется не только указанными достоинствами этих уравнений,
но и тем, что кватернионный аппарат является более мощным и гибким средством ре-
шения этих задач (в том числе и изучаемых в статье задач прогноза и коррекции орби-
тального движения КА) в сравнении с аппаратом специальных KS-матриц, введенных
Штифелем и Шейфеле и широко используемых в их книге, а также в работах других
исследователей. Поэтому многие отечественные и зарубежные исследователи исполь-
зуют регулярные кватернионные уравнения для решения задач прикладной небесной
механики и механики космического полета.

Отметим, что в настоящее время в Центральном научно-исследовательском инсти-
туте машиностроения (АО ЦНИИМАШ, г. Королев) ведутся исследования [30] (с уча-
стием авторов статьи) по использованию регулярных кватернионных уравнений орби-
тального движения космических аппаратов в KS-переменных совместно с использо-
ванием уравнений в декартовых координатах для решения задач оценивания
параметров движения, прогноза и коррекции орбитального движения КА.

В нашей статье решение задач прогноза и коррекции орбитального движения КА
предлагается решать с использованием предложенных нами ранее регулярных кватер-
нионных уравнений орбитального движения, приведенных в разд. 2.1, и новых регу-
лярных кватернионных орбитального движения КА, полученных в статье, а также с
помощью кватернионных уравнений и соотношений в вариациях, полученных в ста-
тье из кватернионных уравнений орбитального движения КА. Перспективность тако-
го подхода к решению задач прогноза и коррекции орбитального движения была
обоснована нами выше.

В разд. 2.1 статьи рассмотрены известные, предложенные нами ранее, регулярные
кватернионные уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел и регуляр-
ные кватернионные уравнения орбитального движения КА в четырехмерных KS-пе-
ременных, построенные на основе этих уравнений. Эти уравнения используются в
статье для построения новых уравнений и соотношений, предлагаемых нами для ре-
шения задач прогноза и коррекции орбитального движения.

В разд. 2.2 приведены результаты сравнительного исследования точности числен-
ного интегрирования классических ньютоновских дифференциальных уравнений
пространственной ограниченной задачи трех тел (Земля, Луна и КА) в декартовых ко-
ординатах и предложенных Челноковым [31] регулярных кватернионных дифферен-
циальных уравнений этой задачи в KS-переменных, которые показывают, что точ-
ность численного интегрирования регулярных кватернионных уравнений значитель-
но выше (на несколько порядков) точности численного интегрирования уравнений в
декартовых координатах, и которые говорят в пользу использования регулярных ква-
тернионных уравнений орбитального движения для решения задач прогноза и кор-
рекции орбитального движения КА. Эти результаты докладывались Логиновым и
Челноковым [32] на XXVIII Санкт-Петербургской международной конференции по
интегрированным навигационным системам в 2021 году. Здесь они дополнены графи-
ками, иллюстрирующими погрешности численного интегрирования кватернионных
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уравнений и уравнений в декартовых координатах, пояснениями графиков и более
подробным описанием моделирования.

В разделах 2–6 статьи излагаются новые, полученные нами, результаты:
1) Формулы, устанавливающие связи вариаций декартовых координат и проекций

вектора скорости центра масс КА в инерциальной системе координат с вариациями
KS-переменных и их первых производных по новой независимой переменной Зунд-
мана (“фиктивному” времени τ).

2) Формулы для нахождения вариаций KS-переменных, их первых производных и
реального времени t для фиксированного времени τ по вариациям этих переменных,
кеплеровской энергии и времени τ для начального момента времени τ(0) = 0, найден-
ные прямым путем.

3) Матрицы изохронных производных от KS-переменных, их первых производных по
времени τ и кеплеровской энергии для эллиптического кеплеровского движения КА.

4) Линеаризованные регулярные дифференциальные кватернионные уравнения
возмущенного орбитального движения КА в вариациях KS-переменных и их первых
производных по времени , а также дифференциальные уравнения в вариациях кепле-
ровской энергии и времени t, обусловленные вариациями начальных условий и вариа-
цией действующего на КА возмущающего ускорения.

5) Различные формы новых дифференциальных регулярных кватернионных урав-
нений орбитального движения КА, в которых в качестве независимой переменной ис-
пользуется не время τ (независимая переменная Зундмана), а безразмерное время .
Эта независимая переменная равна половинной обобщенной эксцентрической ано-
малии, широко используемой в небесной механике и механике космического полета.
Эти уравнения, также как и наши известные уравнения, изложенные в разд. 2.1, могут
быть эффективно использованы для решения задач прогноза и коррекции орбиталь-
ного движения.

6) Формулы для вариаций KS-переменных и их первых производных в безразмер-
ном времени .

7) Система дифференциальных кватернионных уравнений орбитального движения
КА в регулярных кватернионных оскулирующих элементах (медленно изменяющихся
переменных) с использованием в качестве независимой переменной безразмерного
времени .

Полученные в статье кватернионные уравнения и соотношения в вариациях позво-
ляют изучать и оценивать влияние изменений начальных условий движения КА и дей-
ствующих возмущений на изменение текущих характеристик его движения для теку-
щего момента времени, а также позволяют эффективно решать задачи прогноза и кор-
рекции орбитального движения КА, используя описание движения центра масс КА в
регулярных четырехмерных KS-переменных и в соответствующих им кватернионных
переменных, а также в кватернионных оскулирующих элементах.

2. Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенной простран-
ственной задачи двух тел и возмущенного орбитального движения космического аппарата.

2.1. Регулярные кватернионные уравнения возмущенной пространственной задачи двух
тел и орбитального движения космического аппарата в KS-переменных. В основе небес-
ной механики и астродинамики лежит векторное ньютоновское дифференциальное
уравнение возмущенной пространственной задачи двух тел

(2.1)
В уравнении (2.1) r – радиус-вектор центра масс второго (изучаемого) тела, прове-

денный из центра масс первого (центрального) тела;  – расстояние от центра
масс второго тела до центра масс первого тела, m и M – массы второго и первого тел;
f – гравитационная постоянная; p – вектор возмущающего ускорения центра масс
второго тела, t – время.

τ

τ*

τ*

τ*

−+ + =2 2 3/ ( ) ( , , / )d dt f m M r t d dtr r p r r

=r r
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При m = 0 уравнением (2.1) описывается возмущенное движение центра масс кос-
мического аппарата (второго тела пренебрежимо малой массы) в поле тяготения цен-
трального тела (например, Земли).

Уравнение (2.1) вырождается при соударении второго тела с центральным телом
(при равенстве нулю расстояния r между телами), что делает использование этого
уравнения неудобным при изучении движения второго тела в малой окрестности цен-
трального тела или его движения по сильно вытянутым орбитам. Сингулярность в на-
чале координат создает не только теоретические, но и практические (вычислитель-
ные) трудности использования уравнения (2.1). Эффективная регуляризация уравне-
ний возмущенной пространственной задачи двух тел, так называемая спинорная или
KS-регуляризация, была предложена, как уже отмечалось, Кустаанхеймо и Штифелем
(1964–1965) [9, 10].

В основе регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля лежит нелинейное неоднознач-
ное преобразование декартовых координат изучаемого тела, так называемое KS-пре-
образование, обобщающее преобразование Леви-Чивита и имеющее вид

(2.2)

где xk (k = 1, 2, 3) – координаты центра масс изучаемого тела в инерциальной системе
координат X, имеющей начало в центре масс центрального тела и координатные оси,
направленные на удаленные звезды, uj ( j = 0, 1, 2, 3) – новые переменные (KS-пере-
менные), L(uKS) – обобщенная матрица Леви-Чивита, называемая KS-матрицей, со-
держащая в левом верхнем углу двухмерную квадратную матрицу Леви-Чивита.

В скалярной записи преобразование (2.2) имеет вид

(2.3)

и с точностью до перестановки индексов совпадает с отображением Хопфа (1931) [33].
Регулярные дифференциальные уравнения Кустаанхеймо–Штифеля возмущенной

пространственной задачи двух тел имеют в скалярной записи следующий вид [11]:

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Здесь верхний штрих, как уже отмечалось, символ дифференцирования по новой не-
зависимой переменной Зундмана τ, называемой фиктивным временем и связанной со
временем t дифференциальным уравнением (2.6): dt/dτ = r; h – кеплеровская энергия,
рассматриваемая как дополнительная переменная и определяемая соотношением

pk (k = 1, 2, 3) – проекции вектора возмущающего ускорения p центра масс второго те-
ла на оси инерциальной системы координат. Время t также рассматривается как до-
полнительная (зависимая) переменная.
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Уравнения (2.4)–(2.6) образуют систему десяти обыкновенных нелинейных и не-
стационарных (для возмущенного движения второго тела) дифференциальных урав-
нений относительно четырех KS-переменных uj, кеплеровской энергии h и времени t.

Эти скалярные уравнения эквивалентны матричным уравнениям [11]

(2.7)

где  – четырехмерный вектор-столбец KS-переменных, L(uKS) – KS-матрица, опре-
деляемая соотношением (2.2),  – четырехмерный вектор-столбец, сопоставляемый
трехмерному вектору возмущающего ускорения p,  – скалярное произведение че-
тырехмерных вектор-столбцов a и b.

Основные достоинства уравнений Кустаанхеймо–Штифеля (2.4)–(2.6) или (2.7)
были указаны выше.

Билинейное соотношение Кустаанхеймо–Штифеля

(2.8)
связывает между собой KS-переменные и их первые производные и играет, по словам
Штифеля и Шейфеле, основную роль в их построении регулярной небесной механи-
ки ([11], с. 29). Оно является первым частным интегралом дифференциальных уравне-
ний (2.4)–(2.6) или (2.7).

Кватернионные регулярные уравнения возмущенной пространственной задачи
двух тел в KS-переменных в случае, когда выполняется выше приведенное билиней-
ное соотношение (2.8), имеют следующий вид [21] (см. также [16, 17]):

(2.9)

Здесь

px – отображение вектора p возмущающего ускорения центра масс изучаемого тела на
инерциальный базис X, символ “ ” означает кватернионное умножение; верхняя черта
означает символ кватернионного сопряжения; scal(•) – скалярная часть кватерниона,
стоящего в круглых скобках; u – кватернионная регулярная переменная, определяе-
мая соотношениями

где  – кватернион ориентации выше описанной системы коор-
динат η, вращающейся в инерциальной системе координат X,  – сопряженный ква-
тернион: ; i, j, k – векторные мнимые единицы Гамильтона.

В подвижной системе координат η Челноковым записывается [20, 21] исходное
векторное ньютоновское дифференциальное уравнение возмущенной пространствен-
ной задачи двух тел (2.1) с целью дальнейшей его регуляризации и получения кватер-
нионных уравнений (2.9).

Отметим, что в наших работах [20, 21] получены более общие матричные и кватер-
нионные регулярные уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел в
KS-переменных в общем случае, когда билинейное соотношение (2.8) не выполняется.

В кватернионных уравнениях (2.9) в качестве переменных выступают кватернион u,
компонентами которого являются регулярные KS-переменные uj, кеплеровская энер-
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гия h и время t. Эти уравнения имеют все ранее указанные достоинства матричных ре-
гулярных уравнений (2.7), предложенных Кустаанхеймо и Штифелем. Однако, как
уже отмечалось, в отличие от них, они позволяют использовать кватернионный аппа-
рат, который является более мощным и гибким средством решения изучаемых в ста-
тье задач по сравнению с аппаратом специальных KS-матриц , введенных Шти-
фелем и Шейфеле и широко используемых в их книге, а также в работах других иссле-
дователей. Поэтому регулярные кватернионные уравнения в KS-переменных в
настоящее время также широко используются для решения задач прикладной небес-
ной механики и астродинамики.

Дополнительно отметим, что линейность кватернионных уравнений (2.9) для
кеплеровских движений позволяет эффективно построить новые регулярные кватер-
нионные уравнения орбитального движения в кватернионных оскулирующих элемен-
тах (медленно изменяющихся переменных), удобные для исследования и прогноза
возмущенного движения космических тел и аппаратов.

Для нахождения декартовых координат xk изучаемого тела в инерциальной системе
координат X и проекций  = dxk/dt вектора его скорости v на оси этой системы коор-
динат служат кватернионные соотношения

(2.10)

(2.11)

где rx и vx – отображения векторов r и v на инерциальный базис,  – проекции векто-
ра скорости v оси инерциальной системы координат X.

В скалярной записи выражения для проекций  вектора скорости v имеют вид со-
отношений

(2.12)

где верхняя точка – символ производной по времени t.
2.2. Исследование точности численного интегрирования регулярных кватернионных

уравнений возмущенной пространственной ограниченной задачи трех тел (уравнений ор-
битального движения космического аппарата) в переменных Кустаанхеймо–Штифеля.
Логиновым и Челноковым проведено [32] сравнительное исследование точности чис-
ленного интегрирования классических ньютоновских дифференциальных уравнений
пространственной ограниченной задачи трех тел (Земля, Луна и космический аппа-
рат) в декартовых координатах и построенных нами [31] регулярных кватернионных
дифференциальных уравнений этой задачи в четырехмерных KS-переменных, прини-
мающих вид регулярных кватернионных уравнений (2.9) возмущенной простран-
ственной задачи двух тел в случае отсутствия поля тяготения Луны.

Исследована точность определения траектории орбитального движения космиче-
ского аппарата в поле тяготения Земли и Луны для четырех орбит: круговой (влияние
поля тяготения Луны не учитывается), двух возмущенных эллиптических с малым
эксцентриситетом 0.05 и одной возмущенной эллиптической с большим эксцентри-
ситетом 0.85 (учитываются возмущения от силы гравитации Луны). Траектория КА
определялась численным интегрированием классических ньютоновских дифферен-
циальных уравнений в декартовых координатах и предложенных нами регулярных
кватернионных дифференциальных уравнений в KS-переменных методом Рунге–
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Кутты 4-го порядка. Уравнения в KS-переменных интегрировались в “фиктивном”
времени τ. Оно является новой независимой переменной в регулярных уравнениях и
связано с реальным временем t дифференциальным соотношением (2.6), содержащим
расстояние от КА до центра масс Земли. В реальном времени шаги интегрирования
регулярных кватернионных и классических ньютоновских дифференциальных урав-
нений совпадали.

На интервале времени в 50 оборотов КА выполнялось прямое, а затем обратное ин-
тегрирование уравнений движения. При прямом интегрировании реальное время t на-
растает от нуля до конечного значения , а фиктивное время τ – от нуля до конечно-
го значения , соответствующего конечному реальному времени . При этом КА
движется по траектории, которую будем называть прямой траекторией.

При обратном интегрировании реальное время t и фиктивное время τ убывает от
своих соответствующих значений  и  до нуля, в качестве начальных условий ин-
тегрирования выступают параметры движения КА в конечной точке прямой траекто-
рии (т.е. параметры, полученные при прямом интегрировании для моментов времени

 и ), а КА из этой точки движется в обратную сторону по траектории, которую
будем называть обратной траекторией.

Эти прямую и обратную траектории, полученные путем численного интегрирова-
ния уравнений движения, будем называть численными траекториями.

В результате прямого интегрирования классических ньютоновских уравнений для

каждого момента реального времени  вычисляется радиус-вектор КА .
Каждому моменту реального времени  соответствует момент фиктивного
времени , для которого в результате прямого интегрирования кватернион-

ных уравнений вычисляется радиус-вектор КА .
В результате обратного интегрирования классических ньютоновских уравнений для

каждого момента реального времени  вычисляется радиус-вектор КА .
Каждому моменту реального времени  соответствует момент фиктивного
времени , для которого в результате обратного интегрирования кватерни-

онных уравнений вычисляется радиус-вектор КА .
В силу погрешностей методов численного интегрирования прямая и обратная тра-

ектории (т.е. радиус-векторы КА, вычисленные для каждого момента времени в ре-
зультате прямого и обратного интегрирования) не совпадают между собой.

Первая орбита представляет особый случай, так как является круговой, а влияние
поля тяготения Луны для нее не учитывается, поэтому для этой орбиты известен ана-
литический закон движения КА. С помощью этого аналитического закона вычисля-
лась траектория, которую будем называть истинной траекторией. Каждому моменту
времени t при движении по истинной траектории соответствует радиус-вектор КА

, не зависящий от направления движения (прямого или обратного) вдоль этой тра-
ектории.

Радиус-векторы , , , ,  проведены из центра масс Земли.
Приведем описания орбит, методы сравнения точности интегрирования, а также

условия и результаты моделирования для каждой из них. Первая орбита – круговая.
По этой орбите объект движется вокруг Земли на расстоянии 10000 км от ее центра.
Период обращения объекта вокруг Земли составил 2.8 часа, интервал интегрирования –
50 оборотов (около 139 часов), шаг интегрирования в реальном времени – 30 с.

Для первой орбиты точность численного решения дифференциальных уравнений
движения определялась с помощью отклонения  прямой и обратной численных
траекторий от истинной траектории. Отклонение  в каждый момент времени опре-
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деляется для классических ньютоновских уравнений соотношением 

при прямом интегрировании и соотношением  при обратном инте-

грировании, а для кватернионных уравнений – соотношением  при

прямом интегрировании и соотношением  при обратном интегриро-
вании.

Результаты исследования точности численного решения для первой орбиты пред-
ставлены на рис. 1 и 2 графиками, показывающими зависимость отклонения  от
времени при прямом и обратном интегрировании классических ньютоновских урав-
нений (рис. 1) и кватернионных уравнений (рис. 2). Здесь и далее на всех графиках для
кватернионных уравнений вместо значений фиктивного времени τ представлены со-
ответствующие значения реального времени t.

Область слева от вертикальной пунктирной линии соответствует прямому интегри-
рованию, в этой области при движении слева направо по оси абсцисс время t нараста-
ет. Для оценки точности интегрирования использовано значение  на вертикальной
пунктирной линии, то есть в конечный момент времени прямого интегрирования.

Область справа от пунктирной линии соответствует обратному интегрированию, в
ней при движении слева направо по оси абсцисс время t, напротив, убывает. Эта об-
ласть приведена для демонстрации существенного различия поведения отклонения

 для классических ньютоновских и регулярных кватернионных уравнений.

Видно, что для классических уравнений отклонение  достигает максимума в ко-
нечный момент времени обратного интегрирования. Для кватернионных уравнений
отклонение  достигает максимума в конечный момент времени прямого интегри-
рования, а при обратном интегрировании убывает, достигая в конечный момент вре-
мени обратного интегрирования значения, близкого к нулю. Причина такого разли-
чия в том, что регулярные кватернионные уравнения в KS-переменных для невозму-
щенной круговой орбиты линейны, а классические ньютоновские уравнения –
нелинейны.
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Рис. 1. Отклонение : орбита 1 (круговая), классические ньютоновские уравнения.
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Параметры второй, третьей и четвертой невозмущенных орбит взяты из книги Бор-
довицыной [4] (с. 95, табл. 2 для начальных значений декартовых координат КА и про-
екций его вектора начальной скорости). Эксцентриситет второй невозмущенной ор-
биты – 0.05, период оборота – 2 часа, интервал интегрирования уравнений возмущен-
ного движения – 100 часов, шаг интегрирования в реальном времени – 30 секунд.
Эксцентриситет третьей невозмущенной орбиты – 0.05, период оборота – 20 часов,
интервал интегрирования уравнений возмущенного движения – 1000 часов, шаг инте-
грирования в реальном времени – 360 секунд. Эксцентриситет четвертой невозму-
щенной орбиты – 0.85, период оборота – 20 часов, интервал интегрирования уравне-
ний возмущенного движения – 1000 часов, шаг интегрирования в реальном времени –
60 секунд.

Для этих трех орбит аналитический закон движения неизвестен, поэтому точность
численного решения дифференциальных уравнений движения определялась с помо-
щью отклонения  обратной численной траектории КА от его прямой численной
траектории. Подобный метод использован в книге Бордовицыной [4]. Отклонение 
в каждый момент времени определяется для классических ньютоновских уравнений

соотношением , а для кватернионных уравнений – соотношением

.

Результаты исследования точности интегрирования классических ньютоновских
дифференциальных уравнений и кватернионных уравнений в KS-переменных для
второй орбиты представлены графиками на рис. 3 и 4, для третьей орбиты – на рис. 5 и
6, для четвертой орбиты – на рис. 7 и 8. На этих графиках представлена зависимость
отклонения  от времени. В отличие от графиков для первой (круговой) орбиты,
здесь представлено только обратное интегрирование, поэтому при движении слева на-
право по оси абсцисс время t убывает. Для оценки точности численного решения ис-
пользовано максимальное на интервале интегрирования значение .

Из графиков на рис. 3 и 4 видно, что в случае второй орбиты отклонение  для
классических ньютоновских уравнений нарастает по закону, близкому к экспоненци-
альному, а для уравнений в KS-переменных – по закону, близкому к линейному.

Δr
Δr

Δ = −clas clas
rev frwr r r

Δ = −rev frw
KS KSr r r

Δr

Δr

Δr

Рис. 2. Отклонение : орбита 1 (круговая), уравнения в KS-переменных.
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Графики на рис. 5 и 6 показывают, что в случае третьей орбиты отклонение  для
классических ньютоновских уравнений нарастает по закону, близкому к экспоненци-
альному, а для уравнений в KS-переменных – по закону, близкому к линейному.

Графики на рис. 7 и 8 для четвертой орбиты демонстрируют колебательные состав-
ляющие с гораздо большей, чем для остальных орбит, амплитудой, что связано с боль-
шим эксцентриситетом орбиты. На рис. 8 видно, что для кватернионных уравнений
абсолютные значения амплитуды колебаний  на интервале интегрирования явля-

ются минимальными из всех рассмотренных случаев и не превышают  м, од-
нако нарастание амплитуды не является монотонным. Отсутствие монотонности на-
растания амплитуды, по всей видимости, объясняется ограниченностью разрядной
сетки вычислителя, реализующего алгоритм численного интегрирования.

Δr

Δr
−× 62.7 10

Рис. 3. Отклонение Δr: орбита 2, классические ньютоновские уравнения.
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Рис. 4. Отклонение Δr: орбита 2, уравнения в KS-переменных.
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По результатам моделирования регулярные кватернионные уравнения в KS-пере-
менных показали значительно более высокую точность, чем уравнения в декартовых
координатах. Графики на рис. 1–8 показывают, что для круговой орбиты точность
оказалась выше на два порядка, для возмущенных эллиптических орбит со средним
эксцентриситетом – на четыре порядка, для возмущенной эллиптической орбиты с
высоким эксцентриситетом – на семь порядков. Отметим, что в книге Бордовицыной
[4] приведены результаты численных исследований решений уравнений невозмущен-
ной и возмущенной пространственной задачи двух тел (решений уравнений невозму-
щенного и возмущенного движения ИСЗ) ряда авторов с использованием других из-
вестных (канонических) уравнений в KS-переменных, построенных с использованием
соответствующего гамильтониана, и уравнений в декартовых координатах, демонстри-
рующие преимущество уравнений в KS-переменных перед уравнениями в декартовых
координатах (в смысле точности их численного интегрирования). Сравнение этих ре-
зультатов с нашими результатами показало, что они в целом согласуются между собой.

Рис. 5. Отклонение Δr: орбита 3, классические ньютоновские уравнения.
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Рис. 6. Отклонение Δr: орбита 3, уравнения в KS-переменных.
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Полученные нами результаты численного исследования подтверждают значитель-
ные преимущества регулярных кватернионных уравнений в KS-переменных в задачах
прогноза движения небесных и космических тел, а также в задачах коррекции пара-
метров орбитального движения КА и инерциальной навигации в космосе перед урав-
нениями в декартовых координатах. Они обосновывают перспективность использова-
ния регулярных кватернионных уравнений для решения задач прогноза и коррекции
орбитального движения КА.

3. Связи вариаций декартовых координат и проекций вектора скорости космического
аппарата с вариациями KS-переменных и их первых производных. Вариации δxk (k = 1, 2, 3)
декартовых координат xk КА могут быть найдены через вариации δuj ( j = 0, 1, 2, 3)
KS-переменных uj по формулам

(3.1)
=

∂δ = δ =
∂

3

0
; 1,2,3k

k j
j j

xx u k
u

Рис. 7. Отклонение Δr: орбита 4, классические ньютоновские уравнения.
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Рис. 8. Отклонение Δr: орбита 4, уравнения в KS-переменных.
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Используя формулы (3.1) и (2.3), получаем следующие скалярные выражения для
нахождения вариаций δxk через вариации δuj:

(3.2)

В кватернионной записи соотношения (3.2) примут вид (3.3):

(3.3)

где вариация  отображения  радиус-вектора r центра масс КА на инерциальный
базис X и вариация  кватернионной регулярной переменной u определяются соот-
ношениями

(3.4)

а  означает векторную часть кватерниона a, заключенного в круглые скобки.
Вариации  (k = 1, 2, 3) проекций  вектора скорости v центра масс КА на оси

инерциальной системы координат X могут быть найдены через вариации δuj ( j = 0, 1, 2, 3)
KS-переменных uj и вариации  их первых производных  по формулам

(3.5)

Используя формулы (3.5) и (2.12), получаем выражения (3.6) или (3.7) для нахожде-
ния вариаций  через вариации δuj и :

(3.6)

(3.7)

где

(3.8)

δ = δ + δ − δ − δ
δ = − δ + δ + δ − δ
δ = δ + δ + δ + δ

1 0 0 1 1 2 2 3 3

2 3 0 2 1 1 2 0 3

3 2 0 3 1 0 2 1 3

2( )
2( )
2( )

x u u u u u u u u
x u u u u u u u u
x u u u u u u u u

( )δ = δ + δ = δ     2 vect ,xr u i u u i u u i u

δ xr xr
δu

δ = δ + δ + δ δ = δ + δ + δ + δ1 2 3 0 1 2 3, ,x x x x u u u ur i j k u i j k

( )vect a
δvk vk

δ = δ'j ju s ='j ju s

= =

   ∂ ∂ ∂ ∂ δ = δ + δ = δ + δ =  ∂ ∂ ∂∂   
 v v v v

v

3 3

0 0
' ; 1,2,3

'
k k k k

k j j j j
j jj j jj

u u u s k
u u su

δvk ='j ju s

( ) ( )
( )

−

−

δ − ⋅ δ + − − +

+ δ + δ − δ − δ + δ + δ − δ − δ

v
2

1 0 0 1 1 2 2 3 3

1
0 0 1 1 2 2 3 3 0 0 1 1 2 2 3 3

' ' ' ' = 4

' ' ' ' ' ' ' '2

r u u u u u u u u

r u u u u u u u u u u u u u u u u

u u

( ) ( )
( )

−

−

δ − ⋅ δ − + + − +

+ − δ + δ + δ − δ − δ + δ + δ − δ

v
2

2 3 0 2 1 1 2 0 3

1
3 0 2 1 1 0 3 0 3 1 2 2 1 3 0

' ' ' ' = 4

' ' ' ' ' ' '2 '

r u u u u u u u u

r u u u u u u u u u u u u u u u u

u u

( ) ( )
( )

−

−

δ − ⋅ δ + + + +

+ δ + δ + δ + δ + δ + δ + δ + δ

v
2

3 2 0 3 1 0 2 1 3

1
2 0 3 1 0 2 1 3 2 1 3 2 0 3 1

' ' ' ' = 4

' ' ' ' ' ' '2  '

r u u u u u u u u

r u u u u u u u u u u u u u u u u

u u

( )
( )

−

−

δ = − ⋅ δ + − − +

+ δ + δ − δ − δ + δ + δ − δ − δ

v
2

1 0 0 1 1 2 2 3 3
1

0 0 1 1 2 2 3 3 0 0 1 1 2 2 3 3

4 ( )

2

r u s u s u s u s

r u s u s u s u s s u s u s u s u

u u

( )−

−

δ = − ⋅ δ − + + − +

+ − δ + δ + δ − δ − δ + δ + δ − δ

v
2

2 3 0 2 1 1 2 0 3
1

3 0 2 1 1 2 0 3 0 3 1 2 2 1 3 0

4 ( )

2 ( )

r u s u s u s u s

r u s u s u s u s s u s u s u s u

u u

( )−

−

δ = − ⋅ δ + + + +

+ δ + δ + δ + δ + δ + δ + δ + δ

2
3 2 0 3 1 0 2 1 3

1
2 0 3 1 0 2 1 3 0 2 1 3 2 0 3 1

4 ( )

2 ( ),

r u s u s u s u s

r u s u s u s u s s u s u s u s u

u uv

( )⋅ δ = δ + δ + δ + δ = δ0 0 1 1 2 2 3 32 2( )u u u u u u u u ru u



142 ЧЕЛНОКОВ и др.

В кватернионной записи соотношения (3.6) и (3.7) принимают вид соотношений (2.9)
и (2.10) соответственно:

(3.9)

(3.10)

где  – отображение вариации вектора скорости v на инерциаль-
ный базис X, , .

Отметим, что скалярная часть суммы кватернионных произведений в соотношени-
ях (3.9) и (3.10) равна нулю:

в силу билинейного соотношения (2.8).
Поэтому

Для круговой орбиты, когда модуль радиус-вектора КА r = const, вариация δr = 0.
Соотношения (3.9) и (3.10) упрощаются и принимают вид

4. Решения регулярных кватернионных уравнений орбитального движения КА в вариа-
циях для эллиптического кеплеровского движения в KS-переменных и изохронные произ-
водные. Получим соотношения, позволяющие изучать и оценивать влияние измене-
ний начальных условий движения КА на изменения текущих характеристик его дви-
жения для текущего момента времени, используя описание движения центра масс КА
в KS-переменных. Другими словами, найдем вариации δuj(τ) ( j = 0, 1, 2, 3) KS-пере-
менных uj и вариации  их первых производных  для фиксирован-

ного времени τ по вариациям δuj(τ0) и  этих переменных для началь-
ного момента времени τ0 в случае эллиптического кеплеровского движения КА.

Для решения этой задачи воспользуемся прямым путем – варьированием кватерни-
онных конечных соотношений, описывающих общее решение кватернионных регу-
лярных дифференциальных уравнений движения центра масс КА в KS-переменных
для его невозмущенного кеплеровского движения

(4.1)

получающихся из уравнений (1.9) в случае невозмущенного кеплеровского движения КА
(при отсутствии возмущающего ускорения центра масс КА, когда кватернион q = 0).

В скалярной записи эти уравнения имеют следующий вид:

(4.2)

(получаются из уравнений (2.4) и (2.5) при qj = 0).
В случае движения КА по эллиптической орбите, когда кеплеровская энергия h < 0,

кватернионное уравнение системы уравнений (4.1) принимает вид уравнений движе-
ния одночастотного четырехмерного гармонического осциллятора. Общее решение
системы (4.1) или (4.2) имеет вид
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(4.4)

(4.5)

Переменные u и  в этом случае – гармонические функции переменной τ, k –
частота осциллятора.

Отметим, что в случае круговой орбиты время t и фиктивное время τ связаны прямо
пропорциональной зависимостью: t = rτ.

Соотношения (4.3) запишем также в виде

(4.6)

Запишем кватернионные соотношения (4.6) (общее решение системы (4.1)) в ска-
лярном виде

(4.7)

Вариации δuj(τ) ( j = 0, 1, 2, 3) KS-переменных uj и вариации  их пер-
вых производных  для фиксированного времени τ могут быть найдены по вари-
ациям δuj(τ0) и  этих переменных, а также по вариации  кеплеров-
ской энергии h для начального момента фиктивного времени τ0 = 0 в случае эллипти-
ческого кеплеровского движения КА, описываемого соотношениями (4.7), по
формулам

(4.8)

(4.9)

где , , .
Подставляя соотношения (4.7) в формулы (4.8) и (4.9), получаем следующие соот-

ношения для нахождения вариаций KS-переменных и их первых производных для
фиксированного времени τ по вариациям этих переменных для начального момента
времени τ0 = 0 в случае эллиптического кеплеровского движения КА:
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(4.11)
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В кватернионной записи формулы (4.10) и (4.11) принимают вид

(4.12)

(4.13)

где , , частота k определяется формулой (4.5).
Соотношения (4.10), (4.11) или (4.12), (4.13) – решение уравнений орбитального

движения КА в вариациях KS-переменных и их первых производных для эллиптиче-
ского кеплеровского движения КА. В этом решении постоянные интегрирования
определены для начального момента времени τ0 = 0.

В матричной записи это решение принимает вид

(4.14)

где E – единичная матрица размерами 4 × 4, а , ; ,  и ,  – четырехмерные
вектор-столбцы с элементами , ; ,  и , , соответственно.

Отметим, что слагаемые в соотношениях (4.12) и (4.13) или в (4.14), содержащие в
качестве множителей величины  и  перед вариацией δh кеплеровской
энергии h, показывают, что при неточном задании кеплеровской энергии h (при нали-
чии ее вариации δh) вариации  и  KS-переменных и их первых производных для
эллиптического кеплеровского движения КА растут во времени τ и, следовательно,
вариации  и  неустойчивы в смысле Ляпунова во времени τ. При отсутствии вари-
ации δh (при точном задании кеплеровской энергии h) эта неустойчивость исчезает
(в этом случае вариации  и  ведут себя как гармонические функции времени τ).
Известно, что движение материальной точки в ньютоновском гравитационном поле
по эллиптической траектории неустойчиво по отношению к декартовым координатам
(показано еще Ляпуновым) в смысле Ляпунова. Также известно, что неустойчивость
по декартовым координатам развивается быстрее, чем неустойчивость по KS-пере-
менным.

Решение (4.14) можно также записать в другой матричной форме

(4.15)

где матричный элемент ,

(4.16)

В соответствии с формулами (4.15) и (4.16) матрица изохронных производных в KS-
переменных и их первых производных для эллиптического кеплеровского движения
КА имеет следующий вид (при отсутствии вариации времени τ):
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С использованием формул (3.3), (3.4) и (3.9) (или (3.8), (3.10)) находятся вариации
декартовых координат КА и проекций его орбитальной скорости через вариации KS-
переменных их первых производных для эллиптического кеплеровского движения.

5. Изохронные производные в KS-переменных и их первых производных для эллипти-
ческого кеплеровского движения: учет вариации фиктивного времени. Общее решение (4.6)
системы дифференциальных уравнений (4.1) орбитального движения КА по эллипти-
ческой орбите в KS-переменных запишем с учетом начальных условий при τ0 = 0 (t = 0)
в следующем виде:

(5.1)

Здесь

(5.2)

(5.3)

Физическое время t выражается через фиктивное время τ и начальные значения KS-

переменных uj и их первых производных  по фиктивному времени по форму-
ле (4.4), которую запишем в следующем виде:

(5.4)

где  – скалярное произведение четырехмерных векторов
u(0) и s(0).

Согласно (5.4) физическое время . Следовательно, фиктивное
время .

Между переменными uj и sj во все время движения имеет место следующая связь
(билинейное соотношение):

(5.5)

Таким образом, между переменными u, s и h во все время движения имеют место
соотношения (5.2) и (5.5).

Уравнение (5.4) легко решается численно относительно τ по заданным t, , ,
так как зависимость от времени t монотонная. Тогда в любой момент t определяются
переменные u и s по формулам (5.1), а по их значениям – положение в декартовых ко-
ординатах и скорость КА в этот момент времени по формулам (1.11) и (2.10).

   τ τ τ τ + τ − τ τ   
 

  − τ τ τ + τ τ + τ τ   
 
 
 

0 02

0 0

4 4

1 1 1 1cos( ) sin( ) sin( ) sin( ) cos( )
4 4

1 1sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
4 4

0 0 1

k E k E k k k
k k kk

k k E k E k k k
k k

u s

u s

−τ = τ + τ
τ = τ − τ

1( , (0), (0), (0)) (0) sin( ) (0) cos( )
( , (0), (0), (0)) (0) cos( ) (0) sin( )

h k k k
h k k k

u u s s u
s u s s u

( ) ( )= − = − = −

= = + + + = + + +

v
1/2 2

2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 2 3 0 1 2 3

1, 2
2 2

,

fMhk h s fM
r u

u r u u u u s s s s s

( ) ( )
( )

( )( )τ = = − <2
2
10 2 0 0

0
h h s fM

u

='j ju s

( )

( ) ( )( )

τ    
= τ = + τ − − τ +   

   

+ − τ


2 2

2 2 2
2 2

0

2

(0) (0)1 1(0) (0) sin 2
2 4

1 (0), (0) 1 cos 2 ,
2

s st u d u u k
kk k

k
k

u s

( ) ( )= (0), (0) scal (0) (0)u s u s

= τ( , (0), (0), (0))t t hu s
τ = τ( , (0), (0), (0))t hu s

( ) = − + − =0 1 1 0 2 3 3 2, 0l u s u s u s u su s

(0)u (0)s



146 ЧЕЛНОКОВ и др.

5.1. Вариации для KS-переменных, их первых производных и времени t по всем вариациям
переменных u(0), s(0), h(0) и времени τ. Вариации δu, δs и δt для KS-переменных, их пер-
вых производных и времени t находятся по всем вариациям δu(0), δs(0), δh(0) и δτ пе-
ременных u(0), s(0), h(0) и “времени” τ из соотношений (5.1) и (5.4) и имеют следую-
щий вид:

(5.6)

(5.7)

(5.8)

Введем обозначения A(τ) и D(τ) для двух скалярных и обозначения B(τ), C(τ), Eu(τ),
Es(τ) для четырех кватернионных функций:
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С учетом обозначений (5.9)–(5.14) соотношения (5.6)–(5.8) для вариаций δu, δs и δt
KS-переменных, их первых производных и времени t записываются в следующем виде:

(5.15)

(5.16)

(5.17)

5.2. Вычисление изохронных производных от KS-переменных. Для вычисления изо-
хронных производных в соотношении (5.17) положим δt = 0. Из полученного соотно-
шения определяется δτ:

(5.18)

Вариация фиктивного времени δτ, которая определяется по формуле (5.18), пока-
зывает изменение фиктивного времени за счет изменения начальных условий u(0),
s(0) и h(0) на величины δu(0), δs(0) и δh(0), при котором физическое время, определя-
емое формулой (5.4), в первом приближении не изменяется, т.е.

Если выражение (5.18) для вариации δτ фиктивного времени подставить в соотно-
шения (5.15) и (5.16), записывая скалярные произведения кватернионов, заключенные
в круглые скобки, через суммы произведений соответствующих компонент кватерни-
онов, и выделить в них коэффициенты при компонентах вариаций δu(0), δs(0) и при
вариации δh(0), то эти коэффициены будут определять изохронные производные от
KS-переменных и их первых производных по компонентам кватернионов u(0), s(0) и
по энергии h(0), имеющие вид

(5.19)

(5.20)
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Здесь  – символ Кронекера:  = 1, если i = j и  = 0, если i ≠ j.
Отметим, что между вариациями δh(0) и δu(0), δs(0) имеется связь, которая в соот-

ветствии с соотношением (5.3), имеет вид

(5.22)
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Кроме того, между вариациями δu(0) и δs(0) имеется связь, получаемая из соотно-
шения (5.5) и имеющая вид

5.3. Вычисление приращений KS-переменных. Вычисление приращений ,  KS-
переменных в момент времени t за счет их приращений ,  в начальный мо-
мент времени через изохронные производные, определяемые соотношениями (5.19)–
(5.21), будет производиться по формулам

Гораздо проще после того, как вычислено δτ по формуле (5.18), вычислить прира-
щения KS-переменных по формулам (5.6) и (5.7) или (5.15) и (5.16) без вычисления
изохронных производных. После того, как вычислено δτ по формуле (5.18), можно вы-
числить значения KS-переменных при измененных начальных условиях по форму-
лам (5.1)–(5.3), заменив в них u(0) на u(0) + δu(0), s(0) на s(0) + δs(0), h(0) на h(0) + δh(0), τ
на τ + δτ.

Несмотря на то, что δh(0) выражается через δu(0) и δs(0) по формуле (5.22), нет не-
обходимости исключать h(0) из числа аргументов кватернионных переменных u и s.
Первый дифференциал функции многих переменных обладает свойством инвариантно-
сти относительно зависимости между аргументами функции. Исключение h(0) усложнит
выражения для изохронных производных, так как в этом случае в производные

войдут в качестве основных частей выражения для δh(0).
6. Кватернионные дифференциальные уравнения орбитального движения в вариациях

KS-переменных, их первых производных, а также в вариациях кеплеровской энергии и
времени. Линеаризованные дифференциальные регулярные кватернионные уравне-
ния возмущенного орбитального движения КА в вариациях δu и δs KS-переменных и
их первых производных по времени , а также уравнения в вариациях  и  кепле-
ровской энергии и времени t, обусловленные вариациями начальных условий и дей-
ствующего возмущающего ускорения, получаются из уравнений (2.9) и имеют вид

(6.1)
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 – вариация возмущающего ускорения p, которая обусловлена вариациями пере-
менных  и зависит от конкретного вида действующих возмущений.

При отсутствии возмущающего ускорения p уравнения возмущенного орбитально-
го движения КА в вариациях (6.1) принимают вид

Формулы (4.12) и (4.13) для вариаций KS-переменных их первых производных для
фиксированного времени τ по вариациям этих переменных для начального момента
времени τ0 = 0 в случае эллиптического кеплеровского движения КА получаются ин-
тегрированием первого кватернионного дифференциального уравнения из этих урав-
нений при , .

7. Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенного орбиталь-
ного движения космического аппарата с использованием в качестве независимой перемен-
ной половинной обобщенной эксцентрической аномалии. Для решения задач прогноза и
коррекции орбитального движения космического аппарата целесообразно также ис-
пользовать регулярные кватернионные уравнения орбитального движения, в которых
в качестве независимой переменной используется переменная . Эта переменная
равна половинной обобщенной эксцентрической аномалии и определяется диффе-
ренциальными соотношениями

Получены следующие различные дифференциальные регулярные кватернион-
ные уравнения орбитального движения КА с использованием независимой пере-
менной .

Первая форма уравнений:

Вторая форма уравнений:
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Третья форма уравнений:

(7.1)

Здесь, по-прежнему, возмущение .
Для невозмущенного эллиптического кеплеровского движения КА кватернион воз-

мущения q = 0 и основное дифференциальное кватернионное уравнение орбитально-
го движения центра масс КА принимает во времени  вид уравнения движения четы-
рехмерного одночастотного гармонического осциллятора

частота колебаний которого в безразмерном времени  равна 1.
Для движения по круговой орбите расстояние r и кеплеровская энергия h – посто-

янные величины. Поэтому время t и новое время  связаны прямо пропорциональ-
ной зависимостью

С другой стороны для круговой орбиты

где E – эксцентрическая аномалия.
Поэтому для круговой орбиты , то есть, новое время  для круговой орби-

ты равно половинной эксцентрической аномалии E.
В новом времени  эллиптическое кеплеровское движение центра масс КА описы-

вается кватернионными соотношениями

где  и – значение кватернионов  и  при .

Вариации δu и δs для KS-переменных и их первых производных в безразмерном
времени  (с учетом вариации  этого времени) имеют вид

где .

Эти вариации формально имеют более простой вид в сравнении с вариациями δu и
δs во “времени” τ (5.6) и (5.7), однако следует иметь в виду, что выражение для вариа-
ции  гораздо сложнее выражения для вариации , присутствующей в вариациях δu
и δs во времени τ.

Вместо переменных u и  для решения задач прогноза и коррекции орбитального
движения космического аппарата можно также использовать кватернионные диффе-
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ренциальные уравнения в кватернионных оскулирующих (медленно изменяющихся)
переменных α и β.

Для их вывода используем метод вариации постоянных. Запишем решение первого
кватернионного дифференциального уравнения орбитального движения КА из систе-
мы уравнений (7.1) в следующем виде:

где α и β – новые кватернионные переменные.
Продифференцируем это соотношение по времени :

Потребуем, чтобы выражение в скобках было равно нулю:

Тогда предпоследнее выражение приводит к тому же результату, что и в случае по-
стоянных α и β.

Используя соотношения

(7.2)

как формулы замены кватернионных переменных u и  на новые кватернионные пе-
ременные α и β, получим из первого кватернионного дифференциального уравнения
системы уравнений (7.1) следующую систему кватернионных дифференциальных
уравнений в регулярных кватернионных элементах α и β и в безразмерном времени :

(7.3)

где возмущение , кватернионы  и  определены в новых перемен-
ных соотношениями (7.2).

Кватернионные оскулирующие переменные α и β находятся через переменные u и
 по формулам

Отметим, что дифференциальные уравнения (7.3) в регулярных кватернионных
оскулирующих элементах α и β справедливы для возмущенного эллиптического
кеплеровского движения центра масс КА.

Заключение. В статье получены основные уравнения и соотношения, необходимые
для решения задач прогноза и коррекции орбитального движения КА с использовани-
ем регулярных кватернионных уравнений орбитального движения КА в KS-перемен-
ных и соответствующих им уравнений в вариациях. Была обоснована перспектив-
ность такого подхода к решению задач прогноза и коррекции орбитального движения.

Рассмотрены известные, предложенные нами ранее, регулярные кватернионные
уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел и регулярные кватернион-
ные уравнения орбитального движения КА в четырехмерных KS-переменных, постро-
енные на основе этих уравнений. Уравнения орбитального движения КА включают
дифференциальные уравнения второго порядка относительно четырехмерных KS-пе-
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ременных uj осцилляторного типа, имеющие в случае возмущенного эллиптического
кеплеровского движения вид дифференциальных уравнений движения возмущенного
четырехмерного одночастотного гармонического осциллятора, квадрат частоты кото-
рого равен половине кеплеровской энергии h, взятой со знаком минус, а также вклю-
чают дифференциальные уравнения первого порядка относительно кеплеровской
энергии и реального времени t.

Приведены результаты нашего сравнительного исследования точности численного
интегрирования классических ньютоновских уравнений пространственной ограни-
ченной задачи трех тел (Земля, Луна и космический аппарат) в декартовых координатах
и предложенных нами регулярных кватернионных уравнений этой задачи в KS-пере-
менных. Точность численного интегрирования регулярных кватернионных уравне-
ний в KS-переменных оказалась значительно выше точности численного интегриро-
вания уравнений в декартовых координатах: для круговой орбиты точность оказалась
выше на два порядка, для возмущенных эллиптических орбит со средним эксцентри-
ситетом – на четыре порядка, для возмущенной эллиптической орбиты с высоким
эксцентриситетом – на семь порядков. Эти результаты согласуются с результатами,
приведенными в книге Бордовицыной [4], где приводится другая (каноническая)
форма регулярных уравнений в KS-переменных, выведенных с использованием соот-
ветствующего гамильтониана, и результаты точности их численного интегрирования.
Наши результаты численного исследования говорят о перспективности использова-
ния регулярных кватернионных уравнений орбитального движения в KS-переменных
для решения задач прогноза и коррекции орбитального движения КА.

Получены формулы, устанавливающие связи вариаций δxk и  декартовых коор-
динат и проекций вектора скорости центра масс КА в инерциальной системе коорди-
нат с вариациями δuj и δsj KS-переменных uj и их первых производных sj = duj/dτ по
новому (“фиктивному”) времени τ.

Найдены прямым путем вариации δuj, δsj и δt KS-переменных uj, их первых произ-
водных sj и времени t для фиксированного времени τ по вариациям δuj(0), δsj(0), δh(0)
и δτ переменных uj(0), sj(0), кеплеровской энергии h(0) и времени τ для начального
момента времени τ(0) = 0 (как без учета, так и с учетом вариации времени τ). Найдены
также матрицы изохронных производных от KS-переменных uj, их первых производ-
ных sj и кеплеровской энергии h по компонентам uj(0) и sj(0) регулярных кватернион-
ных переменных u(0), s(0) и по энергии h(0) для эллиптического кеплеровского дви-
жения КА.

Получены линеаризованные дифференциальные регулярные кватернионные урав-
нения возмущенного орбитального движения КА в вариациях δu и δs KS-переменных
и их первых производных по времени , а также дифференциальные уравнения в ва-
риациях  и  кеплеровской энергии и реального времени, обусловленные вариаци-
ями начальных условий и вариацией действующего возмущающего ускорения. Фор-
мулы (4.12) и (4.13) для вариаций KS-переменных, их первых производных для фикси-
рованного времени τ по вариациям этих переменных для начального момента
времени τ0 = 0 в случае эллиптического кеплеровского движения КА получаются ин-
тегрированием первого кватернионного уравнения из этих полученных уравнений в
случае, когда , .

Получены также для решения задач прогноза и коррекции орбитального движения
КА другие различные регулярные кватернионные дифференциальные уравнения ор-
битального движения, в которых в качестве независимой переменной используется
безразмерное время . Эта переменная равна половинной обобщенной эксцентриче-
ской аномалии E. Для невозмущенного эллиптического кеплеровского движения ос-
новное дифференциальное кватернионное уравнение орбитального движения центра

δvk

τ
δh δt

= consth δ = δ 0h h

τ*
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масс КА принимает во времени  вид уравнения движения четырехмерного одноча-
стотного гармонического осциллятора, частота колебаний которого в этом безразмер-
ном времени  равна 1.

Получены вариации δu и δs для KS-переменных и их первых производных в безраз-
мерном времени  (с учетом вариации  этого времени). Построена система ква-
тернионных дифференциальных уравнений орбитального движения КА в регулярных
кватернионных оскулирующих элементах α и β с использованием в качестве незави-
симой переменной безразмерного времени . Эти уравнения справедливы для возму-
щенного эллиптического кеплеровского движения центра масс КА.

Полученные уравнения и соотношения позволяют изучать и оценивать влияние из-
менений начальных условий движения КА и действующих возмущений на изменение
текущих характеристик его движения для текущего момента времени, а также позво-
ляют эффективно решать задачи прогноза и коррекции орбитального движения КА,
используя описание движения центра масс КА в регулярных KS-переменных и в соот-
ветствующих им кватернионных переменных, а также в кватернионных оскулирую-
щих элементах.

Этому способствуют следующие достоинства уравнений Кустаанхеймо–Штифеля
и предложенных нами регулярных кватернионных уравнений орбитального движения КА:

• регулярность в центре притяжения (в отличие от нерегулярных ньютоновских
уравнений);

• линейность для невозмущенных кеплеровских движений (в отличие от суще-
ственно нелинейных ньютоновских уравнений) (в этом случае кватернионные урав-
нения имеют вид системы четырех независимых линейных дифференциальных урав-
нений второго порядка с одинаковыми постоянными коэффициентами, равными от-
рицательной половинной кеплеровской энергии h при использовании безразмерной
независимой переменной τ или равными 1, при использовании безразмерной незави-
симой переменной  (половинной обобщенной эксцентрической аномалии);

• возможность выработать единый подход к изучению всех трех типов кеплеров-
ского движения;

• близость к линейным уравнениям для возмущенных кеплеровских движений;
• возможность представить правые части дифференциальных уравнений движения

небесных и космических тел в полиномиальной форме, удобной для их решения с по-
мощью ЭВМ.

Линейность кватернионных уравнений (2.9) для кеплеровских движений позволила
нам эффективно построить новые регулярные кватернионные уравнения орбитально-
го движения в кватернионных оскулирующих элементах (медленно изменяющихся
переменных), удобные для исследования и прогноза возмущенного движения косми-
ческих тел и аппаратов.
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Forecast and Correction of the Orbital Motion of the Space Vehicle Using Regular Quaternion 
Equations and Their Solutions in the Kustaanheimo–Stiefels Variables 

and Isochronic Derivatives

Yu. N. Chelnokova,#, a, M. Yu. Loginova, and A. F. Schekutevb,##
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The regular quaternion equations of the orbital motion of a spacecraft (SC) proposed by us
earlier in four-dimensional Kustaanheimo–Stiefel variables (KS-variables) are considered.
These equations use as a new independent variable a variable related to real time by a differ-
ential relation (Sundman time transformation) containing the distance to the center of grav-
ity. Various new regular quaternion equations in these variables and equations in regular
quaternion osculating elements (slowly varying variables) are also constructed, in which the
half generalized eccentric anomaly, widely used in celestial mechanics and space flight me-
chanics, is used as a new independent variable. Keplerian energy and time are used as addi-
tional variables in these equations. These equations are used to construct quaternion equa-
tions and relations in variations of KS-variables and their first derivatives and in variations of
Keplerian energy and real time; the isochronous derivatives of the KS-variables and of their
first derivatives and the matrix of isochronous derivatives for the elliptical Keplerian motion
of the spacecraft are found, which are necessary for solving the problems of predicting and
correcting its orbital motion. The results of a comparative study of the accuracy of the nu-
merical integration of the Newtonian equations of the spatial restricted three-body problem
(Earth, Moon, and spacecraft) in Cartesian coordinates and the regular quaternion equa-
tions of this problem in KS-variables are presented, which show that the accuracy of the nu-
merical integration of regular quaternion equations is much higher (by several orders) of the
accuracy of numerical integration of equations in Cartesian coordinates. This substantiates
the expediency of using regular quaternion equations of the spacecraft orbital motion and
the quaternion equations and relations in variations constructed in the article on their basis
for the prediction and correction of the orbital motion of a spacecraft.

Keywords: regular quaternion equations, orbital motion, spacecraft, Kustaanheimo–Stiefel
variables, Sundmann time transformation, quaternion osculating elements, eccentric anom-
aly, Keplerian energy, variations of variables, isochronous derivatives, matrix of isochronous
derivatives, prediction and correction of orbital motion

REFERENCES

1. Elyasberg P.E. Introduction to the Theory of Flight of Artificial Satellites of the Earth. Moscow:
Nauka, 1965. 540 p. (in Russian)

2. Charny V.I. On isochronous derivatives // USSR AS. Satellite, 1963, iss. 16, pp. 226–237.
3. Alferyev V.L. Properties of matrices of partial derivatives // Double Techn., 2011, vol. 57, no. 4,

pp. 14–21.
4. Bordovitsyna T.V. Modern Numerical Methods in Problems of Celestial Mechanics. Moscow: Nau-

ka, 1984. 136 p. (in Russian)
5. Euler L. De motu rectilineo trium corporum se mutuo attrahentium // Nov. Comm. Petrop., 1765,

vol. 11, pp. 144–151.
6. Levi-Civita T. Traettorie singolaried urbi nel problema ristretto dei tre corpi // Ann. Di mat. Pura

ed appl., 1904, vol. 9, pp. 1–32.
7. Levi-Civita T. Sur la regularization du problem des trois corps // Acta Math., 1920, vol. 42, pp. 99–

144.
8. Levi-Civita T. Sur la resolution qualitative du problem pestraint des trois corps // Opere Mathem.,

1956, no. 2, pp. 411–417.

Ya. G. Sapunkov



156 ЧЕЛНОКОВ и др.

9. Kustaanheimo P. Spinor regularization of the Kepler motion // Ann. Univ. Turku. Ser. A1., 1964,
vol. 73, pp. 3–7.

10. Kustaanheimo P., Stiefel E. Perturbation theory of Kepler motion based on spinor regularization //
J. Reine Angew. Math., 1965, vol. 218, pp. 204–219.

11. Stiefel E.L., Scheifele G. Linear and Regular Celestial Mechanics. Berlin: Springer, 1971. 301 p.
12. Brumberg V.A. Analytical Algorithms of Celestial Mechanics. Moscow: Nauka, 1980. 208 p. (in Rus-

sian)
13. Bordovitsyna T.V., Avdyushev V.A. Theory of Motion of Artificial Satellites of the Earth. Analytical

and Numerical Methods. Tomsk: Tomsk Univ. Pub., 2007. 175 p. (in Russian)
14. Chelnokov Yu.N. Application of quaternions in the mechanics of space flight // Gyroscopy&Naviga-

tion, 1999, vol. 27, no. 4, pp. 47–66.
15. Chelnokov Yu.N. Analysis of optimal motion control for a material points in a central field with ap-

plication of quaternions // J. Comput.&Syst. Sci. Int., 2007, vol. 46, no. 5, pp. 688–713.
16. Chelnokov Yu.N. Quaternion Models and Methods of Dynamics, Navigation and Motion Control.

Moscow: Fizmatlit, 2011. 556 p. (in Russian)
17. Chelnokov Yu.N. Quaternion regularization in celestial mechanics and astrodynamics and trajectory

motion control. I // Cosmic Res., 2013, vol. 51, no. 5, pp. 350–361.
18. Fukushima T. Efficient orbit integration by linear transformation for Kustaanheimo–Stiefel regu-

larization // Astron. J., 2005, vol. 129, no. 5, pp. 2496.
19. Fukushima T. Numerical comparison of two-body regularizations // Astron. J., 2007, vol. 133,

no. 6, pp. 2815.
20. Chelnokov Yu.N. On regularization of the equations of the three-dimensional two body problem //

Mech. Solids, 1981, vol. 16, no. 6, pp. 1–10.
21. Chelnokov Yu.N. Regular equations of the three-dimensional two body problem // Mech. Solids,

1984, vol. 19, no. 1, pp. 1–7.
22. Vivarelli M.D. The KS-transformation in hypercomplex form // Celest. Mech. Dyn. Astron., 1983,

vol. 29, pp. 45–50.
23. Vrbik J. Celestial mechanics via quaternions // Can. J. Phys., 1994, vol. 72, pp. 141–146.
24. Vrbik J. Perturbed Kepler problem in quaternionic form // J. Phys., 1995, vol. 28, pp. 193–198.
25. Waldvogel J. Quaternions and the perturbed Kepler problem // Celest. Mech. Dyn. Astron., 2006,

vol. 95, pp. 201–212.
26. Waldvogel J. Quaternions for regularizing Celestial Mechanics: the right way // Celest. Mech. Dyn.

Astron., 2008, vol. 102, no. 1, pp. 149–162.
27. Chelnokov Yu.N. Quaternion regularization and trajectory motion control in celestial mechanics

and astrodynamics: II // Cosmic Res., 2014, vol. 52, no. 4, pp. 304–317.
28. Chelnokov Y.N. Quaternion methods and models of regular celestial mechanics and astrodynamics //

Appl. Math.&Mech. (Engl. Ed.), 2022, vol. 43, no. 1, pp. 21–80.
29. Chelnokov Yu.N. Perturbed spatial two-body problem: regular quaternion equations of relative mo-

tion // Mech. Solids, 2019, vol. 54, iss. 2, pp. 169–178.
30. Chelnokov Yu.N., Shchekutiev A.F. Methods for predicting the movement of artificial satellites and

determining the parameters of their trajectories using quaternion regularization of the equations of
orbital motion as applied to the ephemeris-time support of GLONASS spacecraft based on an inter-
satellite link // In: System Analysis, Control and Navigation. XXV Int. Sci. Conf.: Abstracts. Mos-
cow: Aviation Inst. (Nat. Res. Univ.), ANO DPO “Space– Education”, 2021. pp. 146–149.

31. Chelnokov Yu.N. Quaternion regularization of the eguations of the perturbed spatial restricted
three-body problem: I // Mech. Solids, 2017, vol. 52, no. 6, pp. 613–639.

32. Chelnokov Y.N., Loginov M.Y. New quaternion models of spacef light regular mechanics and their
applications in the problems of motion prediction for cosmic bodies and in inertial navigation in
space // 28th St. Petersburg Int. Conf. on Integrated Navigation Systems, ICINS 2021, 9470806.

33. Hopf H. Uber die Abbildung der dreidimensionalen Sphare auf die Kugelf lache // Math. Ann.,
1931, vol. 104, pp. 637–665. (Repr. in Selecta Heinz Hopf. Berlin: Springer, 1964. pp. 38–63.)



ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА 2023, том 87, № 2, с. 157–175

АСИМПТОТИКИ ДЛИННЫХ СТОЯЧИХ ВОЛН В ОДНОМЕРНЫХ БАССЕЙНАХ 
С ПОЛОГИМИ БЕРЕГАМИ: ТЕОРИЯ И ЭКСПЕРИМЕНТ

© 2023 г.   С. Ю. Доброхотов1,*, В. А. Калиниченко1,**,
Д. С. Миненков1,***, В. Е. Назайкинский1,****

1Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва, Россия
*e-mail: s.dobrokhotov@gmail.com

**e-mail: vakalin@mail.ru
***e-mail: minenkov.ds@gmail.com
****e-mail: nazaikinskii@yandex.ru

Поступила в редакцию 28.11.2022 г.
После доработки 03.02.2023 г.

Принята к публикации 03.02.2023 г.

В статье построены периодические по времени асимптотические решения одномер-
ной нелинейной системы уравнений мелкой воды в бассейне переменной глубины

 с двумя пологими берегами (что означает обращение в нуль функции  в
точках, задающих берег) или с одним пологим берегом и вертикальной стенкой. Та-
кие решения описывают стоячие волны, аналогичные известным волнам Фарадея в
бассейнах с вертикальными стенками. В частности, они приближенно описывают
сейши в протяженных бассейнах. Конструкция таких решений состоит из двух эта-
пов. Сначала определяются гармонические по времени точные и асимптотические
решения линеаризованной системы, порожденные собственными функциями опе-
ратора , а затем с помощью недавно развитого подхода, основанного
на упрощении и модификации преобразования Кэрриера–Гринспена, по ним в па-
раметрической форме восстанавливаются решения нелинейных уравнений. Полу-
ченные асимптотические решения сравниваются с результатами эксперимента, ос-
нованного на возбуждении волн в бассейне с помощью параметрического резонанса.

Ключевые слова: нелинейные уравнения мелкой воды, преобразование типа Кэррие-
ра–Гринспена, асимптотические решения, стоячие волны, стендовый эксперимент
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1. Введение. Нелинейная система уравнений мелкой воды [1–4] описывает длинные
необрушающиеся волны различной природы, включая волны в бассейнах ограничен-
ных размеров. В случае протяженных бассейнов можно ограничиться одномерной по
пространственной переменной  системой, которая в простейшем случае имеет вид

(1.1)

Здесь неизвестными функциями являются возвышение свободной поверхности  и
горизонтальная компонента  скорости потока,  – ускорение свободного падения, а
функция  описывает глубину дна. Будем считать, что  – гладкая функция.
При наличии наклонных берегов функция  обращается в нуль в некоторых точках

 и , определяющих границу бассейна в отсутствие возмущений; в точках,
где , решения описывают волны внутри бассейна, а при  – набегание
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на берег. Система (1.1) рассматривается на переменном интервале , гра-
ницы которого  и  определяются соотношениями

(1.2)

Система мелкой воды хорошо моделирует такие явления как цунами (см. [1, 4, 5]) и
сейши (см. [2, 6–8], недавний обзор [9] и анализ натурных данных, напр., [10–12])),
причем одномерную систему можно рассматривать для волн в вытянутых водоемах, как
например озеро Байкал. Исследованию подобных волн и посвящена данная статья.

Для постановки корректной задачи к уравнениям (1.1) и условиям (1.2) следует до-
бавить, например, начальные условия для функций  и  или условия периодичности
по времени . В последнем случае построенные решения являются нелинейными ана-
логами гармонических колебаний линеаризованной системы мелкой воды

(1.3)

эквивалентной волновому уравнению

(1.4)

Линеаризованные уравнения задаются на фиксированном интервале , на концах

которого волновая скорость  вырождается. Для таких уравнений не тре-
буются обычные граничные условия типа Дирихле или Неймана [13], вместо которых
налагается естественное условие ограниченности интеграла энергии [14–16]

(1.5)

для (1.3) и (1.4) соответственно. Здесь и далее норма и скалярное произведение рас-
сматриваются в пространстве  по пространственной переменной .

Гармонические по времени  решения уравнения (1.3) имеют вид

(1.6)

где  – отвечающая собственному значению  собственная функция положитель-
но определенного самосопряженного оператора

(1.7)

Вопрос об асимптотических собственных функциях оператора  детально обсуждался
в статье [17], где для них также построены явные формулы, которые будут использова-
ны ниже.

Подчеркнем, что поскольку далее рассматриваются необрушающиеся волновые ре-
шения нелинейных уравнений, их амплитуда предполагается малой. Формально эту
малость будем характеризовать безразмерным малым параметром  и считать, что

, . Такое предположение естественно, поскольку, например, большая
часть цунами не обрушается [5] и тем более отсутствие обрушения характерно для сей-
шей [10–12]. Возникает идея, что изучаемые задачи можно решать с помощью теории
возмущений, стартуя с линейного приближения. Применение теории возмущений
оказывается нетривиальным, поскольку исходная задача – это задача с подвижной
границей. Отметим также, что просто ограничиться решением линеаризованного
уравнения в рассматриваемой ситуации нельзя, поскольку наиболее интересные эф-
фекты в поведении волн в окрестности берега линейная задача не описывает. Также
нужно отметить, что, как правило, амплитуда решения в окрестности береговой ли-
нии оказывается существенно больше, чем внутри бассейна, поскольку береговая ли-
ния представляет собой “нестандартную” каустику (в одномерном случае – фокаль-
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ную точку). В работе [18] с помощью замены переменных, основанной на использова-
нии параметрически заданных функций и мотивированной известным в одномерном
случае преобразованием Кэрриера–Гринспена [19], эта задача (как в одномерном, так
и в двумерном случае) сведена к задаче с неподвижной границей (в одномерном слу-
чае – на отрезке ), в которой уже можно применять идеи стандартной теории воз-
мущений. При этом алгоритм нахождения наиболее интересной с точки зрения при-
ложений главной части решения становится очень эффективным и состоит из двух
шагов:

1) построение решения (возможно, приближенного) линеаризованной задачи, ко-
торое достаточно хорошо работает во внутренних точках бассейна;

2) восстановление приближенного решения нелинейной задачи по решению лине-
аризованной задачи в окрестности береговой линии с помощью соответствующей об-
ратной замены.

Под “приближенным решением” нелинейной задачи понимается пара, состоящая
из вектор-функции  и переменной области ее определения, такая, что на границе
области выполнены условия (1.2), а внутри области подстановка функции в уравнения
(1.1) дает малую невязку (строгое определение такого формального асимптотического
решения дано в [18]).

Построение решений линеаризованной системы нетривиально, из-за вырождения
на границе скорости . Ее точные решения удается найти в исключительных
случаях, например, для линейной и квадратичной функции . Следовательно, для
линеаризованной системы речь может идти о приближенных (асимптотических), как
правило, быстроменяющихся решениях. Поэтому возникает вопрос о применимости
теории возмущений по нелинейности в том случае, если в качестве нулевого прибли-
жения выступает асимптотическое решение линеаризованной системы. Фактически
речь идет о построении асимптотических решений, зависящих от двух параметров,
один из которых, , характеризует амплитуду решения, а второй, , – скорость изме-
нения решения (причем числа  от этих параметров не зависят). Применимость раз-
витого в [18] подхода и основанного на нем практического алгоритма зависит от соот-
ношения между указанными параметрами. Этот вопрос обсудим на примере периоди-
ческих по времени и быстроосциллирующих по пространственной переменной
решений, которые не только, как уже говорилось выше, моделируют сейши в протя-
женных бассейнах, но и удобны для сравнения с экспериментом, поскольку в Инсти-
туте проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН имеется экспериментальная уста-
новка [20, 21], которая благодаря параметрическому резонансу воспроизводит стоячие
волны на свободной поверхности жидкости в сосуде – волны Фарадея (см. [22–25]).

Наряду с задачей о волнах в бассейне с двумя наклонными берегами, рассмотрим
задачу, когда с одной стороны бассейн вместо наклонного берега ограничен верти-
кальной стенкой. В этом случае вместо условий (1.2) ставятся условия

(1.8)

Основная цель данной работы – применение (и иллюстрация) развитого в [18] под-
хода к сформулированным выше задачам в одномерном случае и сравнение получен-
ных решений с результатами эксперимента.

Статья организована следующим образом. Сначала в разд. 2 для случая плоского
наклонного дна кратко напомним преобразование Кэрриера–Гринспена, представ-
ленное в форме [26], и представим его приближенную модификацию, а также сравним
точное решение нелинейной задачи с асимптотиками. В разд. 3 рассмотрены приме-
ры, когда линеаризованная задача в ограниченном бассейне решается точно (разд. 3.1
и 3.2), и случай произвольной функции дна (разд. 3.3), когда в линейном случае требу-
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ется построение асимптотик. В разд. 4 обсуждается эксперимент, сравниваются экс-
периментальные и аналитические результаты.

2. Конструктивная приближенная линеаризация одномерных нелинейных уравнений
мелкой воды.

2.1. Преобразование Кэрриера–Гринспена. Для полноты изложения напомним в
удобной для нас форме [26] (см. также [27, 28]) простые формулы, определяющие пре-
образование Кэрриера–Гринспена [19], сводящее одномерные нелинейные уравне-
ния мелкой воды над наклонным дном  к линейному волновому уравнению.
Всюду далее в линейной системе возвышение свободной поверхности и скорость обо-
значаются через  и , а координата и время – через  и .

Утверждение 1. Пусть ,  – некоторое решение линеаризованной систе-
мы (1.3) с , и предположим, что замена переменных :

(2.1)

невырождена, т.е. не обращается в нуль якобиан

(2.2)

Тогда параметрически заданные функции

(2.3)

будут решением системы (1.1) при . При этом последняя связана с системой (1.3)
равенством

Отметим, что обратная к (2.3) замена имеет вид

(2.4)

Формулы (2.3), (2.4) связывают точным точечным преобразованием одномерные ли-
нейную и нелинейную системы с наклонным дном . В работах [29–31] этот ре-
зультат обобщен на случай волн в каналах с “U” или “V”-образным сечением и равно-
мерным изменением глубины, в недавней работе [32] представлены результаты для
каналов произвольного сечения. Замена Кэрриера–Гринспена также послужила от-
правной точкой ряда работ, где исследуются приближенные решения в случае неров-
ного дна. В одномерном случае в работе [33] рассмотрен численный алгоритм, когда
вблизи берега осуществляется переход к римановым инвариантам, в [34] построены
нелинейные асимптотики в предположении небольших изменений дна с использова-
нием приближенной замены, в [35] авторы рассмотрели случай произвольного дна и
построили приближенное решение с помощью упрощенной замены , где в
главном члене . В [36] для двумерного случая с функцией дна

 для получения асимптотик использованы непосредственно формулы
Кэрриера–Гринспена вдоль координаты, нормальной к береговой линии. Наконец, в
[18] рассмотрен двумерный бассейн с функцией дна  общего вида, градиент кото-
рой не вырождается на границе области ( , когда ), и доказаны стро-
гие утверждения касательно нелинейных асимптотик. На последние результаты мы и
будем опираться в данной работе.

2.2. Модифицированное преобразование. Некоторая сложность реализации формул (2.3)
состоит в их зависимости от скорости , особенно при пересчете времени  в .
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С другой стороны, поскольку рассматриваются достаточно малые решения (для кото-
рых, в частности, невырождена замена (2.1)), естественно попытаться упростить фор-
мулы (2.1), (2.3), отбрасывая в их правых частях слагаемые наиболее высокого порядка
малости, – а это слагаемые, содержащие . Итак, упрощенные формулы имеют вид

(2.5)

(2.6)

Выясним, какова эффективность такого подхода на примере точных решений двух ти-
пов.

1) Построенные в [26] решения вида набегающих на берег уединенных волн основаны
на решениях линейного волнового уравнения (1.4) с  специального вида

(2.7)

Здесь  – длина волны,  – безразмерный малый параметр, отвечающий за ампли-
туду волны,  – волновая скорость на расстоянии  от берега, параметр 
влияет на форму профиля, а  – время прихода волны на берег.

2) Решения вида стоячих волн [6, 7, 19] получаются из решений

(2.8)

линейной системы (1.3) с , где  – функция Бесселя порядка , безразмер-
ный малый параметр  характеризует амплитуду волны, а характерный размер

 – расстояние до первого узла при частоте  (  – первый нуль
функции Бесселя ).

Сравнение точных решений нелинейной задачи, полученных из (2.7) и (2.8) преоб-
разованием Кэрриера–Гринспена, с приближенными решениями, полученными па-
раметрически заданным упрощенным преобразованием (2.5) или с помощью явного
итерационного преобразования (2.10), показывает, что указанные преобразования да-
ют в этих примерах достаточно хорошее приближение к точному решению (см. рис. 1, 2).

Замена (2.5) хороша тем, что она легко обобщается на случай нелинейной функ-
ции  и на двумерный случай (в предположении, что на береговой линии ).
Именно, в этой замене следует заменить  и  соответственно на  и .
При этом нужно учесть, что такую замену следует делать лишь в окрестности точек
берега , во внутренних точках она может не работать. Аккуратная реализация этого
соображения состоит во введении гладкой срезающей функции , равной единице
в окрестности берега и нулю вдали от берега, например,  при  или

,  при  и , где  – некоторое достаточно малое
расстояние. В результате получается замена

(2.9)

которая задает функции ,  параметрически.
Далее предлагается использовать замену вычислительно даже более простую, чем

(2.9) – определяемую явно с помощью итерационных формул. Именно, в одномерном
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случае решение  уравнения (2.9) можно искать следующим образом (в
окрестности левого берега ):

(2.10)

где  – произвольная малая постоянная. Как легко видеть, указанная замена пе-
реводит подвижную границу  в точку  и, значит, входит в класс замен, рас-
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Рис. 1. Сравнение точного решения нелинейной задачи с асимптотическим для бегущей волны (a) и сравне-
ние графиков замены переменных (б). Используется решение (2.7) линейной задачи в безразмерных пере-
менных (γ = 1, g = 1, μ = 1, c0 = 1), значения параметров: τ0 = 0, θ = –π/4, ε = 0.17, а графики построены для
моментов времени t = –2, –1, 0, 1. Нелинейные решения отвечают замене Кэрриера–Гринспена (2.4) (серые
кривые), а асимптотики – параметрической замене (2.5) (черные сплошные) и явной замене (2.10) с одной
итерацией (черный пунктир). Соответствующие кривые для замены y =Y(x, t) изображены в момент време-
ни t = 0. График замены (2.10) с двумя итерациями (серый пунктир на (б)) неотличим от параметрической
замены.
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Рис. 2. а: Сравнение точного решения нелинейной задачи с асимптотиками для стоячей волны и б: сравне-
ние графиков замены переменных. Используется решение линейной задачи (2.8) в безразмерных перемен-
ных (γ = 1, g = 1, μ = 1, c0 = 1) при значениях параметров: ε = 0.03, ω = 3.3, T = 2πω–1 , в моменты времени
t = 0, T/5, T/3 и T/2 . Нелинейные решения отвечают замене Кэрриера–Гринспена (2.4) (серые кривые), а
асимптотики – параметрической замене (2.5) (черные сплошные) и явной замене (2.10) с одной итерацией
(черный пунктир). Соответствующие кривые для замены y =Y(x,t) изображены в момент времени t =T/5.
График замены (2.10) для одной итерации уже неотличим от параметрической замены.
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смотренных в [18], для которых справедливо утверждение 2. Также заметим, что при
 для первой итерации получаем в пределе  ~  +  –

– . Для рассматриваемых примеров уже первая итерация  дает хоро-
шее приближение, а вторая итерация этой процедуры  практически неотли-
чима от параметрически заданной функции (2.9) (см. рис. 1). Формулы (2.6) принима-
ют вид

Предложенная формула входит в рассмотренный в [18] класс замен, и из результа-
тов [18] вытекает следующее утверждение. Пусть параметр  характеризует ам-
плитуду решения линеаризованной системы: , .

Утверждение 2. При достаточно малом  функции , , полученные из точ-
ного решения линеаризованной задачи (например, (2.7) или (2.8)) посредством обрат-
ной параметрической замены (2.9) (или явной (2.10)), определяют главный член фор-
мального асимптотического решения системы (1.1), (1.2).

На рис. 1 рассматривается случай полубесконечной области и плоского наклонного
дна, для которого нелинейные асимптотики сравниваются с точными решениями не-
линейной задачи, полученными с помощью замены Кэрриера–Гринспена (2.4).
Как видно из графика, асимптотики, полученные с помощью параметрической и яв-
ной замены практически не отличаются уже для первой итерации . Также можно
видеть, что асимптотики довольно хорошо совпадают с точным решением, а отклоне-
ния связаны в первую очередь с тем, что не учитываются поправки по времени, т.е.
профиль точного решения практически точно повторяется асимптотикой, но в слегка
измененный момент времени.

Замечание 1. Замена Кэрриера–Гринспена (2.3) корректно определена, когда яко-
биан (2.2) не обращается в нуль. Это же условие гарантирует отсутствие обрушения
решения нелинейной системы. “Упрощенная” замена (2.5) существует, когда не обра-
щается в нуль якобиан  = , что не совпадает с условием необрушения

. Тем не менее, вырождение  и  происходит при одном и том же порядке от-
ношения амплитуды  линейной волны к длине волны . В частности, для стоячих
волн (2.8) над плоским наклонным дном  не вырождается при

(2.11)

Для бегущей волны (2.7) условие необрушения можно получить аналогично [37].
В случае неровного дна  для точного условия необрушения эффективные фор-

мулы нам не известны, но естественно ожидать, что обрушение происходит при при-
мерно тех же соотношениях амплитуды и длины волны, при которых вырождается за-
мена (2.9)  = 0, что вблизи берега равносильно условию  –  = 0.

3. Асимптотические решения типа стоячих волн в ограниченном бассейне. В предыду-
щем пункте были построены некоторые точные решения системы уравнений мелкой
воды над плоским наклонным дном в неограниченном бассейне. Выше оговарива-
лось, что для построения решений этой нелинейной системы в ограниченном бассей-
не следует задать либо начальные условия, либо потребовать выполнения каких-то
других условий, например, условие периодичности решения по времени. В линейном
случае многие такие решения выражаются через собственные функции  и значе-

ния  заданного на отрезке  оператора  (1.7) по формулам (1.6), аналогич-
ным (2.8).

δ →0 0= 0Y −1Y a ( ( )D x ( , ))/( '( )N a t D a
( , ))yN a t 1= ( , )y Y x t

2= ( , )y Y x t

η ≈ = − ≈( , ) ( ( , ), ) ( ( , )) ( ), ( , ) ( ( , ), )x t N Y x t t D Y x t D x u x t U Y x t t

ε → +0
= ε( , ) ( )N y t O = ε( , ) ( )U y t O

ε η( , )x t ( , )u x t

1( )Y x

= ∂ ∂1 /J x y − γ1 yN
≠ 0J 1J J

ε μ
1J

εμωκ = <
2

1
g

( )D x

= ∂ ∂2 : /J x y '( )D y ( , )yN y t

v( )y

ω2 [ , ]a b L̂



164 ДОБРОХОТОВ и др.

Такие решения могут служить базой для построения -периодических решений с
малой амплитудой (мы, напомним, характеризуем ее малым параметром ) нелиней-
ных уравнений, точнее их асимптотик в предположении об их малости, с помощью
методов теории возмущений, например бесконечномерных аналогов метода осредне-
ния Крылова–Боголюбова [38] или метода КАМ [39, 40]. Если иметь в виду эти мето-
ды, соответствующие частоты  следует считать зависящими от , предполагая что

 =  + …. В рассматриваемых здесь задачах нелинейные эффек-
ты сильно сказываются только в окрестности берега и согласно [18] слабо влияют на
значения , поэтому при определении главного члена асимптотики достаточно взять ,
что будет сделано в дальнейшем, при этом для упрощения обозначений вместо  пи-
шем .

3.1. Стоячие волны в бассейне с плоским наклонным дном и вертикальной стенкой. Рас-
смотрим уравнение (1.1) с плоским наклонным дном  и с граничными усло-
виями (1.8) (вертикальная стенка при ). Замена Кэрриера–Гринспена (2.3) пере-
водит нелинейное уравнение в линейное уравнение (1.3), когда соответствующий яко-
биан  не обращается в нуль. При этой замене переменная левая граница ,
определяемая соотношением (1.2), переходит в фиксированную: , но правая
граница  переходит в подвижную 

Таким образом, при наличии стенки замена Кэрриера–Гринспена не обеспечивает
точную линеаризацию задачи даже в случае плоского наклонного дна, хотя и линеари-
зует системы уравнений. С другой стороны, замена (2.9) или (2.10), где срезающая
функция  в окрестности стенки, приводит к нелинейной задаче в фиксиро-
ванной области , при этом условие на стенке  остается без изменений, а
вместо условия на подвижной границе  нужно потребовать конечность энергии ре-

шения (1.5) (при ). Методы решения второй задачи представляются нам бо-
лее развитыми и эффективными. Более того, если считать решение малым и ввести
характеризующий амплитуду решения малый параметр , то как уже отмечалось, со-
гласно Утверждению 2, главный член формального асимптотического (по параметру )
решения полностью определяется решением линейной задачи, задаваемой уравнени-
ем (1.3), условием (1.5) и краевым условием  = 0.

Очевидно, линейная задача (1.3), (1.5),  = 0 допускает семейство точных стаци-
онарных решений (в виде стоячей волны), задаваемых формулами (2.8) [6, 7, 9], где ча-
стоты принимают дискретные значения , которые определяются равенствами

(3.1)

Здесь  – нули функции Бесселя , (при больших : ).
Аналогично ([18], теор. 2), можно доказать следующее утверждение.
Утверждение 3. Функции , , полученные из (2.8), (3.1) с помощью за-

мены (2.10), определяют формальное асимптотическое решение нелинейной задачи.
Замечание 2. Главный член асимптотики применим (дает малую невязку при под-

становке в уравнение) на временах порядка  при . На больших време-
нах начинает играть роль зависимость частоты нелинейных колебаний от амплитуды,
т.е. нелинейное дисперсионное соотношение (см. [38]), и частоту нужно соответству-
ющим образом подправлять.

3.2. Стоячие волны в бассейне с параболическим дном. Еще один пример точных реше-
ний линеаризованных уравнений дает случай дна , имеющего форму параболы,
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которую без уменьшения общности можно представить в виде  =  =

= , где  – максимальная глубина и  – ширина невозмущенной по-
верхности. В этом случае соответствующая задача о собственных функциях – сводит-
ся к уравнению, определяющему полиномы Лежандра  (по-видимому, впервые
этот факт отмечен Лэмбом в 1895 г., см. ([6], sec. 182)):

(3.2)

Перейти от физического волнового уравнения (1.3) к безразмерному (3.2) можно с

помощью подстановки: , , , , где характер-

ный масштаб времени , так что частота меняется как . Таким
образом гармонические по времени решения линейной задачи (1.3) с двумя берегами
при условии конечности энергии (1.5) определяются формулой

(3.3)

Утверждение 4. Согласно ([18], теор. 2), при достаточно малой амплитуде  приме-
нение замены (2.9) к точному решению (3.3) даст асимптотику  при 
исходной нелинейной задачи (1.1) с двумя подвижными границами (1.2).

В случае, когда область ограничена двумя берегами , итерационная проце-
дура (2.10) заменяется на следующую (срезающая функция  равна нулю в точке

):

(3.4)

3.3. Стоячие волны в бассейне с произвольным неровным дном. Формулы для решения ли-
нейной задачи. Рассмотрим задачу о построении периодических по времени решений
типа стоячих волн в случае, когда функция  достаточно произвольно зависит от .
Ограничимся случаем бассейна с двумя пологими берегами и будем предполагать, что

 – гладкая функция, заданная на интервале , ,
, ,  при ,  вне отрезка . Здесь  –

числа, определяющие берега бассейна,  – положительное число. Как отмечалось,
описанный выше подход позволяет, по крайней мере, задачу о старшей части асимп-
тотики решения по параметру  свести к линейной задаче (1.3) и, более точно, к задаче
о собственных функциях оператора  вида (1.7).

Будем строить асимптотические решения задачи (1.7). Большим параметром здесь
является номер  соответствующей собственной функции , который связан с малой
характерной длиной волны  функции . Такие асимптотики были по-
строены в [17] с помощью модифицированного канонического оператора Маслова и
последующей его реализации в виде функций Бесселя (историю вопроса и библиогра-
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фию можно найти в этой статье). Приведем соответствующие формулы. Определим
функцию, имеющую размерность времени

(3.5)

Решение в виде стоячей волны существует при выполнении условия квантования

(3.6)

где  в случае двух берегов и  в случае берега и вертикальной стенки – при-
ращение индекса Маслова–Морса. Главный член асимптотики определяется форму-
лами:

(3.7)

где  определяется с точностью до умножения на  следующим образом
( ):

(3.8)

В случае одного берега и вертикальной стенки асимптотика определяется на всем
интервале  с помощью функции  по (3.8).

Условия существования приближенного решения и согласование малых параметров.
Следуя предложенному алгоритму, возьмем асимптотику (3.6)–(3.8) линейной за-
дачи (1.3) и применим к ней замену (2.10); получатся приближенные формулы для
волны с соответствующей переменной областью.

Строгое доказательство того утверждения, что в результате получится асимптотиче-
ское решение нелинейной задачи, существенно сложнее проведенного в [18]. Дело в
том, что при использовании асимптотики линейной задачи, помимо амплитуды ,

возникает дополнительный малый параметр – относительная длина волны , и
применимость линейной асимптотики доказывается в пределе при малых  (в
случае стоячих волн удобнее рассматривать большой параметр – номер гармоники

). Чтобы провести строгое доказательство, что для нелинейной задачи постро-
енные формулы дают малую невязку, необходимо рассмотреть пределы сразу по двум
параметрам  (характеризующим длину волны) и  (характеризующим ам-
плитуду), причем эти параметры должны быть согласованы.

Для точных решений (2.8) и (3.3) можно вычислить критическую амплитуду , ко-
гда происходит “обрушение” замены (2.9), а именно вырождается якобиан

. В первую очередь якобиан обнуляется в точке берега , причем
происходит это в момент  максимального откатывания волны (наимень-
шего уровня уреза воды):
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для решения (2.8) и

для решения (3.3). Таким образом, коэффициенты , определяющие условие невы-
рождения якобиана замены (2.9) для решений (2.8) и (3.3), равны соответственно:

(3.9)

(аналогичное соотношение получено в [37] для условия обрушения в случае бегущей
волны (2.7)).

Наша гипотеза заключается в том, что условия существования замены (2.9) по по-
рядку величин совпадают с условиями необрушения, а также, что если амплитуда 
много меньше критической, то и невязка будет мала.

Поскольку при моделировании конкретных волн “малые параметры” всегда при-
нимают некоторые конечные значения, то предлагаемый алгоритм заключается в том,
чтобы проверить корректность замены (2.10), и если соответствующие нелинейные
формулы не обрушаются, то использовать их как приближенные для моделируемых
волн.

Проиллюстрируем сказанное на следующем примере. Выберем функцию дна в виде

(здесь все выкладки приведены в безразмерных переменных). Асимптотики линейной
задачи для такой функции глубины можно найти в [17]. Обозначим невязку, возника-
ющую при подстановке линейной асимптотики в первое и второе уравнение из (1.3),
через  соответственно и положим

Численные расчеты показывают, что при амплитуде , в ситуации, близкой к
обрушению, когда якобиан  очень близок к нулю, невязка становится сравнимой с
самой асимптотикой. При уменьшении амплитуды невязка уменьшается:

 = .
4. Экспериментальные методы и результаты. В лабораторных условиях исследованы

длинные поверхностные волны в жидкости в прямоугольных сосудах с переменной
глубиной. Эксперименты проводились на стенде “Динамики и структуры осциллиру-
ющих течений” (ДСО) [20], который входит в уникальный исследовательский ком-
плекс “ГФК ИПМех РАН”. Цель – верификация результатов теоретической модели
на экспериментальных данных.

Экспериментально изучались стоячие волны в сосудах с линейным и вогнутым па-
раболическим профилем дна с пологими берегами. Наличие пологого берега позволя-
ет наблюдать набегание волн и его влияние на колебания жидкости. В этом состоит
отличие представленного эксперимента от исследований стоячих волн в сосуде с па-
раболическим [22] или линейным [24, 25] дном и вертикальными стенками.

4.1. Описание эксперимента. При создании волнового движения жидкости исполь-
зовался параметрический резонанс, при котором образуются стоячие волны (волны
Фарадея) из-за дестабилизации горизонтальной свободной поверхности жидкости в
сосуде, колеблющемся вертикально. Поскольку волны Фарадея возбуждаются без ис-
пользования каких-либо волнопродукторов, их наблюдение и измерение оказываются
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более простыми и точными, чем при использовании других методов. Более того, про-
фили волн аналогичны профилям свободных стоячих волн, что позволяет сравнить
результаты измерений с выводами теории.

Сосуд с жидкостью помещался на платформу электромеханического вибростенда
(см. [20]), обеспечивающего его гармонические вертикальные колебания. Двумерные
волновые движения исследовались в режиме основного резонанса Фарадея [23], когда
частота колебаний сосуда  в два раза превышает частоту  возбужденных волн
( ). Точность измерения периода колебаний резервуара составляла 2 мс. При
фиксированной амплитуде колебаний сосуда  см изменение частоты  обес-
печивало возбуждение соответствующей волновой моды с номером  и высотой вол-
ны . Сейши моделировались третьей и четвертой модами ( ) двумерных стоя-
чих гравитационных волн на свободной поверхности воды в прямоугольном сосуде
размером  или  см, колеблющемся в вертикальном направлении
[23–25]. Сосуд изготовлен из прозрачного оргстекла. Волновая картина регистрирова-
лась цифровой камерой DIMAGE Z2 и Canon PowerShot SX50HS (частота кадров со-
ставляла 30 и 120 к/с) в движущейся системе отсчета, жестко связанной с сосудом.
Разрешение видеоизображений составляло 0.15 мм/пиксель. Последующая обработка
видеокадров осуществлялась с использованием программы ImageJ. Все эксперименты
проводились при комнатной температуре 21–22°C.

В качестве рабочей жидкости использовалась вода и рассматривались две различ-
ные конфигурации дна сосуда: плоское наклонное и параболическое.

Конфигурация I: плоское наклонное дно. Используя монолитную трапециевидную
вставку из оргстекла на дне сосуда размером  см, создана емкость с плос-
ким дном  с уклоном  или с углом наклона 0.08 радиана –
рис. 3,а. При максимальной глубине воды  см длина невозмущенной свобод-
ной поверхности составляла  см. Экспериментальные исследования ограничи-
вались двумерными стационарными колебаниями жидкости (рис. 3,б), создаваемыми
четвертой волновой модой ( ). Параметрическое возбуждение этих волн осу-
ществлялось при частоте колебаний сосуда  ~ 19.64–22.67 с–1.

Конфигурация II: вогнутое параболическое дно. В этом случае вогнутое параболиче-
ское дно в сосуде размером  см изготовлено из технического пластилина –

рис. 3,в. Для формирования дна, описываемого функцией  =  =

= , использовался соответствующий пластиковый шаблон. В результате

при максимальной глубине воды  см длина поверхности неподвижной воды
составляла  =  = 35.6 см (  см). В диапазоне частот

 с–1 возбуждалась третья мода двумерных стоячих волн – рис. 3,г.
На рис. 4 показаны профили четвертой волновой моды, возбуждаемой на свобод-

ной поверхности воды в сосуде с линейным берегом. Видеокадры, представленные на
рисунках, полностью отражают динамику волны в течение ее периода, причем произ-
водилась высокоскоростная видеозапись (120 к/с) с фронтальной стенки сосуда (а) и
обычная запись (30 к/с) с направления под углом к сосуду (б). Разница в скорости
съемки определяет неизбежную незначительную временную десинхронизацию, на-
блюдаемую при сравнении кадров (а) и (б) на этих рисунках. Несмотря на очень низ-
кую амплитуду колебаний (едва заметную глазом) вблизи берега происходит обруше-
ние волны (см. [41]).

На рис. 5 показаны типичные профили третьей волновой моды, возбуждаемой на
свободной поверхности воды в сосудах с параболическим дном в случае двух частот 
и разные по амплитуде. Сравнение профилей волн (а) и (б) позволяет сделать вывод о
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наличии безобрушающихся волн в одном случае и существенно нелинейных колеба-
ний – в другом.

Эксперимент с линейным дном оказался неудобен для сравнения, поскольку необ-
рушающиеся волны настолько малы, что их тяжело наблюдать: для волн, изображен-

Рис. 3. Конфигурация I. а: Сосуд с плоским наклонным дном, фронтальная камера, и б: четвертая мода дву-
мерных стоячих волн, угловая камера. Конфигурация II. в: Сосуд с вогнутым параболическим дном, фрон-
тальная камера, и г: третья мода двумерных стоячих волн, угловая камера, показаны волны максимального
развития.
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Рис. 4. Профиль стоячих колебаний над плоским наклонным дном с частотой колебаний сосуда  с ,
соответствующий четвертой волновой моде во фронтальной (а) и изометрической (б) проекциях. Время в
секундах отмечено в левом верхнем углу кадра.
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ных на рис. 4, безразмерное отношение, определяющее условие обрушения равно (3.9)
, так что якобиан обнуляется около берега. Эта проблема преодолевается в

эксперименте с дном параболического профиля, когда при той же глубине можно по-
лучить больший наклон дна у границы жидкости и соответственно существенно мень-
шее требование на амплитуду необрушающихся волн. Учитывая указанную разницу в
экспериментах, сравнение с теорией проводилось для случая вогнутого параболиче-
ского дна, см. рис. 5,б.

4.2. Сравнение с экспериментом: случай вогнутого параболического дна. Рассмотрим
систему мелкой воды в размерных величинах (1.1). В соответствии с параметрами экс-
перимента в конфигурации II, зададим характерный масштаб  см, так что
длина невозмущенной поверхности воды  = 35.6 см и функция дна  =

=  = , где максимальная глубина  см и  = 0.01 см–1.
Чтобы перейти от системы мелкой воды (1.1) к безразмерной системе с  и функ-

цией дна  = , характерный масштаб времени выберем равным  и

сделаем подстановку , ,  = , , что приведет к

(4.1)

Для трехузловой моды , наблюдаемой в эксперименте (рис. 5,а), период коле-

баний, предсказываемый теорией, равен  ≈ 0.58 с (см., напр, [2]). Период

волн в эксперименте  = 0.50 с отличался от теоретического (это связано с особен-
ностями параметрического возбуждения волн), но при этом профили волны довольно
хорошо совпали с теорией.
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На рис. 6 сравнивается асимптотика возвышения свободной поверхности с экспе-
риментом в моменты максимального и минимального отклонения уреза воды. Ампли-
туда волны в максимальной точке  см, и критерий необрушения (3.9) выполня-
ется: .

Заключение. Предложен метод моделирования одномерных периодических (стоя-
чих) волн в бассейнах с двумя берегами и берегом и стенкой. При построении прибли-
женного решения нелинейной задачи используются асимптотики решения линейной
задачи и замена вроде замены Кэрриера–Гринспена. Проведено сравнение с модель-
ными примерами плоского наклонного дна и параболического дна, а также сравнение
с экспериментом, в котором стоячие волны возбуждаются при основном параметри-
ческом резонансе. Сравнение показало хорошее соответствие. Полученные аналити-

≈* 1
κ = <2 0.9 1

Рис. 5. Третья мода стоячих волн над вогнутым параболическим дном с малой (а) и большой (б) амплиту-

дой, частота колебаний сосуда соответственно  и 24.26 с–1; съемка на фронтальную камеру с ча-
стотой 120 к/с, время (с) указано в левом верхнем углу кадра.
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Рис. 6. Сравнение асимптотических формул (сплошные кривые) с волной в эксперименте (прозрачные и
сплошные кружочки) в моменты времени, соответствующие максимальному и минимальному отклонению
уреза воды:  и , где  – период колебаний.
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ческие формулы легко реализуются на компьютере и позволяют проводить расчеты в
режиме реального времени.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, грант № 21-1100341.
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We construct time-periodic asymptotic solutions of the one-dimensional system of nonlin-
ear shallow water equations in a basin of variable depth  with two shallow coasts (which
means that the function  vanishes at the points defining the coast) or with one shallow
coast and a vertical wall. Such solutions describe standing waves similar to the well-known
Faraday waves in basins with vertical walls. In particular, they approximately describe seich-
es in elongated basins. The construction of such solutions consists of two stages. First, time-
harmonic exact and asymptotic solutions of the linearized system generated by the eigen-
functions of the operator  are determined, and then, using a recently devel-
oped approach based on the simplification and modification of the Carrier–Greenspan
transformation, solutions of nonlinear equations are reconstructed in parametric form. The
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resulting asymptotic solutions are compared with experimental results based on the para-
metric resonance excitation of waves in a bench experiment.

Keywords: nonlinear shallow water equations, Carrier–Greenspan type transformation, as-
ymptotic solutions, standing waves, bench experiment
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В работе рассматриваются одномерные нестационарные уравнения с частными про-
изводными второго порядка, описывающие волны в неоднородных и нелинейных
средах. Для построения решений используются контактные преобразования и диф-
ференциальные подстановки Эйлера. Найдены общие и частные решения некото-
рых нестационарных моделей механики сплошной среды.
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1. Введение. Волновые движения представляют большой интерес в различных раз-
делах механики сплошной среды [1–4]. Значительные трудности для исследования
представляют нелинейные модели и линейные модели неоднородных сред. Наиболее
изученными являются одномерные нестационарные уравнения, для которых получен
ряд точных решений, составляющих “золотой фонд” теории [3]. Основными метода-
ми построения точных решений является групповой анализ дифференциальных урав-
нений [5, 6], теория солитонов [7, 8] и метод дифференциальных связей [9]. Однако
имеются классические методы, восходящие к Эйлеру, Амперу, Дарбу, позволяющие
иногда находить общие решения уравнений с частными производными [10–12]. На-
помним, что метод Монжа заключается в том, для заданного уравнения с частными
производными второго порядка

нужно найти уравнение первого порядка

такое, что каждое решение последнего уравнения, для любого , является реше-
нием исходного уравнения. Ампер и Дарбу обобщили метод Монжа, предложив до-
полнять исходное уравнение другими уравнениями произвольного порядка так, чтобы
полученная система была совместной. При этом левые части дополнительных уравне-
ний должны быть постоянными на характеристиках исходного уравнения. Подробное
описание этих методов c примерами можно найти в [11, 12].

В данной работе рассматриваются гиперболические уравнения второго порядка с
частными производными

(1.1)

=  ( , , , , ,  , , ) 0t x tt tx xxF t x u u u u u u

=  ( , , , , )t xf t x u u u c

∈ c

( )=  ( )tt x xu f u u

УДК 534+517.95
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(1.2)

(1.3)

где  – гладкие функции своих аргументов. Уравнение (1.1) служит для описания
одномерных неустановившихся движений идеального газа [3, 13] и упругопластиче-
ских волн [4, 14]. Уравнение (1.2) используется в теоретической акустике [1, 15], кроме
того, подобное уравнение известно, как уравнение Чаплыгина [3, 13]. Уравнение (1.3)
возникает в результате применения преобразований годографа к уравнениям газовой
динамики [3, 13]. В работах [16–18] найдены группы точечных и нелокальных преоб-
разований, допускаемые этими уравнениями; проведена групповая классификация
уравнений и построены инвариантные решения. С другой стороны, в работах [12, 19],
методом Эйлера–Дарбу, были найдены общие решения линейных уравнений (1.2),
(1.3) для особых функций , .

В работе сначала приводятся преобразования, связывающие уравнения (1.1)–(1.3).
В разд. 2 изучается вопрос о том, когда решения уравнения (1.3) переводятся в реше-
ния уравнения

(1.4)

с помощью дифференциальной подстановки Эйлера

Кроме классического случая  ( ), найдены еще две функции  и
, для которых существуют такие подстановки. Дополнительно получена

функция , не выражающаяся в элементарных функциях, но для которой соответ-
ствующее уравнение (1.3) допускает подстановку Эйлера. Отмечается, что дифферен-
циальная подстановка

переводит решения уравнения

в решения уравнения

для любой гладкой функции . В разд. 3 показано как построить параметрические ре-
шения, зависящие от двух произвольных функций, для уравнения

при любых целых . Кроме того, найдены общие решения уравнений

2. Контактные преобразования и подстановки. Рассмотрим уравнение (1.1) и введем
новую функцию  с помощью дифференциальной замены . В результате полу-
чим уравнение третьего порядка, затем, интегрируя его по , приходим к уравнению
второго порядка

(2.1)
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Последнее уравнение сводится к линейному уравнению Чаплыгина

(2.2)

преобразованием Лежандра

при условии, что гессиан  не равен нулю.
Введем новую независимую переменную . Тогда уравнение (2.2) при-

водится к уравнению Дарбу

(2.3)
где функция  сложной формулой выражается через функцию . Обратный переход
от уравнения (2.3) к уравнению (2.2) выполняется проще.

Для того чтобы найти решения уравнения (2.3), полезно решить следующую задачу:
найти дифференциальные подстановки Эйлера первого порядка

(2.4)
которые переводят решения уравнения (2.3) в решения уравнения (1.4). В результате
подстановки функции  вида (2.4) в (1.4) получаем уравнение третьего порядка

Последнее уравнение должно быть следствием уравнения (1.3). Следовательно, ес-
ли подставить производные , , полученные из (1.3), то левая часть уравнения тре-
тьего порядка должна обратиться в ноль. Подставляя эти производные и собирая по-
добные члены при , имеем следующую систему из трех обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

(2.5)

Предположим сначала, что функция  постоянна. Тогда третье уравнение системы
удовлетворяется тождественно. Не ограничивая общности, можно считать, что 
или . Пусть сначала  и . Тогда из первого уравнения системы выража-
ем  и подставляем во второе уравнение. В результате получаем обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение второго порядка на функцию . Вводим новую функцию

 и приходим к уравнению

Интегрируя один раз последнее уравнение, имеем уравнение первого порядка

(2.6)

Если , то функция  равна

Значит, в этом случае функции  и  имеют вид
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Полагая  и используя обозначение , можно утверждать что преобра-

зование

переводит решения уравнения

(2.7)

в решения уравнения

Данное утверждение хорошо известно [10, 11]. Уравнение (2.5) является частным
случаем уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу. Полагая  и применяя последова-
тельно указанное преобразование, легко найти решение уравнения

(2.8)

зависящее от двух произвольных функций и их производных. Более общие дифферен-
циальные подстановки для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу изучались в работе [20].

Следует отметить, что при  решениями системы (2.5) являются постоян-
ные функции. Пусть теперь  и . Тогда второе уравнение в системе (2.5) сле-
дует из первого. Это приводит к следующему полезному утверждению.

Дифференциальная подстановка

(2.9)
переводит решения уравнения

в решения уравнения

Пусть теперь постоянная  в уравнении (2.6) не равна нулю. Обозначим величину
 через  и предположим, что . Тогда решение уравнения (10) име-

ет вид

Если же , то решение уравнения (2.6) есть

Отсюда находятся функции  и . Вводя обозначения подобные описанным выше,
можно сформулировать следующую лемму.

Лемма 1. Решения уравнения
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переводятся в решения уравнения

с помощью дифференциальной подстановки

Справедлив также тригонометрический аналог предыдущей леммы.
Лемма 2. Решения уравнения

переводятся в решения уравнения

с помощью дифференциальной подстановки

Теперь предположим, что функция  не является постоянной и . Рассмотрим
сначала случай . В этом случае из первого уравнения системы (2.5) следует, что
функция  – постоянна. При этом система редуцируется к двум уравнениям

где . Интегрируя первое уравнение, имеем  ( ). Тогда из
второго уравнения получаем

(2.10)

В зависимости от знака константы  имеются три типа решений уравнения (2.10):

Здесь , а значения константы  выбраны из соображений удобства. Соответству-
ющие дифференциальные подстановки Эйлера имеют вид

Эти подстановки порождены симметриями соответствующих уравнений (1.3).
Теперь предположим, что функции r и s не постоянные. Тогда из первого и третьего

уравнений системы (2.5) выражаем функцию  и получаем соотношения

(2.11)

Интегрируя последнее соотношение, имеем
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где  – произвольная константа. Подставляя  и  во второе уравнение системы (2.5),
приходим (при ) к уравнению третьего порядка

В общем случае решить это уравнение не удается. Однако при  можно свести
его к уравнению первого порядка. Действительно, при , оно обладает первым
интегралом

Последнее выражение также имеет первый интеграл

где  – функция ошибок. Таким образом, для нахождения функции  необходи-
мо обращать интеграл, который не выражается через элементарные функции. В свою
очередь, функции ,  выражаются через функцию .

3. Построение решений. Рассмотрим сначала уравнение (1.3). Мы хотим перейти от
этого уравнения к уравнениям (1.1) и (1.2). Для этого введем новую независимую пере-
менную  в уравнении (1.3), т.е. положим  = . В результате за-
мены новое уравнение будет иметь вид

Приравнивая к нулю второе слагаемое в правой части последнего уравнения, получа-
ем уравнение на функцию 

Его решение имеет вид

Если взять уравнение Эйлера–Пуассона

то функция замены переменной  задается формулой . Для просто-
ты полагая , , обращая функцию α и подставляя в α′, получаем уравнение

(3.1)

Заметим, что общее решение этого уравнения, для целых , получены Эйлером
([10], задача 55). Приведем решения для некоторых .
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где , . Если , то

где , . Если , то

где , .
С помощью преобразования Лежандра

(3.2)

уравнение (3.1) преобразуется в уравнение

(3.3)

Вводя новую функцию , получаем уравнение

Преобразование Лежандра (3.2) позволяет найти параметрические решения по-
следнего уравнения для всех . В качестве примера рассмотрим уравнение

имеющее решение

где  – произвольные гладкие функции. Используя преобразование Лежандра (3.2),
находим параметрическое решение уравнения (3.3) при n = 1

Тогда параметрическое решение уравнения

задается формулой

здесь  – определитель матрицы , a ,  – полные производные от

функции  по t и y соответственно. Совершенно аналогично находятся параметриче-
ские решения для других уравнений вида (3.3) при целых значениях параметра n.

Используя Лемму 1 можно построить решения уравнения

(3.4)
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Действительно, пусть . Тогда  – общее решение этого
уравнения, где  – произвольные гладкие функции. Значит, функция

удовлетворяет уравнению

Последовательно применяя дифференциальную подстановку, указанную в лемме, по-
лучаем формулу для решения

уравнения

(3.5)

Если взять функцию

то в этом случае функция замены переменной имеет вид

Обратная функция для  не является элементарной, поэтому функция  в соответ-
ствующем уравнении (1.2) не элементарная. Переход от уравнения (1.2) к уравне-
нию (1.1) тоже осуществляется с использованием преобразования Лежандра. Однако
само уравнение (1.1) и его параметрические решения не выражаются с помощью эле-
ментарных функций.

Следует отметить, что уравнение (2.1) обладает двумя промежуточными интеграла-
ми (инвариантами характеристик первого порядка) вида

В частности, уравнение

(3.6)

имеет два промежуточных интеграла

Таким образом, после выбора знака плюс или минус, мы приходим к уравнению с
частными производными первого порядка

любое решение которого удовлетворяет уравнению (3.6). Интегральными поверхно-
стями данного уравнения первого порядка являются специальные развертывающиеся
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поверхности, образованные из прямых. Подробности построения этих поверхностей
можно найти в [21].

Заключение. Применяемые в работе методы можно распространить на другие типы
математических моделей. Прежде всего, следует рассмотреть эллиптические и парабо-
лические уравнения. Особенно интересно развить эти методы для многомерных урав-
нений. Некоторые примеры представлены в [12].

В последние годы появился новый способ построения решений уравнений с част-
ными производными – метод инвариантных подпространств. Подробное описание
этого метода можно найти в [22].

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Ми-
нобрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ
(Соглашение 075-02-2022-873).
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We consider one-dimensional second order partial differential equations describing waves in
inhomogeneous and nonlinear media. Contact transformations and Euler differential substi-
tution are used to construct general solutions. General and partial solutions of some nonsta-
tionary continuum mechanics models are found.
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Рассматривается задача о внутренних стационарных волнах в двухслойной жидкости
с плотностью, экспоненциально зависящей от глубины внутри слоев и имеющей
скачок на поверхности раздела. Выведено нелинейное уравнение второго длинно-
волнового приближения и рассмотрено семейство асимптотических подмоделей,
описывающих уединенные волны конечной амплитуды. Исследованы дисперсион-
ные свойства и режимы распространения волн в зависимости от безразмерных пара-
метров фонового кусочно-постоянного течения.

Ключевые слова: двухслойная жидкость, слабая стратификация, уединенные волны
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Внутренние волны играют важную роль в процессах переноса и трансформации
энергии в стратифицированных потоках в океане [1–3]. Уединенные волны являются
одним из основных объектов при изучении закономерностей распространения лока-
лизованных нелинейных возмущений в диспергирующих неоднородных средах [4–6].
В работе рассматривается двумерная задача об уединенных волнах в двухслойной
жидкости с плотностью, экспоненциально зависящей от глубины внутри слоев и име-
ющей скачок на поверхности раздела. Указанная гидродинамическая постановка яв-
ляется естественным обобщением модели движения расслоенной жидкости с посто-
янными плотностями в слоях. Математическая формулировка данной задачи сводит-
ся к решению нелинейного эллиптического уравнения Дюбрей–Жакотэн–Лонга [7, 8]
для функции тока, дополненного кинематическим и динамическим граничными
условиями на поверхности раздела. Методом возмущений по параметрам слабой стра-
тификации выведено нелинейное уравнение второго длинноволнового приближения,
описывающее уединенные волны конечной амплитуды. Исследованы дисперсион-
ные свойства линеаризованной задачи, дающие условия до- и сверхкритичности
невозмущенного стратифицированного потока. Рассмотрены асимптотические
подмодели, описывающие некоторые предельные режимы распространения нели-
нейных волн [9–12].

1. Постановка задачи. Рассматривается двумерное течение двухслойной жидкости в
области, ограниченной снизу горизонтальным дном  и сверху – непроницае-
мой крышкой  (рис. 1). Течение является установившимся в системе отсчета,

− 1=y h

2=y h

УДК 532.592
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связанной с бегущей волной. Стационарные уравнения Эйлера невязкой неоднород-
ной жидкости имеют вид

(1.1)

(1.2)

где  – вектор скорости,  – давление,  – плотность жидкости,  – ускорение си-
лы тяжести. Условия непротекания на ровном дне и крышке имеют вид

(1.3)

На искомой поверхности раздела слоев  должны быть выполнены кинемати-
ческое и динамическое граничные условия

(1.4)

(квадратные скобки здесь означают символ скачка). В невозмущенном потоке, к кото-
рому течение должно стремиться при , граница раздела совпадает с прямой

, вектор скорости кусочно-постоянен:  в -м слое , а про-
филь плотности задается в виде

(1.5)

где  – частота плавучести (частота Брента–Вяйсяля), постоянная внутри -го слоя.
Величины  являются предельными значениями для плотности сверху и снизу
на поверхности раздела.

С введением функции тока  для поля скоростей ,  система уравне-
ний Эйлера (1.1)–(1.2) эквивалентным образом сводится к уравнению Дюбрей-Жако-
тэн–Лонга ([7, 8], см. также [1])

Зависимость плотности жидкости  от функции тока  в -м слое дается формулой
 ( ), а функция Бернулли  имеет вид

+ ρ + ρv v= 0, = 0x y x yu u

ρ + + ρ + + −ρ( ) = 0, ( ) = ,x y x x y yuu u p u p gv v vv
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Рис. 1. Схема движения жидкости.
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Давление  выражается через функцию  в силу интеграла Бернулли

Таким образом, задача об уединенных волнах в двухслойной жидкости с кусочно-экс-
поненциальной стратификацией заключается в отыскании формы границы разде-
ла  и функции тока  ( ) и  ( ),
удовлетворяющей внутри каждого из слоев нелинейному уравнению

(1.6)

условиям постоянства функции тока на дне, крышке и поверхности раздела, равно-
сильным кинематическим условиям (1.3)–(1.4):

(1.7)

динамическому условию, следующему из условия (1.4) непрерывности давления на
поверхности раздела слоев :

(1.8)

и условию затухания волны на бесконечности

(1.9)

Задача (1.6)–(1.9) допускает первый интеграл, вытекающий из интегрального зако-
на сохранения потока горизонтального импульса

для стационарных уравнений Эйлера (1.1)–(1.2). В терминах функции тока данный за-
кон сохранения имеет вид

(1.10)

где подынтегральные функции  даются формулой

а константа интегрирования , зависящая от параметров основного течения, нахо-
дится из условия (1.9).

2. Безразмерные переменные. Выберем в качестве масштаба для линейных величин
невозмущенную глубину  нижнего слоя, а для функции тока – объемные расходы
жидкости в слоях:

Тогда в нижнем слое безразмерная функция тока должна быть решением краевой
задачи

(2.1)
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(черта в обозначениях безразмерных величин здесь и далее опущена). В верхнем слое
аналогичные уравнения имеют вид

(2.2)

а динамическое граничное условие (1.8) принимает форму

(2.3)

В уравнениях (2.11)–(2.13) присутствуют следующие безразмерные константы.
Спектральными параметрами в рассматриваемой задаче являются плотностные (ден-
симетрические) числа Фруда , нормирующие фазовую скорость волны относитель-
но каждого из слоев, и числа Лонга , характеризующие баланс между силами плаву-
чести и инерции [13]:

(2.4)

где  – приведенные гравитационные ускорения для каждого из сло-
ев. Кусочно-экспоненциальная стратификация (1.5) в невозмущенном течении опре-
деляется тремя независимыми константами

При этом параметры Буссинеска  характеризуют градиенты плотности внутри
каждого из слоев, а величина  – скачок плотности между слоями (в таком качестве в
литературе часто используется также число Атвуда A = ). Все три ве-
личины , ,  являются естественными малыми параметрами в натурных условиях
слабой стратификации. В уравнениях (2.1)–(2.3) в явном виде присутствуют только 
и , однако параметр  играет важную роль, поскольку числа Лонга  и числа Фруда ,
определяемые формулой (2.4), не являются независимыми параметрами – они связа-
ны соотношениями

(2.5)

Кроме того, в задаче имеется геометрический параметр  – отношение толщин
невозмущенных слоев.

Уравнения (2.1)–(2.3) охватывают частные случаи, когда плотность жидкости тож-
дественно постоянна в одном из слоев или сразу в обоих. А именно, случай

 соответствует наличию однородного безвихревого приповерхностного
слоя, а при  однородным является придонный слой. Однако присутствие в
формуле (2.5) отношений малых параметров  и  указывает на возможную не-
равномерность предельного перехода , . Кроме того, наличие скачка
скорости на границе раздела в фоновом течении может вести к развитию сдвиговой
неустойчивости Кельвина–Гельмгольца, причем энергетически наиболее опасными
для разрушения течения являются длинноволновые возмущения. Поток с постоянны-
ми скоростями и плотностями в слоях устойчив к ним при следующем ограничении на
скорости, плотности и толщины слоев [4]:

(2.6)
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3. Дисперсионные свойства. Рассмотрим условия, обеспечивающие свойство сверх-
критичности нелинейных стационарных волн в рассматриваемой системе по отноше-
нию к фазовым скоростям линейных гармонических волн. Линеаризация уравне-
ний (2.1)–(2.3) на невозмущенном кусочно-постоянном течении, описываемом точ-
ным решением

(3.1)

и отыскание решений в виде волновых пакетов  =  и  + 
приводит к спектральной задаче Штурма–Лиувилля для амплитудной функции 
(см. [1, 2]), которая дает в случае закона стратификации (1.5) дисперсионное соотно-
шение

(3.2)

где функция  имеет вид

(3.3)

с вспомогательными волновыми числами

(3.4)

Здесь обозначено  и , и, кроме того, нужно учитывать, что числа Лон-
га  связаны с числами Фруда  формулой (2.5). В силу самосопряженности рас-

сматриваемой спектральной задачи квадрат волнового числа , играющий роль соб-
ственного значения, всегда вещественный. Поэтому корни  уравнения (3.2) могут
быть только вещественными или мнимыми, и в силу четности дисперсионной функ-
ции  по  они образуют симметричные пары на координатных осях комплексной -
плоскости, причем кратным может оказаться только корень . Спектр линейных
гармонических волн образует точки в плоскости пар чисел Фруда , для ко-
торых дисперсионное соотношение (3.2) имеет по крайне мере одну пару веществен-
ных корней . В зависимости от количества пар действительных корней весь спектр
разбивается на счетное множество вложенных друг в друга подобластей, содержащих
спектры отдельных волновых мод. Границы этих областей задаются ветвями кривой,
определяемой уравнением  = 0, или, в развернутой форме,

(3.5)

В пределе при  отсюда получается спектр линейных гармонических волн в
двухслойной жидкости с постоянными плотностями  и  в слоях, который порож-

дается волновыми числами единственной моды и совпадает с кругом . Гра-
ница спектра, задаваемая уравнением (3.5), трансформируется в единичную окруж-
ность неравномерным относительно  образом из-за присутствия в подкоренных
выражениях отношений  и  малых параметров при обратных степенях чисел
Фруда . Указанная неравномерность проявляется в возникновении при 
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спектральных пограничных слоев [14] в окрестности координатных осей  и  плос-
кости , содержащих все спектры старших мод, начиная со второй моды (см.
рис. 2а и рис. 3a). Точки , для которых отсутствуют вещественные корни  дис-
персионного уравнения (3.2), принадлежат сверхкритической области, лежащей вне
непрерывного спектра главной моды линейных гармонических волн.

4. Длинноволновое приближение. В сверхкритической области все корни дисперси-
онного соотношения (3.2) чисто мнимые. Пусть  – наименьший из них по мо-
дулю. Величина , являющаяся минимальным положительным корнем уравнения

 = 0, дает показатель экспоненциального затухания решений типа уеди-

ненных волн:  при . Этот показатель мал для точек 
вблизи границы спектра, поэтому при построении длинноволнового приближения его
удобно связать с малыми параметрами кусочно-экспоненциальной стратификации
(1.5). Учитывая, что параметры Буссинеска  и  независимы друг от друга в разных

слоях, выберем в качестве основного малого параметра величину  и вве-
дем полярный угол  в плоскости , полагая , . Из разложе-
ния дисперсионной функции

следует, что на семействе линий уровня вида  = Mσ (  > 0),
располагающемся вблизи границы спектра главной моды в плоскости  (со сто-
роны сверхкритической области), показатель затухания  имеет порядок  при

. Учитывая это, будем искать решение зависящим от медленной переменной
. При выводе длинноволнового приближения используется асимптотическое

представление функций тока в виде

(4.1)

Коэффициенты  разложения (4.1) находятся в результате интегрирования по-
лучаемой из (2.1), (2.2) рекуррентной последовательности обыкновенных дифферен-
циальных уравнений с независимой переменной , в которые  входит в качестве па-
раметра. В частности, коэффициенты низшего порядка выражаются через функцию 
по формулам
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где , . Теперь нужно воспользоваться законом со-
хранения импульса (1.10), записанным в безразмерной форме

(4.2)

где

а постоянная , вычисленная на точном решении (3.1), описывающем кусочно-по-
стоянное течение, имеет вид

Подставляя ряды (4.1) в интегральное соотношение (4.2) и оставляя в нем слагаемые с

точностью до величин порядка , получаем искомое нелинейное дифференци-
альное уравнение второго приближения теории длинных волн для функции :

(4.3)

Здесь функции  и  имеют структуру квазиполиномов

(4.4)

с коэффициентами  и , наследующими тригонометрическую
зависимость коэффициентов рядов (4.1) от переменной . В частности, коэффициен-
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(4.7)

где амплитуда волны определяется простым корнем  функции , ближай-
шим к точке . Параметрическая область существования уединенных волн дается
той частью плоскости , для которой подкоренное выражение  в (4.7)
остается положительным всюду в интервале между точками  и .

5. Асимптотические подмодели. Дополнительные предположения об относительных
порядках параметров или малости искомой функции в базовом уравнении (4.3) по-
рождают для него семейство приближенных субмоделей. Для малых  уравнение (4.3),
рассматриваемое для медленной независимой переменной , можно предста-
вить в форме

(5.1)

где  с величинами  и  из формул (4.5) и (4.6). Поскольку
 и , имеем  и, согласно определению дисперсионной

функции (3.3), также

Такая связь коэффициента  с дисперсионной функцией  означает, что требование
положительности , необходимое для существования малого решения уравнения (5.1),
равносильно условию сверхкритичности описываемых уединенных волн. Асимптоти-
ка решений уравнения (5.1) существенно зависит также от поведения коэффициента

. Для тех точек , где , растяжение искомой функции 
в (5.1) дает на линиях уровня  ( ), примыкающих к границе спектра

со стороны сверхкритической области, укороченное уравнение вида  = .
В исходных безразмерных переменных оно порождает обычные уединенные волны

типа КдВ с профилем . При этом в случае , получаются вол-
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еся там ссылки). Дополнительное растяжение переменных ,  дает на
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близость точек  к границе спектра нейтрализует наличие малого параметра  при 
в левой части уравнения (5.1) и обеспечивает равномерную пригодность длинновол-
нового приближения при . Аналогичная асимптотическая схема может
быть использована и для описания ветвления уединенных волн старших мод, однако в
таком случае согласно имеющейся картине спектра будет возникать нелинейный ре-
зонанс с периодическими волновыми пакетами главной моды [5]. Эта ситуация требу-
ет дополнительного анализа и не рассматривается в данной статье.

При малых числах Лонга  для функций  и  справедливы приближен-
ные выражения

Поэтому в пределе  уравнение (4.3) принимает форму

(5.2)

Уравнение (5.2) известно как уравнение второго приближения теории длинных
волн для двухслойной жидкости с постоянными плотностями в слоях [3, 15, 16]. Зна-
менатель дроби в правой части (5.2) положителен всюду в интервале , по-
этому положительным в окрестности значения  должен быть и числитель. А это
возможно тогда и только тогда, когда числа Фруда  и  удовлетворяют неравенству

, что является условием сверхкритичности невозмущенного двухслойного
течения. При этом решения типа уединенных волн существуют в случае  <
< , а в качестве предельного режима при  =  получаются решения
типа плавного бора [3].

Для сверхкритических точек , находящихся вблизи узких полос спектра, где вы-
полнено одно из условий  или , параметры  не являются ма-
лыми: . В этих случаях уравнение (4.3) также сильно упрощается в пре-
деле при  без предположений о малости амплитуды волны. В частности, при

 оно принимает предельную форму

(5.3)

Указанное уравнение по форме совпадает с известным уравнением Буссинеска–Рэлея
для поверхностных уединенных волн в нижнем слое однородной жидкости с .
В литературе такую аппроксимацию двухслойного течения иногда называют полуто-
раслойным приближением, поскольку в этом случае влияние верхнего слоя становит-
ся опосредованным. Заметим, что данное приближение согласуется и с уравнением (5.2),
которое в пределе при  также дает уравнение (5.3).

Особый предельный случай возникает в ситуации, когда параметр  имеет одина-
ковый порядок с параметрами Буссинеска . Физически это означает, что малый
скачок плотности в слабом пикноклине сравним с суммарными перепадами плотно-
сти по всей глубине прилегающих слоев. Такая ситуация, типичная для придонных те-
чений в океане с экстремально слабой глубоководной стратификацией, подробно рас-
сматривалась в [17, 18], где неравенство (2.6), являющееся условием гиперболичности
уравнений двухслойной мелкой воды [4], использовалось для характеристики пара-
метрических областей устойчивости уединенных внутренних волн. Разрушение тече-
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ния в результате местного усиления сдвига скорости в окрестности вершины волны
наблюдалось в лабораторных экспериментах [19] и для расслоенных течений в океане,
в которых цуги уединенных внутренних волн являются генераторами интенсивного
перемешивания придонных потоков [20].

6. Примеры. Здесь приводятся результаты расчета уединенных волн главной моды,
описываемых нелинейным дифференциальным уравнением (4.3). Рис. 2 иллюстриру-
ет решение в виде одиночной волны возвышения в случае, когда невозмущенная глу-
бина нижнего слоя в пять раз меньше глубины верхнего слоя. Указанный волновой
режим реализуется для пары чисел Фруда  = (1.5, 0.129). Точка  с этими коор-
динатами находится в сверхкритической области непосредственно над спектральным
пограничным слоем вблизи оси абсцисс  (рис. 2,а). На рис. 2,б показаны графики
функций  и , дающих по формуле (4.7) решение уравнения (4.3). Функция 
имеет простой положительный корень , ближайший к точке , кото-
рый дает амплитуду уединенной волны в придонном слое единичной безразмерной
глубины.

Рис. 3 демонстрирует решение уравнения (4.3) в виде волны понижения, когда не-
возмущенная глубина верхнего слоя в пять раз меньше глубины нижнего слоя. Этот
режим получается для чисел Фруда  = (0.138, 1.99), соответствующая ему точка

 находится справа от спектрального пограничного слоя вблизи оси ординат .
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Рис. 3. Уединенная волна типа впадины для стратифицированного течения с параметрами  =

= 0.00007, , , , .

0.5

1.0

1.5

2.0

0.2 0.6 1.0 �1.0 0 0.2
F1 �

F2

B

Q

0.0002

0
�0.0001

0.010
0.008

0.004

0
�1.0

�0.6

�0.2

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

P
y

x

вб

а

σ = σ1 2

μ = 0.003 = 5r 1 = 0.138F 2 = 1.99F

Рис. 2. Уединенная волна возвышения главной моды для стратифицированного течения с параметрами

 = = 0.00007, , , , .

0.2

0.6

1.0

вба

0

0.002

0.004

0.2 0.6 1.0 1.4 �1
�1

1
2
3
4
5

0 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

F1 �

F2 P
y

x

Q

A

σ = σ1 2 μ = 0.003 = 0.2r 1 = 1.5F 2 = 0.129F



196 МАКАРЕНКО и др.

График функции  на рис. 3,б показывает наличие у нее двух достаточно близ-
ких отрицательных корней  (он определяет амплитуду волны ) и ,
благодаря чему заметна тенденция к уплощению линий тока в центре впадины. Ам-
плитуда данной уединенной волны понижения почти в пять раз превышает невозму-
щенную толщину верхнего слоя.

Заключение. В работе выведено уравнение второго приближения теории стационар-
ных длинных волн для двухслойной жидкости с кусочно-экспоненциальной страти-
фикацией. Полученное уравнение порождает иерархию асимптотических подмоде-
лей, описывающих уединенные волны конечной амплитуды. Базовое приближенное
уравнение (4.3) может использоваться в широком диапазоне параметров стратифика-
ции, включая шельфовые и глубоководные условия океана.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (код
проекта 21-71-20039).

Приложение. Здесь приводятся выражения для коэффициентов в формуле (4.4)
функций  и  из уравнения (4.3). Для функции , зависящей линейно от квадратов

чисел Фруда  и , справедливо представление

где  ( ) – квазиполиномы второй степени по  с
тригонометрическими коэффициентами

Для функции  справедливо представление

где  с коэффициентами
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The problem on internal stationary waves in a two-layer f luid with density, depending expo-
nentially on the depth inside the layers and having a jump at the interface, is considered.
A non-linear equation of the second-order long-wave approximation is derived, and their
asymptotic submodels, describing solitary waves of finite amplitude, are discussed. Disper-
sive properties and wave propagation regimes depending on dimensionless parameters of the
background piecewise constant f low are studied.
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Исследуется трехмерное стационарное течение двух несмешивающихся жидкостей в
слое, ограниченном твердыми параллельными стенками. Верхняя стенка теплоизо-
лирована, а на нижней задано квадратичное по горизонтальным координатам поле
температур. Поля скоростей в жидкостях имеют специальный вид: их горизонталь-
ные компоненты линейны по одноименным координатам. Возникающая сопряжен-
ная краевая задача в рамках модели Обербека–Буссинеска является обратной и ре-
дуцируется к системе десяти интегродифференциальных уравнений. Для малых чи-
сел Марангони (ползущее течение) поставленная задача решена в аналитическом
виде. Нелинейная задача решается тау-методом. Показано, что решение нелиней-
ной задачи с уменьшением числа Марангони аппроксимируется решением задачи о
ползущем течении. Проведен анализ влияния физических и геометрических пара-
метров, а также поведения температуры на подложке, на структуру конвекции в слоях.

Ключевые слова: уравнения Обербека–Буссинеска, термокапиллярность, обратная
задача
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1. Введение. Течения типа Хименца [1] известны как двумерные течения вблизи
критической точки и характеризуются наличием зон с более высокими давлением и
температурой, чем в окружающей области. Такие течения можно наблюдать как в
макромасшатабах (например, использование технологий гидроразрыва пласта в неф-
тедобывающей промышленности), так и в микромасшатабах (например, жидкостные
биочипы в медицине). Изучение характеристик подобных течений необходимо для
оценки технологических параметров, а также для прогнозирования динамики и эво-
люции жидких слоев. Точные решения определяющих уравнений – наиболее эффек-
тивный способ исследования процессов в жидкости, а также получения оценочных
характеристик. В настоящее время представлены решения задач, описывающих тече-
ния типа Хименца в различной геометрии: осесимметричный [2] и трехмерный [3, 4]
аналоги решения Хименца, в том числе для течений в цилиндрической геометрии [5,
6]. Краткий обзор точных решений, близких к решению Хименца, дан в [7].

Исходная идея искать точные решения уравнений Навье–Стокса с линейной зави-
симостью компонент скорости от двух пространственных переменных, по-видимому,
впервые предложена в работе [8]. Было показано, что общая трехмерная система урав-
нений вязкой магнитной гидродинамики редуцируется к замкнутой системе одномер-
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201ТЕПЛОВАЯ КОНВЕКЦИЯ ДВУХ НЕСМЕШИВАЮЩИХСЯ

ных уравнений. Аналогичный результат для уравнений газовой динамики был полу-
чен в [9]. В работе [10] изучено решение уравнений Обербека–Буссинеска, описываю-
щее тепловую конвекцию в трехмерном слое. В зависимости от граничных условий
рассмотрены следующие движения: в слое, ограниченном твердыми стенками; твер-
дой стенкой и свободной границей; совместное движение двух и более жидкостей с
общей поверхностью раздела. Задача о ползущем конвективном движении вязкой
теплопроводной жидкости с плоской свободной границей подробно изучена в [11].
В работах [12, 13] рассмотрено двухслойное трехмерное течение жидкостей при малых
числах Марангони, поле скоростей которых имеет специальный вид, а также учтено
полное энергетическое условие.

В настоящей работе рассматривается совместная конвекция двух вязких теплопро-
водных жидкостей в трехмерном слое с твердыми плоскими стенками. Верхняя стенка
теплоизолирована, а на нижней стенке задано нестационарное поле температур. Жид-
кости предполагаются несмешивающимися и на плоской границе раздела между ни-
ми заданы сложные условия сопряжения [14]. Эволюция этой системы описывается
системой уравнений Обербека–Буссинеска в каждой жидкости. Решение указанной
задачи ищется в классе полей скоростей, линейных по двум координатам [15], а поля
температур и давлений – квадратичные функции тех же координат.

2. Постановка задачи. Рассматривается слой , , , заполнен-
ный двумя вязкими несмешивающимися теплопроводными жидкостями. Первая
жидкость занимает слой , а вторая – . Границы слоя ,  –
суть твердые неподвижные стенки, а  – также неподвижная поверхность раздела
между несмешивающимися жидкостями (см. рис. 1). Стационарное течение в слоях
описывается уравнениями Обербека–Буссинеска [16], решения которых ищется в
специальном виде (здесь и далее )

(2.1)

После подстановки (2.1) в систему уравнений Обербека–Буссинеска и анализ ее сов-
местности приходим к выводу, что и  есть квадратичные функции по ,  (ниже они
выписаны в безразмерной форме). В (2.1) , ,  – вектора скорости, моди-
фицированные давления и температуры в слоях. Более специальный случай представ-
ления поля скорости (2.1) для движения одной жидкости рассмотрен в [14, 17], причем
давление зависело лишь от вертикальной координаты и времени. Температура распре-
делена по квадратичному закону (2.1) только на свободных границах слоя  и
вызывала термокапиллярный эффект. Численное решение последней задачи с учетом
общего распределения температуры  в слое  проведено в ста-
тье [18]. Обстоятельный обзор точных решений системы Навье–Стокса с линейной
зависимостью компонент скорости от  и  приведен в [15].

В настоящей работе квадратичная зависимость по  и  температур в (2.1) является
дополнительным предположением. Также предполагается, что поверхностное натя-
жение линейно зависит от температуры этой поверхности 

(2.2)

с постоянными  и .

− 1 2< <l z l ∞| | <x ∞| | <y

− 1 < < 0l z 20 < <z l − 1=z l 2=z l
= 0z

= 1,2j

 
+ − − ξ ξ  

 
θ + +


0

2 2

= ( ( ) ( )) ,( ( ) ( )) , 2 ( )

= ( , , ), = ( ) ( ) ( )

z

j j j j j j

j j j j j j

u f z h z x f z h z y f d

p p x y z a z x b z y q z

jp x y
( )ju x ( )jp x θ ( )j x

±= ( )z Z t

θ( , , , )z y z t − ( ) < < ( )Z t z Z t

x y

x y

θ( , ,0, )x y t

σ θ σ − θ0( ) = æ

σ0 > 0 æ > 0



202 АНДРЕЕВ, ЛЕМЕШКОВА

Для первого слоя при  положим

(2.3)

где  – число Марангони,  – число Прандтля,  – характерный градиент темпера-
туры, а  – характерная температура. Для второго слоя  положим

(2.4)

В (2.3), (2.4) , , , ,  – постоянные плотности, кинема-
тические вязкости, динамические вязкости, коэффициенты теплового расширения
жидкости, температуропроводности;  – ускорение силы тяжести. Подставляя
вид решения (2.1) в систему уравнений Обербека–Буссинеска, учитывая (2.3), (2.4),
получим систему нелинейных интегродифференциальных уравнений на неизвестные
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Рис. 1. а: Безразмерная вертикальная компонента скорости  в зависимости от  при ,  см,
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(2.5)

В уравнениях (2.5) , , ,  для первого слоя  при  и

, , ,  для второго слоя  при . Система (2.5) до-
полняется граничными условиями. На нижней твердой стенке 

(2.6)

т.е. выполнены условия прилипания и задана температура. В безразмерных перемен-
ных температура на нижней стенке есть

где, согласно замене (2.4), , , , , ,
, . Поэтому , , .

Очевидно, что температурное поле на нижней твердой стенке имеет экстремум в точке
, : при  – максимум, а при  – минимум.

Верхняя стенка  предполагается теплоизолированной и на ней также выпол-
няются условия прилипания

(2.7)

На поверхности раздела  имеем [14]

(2.8)

(2.9)

Условия (2.8) являются следствиями непрерывности скорости и температуры на по-
верхности раздела, а также динамического условия для касательных напряжений. При
выводе последних двух соотношений (2.8) учтено равенство (2.2). Условие для нор-
мальных напряжений эквивалентно тому, что поверхность раздела остается плоской.
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Данное предположение может выполняться, например, при действии достаточного
большого капиллярного давления [19]. Непрерывность потоков тепла влечет равен-
ства (2.9). Для полной определенности задачи необходимо поставить еще два условия

(2.10)

означающие вместе с интегральными равенствами (2.6), (2.7) замкнутость течений в
слоях. Заметим, что задача для  при известных ,  и  отделяется.
Их поведение не влияет на поле скоростей. Поэтому далее будет решаться задача для
определения функций , , ,  и постоянных .

Приведем формулы для модифицированных давлений в безразмерном виде

где  – произвольные постоянные.
3. Решение при малых числах Марангони. Предположим, что  и будем искать

решение в виде (считаем, что  при )

В нулевом приближении получим линейную задачу вида (2.5)–(2.10), где .
После некоторых преобразований решение указанной задачи найдется в виде (индекс
“(0)” опущен)
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Вид функций ,  и постоянных ,  будет совпадать с ,  и , ,
соответственно, с заменой  на . Для первого слоя ,  и для
второго слоя , .

Заметим, что  пропорциональны , а  пропорциональны .
Поэтому для радиального нагрева подложки ( ) ,  и

, а в случае, когда  имеем  и .

В случае невесомости  формулы (3.1) существенно упрощаются

(3.2)

Вид функций  и  остается прежним.

На рис. 1, 2 приведены профили безразмерной вертикальной компоненты скорости
 для системы хладагент R134а (фреон) ( )–воздух ( ) [20]. На рис. 1,а

приведены профили безразмерной вертикальной компоненты скорости  в зави-
симости от . Если , то в первом слое возникает возвратное течение (жид-
кость движется в противоположном направлении оси ), а во втором слое течение на-
правлено по оси  ( ) (кривые 1, 2), а если , то направление течений в сло-
ях меняется на противоположное (кривые 3, 4). Кривая 4 соответствует радиальному
нагреву, когда . Видно, что во втором слое течение направлено в про-
тивоположную сторону оси , а в первом слое – в направлении оси , что и изображе-
но на рис. 1,б. Аналогичная ситуация будет иметь место для любого случая. Поэтому
далее будут приведены результаты расчетов только для вертикальной компоненты
скорости, поскольку она дает представление о сформировавшихся течениях в слоях.

На рис. 2 приведены профили безразмерной вертикальной компоненты скорости 
в зависимости от безразмерного параметра  и ускорения силы тяжести . При значении

 и меньше в каждом слое течение направлено по оси . При  во вто-
ром слое течение становится двухвихревым, а с увеличением  течение становится
полностью возвратным. Структура течения в первом слое не изменяется. Кривая 1 на
рис. 2,б соответствует случаю невесомости при радиальном нагреве (см. (3.2)). Видно,
что с ростом  направление течений в слоях меняется на противоположное.

4. Решение общей нелинейной задачи. Для решения общей нелинейной задачи (2.5)–
(2.10) применяется тау-метод, являющийся модификацией метода Галеркина [21].
Произведем замену переменных в первом слое . Тогда задача (2.5)–(2.10) пере-
пишется в виде (штрихи опущены)
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(4.1)

(4.2)

(4.3)

Приближенное решение задачи (4.1)–(4.3) ищется в виде сумм

(4.4)
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Рис. 2. Безразмерная вертикальная компонента скорости  в зависимости от безразмерного параметра

а: : 1 – , 2 – , 3 –  и б: ускорения силы тяжести : 1 –  м/с2, 2 –  м/с2,

3 –  м/с2, 4 –  м/с2.
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где  – смещенные полиномы Лежандра, ,  – обычные
полиномы Лежандра. Из интегральных условий (4.3), учитывая ортогональность по-

линомов Лежандра  на отрезке [0, 1], получим . Остальные коэффи-

циенты , , , , и постоянные ,  находятся из системы галеркин-
ских приближений

(4.5)

и преобразованных граничных условий (4.2)

(4.6)

В частности, неизвестные постоянные  определяются по известным , , 

и  из уравнений  = 0,  = 0. При выводе системы (4.6) было

учтено, что , . Таким образом уравнения (4.5), (4.6) образуют за-

мкнутую систему алгебраических нелинейных уравнений на коэффициенты , ,

,  и постоянные .
Для решения нелинейной системы уравнений (4.5), (4.6) применялся метод Ньюто-

на. В качестве нулевых приближений для неизвестных коэффициентов , , , 
и постоянных  взяты значения, удовлетворяющие уравнениям (4.5) и условиям (4.6).
В результате для различных нулевых приближений было найдено единственное реше-
ние. Расчеты проводились при , при этом разность полученных при  и

 для  составляет порядка , что говорит о хорошей сходимости -метода
при решении данной краевой задачи. Профили безразмерной вертикальной компо-
ненты скорости , соответствующие найденному решению, в зависимости от чис-
ла Марангони изображены на рис. 3а. Кривая 3 (M = 0.1) практически совпадает с
кривой 3, изображенной на рис. 1а (M = 0), а именно  –

 ≈ 10–5. Аналогичная ситуация будет и для случая невесомости
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(рис. 3,б). Кривая 3 (M = 0.1) практически совпадает с кривой 1, изображенной на
рис. 2,б (M = 0), а именно  –  ≈ 10–8. То есть, с

уменьшением числа Марангони решение общей нелинейной задачи стремится к ре-
шению модельной задачи о ползущем течении.

Заключение. Задача о стационарном трехмерном двухслойном движении со специ-
альным полем скоростей сведена к сопряженной задаче для системы одномерных ин-
тегродифференциальных уравнений. Полученная задача является обратной относи-
тельно градиентов давлений вдоль горизонтальных координат. Решение линейной за-
дачи (при малых числах Марангони) найдено в аналитическом виде. Нелинейная
задача решена тау-методом. Найденное решение при уменьшении числа Марангони
стремится к решению задачи о ползущем течении. Проведен анализ влияния безраз-
мерных физических и геометрических параметров на структуру течений в слоях.
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Thermal Cnvection of Two Immiscible Liquids in a 3D Channel 
with a Velocity Field of a Special Type

V. K. Andreeva,# and E. N. Lemeshkovaa,##

aInstitute of Computational Modelling SB RAS, Krasnoyarsk, Russia
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The three-dimensional stationary f low of two immiscible liquids in a layer bounded by solid
parallel walls is investigated. The upper wall is thermally insulated, and the lower one has a
temperature field quadratic in horizontal coordinates. Velocity fields in liquids have a special
form: their horizontal components are linear in the coordinates of the same name. The re-
sulting conjugate boundary value problem in the framework of the Oberbeck–Boussinesq
model is inverse and is reduced to a system of ten integro-differential equations. For small
Marangoni numbers (creeping current), the problem is solved analytically. The nonlinear
problem is solved by the tau method. It is shown that the solution of the nonlinear problem
with a decrease in the Marangoni number is approximated by the solution of the creeping
flow problem. The analysis of the influence of physical and geometric parameters, as well as
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the behavior of temperature on the substrate, on the structure of convection in layers is car-
ried out.

Keywords: Oberbeck–Boussinesq equations, thermocapillarity, inverse problem
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Представлена модель двухфазного течения сжимаемых несмешивающихся жидко-
стей, вывод которой основан на использовании теории симметрических гиперболи-
ческих термодинамически согласованных систем. Модель является расширением
предложенной ранее термодинамически согласованной модели сжимаемых двух-
фазных течений за счет включения новых переменных состояния среды, связанных
с силами поверхностного натяжения. Определяющие уравнения модели образуют
гиперболическую систему дифференциальных уравнений первого порядка и удовле-
творяют законам термодинамики (сохранение энергии и возрастание энтропии).
Исследованы свойства уравнений модели, показано, что закон капиллярного давле-
ния Юнга–Лапласа выполнен в асимптотическом приближении на континуальном
уровне.

Ключевые слова: двухфазное течение, поверхностное натяжение, гиперболические
уравнения
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1. Введение. Моделирование течений несмешивающихся жидкостей актуально для
решения многочисленных задач, возникающих в индустриальных приложениях, в
частности в задачах добычи и транспортировки углеводородов. Для корректного фи-
зического описания несмешивающихся жидкостей, в том числе на континуальном
уровне, важно учитывать силы поверхностного натяжения, возникающие на границах
раздела жидкостей.

В настоящее время, начиная с работы [1] (см. [2, 3]), широко распространенным яв-
ляется подход, в котором поверхность раздела жидкостей моделируется градиентом
функции цвета. Определяющие уравнения в таком подходе содержат параболические
члены, что создает определенные трудности при их численной реализации. Недавно в
работах [4–6] была предложена гиперболическая переформулировка модели, которая
по существу основана на использовании в уравнениях переменной состояния в виде
вектора, соответствующего градиенту функции цвета. Модифицированная модель да-
ет те же самые результаты, что и [1]. Следует, однако, отметить, что неясна возмож-
ность применения этого подхода для описания дисперсных смесей жидкостей с по-
верхностным натяжением на континуальном уровне.

УДК 532.6; 517.9
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Целью работы является применение формализма симметрических гиперболиче-
ских термодинамически согласованных (СГТС) систем для создания модели двух не-
смешивающихся жидкостей с учетом поверхностного натяжения. Класс СГТС-урав-
нений включает в себя многие известные уравнения механики сплошной среды [7, 8]
и, кроме этого, на основе принципов формулировки уравнений этого класса, можно
строить гиперболические модели сред с усложненными свойствами, в частности, мно-
гофазных сред [9, 10]. Формулировка определяющих уравнений основана на расшире-
нии СГТС-модели многофазных сжимаемых течений жидкостей, предложенной в ра-
боте [11]. Расширение приводит к нелокальной модели и производится за счет введе-
ния новой переменной состояния – градиента объемной доли одной из фаз. При этом
соответствующая объемная доля играет роль функции цвета как это принято, напри-
мер, в [2]. В соответствии с формализмом СГТС-моделей для введенной новой пере-
менной должна быть определена парная переменная состояния (которая характеризует
инерциальное изменение объемной доли) и дополнительный закон сохранения для нее.
Для описания диссипативных и дисперсионных эффектов вводятся правые части уравне-
ний релаксационного типа, при этом важную роль для моделирования поверхностного
натяжения играет антисимметричная их часть, не приводящая к возрастанию энтропии.

Полученная система определяющих дифференциальных уравнений является ги-
перболической и ее решения удовлетворяют законам термодинамики (сохранение
энергии и возрастание энтропии). Проанализированы характеристические скорости в
одномерном случае, исследованы релаксационные пределы для малых параметров ре-
лаксации и показано, что модель на континуальном уровне описывает закон поверх-
ностного натяжения Юнга–Лапласа.

2. Гиперболическая термодинамически согласованная система порождающих уравне-
ний для моделирования двухфазных сжимаемых течений.

Определяющие уравнения представленной модели течения смеси с поверхностным
натяжением обобщают уравнения термодинамически согласованной модели двухфаз-
ного течения сжимаемой жидкости, предложенной в [11]. Как и все гиперболические
термодинамически согласованные модели, модель двухфазного течения с поверхност-
ным натяжением может быть получена из порождающей системы уравнений баланса с
использованием обобщенной внутренней энергии в качестве термодинамического
потенциала. В следующем параграфе представлена порождающая система обратимых
процессов для двухфазного течения сжимаемой жидкости.

2.1. Порождающая система для обратимых сжимаемых двухфазных течений. Начнем
с формулировки общих термодинамически согласованных уравнений без учета дисси-
пации. Система порождающих дифференциальных уравнений для сжимаемых двух-
фазных течений сформулирована в [11, 12] и имеет следующий вид
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Для описания течения использованы следующие переменные состояния:  объ-
емная концентрация (объемная доля) фазы с номером 1, удовлетворяющая условию
насыщения, что означает, что объемная доля фазы с номером 2 вычисляется как

,  – массовая плотность смеси, ,  – массовые плотности

фаз,  – скорость смеси, где ,  – скорости фаз, ,

 =  – массовые доли фаз . Далее,  – относитель-
ная скорость фаз,  – энтропия смеси (подчеркнем, что при формулировке модели
используется приближение одной энтропии, что допустимо при небольших вариаци-
ях температур фаз). E – обобщенная внутренняя энергия смеси, а индексы внизу
обозначают производные по соответствующим переменным состояния.

Слагаемое  в уравнении для относительной скорости, содержащее ро-

тор относительной скорости , играет очень важную роль в структуре определяю-
щих уравнений (2.1) (см. [11]). Оно обеспечивает существование дополнительного за-
кона сохранения энергии для системы (2.1), а также приведение этой системы к сим-
метрической форме. Можно доказать, что если дополнительный стационарный закон
сохранения  выполнен в начальных данных при , то он выполнен для
всех последующих моментов времени .

При помощи суммирования всех уравнений, а также стационарного закона сохра-
нения , умноженных на соответствующие множители, можно показать, что
решения (2.1) удовлетворяют дополнительному закону сохранения энергии (см. [11])

(2.2)

Здесь,  – плотность внутренней энергии смеси. Наличие дополнительно-
го закона сохранения позволяет переформулировать (2.1) в терминах так называемого
порождающего термодинамического потенциала и порождающих переменных и при-
вести уравнения к симметрической форме [7, 8, 13, 14].

Для (2.1) необходимо иметь только одно замыкающее соотношение, а именно плот-
ность внутренней энергии , которая должна быть указана для каждого конкретного
течения смеси. В двухфазных моделях, сформулированных в [11], внутренняя энергия
определяется как сумма усредненных по массе внутренних энергий фаз и кинематиче-
ской энергии относительного движения

(2.3)

Заметим, что внутренние энергии фаз можно записать в виде зависимостей
, , которые могут оказаться полезными при изучении выпуклости

полной энергии.

Для симметрической гиперболичности по Фридрихсу [14–16] необходимо потребо-
вать выпуклость энергии (2.3) по переменным , . Хотя строгого доказательства
выпуклости не имеется, проведенные многочисленные расчеты по этой модели не вы-
явили аномалий в поведении решений, что является подтверждением выпуклости, до-
казательство которой является предметом дальнейших исследований.

Если внутренняя энергия смеси определена, то все термодинамические силы (произ-
водные энергии по переменным состояния) можно вычислить по формулам (см. [11]):
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(2.4)

где давления компонент смеси вычисляются как , .

2.2. Порождающая система для необратимых сжимаемых двухфазных течений. Ти-
пичные необратимые процессы в двухфазных сжимаемых течениях – это релаксация
фазового давления к общему значению давления фаз и межфазное трение. Эти про-
цессы учитываются в (2.1) как источниковые алгебраические члены в уравнениях для
объемной доли и для относительной скорости. В итоге, определяющие уравнения мо-
дели с необратимыми процессами имеют следующий вид

(2.5)

Можно увидеть, что диссипативные члены (источники в правой части первого и пято-
го уравнения в системе (2.5)) выбираются пропорциональными термодинамическим
силам, соответствующим переменным уравнений, в которые они введены. Предпола-
гая, что в состоянии термодинамического равновесия термодинамические силы  и

 равны нулю, можно видеть, что в термодинамическом равновесии диссипация от-
сутствует. Учет необратимости приводит к появлению источника  производства эн-
тропии в уравнении ее баланса. Заметим, что производство энтропии неотрицательно
( ) в силу выбора диссипативных источников пропорциональными термодина-
мическим силам. Введение диссипации не влияет на закон сохранения энергии (2.2),
и его вид остается тем же самым для системы (2.5)

(2.6)

3. Порождающие определяющие уравнения для двухфазных течений с поверхностным
натяжением.

3.1. Формулировка определяющих уравнений. В этом разделе представлена гиперболи-
ческая термодинамически согласованная формулировка модели двухфазного течения
с поверхностным натяжением, основанная на расширении модели двухфазного тече-
ния, описанной в предыдущих разделах. Одним из ключевых положений в представ-
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ленной выше двухфазной модели является закон баланса объемных долей, включен-
ный в систему (2.5), который может быть записан в форме

(3.1)

и описывает перенос значения объемной концентрации вдоль траектории движения
со скоростью смеси , а также ее изменение за счет релаксации давления обеспечива-
емой источником в правой части, см. выражение для  в (2.4).

Для моделирования поверхностного натяжения в течении несмешивающихся жид-
костей необходимо иметь информацию о поверхностях раздела. Общепринятый под-
ход состоит в использовании некоего скалярного параметра  (например, функции
цвета – color function) для описания поверхностей раздела, который дает возможность
определить континуальные характеристики сил поверхностного натяжения (см.,
напр., [1, 18], и приведенные там ссылки). Параметр  принимает значение 0, если
точка в среде принадлежит одной из фаз, и значение 1, если точка принадлежит другой
фазе. Распределение поверхностей (плотность площади поверхности границ раздела в
единице объема и их усредненная ориентация) на континуальном уровне может харак-
теризоваться градиентом  поля , а силы поверхностного натяжения характеризуют-
ся тензором, образованным этим вектором. При этом, уравнения соответствующей мо-
дели содержат параболические члены со вторыми производными от параметра .

Цель статьи – сформулировать гиперболические уравнения, содержащие только
пространственные производные первого порядка, и принадлежащие классу симмет-
рических гиперболических термодинамически согласованных систем. При этом, в
представленной формулировке, в качестве параметра  оказывается естественным вы-
брать объемную долю , которая как раз принимает значения 0 и 1 в зависимости от
принадлежности точки среды к той или иной фазе. Для определения распределения
поверхностей в элементе среды, также будем основываться на нелокальном описании
сплошной среды с использованием некоторого вектора , пропорционального векто-
ру градиента объемной доли  и стремящегося к нему в некотором релаксационном
пределе.

Рассмотрим уравнение баланса объемной доли в виде

(3.2)

которое, аналогично (3.1), описывает перенос объемной доли вдоль траектории дви-
жения смеси и содержит источник , который мы определим ниже.

Введем новую переменную , уравнение для которой может быть получе-
но дифференцированием (3.2) по :

(3.3)

Заметим, что это уравнение может быть записано в эквивалентном виде

(3.4)

и, кроме того, в силу определения  имеет место стационарное уравнение

(3.5)
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Это стационарное уравнение может быть также получено как следствие (3.4), если
предположить, что (3.5) выполнено для начальных данных.

Уравнение (3.4) будет присутствовать в качестве одного из определяющих уравне-
ний для модели поверхностного натяжения. В соответствии с формализмом термоди-
намически согласованных систем полная система уравнений имеет парную структуру,
или гамильтонову структуру [7, 8] – для каждой переменной состояния (обобщенная
координата) имеется парная переменная (обобщенный импульс), а их потоки при вы-
воде закона сохранения энергии образуют произведение в потоке сохранения энер-
гии. При этом поток одной переменной выражается через производную обобщенной
энергии по другой, парной, переменной состояния. Таким образом, следует принять
предположение о том, что поток  в уравнении (3.4), зависящий от переменных со-
стояния среды, имеет вид . Здесь  – скалярная переменная состояния, ко-
торая, как видно из уравнения (3.2), характеризует скорость изменения объемной до-
ли (учет инерции) при изменении термодинамических параметров течения, аналогич-
но тому как в уравнении (3.1) правая часть характеризует релаксацию давлений фаз к
единому значению. При таком выборе , уравнение для объемной доли, записанное в
дивергентной форме, принимает вид

(3.6)

Для введенной новой переменной состояния  естественно выбрать следующее
парное к (3.4) определяющее уравнение:

(3.7)

где  предполагается константой. Как будет показано ниже, именно такая форма урав-
нения для  обеспечивает закон сохранения энергии для полной системы. Заметим,
что источники в правых частях уравнений (3.6), (3.7) содержат антисимметричные
члены, которые моделируют изменение объемной доли при изменении термодинами-
ческих переменных состояния смеси.

В дальнейшем, для рассмотрения асимптотически предельных случаев в формули-
руемой модели течения, будет удобно использовать следующие перемасштабирован-
ные параметры состояния

(3.8)

где  – безразмерный параметр, который может быть интерпретирован как отноше-
ние масштабов длины

(3.9)

Здесь, длина  ассоциирована с макромасштабом (например, с разрешающим мас-
штабом инструментов измерения или разрешающим масштабом вычислительной сетки),
а  – некий характерный микромасштаб ассоциированный с границами раздела фаз.

С использованием этих новых переменных состояния уравнения запишутся следу-
ющим образом:

(3.10)
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Можно заметить, что эти уравнения имеют похожую структуру с гиперболической
переформулировкой дисперсионной модели Кортевега [17, 18], которая используется
для моделирования дисперсионных эффектов связанных с поверхностным натяжением.

Таким образом, полная система термодинамически согласованных определяющих
уравнений для описания течения несмешивающихся жидкостей с поверхностным на-
тяжением может быть получена из системы (2.5), дополненной уравнениями (3.10).
При этом в уравнении для импульса в потоке появится дополнительное слагаемое, и,
кроме того, изменится формула для производства энтропии . Полная система будет
выглядеть следующим образом:

(3.11)

Для замыкания системы необходимо задать зависимость плотности внутренней
энергии от переменных состояния среды . Ниже мы приведем
конкретный вид подходящей формулы для плотности внутренней энергии, обобщаю-
щий (2.3).

Решения системы (3.11) удовлетворяют дополнительному закону сохранения энер-
гии, который можно получить путем сложения всех уравнений системы умноженных,
соответственно на

(3.12)

В итоге, получим уравнение

(3.13)

( )  ∂ ∂ ∂∂+ + + − = ∂ ∂ ∂ ∂ 
0k k l

l l D l
k l k

B B BB u E u
t x x x

Q

∂ρ∂ρ + =
∂ ∂

0k

k

u
t x

( )ρ
∂ρ ∂+ ρ + ρ δ + ρ + ρ =

∂ ∂
2 0

k k
l

l k lk l w l B
k

u u u E w E B E
t x

( )∂ρ ∂+ ρ + ρ =
∂ ∂

0
kk w

k

c u c E
t x

( )  ∂ ∂ ∂∂+ + + − = − ∂ ∂ ∂ ∂ χ 
1

k
k k l

l l c l w
k l k

w w wu w E u E
t x x x

∂ρα∂ρα + = − ρ
∂ ∂ δ

1k
D

k

u E
t x

( ) α
∂ρ ∂+ ρ + ρ = ρ − ρ
∂ ∂ δ ε

1 1
kk B D

k

D u D E E E
t x

( )  ∂ ∂ ∂∂+ + + − = ∂ ∂ ∂ ∂ 
0k k l

l l D l
k l k

B B BB u E u
t x x x

( )− −∂ρ∂ρ ρ+ = = χ + ε
∂ ∂

1 1
k k

k
w w D D

k S

SuS Q E E E E
t x E

( )α ρ, , , , , ,k kE c D w B S

ρ α

α

= + ρ − − − α − − =

= ρ = = = ρ θ =

1

2

1 , ,
2

, , , ,
k k

l l c D S l c

k w D k B S

q E E u u cE E DE SE u n E

z E q E r E j E E

( )

( )

∂ ρ + +
∂

   ∂+ ρ + + + ρ + + ρ + ρ =   ∂ ρ   

/2

1 0
2 k k k k

l l

k l l l l w l B c w D B
k

E u u
t

pu E u u u w E B E E E E E
x



218 РОМЕНСКИЙ, ПЕШКОВ

Отметим, что производство энтропии в вышеприведенной системе (3.11) неотрица-
тельно в силу выбора источников в правых частях уравнений. Как оказалось, анти-
симметричные части описывающих источники членов в правых частях уравнений
для  и  при выводе уравнения энергии взаимно сократились. Тем не менее, они
должны оказывать существенное влияние на волновые поля, описываемые моделью
и, по-видимому, описывают дисперсионные эффекты.

Энергия  может быть взята в форме

(3.14)

где  – модуль, характеризующий инерционные эффекты, связанные с физикой по-
верхностного натяжения,  называют коэффициентом капиллярности , и его связь с
традиционным коэффициентом поверхностного натяжения  обсуждается в парагра-
фе 3.1. Отметим только, что физические размерности  и  соотносятся как

, где  – некий масштаб длины.
Для энергии в форме (3.14) термодинамические силы вычисляются по формулам

(3.15)

3.2. Асимптотический анализ и закон Юнга–Лапласа. В этом разделе мы покажем,
что при формальном асимптотическом переходе при , на решениях предложен-
ной модели, в первом приближении, выполняется закон Юнга–Лапласа, связываю-
щий кривизну поверхности раздела фаз и скачок давления при переходе через эту гра-
ницу.

Поскольку физические единицы параметров  и  совпадают, то в дальнейшем
удобно предполагать, что

(3.16)

Тогда пятое–седьмое уравнения системы (3.11) могут быть записаны как

(3.17)

где для краткости мы используем материальную производную  =  + .
Определим поведение решения при  при постоянном . Разложим решение в

формальный ряд по степеням малого параметра :
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(3.18)

То же самое проделаем с термодинамическими силами:

(3.19)

для которых мы должны предположить

(3.20)

что означает равенство давлений в элементе среды в равновесии, см. (3.15).

Уравнение для :

Подставляя (3.18) и (3.19) в уравнение для , и, собирая коэффициенты при одина-
ковых степенях , получим, что

(3.21)

Далее, сравнивая коэффициенты при , получим

(3.22)

Уравнение для :

Рассмотрим далее разложение в уравнении для . При нулевой и первой степени
по  получим

(3.23)

а при второй степени:

(3.24)

С учетом (3.22) последнее уравнение запишется как

(3.25)

Уравнение для :

Наконец, рассмотрим уравнение для . При первой степени по , получаем

(3.26)

a при второй степени:

(3.27)
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Таким образом, при старших степенях , определяющие уравнения для  и  за-
пишутся как

(3.28)

В частности, видно, что на самом деле второе уравнение является следствием первого,
если к нему применить оператор градиента. Другими словами, в пределе при ,
вектор  стремится к градиенту  в старших членах:

(3.29)

если так было в начальный момент времени.
Закон Юнга–Лапласа как асимптотический предел. Рассмотрим границу раздела

между двумя не смешивающимися фазами. Предположим, что в начальных условиях

выполняется равенство . Далее предположим, что такая среда находится в

равновесии (  и ), тогда первое из определяющих уравнений (3.28) пре-
вращается в

(3.30)

Так, если энергия взята в форме (3.14), последнее равенство перепишется в виде

(3.31)

и далее, учитывая, что для начальных данных , получаем

(3.32)

где  и  – первые члены в разложении давлений фаз  и  по степеням :

(3.33)

Если учесть интерпретацию (3.9) безразмерного параметра  и сравнить урав-
нение (3.32) с континуальным аналогом закона Юнга–Лапласа, см., напр. [3],

(3.34)

где  – коэффициент поверхностного натяжения,  – скачок давления через по-
верхность раздела,  – единичная нормаль к этой поверхности, то можно заключить,
что для согласованности (3.32) и (3.34), необходимо выбирать капиллярный коэффи-
циент  как

(3.35)

а масштаб  надо ассоциировать, например, с масштабом  вычислительной сетки.
При этом подразумевается, что , поскольку параметр  предполагается малым.
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Мгновенная релаксация давлений. Если рассмотреть далее предел бесконечно быст-
рой релаксации давлений фаз, то есть  в (2.4) и (3.1), то из первого уравнения (3.28),
записанного в виде

(3.36)

следует закон Юнга–Лапласа (3.30)–(3.32):

(3.37)

3.3. Характеристические скорости в среде с поверхностным натяжением. Построен-
ная система принадлежит к классу симметрических гиперболических систем, если по-
тенциал энергии  является выпуклой функций параметров состояния. Тем
не менее, для построения численных методов и теоретического анализа полезно по-
нимать структуру волн в такой гиперболической системе. Здесь мы приведем только
простейшие сведения о характеристических скоростях данной модели. В общем слу-
чае, посчитать явно характеристические скорости системы (3.11) вряд ли возможно, и
нам удалось найти скорости характеристик только в состоянии равновесия ( ,

, ), которые оказываются вещественными и вычисляются по формулам

(3.38)

Таким образом, в дополнение к обычным характеристическим скоростям, связан-
ным с компонентами смеси, система обладает характеристиками, связанных с транс-
портом эффектов поверхностного натяжения, и скорости которых вычисляются по
двум новым модулям как .

Отметим также, что в окрестности состояния равновесия, система обладает полным
набором собственных векторов.

В общем случае, отличающемся от равновесия, характеристические скорости явля-
ются корнями бикубического уравнения, явное решение которого найти не удается.

3.4. Симметрическая форма определяющих уравнений. Определяющие уравнения,
сформулированные в предыдущем параграфе, как было показано, являются термоди-
намически согласованными. Их можно также привести к симметрической форме пе-
реписав их в терминах порождающих переменных (3.12). Следуя формализму симмет-
рических гиперболических систем [7, 8], введем порождающий потенциал , произ-
водные которого по порождающим переменным являются консервативными
переменными уравнений системы (3.12):

Сам потенциал вычисляется с помощью закона сохранения энергии по формуле
 +  +  = ρ , откуда полу-

чаем  +  + . С использованием определенного выше порождающего
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Приведение системы (3.11) к симметрическому виду проведем, пренебрегая правы-
ми частями уравнений, которые несущественны для доказательства гиперболичности.
Используя приведенные выше списки порождающих переменных и производных по-
рождающего потенциала по этим переменным, уравнения можно записать в следую-
щем виде:

(3.39)

Можно показать, что система (3.39) может быть представлена как система квазили-
нейных уравнений с симметричными матрицами при временной и пространственных
производных. Действительно, матрица при временной производной образована вто-
рыми производными потенциала  по порождающим переменным, матрица при про-
странственной производной по координате  образована вторыми производными
от  по порождающим переменным, а остальные слагаемые уравнений также запи-
сываются симметричными матрицами.

При условии выпуклости потенциала  система (3.39) является симметрической
гиперболической по Фридрихсу [7, 8, 15, 16]. Отметим, что хотя выпуклость, по-види-
мому, имеет место, строгое доказательство этого для используемого в работе выбора
внутренней энергии отсутствует, и является предметом дальнейшего исследования.

Заключение. Таким образом, в работе предложена новая модель течения несмеши-
вающихся сжимаемых жидкостей с поверхностным натяжением на границе раздела
фаз, определяющие уравнения которой удовлетворяют законам термодинамики (со-
хранение энергии и возрастание энтропии) и могут быть представлены в виде симмет-
рической гиперболической системы. Модель является расширением разработанной
ранее СГТС-модели сжимаемых двухфазных течений [11] за счет введения новых пе-
ременных состояния – векторного поля, близкого по смыслу градиенту объемной до-
ли, и дополнительной парной скалярной переменной, описывающей инерционные
свойства поверхностей раздела. Показано, что в приближении малости параметров,
входящих в кинетические члены определяющих уравнений, модель описывает на кон-
тинуальном уровне закон Юнга–Лапласа для капиллярного давления. Дальнейшие
исследования будут включать в себя продолжение анализа уравнений модели и чис-
ленное решение тестовых задач для течений несмешивающихся жидкостей.

Исследования Е.И. Роменского в области разработки определяющих уравнений
(разд. 2, 3.1, 3.4) выполнены в рамках государственного задания Института математи-
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ки им. С.Л. Соболева СО РАН (проект № FWNF-2022-0008), а в области асимптотиче-
ских разложений (разд. 3.2) выполнены при поддержке Российского научного фонда
(грант № 22-11-00104).
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A two-phase f low model for compressible immiscible f luids is presented, the derivation of
which is based on the use of the theory of symmetric hyperbolic thermodynamically com-
patible systems. The model is an extension of the previously proposed thermodynamically
compatible model of compressible two-phase f lows due to the inclusion of new state vari-
ables of the medium associated with surface tension forces. The governing equations of the
model form a hyperbolic system of differential equations of the first order and satisfy the
laws of thermodynamics (energy conservation and entropy increase). The properties of the
model equations are studied and it is shown that the Young–Laplace law of capillary pres-
sure is fulfilled in the asymptotic approximation at the continuum level.

Keywords: Two-phase f low, surface tension, hyperbolic equations
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С помощью численного моделирования исследуется задача об истечении трехмер-
ной пристенной струи несжимаемой жидкости. Целью исследования является опре-
деление структуры течения в струе, сравнение механизмов распространения турбу-
лентной и ламинарной пристенных струй. Численное решение уравнений движения
в турбулентном случае получено с помощью метода крупных вихрей с пристенным
разрешением. Результаты моделирования сравниваются с данными эксперимен-
тальных исследований.
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1. Введение. Пристенные струи изучены намного хуже свободных. Единственное
известное аналитическое решение построено только для плоских, бьющих из удли-
ненной щели ламинарных пристенных струй в рамках уравнений пограничного слоя
[1, 2]. Оказалось, что в этом случае в любом поперечном сечении струи сохраняется
величина – инвариант Акатнова, которая имеет смысл произведения импульса на рас-
ход. Таким образом, в отличие от свободных плоской и осесимметричной струй [3, 4],
которые можно создать за счет привнесения в поток импульса, для пристенных струй
важны при их создании как начальный (через выходное сечение струи) импульс, так и
начальный расход. Наличие инварианта в плоской пристенной ламинарной струе поз-
волило построить автомодельное решение и определить, что толщина струи при уве-

личении продольной координаты  растет как .
Если струя выдувается в затопленное пространство параллельно бесконечной плос-

кости из не удлиненного выходного сечения, то такая струя называется трехмерной
пристенной струей. Течение в дальнем поле трехмерной ламинарной пристенной
струи выходит на автомодельный режим, но, поскольку инвариантный интеграл еще
не найден, параметр автомодельности, определяющий изменение размера струи, в ра-
боте [5] был найден численно. Оказалось, что характерные размеры струи растут про-

порционально . В [5, 6] также определена структура линий тока автомодельного
течения (рис. 1), которая указывает на то, что всю область течения можно условно раз-
бить на две подобласти: внутреннего и внешнего течения. Разделяет эти две подобла-
сти овальная предельная линия тока. Во внутренней области с ростом координаты 
продольная скорость уменьшается, что приводит к вытесняющему действию: линии

x 3 4x

4 3x

x

УДК 532.5
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тока направлены от центра струи. Во внешней области линии тока направлены к цен-
тру – струя, подсасывая, разгоняет внешнее течение. Практически во всей области те-
чения, за исключением окрестности разделительной линии тока, азимутальная ско-
рость намного меньше радиальной.

Исследования трехмерных турбулентных пристенных струй велись в двух направле-
ниях: экспериментальное [7–17] и немногочисленное расчетное [18–20].

Экспериментально было обнаружено, что в поперечном сечении турбулентной
пристенной струи ее толщина существенно различна в перпендикулярном и парал-
лельном к твердой поверхности направлениях. Этот факт в [7] подтвержден визуали-
зацией течения в струе. В [8] в ближнем поле струи такое аномальное поведение было
объяснено образованием в потоке подковообразных вихрей. В [7, 9–17] изучается ав-
томодельное изменение характеристик струи. В этих работах было показано, что, не-
смотря на различие формы выходных сечений, из которых вытекает пристенная
струя, и расположения этих сечений, течение в струе выходит на автомодельный ре-
жим. Вместе с тем, выход на автомодельный режим, по-видимому, зависит от многих
факторов, например, геометрии и расположения выходного сечения, уровня турбу-
лентных пульсаций на экспериментальной установке, числа Рейнольдса и др. В раз-
ных экспериментальных исследованиях координата выхода на автомодельный режим
колеблется от 15 до 60 диаметров. Следует заметить, что выход на автомодельный ре-
жим различных величин происходит в разных сечениях струи: сначала выходит осред-
ненная скорость, затем турбулентные напряжения и т.д.

В одной из первых работ по численному расчету характеристик трехмерной турбу-
лентной пристенной струи результаты были получены с помощью решения осреднен-
ных уравнений Рейнольдса [18]. Хотя, как отмечают сами авторы, сравнение результа-
тов численных расчетов с экспериментальными данными оказалось не очень хоро-
шим, им все же удалось численно подтвердить, что различие в толщинах струи в
параллельном и перпендикулярном к твердой поверхности направлениях вызвано
продольными вихрями. Примерно такое же соответствие численных и эксперимен-

Рис. 1. Линии тока в плоскости .

y

z
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тальных данных продемонстрировано в работе [19], в которой также производилось
численное интегрирование уравнений Рейнольдса.

Лучшее совпадение получено в работе [20], в которой численное решение получено
с помощью метода крупных вихрей (LES). В качестве подсеточной модели использо-
валась модель Смагоринского, поправленная вблизи твердой поверхности эмпириче-
ским демпфирующим множителем. В работе [20] была еще раз продемонстрирована
определяющая роль продольных вихрей в эволюционном развитии пристенной струи.

В данной работе проведен расчет характеристик трехмерной пристенной струи с
помощью метода LES. В отличие от метода RANS, для которого необходима полуэм-
пирическая модель турбулентной вязкости для всего течения, в LES необходимо зада-
ние модели турбулентности лишь на масштабах, не превышающих размера ячеек сет-
ки. При этом крупные масштабы, несущие значительную долю энергии, разрешаются
достаточно точно. При измельчении сетки LES, в отличие от RANS, переходит в пря-
мое численное моделирование уравнений Навье–Стокса. Кроме того, в настоящей
работе предпринята попытка получения наиболее достоверных с позиций сегодняш-
него дня результатов с различных точек зрения: подсеточной модели турбулентности,
численной схемы, мелкости разбиения расчетной области.

2. Постановка задачи. Линию пересечения двух полубесконечных плоскостей опре-
делим как , . В вертикальной плоскости имеется квадратное отверстие (рис. 2,
длина стороны квадрата ), из которого выдувается струя со скоростью  в простран-
ство, заполненное покоящейся жидкостью. Отверстие своим основанием примыкает
к горизонтальной плоскости. Введем систему координат. Струя распространяется
вдоль оси . Ось  направлена перпендикулярно горизонтальной плоскости, третья
ось – ось . Компоненты скорости  направлены вдоль осей . Жидкость бу-
дем считать несжимаемой. Основной характеристикой струи является число Рей-
нольдса, образованное по скорости , размеру  и кинематическому коэффициенту
вязкости .

Будем описывать характеристики течения в рамках метода LES. Уравнения нераз-
рывности и движения запишем в тензорном виде:

(2.1)

(2.2)

Здесь  – осредненная (отфильтрованная) по ячейке величина

интегрирование проводится по объему ячейки , , , , ,
, ,  – осредненное по ячейке давление,  – плотность. Вследствие про-

цедуры осреднения по ячейке появляются дополнительные подсеточные напряжения
.

Тензор подсеточных напряжений можно переписать в следующем виде:
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где  – девиаторная часть этого тензора. Выражения для ,
 представляют собой подсеточную модель. В настоящей работе используется

адаптированная к моделированию пристенных течений модель WALE [21], основан-
ная на гипотезе Буссинеска о турбулентной подсеточной вязкости :

В этой формуле  – тензор скоростей деформации с элементами

Величина , необходимая для подсеточной модели, связана с турбулентной вяз-
костью соотношением

(2.3)

где  – линейный масштаб ячейки.
Кроме того, турбулентную подсеточную вязкость, задают соотношением, которое,

в отличие от модели Смагоринского, дает “правильное” асимптотическое ее поведе-
ние в окрестности стенки без использования эмпирических демпфирующих множите-
лей:

(2.4)
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Рис. 2. Профили продольной компоненты скорости  и  в трехмерной пристенной струе, систе-
ма координат и некоторые обозначения.
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,  – компоненты тензора градиента скорости. При заданных кон-

стантах  и  формулы (2.3) и (2.4) определяют  и . В проведенных в данной
работе вычислениях принято:

Зададим граничные условия для уравнений (2.1), (2.2). На твердых поверхностях
ставится условие прилипания. На квадратном отверстии – , , .
На большом расстоянии от источника струи должно обеспечиваться затухание компо-
нент вектора скорости.

Численное интегрирование уравнений (2.1), (2.2) проводится в расширяющейся с
ростом  области. Продольный размер расчетной области выбран равным 33d, что
позволяет провести расчет в обозримое время. Во избежание проблем, вызванных от-
ражением возмущений от границ расчетной области, к основной расчетной области
была пристроена вспомогательная буферная область, размер ячеек которой намного
больше размера ячеек основной области. Назначение буферной области – диссипа-
ция вихрей до достижения ими границ расчетной области. Продольные сечения рас-
четной области представлены на рис. 3.

На верхней, задней и боковых границах расчетной области ставятся “мягкие” усло-
вия – равенство нулю нормальной производной вектора скорости.

3. Особенности численной схемы и достоверность результатов. Задача, поставленная в
предыдущем разделе, решается методом конечного объема. Для интегрирования по
времени используется неявная схема второго порядка точности с разностями назад.
Интерполяция конвективных членов на гранях расчетных ячеек проводится с помо-
щью схемы центральных разностей второго порядка, интерполяция давления – с по-
мощью взвешенной противопоточной схемы первого и второго порядков точности.
Градиенты вычисляются по схеме, основанной на теореме Гаусса. Для решения систе-
мы (2.1), (2.2) используется алгоритм SIMPLEC [22], сводящий ее к последовательно-
му итерационному решению уравнений импульса и уравнения Пуассона для давле-
ния.
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Рис. 3. Сечения расчетной области.
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Моделирование истечения струи было проведено для  на сетке, содержа-
щей 14.6 млн ячеек, построенной в соответствии с требованиями к LES-моделирова-
нию пристенных течений [23]: , , размер пристенных ячеек удовле-
творяет требованию .

После установления статистически стационарного режима на протяжении доста-
точно большого промежутка времени было проведено осреднение характеристик те-
чения. Такое осреднение величины  по времени обозначается далее треугольными
скобками .

Качественный расчет методом LES должен разрешать значительную долю турбу-
лентной энергии. На рис. 4 приведен временной спектр разрешаемой части кинетиче-

ской энергии турбулентных пульсаций  в точке , ,
находящейся в плоскости симметрии. Наличие инерционного интервала на рис. 4 да-
ет основание полагать, что разрешение достаточно высокое. Пунктиром изображена

линия, соответствующая закону инерционного интервала .
4. Результаты. В пристенной струе продольная компонента скорости в сечении

 плоскости симметрии имеет максимум  на некотором расстоянии
 от поверхности (рис. 2). Координату точки, в которой скорость в два раза

меньше  в плоскости симметрии принято обозначать , а в выделенной
на рис. 2 горизонтальной плоскости, проходящей через точку , обозначают

 (ввиду симметрии таких точек две).

Как было отмечено во введении, профили осредненной скорости становятся авто-
модельными на некотором удалении от источника струи. На рис. 5 приведены профи-
ли продольной компоненты скорости в различных поперечных сечениях 
плоскости симметрии и выделенной горизонтальной плоскости (для определенности
здесь и в дальнейшем нарисована часть профиля, соответствующая положительным
значениям ). Профили продольной компоненты скорости начинают подчиняться ав-
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томодельному изменению при , начиная с которого они довольно точно сов-
падают с экспериментальными данными. Возможно, такой быстрый выход на автомо-
дельный режим достигается из-за того, что выходное отверстие струи располагается
непосредственно над твердой поверхностью, а не на некотором расстоянии от нее.

Согласно экспериментальным и расчетным данным [8, 9, 11–15, 17, 20] характерные
размеры струи ,  в перпендикулярном и параллельном к твердой поверх-
ности направлениях при выходе на автомодельный режим растут линейно по коорди-
нате , но с разной скоростью (рис. 6).

На рис. 7 представлено изменение максимума продольной компоненты скорости

, полученное в расчете при . Видно, что , что также совпа-
дает с выводами [16].

Выход на автомодельный режим профиля осредненной скорости, еще не означает,
что такой же выход наблюдается и в других величинах. На рис. 8 представлено измене-

ние , которое выходит на автомодельный режим при .
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Рис. 5. Автомодельность профилей продольной компоненты скорости.
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Трехмерная пристенная струя представляет собой пример существенного различия
структуры в случаях ламинарного и турбулентного течений. Дело тут не столько в не-
устойчивости течения, сколько в отношении диффузионных членов к инерционным.
Запишем уравнение Гельмгольца для изменения завихренности  в несжимае-
мой жидкости:

ω = rotV

( )ω = ω∇ + νΔωd u
dt

Рис. 6. Рост ширины струи в вертикальном и поперечном направлениях.
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Если компоненты завихренности  обозначить , то

(4.1)

В начальном выходном сечении струи компонента скорости  терпит разрыв, а
. Внутри струи , вне . Это означает, что в начальном сечении внеш-

ний контур струи представляет собой поверхность разрыва тангенциальной компо-
ненты скорости. На вертикальных ребрах струи возникает ненулевая величина , а
на горизонтальных – . Далее включаются механизмы образования завихренности

 в основном из-за разворота остальных компонент завихренности (первые три сла-
гаемых в правой части уравнения (4.1)), и диффузии завихренности. В случае малых
чисел  (ламинарные струи) диффузия превалирует над образованием завихренно-
сти, сколь-либо существенные продольные вихри не образуются, и схема течения со-
ответствует приведенной на рис. 1.

Для турбулентных течений в начальном сечении ненулевая завихренность присут-
ствует только на ребрах квадрата. Именно вдоль ребер появляются продольные вихри
различного знака, которые с ростом координаты x усиливаются благодаря слабой
диффузии. Особое значение имеют вихревые пары, которые образуются в углах квад-
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рата вблизи твердой поверхности (рис. 9, ). Далее эти вихревые пары усилива-
ются, индуцируют скорость в местах их расположения, направленную от линии сим-
метрии, и таким образом “растаскивают” струю (рис. 10–14, , , , , ).

= 0.2x d

=x d 5d 10d 15d 25d

Рис. 9. Линии тока в плоскости .
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Рис. 11. Картина течения в плоскости .

0.7

1.3

2.0

0
�1.5 0 1.5 3.0�3.0

= 5x d

Рис. 12. Картина течения в плоскости .
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Заключение. Современные вычислительные комплексы позволяют при сравнитель-
но небольших числах  моделировать течения в турбулентных структурах. Хотя, по-
прежнему, турбулентную вязкость необходимо учитывать для адекватного получения
результатов, ее значение уже становится сравнимым с молекулярной вязкостью. Мо-
дель для подсеточной вязкости, которая применялась в данной работе, позволяет про-
водить расчеты без введения демпфирующих около твердой поверхности множителей.

Проведен расчет трехмерной пристенной турбулентной струи. Результаты расчетов
согласуются и с экспериментальными, и с расчетными данными других исследовате-
лей. Показан выход течения на автомодельный режим.

Выявлены члены уравнения, которые приводят к образованию продольной завих-
ренности, благодаря влиянию которой структура течения в трехмерных ламинарной и
турбулентной пристенных струях кардинально различна. Если в ламинарном случае
струя имеет предельную разделительную линию тока, отделяющую внутреннюю и
внешнюю области течения, а толщина струи в поперечных направлениях не сильно
различается, то в турбулентном случае образуются продольные вихри, “растаскиваю-
щие” течение в струе; размер струи вдоль твердой поверхности превалирует над разме-
ром в перпендикулярном направлении.
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A numerical simulation is conducted to study the f low of a three-dimensional incompress-
ible wall jet. The study is aimed to determine the f low structure and to compare the propaga-
tion mechanisms of turbulent and laminar wall jets. The numerical solution of the Navier–
Stokes equations in the turbulent case is obtained using the wall-resolved large eddy simula-
tion. The simulation results are compared with experimental data.
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Рассматривается вопрос математического моделирования течений суспензии твер-
дых частиц без предположений о малых концентрациях. Различие скоростей частиц
и связующей жидкости учитывается путем применения двухконтинуального подхо-
да, в рамках которого частицы и жидкость трактуются как две различные вязкие
жидкости. Исследуется роль сил плавучести и гравитационной мобильности на осе-
дание частиц. Проводится качественное сравнение с теорией концентрационных
волн Кинча для случая одномерных вертикальных течений. Отмечена роль вихрей
на поперечную миграцию частиц при седиментации в двумерном сосуде.
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1. Введение. Двухфазные гранулированные жидкости отличаются от сыпучей среды
тем, что фаза сухих частиц является смоченной и допускается различие скоростей
между частицами и связующей жидкостью. Важно отметить, что в таких жидкостях
нет гипотезы о слабой концентрации частиц; они также называются слабо смоченным
сыпучим материалом, если доля связующей жидкости мала [1]. Хотя гранулированные
жидкости изучались и раньше [2], в последнее время они стали вновь привлекать вни-
мание [3]. Тематика реологии смоченных сыпучих сред [4] играет важную роль в гео-
техническом и геофизическом контексте [5], в технологических процессах в связи с
образованием агломератов [6], изготовлением пресс-форм [7], в технологиях литья
металлических форм с пустотами путем заполнения форм сыпучим материалом и по-
следующим плавлением [8]. В последнем примере связующая жидкость занимает все-
го несколько процентов от смеси. Как показывают эксперименты по своей реологии
смоченные сыпучие материалы отличаются от сухих сыпучих сред и относятся к не-
ньютоновским жидкостям [9].

Данная работа посвящена формулировке новой математической модели двухфаз-
ной гранулированной жидкости и исследованию на ее основе проблемы седимента-
ции частиц. При оседании скорости частиц и связующей жидкости различаются су-
щественно, поэтому уместен подход, основанный на взаимодействии двух континуу-
мов. Известно несколько методов построения двухскоростных математических
моделей. Как правило, они выводятся либо усреднением по объему [10], либо по ан-
самблю частиц [11, 12]. Одно из применений двухскоростных моделей – изучение по-
перечной миграции частиц относительно главного потока [13]. С этой целью вводятся

УДК 532.584
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силы Магнуса или Саффмана, которые оцениваются, исходя из движения одиночной
частицы в потоке. Установлено, что такие силы обязаны эффектам инерции и присут-
ствия стенок [14]. Однако согласование этих сил с законами термодинамики до сих
пор не выяснено. Проблеме гравитационной конвекции посвящено много публика-
ций. Некоторый обзор содержится в работах [15, 16].

Уравнения в настоящей работе получены другим методом, который первоначально
был разработан в работах Е.М. Халатникова и Л.Д. Ландау для термодинамики сверх-
текучего гелия 2He [17]. По этому методу неизвестные потоки в законах сохранения
сначала определяются для обратимых процессов согласованно с термодинамикой
ввиду того, что закон сохранения энергии делает всю систему уравнений переопреде-
ленной; при этом учитывается инвариантность законов сохранения относительно
преобразований Галилея. Затем находятся необратимые добавки к потокам в диссипа-
тивных процессах путем согласования законов сохранения с принципами де Гроот–
Мазура необратимой термодинамики.

Развитие термодинамического метода Халатникова–Ландау для двухфазной грану-
лированной жидкости предложено в недавней работе [18], где в отличие от [17] к зако-
нам сохранения добавлен закон Фика для потока концентрации частиц, который учи-
тывает не только диффузию концентрации частиц, но и гравитационную мобиль-
ность, бародиффузию и температурную диффузию. При этом закон Фика согласован с
неотрицательным производством энтропии. Область применимости диффузионного
подхода [18] ограничена случаем очень мелких частиц. Цель настоящей работы – от-
казаться от этого ограничения. С этой целью к межфазным силам будет добавлена си-
ла плавучести, а задача седиментации будет исследована при подавлении эффекта гра-
витационной мобильности в законе Фика.

Для теоретической валидации модели мы устанавливаем, что в одномерном случае,
когда учитываются только вертикальные течения, теория Кинча [19, 20] для седимен-
тационных волн концентрации вытекает из разработанных уравнений как частный
случай. Двумерные течения в вертикальном сосуде исследуются численно с помощью
FreeFem++. Показно, что массовая концентрация частиц  не выходит за пределы ин-
тервала , несмотря на то, что ее динамика описывается не уравнением пере-
носа, как это предполагается в большинстве работ, а более сложным уравнением с
матричным коэффициентом диффузии. Хотя твердые и жидкие частицы вовлечены в
вихревые течения, тем не менее, осадочный слой растет таким образом, что его верх-
няя граница остается всегда почти горизонтальной. Это, в частности, означает, что
эффект поперечной миграции частиц воспроизводится предложенной моделью.

2. Модель двухфазной гранулированной жидкости в диффузионном приближении. Рас-
сматривается смесь двух взаимопроникающих сред [21], т.е. в произвольном объеме 
содержатся и жидкость (индекс ) и гранулированная фаза (индекс ). Объем, масса и
давление жидкой и гранулированной фаз обозначим  и  соответ-
ственно. Предполагается, что гранулированная фаза представляет собой смесь сухих
частиц и несущей жидкости, например гель с проппантом. При этом  и

. Частицы “вморожены” в несущую жидкость, т.е. гранулированная фа-
за характеризуется всего одной скоростью , одной вязкостью и одним тензором на-
пряжений.

Перейдем к переменным, определенным для единичного объема

(2.1)

c
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V
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Здесь  – массовая концентрация частиц в смеси, а  – объемная доля фазы ,
где . Из введенных определений следует, что парциальные плотности ρk

связаны с физическими плотностями  по следующим формулам

В общем случае давления в фазах  и  различны. Далее в работе предполагается,
что силы поверхностного натяжения на границах между фазами пренебрежимо малы
и можно использовать приближение , аналогично тому, как это было сде-
лано в [21].

Введем обозначения:  – скорость жидкой фазы;  – вектор потока концентрации;
 – вязкая часть тензора напряжения фазы ;  – вектор гравитации;  – коэффици-

ент межфазного трения.
Если пренебречь вращением частиц и тепловыми эффектами, то из работы [21]

можно получить следующую математическую модель для шести неизвестных функ-
ций , , , , , :

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

где  – заданное уравнение состояния и

Здесь использованы следующие обозначения. Тензорное произведение  векто-
ров  и  представляет собой матрицу с компонентами  = . Для заданной
матрицы  обозначим через  сопряженную матрицу  = . Ком-

поненты вектора  определяются формулой  = .
Фаза  считается вязкой ньютоновской жидкостью. Фаза  содержит частицы,  –

их массовая концентрация по отношению ко всему двухскоростному континууму.
В реологических соотношениях

(2.6)

 – тензор скоростей деформаций,  – вязкость. Параметры  – обычно зависят
от концентрации , а  является константой. Напомним определение дифференци-
ального оператора :

Скалярное произведение матриц  и  обозначается через .
Модель содержит еще одно реологическое соотношение, это закон Фика для пото-

ка концентрации:
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(2.7)

где  – коэффициенты диффузии, а  – мобильность [17].
Для решения задачи о седиментации преобразуем систему уравнений (2.2)–(2.7).

С помощью уравнений неразрывности (2.5) законы сохранения импульса (2.2) и (2.3)
можно записать в виде

(2.8)

(2.9)

Как и в работе [18] введем следующие предположения:
1. Физические плотности каждой фазы постоянны , где 
2. Объемная доля геля  мала.
Тогда из определений (2.1) получим, что:

(2.10)

Следует отметить, что в отличие от физических плотностей, парциальные плотности
фаз  и средняя плотность суспензии  не являются постоянными. Далее объемные
доли  и , а также и функции , ,  рассматриваются как известные функции от
массовой концентрации :

(2.11)

Функции  и  – безразмерные парциальные плотности.
Разделив первое уравнение (2.5) на , второе уравнение (2.5) на  и сложив их,

приходим к уравнению неразрывности для среднеобъемной скорости
(2.12)

где

Используя законы сохранения массы (2.5) и гипотезу (2.10), можно переписать (2.4) в
виде

(2.13)

Теперь модель сводится к отысканию четырех неизвестных функций , ,  , удо-
влетворяющих четырем уравнениям (2.8), (2.9), (2.12), (2.13). Параметры , , , 
считаются известными функциями от . Заметим, что в условиях постоянства физиче-
ских плотностей давление уже не является термодинамическим параметром и не удо-
влетворяет уравнению состояния, а находится из решения уравнений также как и в
случае модели Навье–Стокса вязкой несжимаемой жидкости. Соотношения (2.10) за-
меняют законы сохранения масс фаз.

Вязкость суспензии для плотных суспензий определяется по формуле Krieger–
Douhgerty [22]:

(2.14)
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где  – вязкость несущей жидкой фазы гранулированной жидкости при отсутствии
частиц,  – концентрация плотной упаковки. Коэффициенты диффузии  обраща-
ются в ноль, когда исчезает какая-либо фаза. Для коэффициента межфазного трения
известна корреляция [23]

(2.15)

где  – диаметр частиц,  – коэффициент трения частицы о жидкость,

(2.16)

Отметим, что в задачах седиментации число Рейнольдса для частиц очень мало
, что позволяет использовать приближенные соотношения

(2.17)

3. Модель двухфазной гранулированной жидкости с пренебрежимо малыми диффузией
и диссипацией. Если пренебречь диффузией и вязкостью, то диффузионная модель c
условием несжимаемости смеси для функций , , ,  примет вид

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

где

(3.5)

а плотности материалов  и  считаются постоянными. Здесь  – сила
межфазного трения и  – сила плавучести. Отметим, что в литературе нет однознач-
ного вида для . Например, в [24] эта сила пропорциональна градиенту объемной до-
ли жидкой фазы, а в [15] она пропорциональна дивергенции тензора вязких напряже-
ний жидкой фазы. Отметим, что в указанных работах законы сохранения импульсов
фаз также различаются. Поскольку в данной работе уравнения импульсов тоже дру-
гие, то естественно предположить, что и вид межфазной силы плавучести будет дру-
гим. Далее приводится формула для  и излагаются аргументы в пользу этого выбора.

В терминах скорости проскальзывания  можно записать следствия урав-
нений (3.1)–(3.4):

(3.6)
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(3.7)

Будем искать  в таком виде, чтобы выполнялась формула

(3.8)

где  – параметр плавучести. Поэтому

(3.9)

В случае стационарных течений линеаризация уравнения (3.7) приводит к формуле

(3.10)

Воспользуемся представлением (2.17) для коэффициента трения  и перейдем к
пределу при , тогда с помощью (3.10) получим формулу Стокса для скорости
оседания одиночной частицы:

(3.11)

4. Одномерная седиментация с малыми диффузией и вязкостью. Рассмотрим одномер-
ные вертикальные течения вдоль оси , направленной вверх. В этом случае

(4.1)

где  – единичный вектор оси . Для таких течений условие соленоидальности (3.4)
для среднеобъемной скорости эквивалентно уравнению:

(4.2)

При граничных условиях на дне

(4.3)

в области  уравнение (4.2) сводится к следующему:

(4.4)

Поэтому систему (3.1)–(3.3), (4.4) можно записать в виде

(4.5)

(4.6)

для двух функций  и . Давление восстанавливается из уравнения
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Опираясь на формулы (2.10), (2.11), введем приведенную массовую концентрацию :

Выполняются следующие представления:

Тогда функции  и  удовлетворяют системе уравнений

(4.8)

(4.9)

5. Теория седиментации Кинча. Теория Кинча основана на эмпирическом соотноше-
нии [25]

(5.1)

для скорости проскальзывания, где  – вязкость жидкой фазы,  – плотность фазы
частиц,  – диаметр частицы,  – скорость оседания Стокса. Для экспериментов в
ньютоновской жидкости подходит эмпирическая функция торможения  в форме
Ричардсона–Заки [26]:

(5.2)

В этом случае  и уравнение (4.9) для приведенной концентрации при-
нимает вид

(5.3)

Для построения решения зададим начальные и граничные условия

(5.4)

Решение задачи (5.3), (5.4) определяется следующими свойствами функции  на
рис. 1. Существует единственное значение  переменной , такое что . При

 существует единственное значение  переменной , такое что

(5.5)

Поэтому существует единственное энтропийное решение [27], задаваемое формулой

(5.6)

Решение имеет следующий смысл. Снизу вверх идет ударная волна  с постоян-
ной скоростью , значение которой задано уравнением (5.5) ввиду условия Гюго-
нио на разрыве  = . Значения концентрации  перед фронтом
и за ним равны  и  соответственно. За фронтом решение имеет вид центрированной
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волны разрежения , . Оно определяется путем решения уравнения

. Функция  растет монотонно от  до , когда ξ уменьшается
от  до 0. Заметим, что решение с ударной волной существует и для тех , для
которых формула (5.5) остается в силе.

6. Численное решение. Рассмотрим одномерную систему (4.8), (4.9) для неизвестных
, которая описывает седиментацию без гипотез о скорости проскальзывания. По-

скольку используется решатель FreeFem++, то вводятся малые коэффициенты диф-
фузии  и численно исследуется регуляризованная система

(6.1)

(6.2)

Уравнения (6.1)–(6.2) рассматриваются на интервале  со следующими
начальными и граничными условиями:

(6.3)

(6.4)

(6.5)
На рис. 2,a показано распределение по высоте массовой концентрации частиц c =

=  для следующих значений параметров:

(6.6)

Со временем нарастает слой осадка , причем концентрация при переходе от
осадка к смеси меняется скачком, что соответствует разрывному решению. Однако, в
отличие от уравнения Кинча (4.9) с эмпирической корреляцией для скорости про-
скальзывания, в верхней части сосуда концентрация убывает плавно.
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Также с помощью FreeFem++ находилось численное решение двумерной задачи
седиментации в прямоугольной области  переменных  и , где  – го-
ризонтальная переменная. Для сравнения с диффузионной моделью система (3.1)–
(3.4) рассматривалась в следующей модификации:

(6.7)
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Рис. 2. а. Распределение массовой концентрации в различные моменты времени для одномерной модели
вертикальных течений без условия на скорость проскальзывания. б. Распределение средней по горизон-
тальному сечению концентрации в различные моменты времени для 2D-седиментации.
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где тензоры вязких напряжений , диффузионный поток  определяются форму-
лами (2.6) и (2.7) соответственно. Вязкость жидкой фазы  считается постоянной, а
вязкость гранулированной фазы  зависит от концентрации частиц по формуле (2.14).
Плотности и объемные доли фаз зависят от концентрации по формулам (3.5). Гранич-
ные условия на  есть условия прилипания для скоростей фаз и условие отсутствия
диффузионного потока: , где  – вектор внешней нормали. В начальный мо-
мент скорости фаз считаются нулевыми, а концентрация выбирается постоянной.

Иллюстрации вычислений, приведенные на рис. 2,б–рис. 4, относятся к случаю,
когда гравитационная мобильность на порядок меньше, чем параметр плавучести. За-
висимость от вертикальной переменной усредненных по горизонтальной координате
значений концентрации изображены на рис. 2,б для разных моментов времени. Если
не усреднять по переменной , а наблюдать полную картину концентрации, то можно

iT l
η f

ηs

∂Ω
⋅ = 0l n n

x

Рис. 3. Распределение концентрации в различные моменты времени. Двумерный расчет.
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увидеть на рис. 3, что линии уровня концентрации локально искривляются в середине
2D сосуда. Это связано с образованием вихрей, рис. 4.

Заключение. Предложена математическая модель двухфазной гранулированной
жидкости, в которой учитываются два механизма гравитационной седиментации.
Первый механизм связан с силами плавучести, а второй обязан гравитационной мо-
бильности в диффузионном законе Фика для потока концентрации. Для течений в
вертикальном 2D сосуде вычисления показывают, что линии уровня концентрации
образуют локальную ямку посредине. Ямка отсутствует, если доминирует диффузион-
ный эффект. Для валидации модели показано, что теория гравитационных волн Кин-
ча для одномерных вертикальных потоков вытекает из нее как частный случай, если
воспользоваться известными эмпирическими корреляциями для скорости проскаль-
зывания. Еще одно следствие теории – вывод новой одномерной модели гравитаци-

Рис. 4. Распределение средней скорости смеси. Цветом обозначена вертикальная компонента среднеобъем-
ной скорости .
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онной седиментации для вертикальных течений, которая не опирается на эмпириче-
ские корреляции для скорости проскальзывания. В этой новой модели скорость про-
скальзывания определяется одновременно с концентрацией частиц. Вычисления
показывают, что полная одномерная модель и одномерное уравнение Кинча каче-
ственно дают одну и ту же картину оседания частиц.

Работа поддержана грантом Российского научного фонда, проект № 20-19-00058.
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Sedimentation Waves in a Two-Phase Granular Liquid

V. V. Shelukhina,# and V. V. Neverova

aLavrentiev Institute of Hydrodynamics SB RAS, Novosibirsk, Russia
#e-mail shelukhin@hydro.nsc.ru

The question of mathematical modeling of the f lows of a suspension of solid particles with-
out assumptions about low concentrations is considered. The difference between the veloci-
ties of the particles and the binding liquid is taken into account by applying the two-continu-
um approach, in which the particles and the liquid are treated as two different viscous liq-
uids. The role of buoyancy forces and gravitational mobility on particle settling is
investigated. A qualitative comparison is made with the theory of Kinch concentration waves
for the case of one-dimensional vertical f lows. The role of vortices on the transverse migra-
tion of particles during sedimentation in a two-dimensional vessel is noted.

Keywords: suspensions, sedimentation, buoyancy forces, transverse particle migration
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На основе термомеханической модели пластической деформации упруго сжимае-
мой изотропно упрочняющейся среды получена система соотношений для описания
пластических ударных волн конечной амплитуды, удовлетворяющая принципу мак-
симального производства энтропии на фронте сильного разрыва. Проведена класси-
фикация допустимых ударноволновых переходов в рамках модели изотропного
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Проблема построения разрывных решений с ударными волнами конечной амплиту-
ды в теории пластичности относится к числу нерешенных проблем механики. Основная
причина здесь в том, что до настоящего времени окончательно не решен вопрос о пред-
ставлении деформации среды в виде суперпозиции упругой и пластической составляю-
щих, и поэтому не существует общепринятой геометрически нелинейной модели.

В геометрически линейном приближении полная система соотношений сильного
разрыва для упругопластической среды Прандтля–Рейсса впервые была получена с
помощью вспомогательной гипотезы о максимальной диссипации энергии на фронте
разрыва [1]. Эта гипотеза применялась также к анализу диссипативных разрывов в не-
обратимо сжимаемых упругопластических средах с кусочно-линейными поверхностя-
ми текучести [2, 3]. Ее математически строгим обоснованием послужил метод постро-
ения соотношений сильного разрыва на основе интегрального обобщения вариацион-
ного неравенства, связанного с принципом Мизеса максимума мощности диссипации
энергии [4]. Исследование геометрически линейных моделей упрочняющихся сред
проводилось в [5, 6]. Однако полученные в этих работах выражения для скоростей
волн и уравнения, связывающие скачки скоростей и напряжений, пригодны лишь для
анализа ударных волн малой амплитуды.

Альтернативный метод построения системы уравнений на поверхности разрыва в
теории упруго-пластичности основан на приближении разрывного решения последо-
вательностью решений модели вязкой среды, сглаживающей разрывы, при стремле-
нии коэффициентов вязкости к нулю. Исследования в этом направлении активно ве-
дутся А.Г. Куликовским c соавторами [7–9]. Метод вязкости применялся также к ана-
лизу одномерных движений пластической среды с плоскими волнами при конечных
деформациях [10]. В случае плоского или пространственного напряженно-деформи-
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рованного состояния реализация этого метода наталкивается на непреодолимые тех-
нические трудности.

Как оказалось, построить полную систему соотношений сильного разрыва в гео-
метрически нелинейной теории, исходя только из интегрального обобщения диффе-
ренциальных уравнений модели, в принципе невозможно. Примером служит газовая
динамика, где наряду с условиями для скачков функций на фронте ударной волны,
полученными из интегральных законов сохранения, используется не связанное с ос-
новной системой условие положительности скачка энтропии, имеющее термодина-
мическую природу. Другие такие примеры приведены в работе [7]. Переходные про-
цессы, протекающие на фронте разрыва, приходится рассматривать как самостоя-
тельный объект моделирования. При этом проблема сводится к выбору адекватного
способа построения модели, исходя из правдоподобных физико-механических гипо-
тез или на основе формальных принципов неравновесной термодинамики.

В настоящей работе соотношения на ударных волнах конечной амплитуды анали-
зируются в рамках упрощенной термомеханической модели динамики изотропно
упрочняющейся среды с упругим изменением объема и пластическим формоизмене-
нием с помощью принципа максимального производства энтропии. При отсутствии
упрочнения аналогичный метод анализа применялся в работе [11].

1. Термодинамическое построение модели. Деформация сплошной среды рассматри-
вается относительно неподвижной декартовой системы координат , , . Уравне-
ния движения и уравнение неразрывности в Эйлеровом описании имеют вид:

(1.1)

Здесь  – плотность среды,  – проекции вектора скорости,  – символ Кронекера,
 – гидростатическое давление,  – компоненты девиатора тензора на-

пряжений . Принято правило суммирования по повторяющимся индексам, индекс
после запятой означает частную производную по времени или по пространственной
переменной, точка над символом – полную производную по времени.

Принципы термодинамики – уравнение баланса энергии и неравенство Клаузиуса–
Дюгема, которое устанавливает баланс энтропии и, по существу, служит определением

внутреннего производства энтропии  в элементе среды, записываются в виде:

(1.2)

где  и  – плотности внутренней энергии и полной энтропии,  – проекции вектора
притока тепла,  – абсолютная температура.

Пренебрегая упругим формоизменением при развитых пластических деформациях,
предположим, что термодинамическое состояние элемента полностью определяется
тремя параметрами: плотностью , характеризующей деформацию объема, энтро-
пией  и параметром упрочнения , который в случае изотропного упрочнения среды
считается скалярным и неотрицательным параметром, равным нулю до наступления
пластичности и неизменным в состоянии упругой разгрузки.

Обычно в качестве параметра изотропного упрочнения принимается работа пла-
стической деформации или параметр накопленной пластической деформации Одкви-
ста. Обоснование такого выбора состоит лишь в том, что оба они монотонно возраста-
ют в процессе упрочнения материала. Однако, строго говоря, введение в модель ново-
го параметра состояния должно быть согласовано с принципами термодинамики
необратимых процессов. Поэтому привлекать уравнение эволюции параметра из ме-
ханических соображений, независимо от этих принципов, вообще говоря, некоррект-
но. И в то же время, экспериментальные данные по изучению зависимости, напри-
мер, предела текучести среды от работы пластической деформации или от параметра

1x 2x 3x

ρ = σ ρ = −ρ σ = − δ + τvv  , ,, ,j jk k k k jk jk jkp

ρ v j δ jk
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Одквиста, могут быть с успехом использованы при построении функций состояния и
при определении феноменологических коэффициентов модели.

Внутренняя энергия элемента среды  представляет собой функцию со-
стояния, следовательно,

где  – компоненты тензора скоростей пластической де-
формации. С учетом уравнения неразрывности неравенство Клаузиуса–Дюгема пре-
образуется к виду:

В силу независимости термодинамических параметров отсюда следуют система урав-

нений состояния ,  и неравенство внутренней диссипации
энергии

(1.3)

Судя по правой части неравенства (1.3), систему обобщенных термодинамических
сил в рассматриваемом необратимом процессе составляют величины ,  и

, а соответствующие этой системе термодинамические потоки равны ,  и
. Считая обобщенные силы зависящими от потоков и от параметров состояния,

можно определить диссипативную функцию  (параметры со-
стояния ,  и  для краткости опущены).

Представим диссипативную функцию в виде суммы двух независимых слагаемых
 и , первое из которых характеризует процесс производства тепла в

элементе среды за счет пластической деформации, а второе – тепловую диффузию.
Для изотропной среды второе слагаемое может быть найдено в явной форме из закона
теплопроводности Фурье: , где  – коэффициент теплопроводно-
сти. Первое слагаемое является положительно-однородной функцией относительно
потоков  и , так как по определению пластичности при отсутствии вязких эф-
фектов процесс деформации не зависит от масштаба времени. Это в точности означа-
ет, что при  уравнение (1.3) допускает преобразование растяжения времени, и
таким образом

По теореме Эйлера для однородных функций

В силу независимости термодинамических потоков из уравнения (1.3) следует система
определяющих уравнений:

Такие уравнения выполняются в области дифференцируемости функции , однако
из-за однородности она не является дифференцируемой по крайней мере в нуле про-
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странства термодинамических потоков. Предполагая выпуклость  по совокупности
аргументов, систему определяющих уравнений можно представить в обобщенной
форме, допускающей отсутствие производных:

(1.4)

Здесь  обозначает субдифференциал выпуклой функции – множество нормалей
опорных гиперплоскостей к надграфику функции  в данной точке пространства.
Более строго, субдифференциал представляет собой следующее подмножество про-
странства термодинамических сил:

Заметим, что из-за недифференцируемости диссипативных функций в теории пла-
стичности понятие субдифференциала играет исключительно важную роль. Впервые
оно применялось П.П. Мосоловым и В.П. Мясниковым при исследовании модели
жесткопластической среды (см. [11]).

По определению субдифференциала включение (1.4) эквивалентно уравнению

правая часть которого есть преобразование Юнга функции . Можно пока-
зать, что в силу однородности  преобразование Юнга оказывается равным индика-
торной функции

выпуклого и замкнутого множества допустимых состояний в пространстве термоди-
намических сил

Это следует из цепочки легко проверяемых равенств:

Граница множества  описывает поверхность текучести, точки которой отвечают пла-
стическому состоянию упрочняющегося материала.

По свойству инволютивности преобразования Юнга диссипативная функция 
равна преобразованию Юнга индикаторной функции, то есть

Отсюда следует двойственная формулировка системы определяющих уравнений (1.4)
в виде вариационного неравенства:

(1.5)
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Дифференциальные уравнения (1.1), (1.2) совместно с законом теплопроводности
Фурье: , и вариационным неравенством (1.5) составляют замкнутую термо-
механическую модель сжимаемой пластической среды. Так как тензоры с компонен-
тами  и  являются девиаторами (для них выполняется условие ), то не-
равенство (1.5) можно упростить, заменив  на . Для определенности необходимо
задать конкретный вид функции состояния  и множества допустимых состоя-
ний . В случае изотропной среды множество  задается на девиаторной плос-
кости  = 0 при помощи условия пластичности общего вида:

Здесь  – главные значения тензора ,  – предел текучести материала,  – выпук-
лая, неотрицательная и симметричная относительно аргументов функция текучести.
Функция  может быть выбрана неоднозначно, и простейшим вариантом выбора яв-
ляется положительно однородная функция Минковского [4]. Предел текучести  дол-
жен быть вогнутой функцией по , чтобы обеспечить выпуклость множества  в про-
странстве термодинамических сил.

В наиболее общем случае функция текучести представима в виде f =
=  через систему непрерывно-дифференцируемых выпуклых и поло-
жительно однородных функций . Применяя теорему Куна–Таккера, можно
привести (1.5) к системе уравнений ассоциированного закона течения:

где  – множители Лагранжа, равные нулю, если , и неотрицательные, если
. Отсюда в силу теоремы Эйлера для однородных функций:

С учетом полученного уравнения эволюции параметра упрочнения  неравенство
внутренней диссипации энергии (1.3) преобразуется к виду:

и, таким образом, функция  должна удовлетворять следующим условиям тер-
модинамической корректности модели:

В модели линейного упрочнения, когда  + , условия корректно-
сти автоматически выполняются при . Пластическое разупрочнение материала,
которое сопровождается падением предела текучести с ростом пластической дефор-
мации, недопустимо. Условие на вторую производную предела текучести по парамет-
ру  может, по-видимому, нарушаться, но возникающее при этом вариационное нера-
венство относится к теоретически более сложному случаю из-за невыпуклости огра-
ничений на допустимые состояния. Для исследования более широкого круга
термомеханических процессов, включая деформационное разупрочнение материала,
служат модели, учитывающие вязкие эффекты.
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2. Соотношения сильного разрыва. При эйлеровом описании движения приведение
определяющих уравнений к дивергентной форме осуществляется с помощью формулы

которая в силу уравнения неразрывности справедлива для любой дифференцируемой
функции . Дивергентная форма позволяет получить интегральное обобщение
модели на класс решений с ударными волнами.

Считая, что на фронте ударноволнового перехода можно пренебречь влиянием теп-
лопроводности среды, рассмотрим далее адиабатическое приближение модели с .
В этом случае дивергентные аналоги уравнений движения, неразрывности и баланса
энергии принимают следующий вид:

(2.1)

Для давления, плотности, температуры, энтропии и параметров, характеризующих
изотропное упрочнение, по обе стороны фронта волны выполняются уравнения

(2.2)

Вариационное неравенство (1.5), описывающее пластическую деформацию среды,
преобразуется к виду:

(2.3)

Варьируемые функции (термодинамические силы)  и  далее выбираются так, чтобы
удовлетворить условию пластичности:  ≤  и чтобы функции  и

 оставались непрерывно-дифференцируемыми при переходе через фронт разрыва,
на котором температура меняется скачком. Это требование необходимо, чтобы после
умножения обеих частей неравенства (2.3) на неотрицательную гладкую финитную
функцию и интегрирования по пространственно-временной области можно было
корректно применить формулу Грина, сбросив производные по времени и по про-
странственным переменным с разрывных функций на пробные. Такая процедура пре-
образования вариационного неравенства подробно описана в [4].

Интегральное обобщение (2.1) приводит к следующей системе уравнений на фрон-
те разрыва:

(2.4)

Здесь квадратные скобки означают скачок функции:   – односторон-

ние пределы  на фронте), m =  =  – поток массы,  – скорость
движения фронта в направлении вектора нормали ,  =  – нормальная проек-
ция массовой скорости.
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в которых , из системы (2.4) выводится уравнение

(2.6)

По формуле конечных приращений Лагранжа

где  – выпуклая комбинация односторонних пределов  с подходящим
значением . Подстановка  в (2.6) с учетом равенства  = 
приводит к уравнению

в котором  – квадратичная относительно скачков пара-
метров состояния часть тепловой энергии. Для  справедливо также выражение

Полученное уравнение позволяет представить неравенство (2.5) в виде:

(2.7)

где  и .
На фронте разрыва односторонние пределы термодинамических сил подчиняются

ограничениям , поэтому  принадлежит множеству  + F–)/2.
Можно показать, что область варьирования , то есть множество

, содержится в . Для этого достаточно представить  в ви-
де суммы:

В этом представлении первое слагаемое принадлежит , так как  ∈

∈ , а второе слагаемое принадлежит , так как  ∈ . Сле-

довательно, .

Расширим в (2.7) область варьирования  до множества  и потребуем вы-
полнения более строгого неравенства, в которое входят только линейные относитель-
но скачков слагаемые:

(2.8)

Заметим, что из (2.7) после подстановки  и  следует условие , ко-
торое играет роль критерия реализуемости разрыва, аналогичного критерию положи-
тельности скачка энтропии на ударных волнах в газовой динамике. И что неравен-
ство (2.8) гарантирует максимальное значение скачка энтропии  на множестве до-

пустимых состояний .
Вариационное неравенство (2.8), совместно с системой уравнений (2.4) и уравне-

ниями состояния (2.2), образует замкнутую математическую модель сильного разрыва
в изотропно упрочняющейся пластической среде. Модель позволяет исследовать
классы разрывных решений при различных условиях пластичности. Из (2.8) в общем
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модинамических сил точка  принадлежит границе множества , а  яв-

ляются граничными точками , соответственно. Действительно, если  –
внутренняя точка F0, то в силу произвольности вариации выполняется система урав-
нений:

Полагая за счет поворота осей координат , , получим условие непре-
рывности вектора скорости на фронте. При отсутствии скачка скорости из уравнения
неразрывности и условия  следует, что  и . В данном случае реализу-
ется контактный разрыв, неподвижный относительно среды. На фронте контактного
разрыва непрерывен вектор напряжений, проекциями которого в системе координат,
связанной с фронтом, являются компоненты ,  и . Остальные компоненты
тензора напряжений могут быть разрывными. Допускается также скачок параметра
упрочнения . Разрывы такого рода реализуются, например, на границе раздела двух
сред.

3. Условие пластичности Мизеса. На основе простого тождества [2]:

доказывается, что при условии пластичности Мизеса с функцией текучести

компоненты тензора  на фронте диссипативной ударной волны непрерывны.

Поэтому тензоры напряжений  по обе стороны поверхности разрыва соосны. В ре-
зультате поворота координатной системы к главным осям этих тензоров уравнения (2.4)
преобразуются к виду:

(3.1)

С учетом обозначений  и  вариационное неравенство (2.8)

приводится к эквивалентной задаче минимизации при ограничениях  ли-
нейной функции

причем минимум этой функции достигается, когда  и . Соответствую-
щий лагранжиан

включает в себя множители Лагранжа , удовлетворяющие условиям дополни-

тельности:  = 0. В силу теоремы Куна–Таккера решение задачи мини-
мизации удовлетворяет системе уравнений

, (3.2)
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которая получена из условия минимума лагранжиана с учетом равенства

Анализируя уравнения (3.2), можно показать, что в изотропно упрочняющейся
пластической среде с условием пластичности Мизеса наряду с контактными разрыва-
ми возможны два типа диссипативных ударных волн: продольные волны, распростра-
няющиеся вдоль главных осей, и квазипоперечные волны, направления движения ко-
торых лежат в главных плоскостях тензора напряжений. При пространственной ори-
ентации вектора нормали к фронту относительно главных осей, когда ,
движущиеся разрывы невозможны. В этом случае для всех индексов  выполня-
ются уравнения , из которых следует непрерывность решения.

В общем случае в силу уравнений (3.2) имеют место равенство  и условие не-
прерывности производной  на фронте разрыва. Продольные волны, движущие-
ся вдоль оси  ( , ), описываются системой:

(3.3)

Неравенство в (3.3) (условие положительности множителя Лагранжа) обеспечивает
диссипативность волны. Знак “+” в (3.3) соответствует ударной волне растяжения
( ), знак “–” соответствует волне сжатия ( ). С помощью уравнений (3.1)
и (3.2) выводится уравнение для скачка параметра упрочнения:

Из системы (3.1) с учетом равенств

(3.4)

выводится уравнение ударной адиабаты:

(3.5)

Для скачка плотности на фронтах продольных волн растяжения и сжатия справедлива
формула:

Если нормальный вектор к фронту волны лежит в главной плоскости тензора на-
пряжений и не совпадает с главными направлениями, то реализуется квазипопереч-
ная волна. Пусть, например,  и , тогда из системы (3.2) следует уравне-
ние , которое означает, что в плоскости  для скачков напряжений ре-
ализуется состояние чистого сдвига. Остальные уравнения системы, принимая во
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Отсюда в силу условия пластичности выполняются равенства

(3.6)

Из уравнения  с привлечением (3.4) и (3.6) выводятся формулы для скач-
ков давления и напряжений:

Для скачков плотности и параметра упрочнения справедливы формулы

Уравнение баланса энергии для квазипоперечных волн приводится к уравнению удар-
ной адиабаты (3.5).

При  квазипоперечная волна превращается в поперечную волну, на фронте
которой давление и плотность непрерывны. Разрывны напряжения и параметр упроч-
нения.

Заметим, что в случае постоянного предела текучести из вышеперечисленных дис-
сипативных разрывов допускаются только продольные ударные волны, на которых
непрерывен девиатор тензора напряжений, а давление и плотность среды разрывны.

Для детального анализа соотношений сильного разрыва в изотропно упрочняю-
щейся пластической среде необходимо построить уравнение состояния материала и
зависимость предела текучести от параметров состояния на основе имеющихся экспе-
риментальных данных (см. [13, 14]).

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных
НОМЦ (Соглашение 075-02-2023-912).
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On the Theory of Shock Waves in Isotropic Hardening Plastic Media
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Based on the thermomechanical model of plastic deformation of an elastically compressible
isotropic hardening medium, the system of relations for describing plastic shock waves of fi-
nite amplitude is obtained, which satisfies the maximum entropy production principle at the
front of strong discontinuity. A classification of admissible shock-wave transitions is per-
formed within the framework of the model of isotropic hardening under the von Mises plas-
ticity condition.

Keywords: plasticity, hardening, variational inequality, strong discontinuity
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1. Постановка задачи. Пусть  – единичная полоса и  =  : ,
 – ее полубесконечная часть (далее – полуполоса). Собственные колебания

плоского однородного изотропного тела , содержащего полуполосу  (рис. 1),
описываются системой дифференциальных уравнений

(1.1)

Здесь  при j = 1, 2,  – декартовы компоненты тензора напряжений, по-
рожденного вектором смещений 

Кроме того,  и  – постоянные Ламе,  – символ Кронекера,  –
спектральный параметр, а  – частота гармонических во времени колебаний и

 – постоянная плотность упругого тела. Граница  разбита на участки  и
, на которых поставлены условия Дирихле (жесткого защемления) и Неймана (сво-

бодного края)

(1.2)

(1.3)

При этом  – единичный вектор внешней нормали и  – вектор нор-
мальных напряжений с декартовыми компонентами

Π +Π = 1 2{ ( , )x x x >1 0x
∈2 (0,1)}x

⊂Ω Π +Π  

( ) ( ) ( )−∂ σ − ∂ σ = Λ ∈ Ω =1 1 2 2; ; ; , 1,2k k ku x u x u x x k

∂ = ∂ ∂/j jx σ jk

( )= 1 2,u u u

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )σ = με + λδ + ε = ∂ + ∂, 11 22
12 ;
2jk jk j k jk j k k ju u u u u u ue e

λ ≥ 0 μ > 0 δ ,j k = ρω2Λ
ω > 0

ρ > 0 = ∂Γ Ω ΓD

ΓN

( ) = ∈ Γ0; Du x x

( ) ( )σ = ∈; 0; Γ  n
Nu x x

( )= 1 2,n n n ( ) ( )σ  n u

( ) ( ) ( ) ( )σ = σ + σ =1 1 2 2 ; 1,2n
j j ju n u n u j

УДК 519.958:531.33:517.956.8
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Далее рассматриваем две ситуации, с которыми связываем индексы J = 1 и  соот-
ветственно, а именно

В первой ситуации закреплены обе  боковые стороны  = , 
полуполосы , но во второй – только нижняя , расположенная на оси абсцисс.
Множество  называем резонатором упругого волновода , а границу

 – его торцом. Торец может быть полностью свободен от внешних воздей-
ствий (рис. 1,а), но допускается его частичное закрепление (рис. 1,б) вдоль отрезков
на  при  или только на оси абсцисс при J = 2.

Задачи вида (1.1)–(1.3) возникают при изучении явления пограничного слоя около
краев листовой прокладки между параллельными фланцами или цилиндрической на-
кладки на абсолютно жесткий профиль. Установлено [1], что решающую роль при об-
разовании моделей пониженной размерности собственных колебаний упомянутых
объектов играет наличие или отсутствие захваченных упругих волн в волноводе , т.е.
решений задачи (1.1)–(1.3), исчезающих на бесконечности с экспоненциальной ско-
ростью. Возникновение таких волн провоцирует эффект локализации мод собствен-
ных колебаний тонкой трехмерной пластины около ее кромки. Именно поиску захва-
ченных волн и посвящена настоящая статья.

2. Инструментарий спектрального анализа. Вариационная постановка задачи (1.1)–
(1.3) апеллирует к интегральному тождеству [2, 3]

(2.1)

При этом  – натуральное скалярное произведение в пространстве Лебега ,

 – пространство Соболева функций, подчиненных условию Дирихле (1.2), а
 – удвоенная упругая энергия, запасенная телом 

= 2J

{ }= ϖ ∪ ϖ ⊂ Γ ⊂ =0 1 21: : 0,1DJ x x

{ }= ϖ ⊂ Γ ⊂ =0 22: : 0DJ x x

( )= 0,1p ϖ p >1{ : 0x x =2 }x p

+Π ϖ0

+Θ = Ω Π\ Ω
+ϖ = ∂Θ ∂Π\

∂Π = 1J

Ω

( ) ( ) ( )Ωψ Ω = Λ ψ ψ ∈ Ω Γ1
0, ; , ; ; DE u u H

Ω(, ) ( )Ω2L

( )Ω Γ1
0 ; DH
( ), ;ΩE u u Ω

( ) ( ) ( )
=

= σ = e
2

, 1Ω
, ;Ω ; ;jk jk

j k
E u u u x u x dx

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )= μ ∂ + ∂ + μ ∂ + ∂ + λ ∂ + ∂ 2 2 2 2
1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 2 2

Ω
2 u x u x u x u x u x u x dx

Рис. 1. Упругие волноводы. Резонатор Θ отделен штрих-пунктирной линией, а защемленные участки изоб-
ражены полужирными линиями.
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Пространства скалярных и векторных функций не различаем в обозначениях.
Поскольку левая часть формулы (2.1) – положительно определенная замкнутая в

пространстве  билинейная форма, задаче (2.1) (или (1.1)–(1.3) в дифферен-
циальной форме) ставится ([4], гл. 10 § 1) в соответствие положительно определенный

самосопряженный неограниченный оператор A в пространстве . В работе [5] и
далее в разд. 3 установлено, что непрерывным спектром оператора A служит луч

 с точкой отсечки

(2.2)

Не зависящая от продольной координаты  волна имеет вид

(2.3)

Здесь  – орт оси 
Нижняя грань  всего спектра  оператора задачи (2.1) находится согласно мини-

мальному принципу ([4], теорема 10.2.1)

(2.4)

Если случилось, что правая часть соотношения (2.4) строго меньше , то дискрет-
ный спектр , точки которого порождают захваченные волны в теле , непустой и

 – первое (наименьшее) собственное число в нем. Наконец, при наличии в 
нескольких точек все они находятся при помощи максиминимального принципа

(2.5)

При этом  – любое подпространство в  с коразмерностью j – 1; в частно-

сти, , т.е. соотношение (2.5) при  j = 1 превращается в соотношение (2.4).
Более точно, теорема 10.2.2 [4] гарантирует, что в том случае, когда правая часть фор-

мулы (2.5) строго меньше , дискретный спектр  содержит, по крайней мере, точ-
ки  и последняя из указанных принимает вид (2.5).

3. Непрерывный спектр. Проверим формулу (2.2) в ситуации . Теория эллипти-
ческих краевых задач в областях с цилиндрическими выходами на бесконечности (см.

[6] и ([7], гл. 5), ([8], § 3)) показывает, что точкой отсечки  непрерывного спектра

 задачи (1.1)–(1.3) при J = 2 служит наименьшее число , при котором
для какого-то параметра  следующая краевая задача для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений имеет нетривиальное решение

(3.1)

(3.2)
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(3.3)
Здесь i – мнимая единица. Задача (3.1)–(3.3) получается из задачи (1.1)–(1.3) в беско-
нечной полосе  при  и  посредством пре-

образования Фурье. Для  нужное решение имеет вид  (ср. фор-
мулы (2.2) и (2.3)).

Убедимся в том, что при  и любом  задача (3.1), (3.3) имеет только
тривиальное решение – этот факт достаточен для справедливости равенства

, так как согласно общим результатам ([7], гл. 5) непрерывный спектр

цилиндрического волновода – связное множество на положительной полуоси .
Обозначим чертой комплексное сопряжение, умножим уравнения (3.1) соответ-

ственно на  и , а затем проинтегрируем по  при учете краевых условий (3.3).
В результате суммирования получим равенство

(3.4)

Последний неотрицательный интеграл далее игнорируем ввиду ненадобности. Алгеб-
раическая формула

при  и неравенство Фридрихса при H = 1

(3.5)

доказывают, что правая часть равенства (3.4) превосходит интеграл

Следовательно,  при .
Формула (2.2) для точки отсечки непрерывного спектра задачи (1.1)–(1.3) в ситуа-

ции J = 2 проверена. Ситуация J = 1, в которой условия Неймана (3.3) заменены усло-
виями Дирихле  и , была разобрана в статье [5] при помощи значи-
тельно более простых выкладок.

4. Достаточное условие существования захваченной волны. В силу минимального
принципа (2.4) дискретный спектр  непустой при условии, что нашлась пробная

вектор-функция , обеспечивающая неравенство

(4.1)

Определим ее следующим образом

Здесь  и потому  при учете условий, наложенных на форму резо-
натора в разд. 1. Согласно формуле (2.2) имеем

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ + μ ∂ + λ ξ = μ ξ + μ∂ =2 1 2 12 1 1 0, 1 1 0 z zU i U i U U
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(4.2)

В итоге при учете соотношений (2.2) и (2.3) обнаруживаем, что неравенство (4.1), пре-

вратившееся в оценку , выполнено при малом , если оказалось, что

(4.3)

Для подынтегрального выражения справедливо соотношение

Таким образом, добиться захвата волны путем подбора формы резонатора нетруд-
но: достаточно поместить резонатор  в полуполосу

Последнему требованию удовлетворяют, например, волноводы на рис. 2,г, в случае
J = 1 и на рис. 2,д, в случае J = 2.

Кроме того, в ситуации J = 1 ограничение (4.3) выполнено для волновода на рис. 1,а,
а при симметричном наросте – и на рис. 2,г. В ситуации J = 2 ограничение (4.3) обес-
печено наверняка для волноводов на рис. 2,а, д.

Вместе с тем в общем случае неизвестно, оказывается ли пустым дискретный

спектр при условии . Впрочем, при помощи одномерного неравенства Фри-
дрихса (3.5) можно убедиться в том, что для случая J = 1 волноводы на рис. 1,а, и рис.
2,д, не производят захват волны, если толщина H выступов не превосходит 1/2, а зна-
чит, при любой ширине выемки то же верно и для волновода на рис. 2,в. При J = 2 то
же неравенство (3.5) обеспечивает отсутствие захваченных волн у волновода на рис.
1,б. В то же время следующие разделы предоставят захваченные волны, например, у
волноводов на рис. 2,а,б,д, при определенных значениях геометрических параметров.

5. Еще одно достаточное условие. При J = 1 нетрудно проверить, что

(5.1)

для полуполос со скошенным торцом (рис. 1,а, или рис. 2,а) или с “ласточкиным хво-
стом” (рис. 2,б). В ситуации J = 2 для наростов толщиной H < 1/2 на рис. 1,а, или

рис. 2,а величина  соответственно положительна и отрицательна, а значит, при ка-
ком-то, обязательно нецентральном, положении нароста на рис. 1,г, равенство (5.1)
становится верным. Можно привести и многие другие примеры выполнения введен-
ного ограничения.

При помощи приема [9] убедимся в том, что в случае (5.1) захват волны происходит
при любой форме резонатора. На торце  выберем точку P, в которой косинус

 и компонента  вектора нормали отличны от нуля, а в качестве проб-
ной вектор-функции в минимальном принципе (2.4) возьмем сумму

(5.2)
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в которой  – гладкая функция с носителем в малой окрестности точки P. При учете
выкладок (4.2) получим

(5.3)

Отметим, что  согласно определениям (2.3) и (5.2). После подстанов-
ки соотношений (5.3) в неравенство (4.1) обнаруживаем, что в силу формул (2.2) и (5.1)

члены порядков  и 1 взаимно уничтожаются, т.е. само неравенство принимает вид

Поскольку , выбор точки P позволяет сделать послед-
ний интеграл отрицательным при подходящей функции , и тем самым для достаточ-
но малого  обеспечить неравенство (4.1), гарантирующее существование захва-
ченной волны.

Малое возмущение профиля торца способно нарушить равенство (5.1), причем
придать выражению (4.3) любой знак. При этом достаточно малое возмущение не вы-
водит собственное число из дискретного спектра . Следовательно, найденное усло-

Φ
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δ δ
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2 22 † 2
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Рис. 2. Полуполоса со скошенным торцом (а), и “ласточкиным хвостом” (б). Прямоугольные выемка (в) и
наросты, центральный (г) и боковой (д). Штрих-пунктиром изображена средняя линия.
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вие  наличия захваченной волны является только достаточным и такая волна

может существовать и при . Подробно это наблюдение обсуждается [10] для ска-
лярных задач. Вопрос о наглядном геометрическом условии отсутствия захваченных
упругих волн остается открытым для волноводов любой природы.

Метод Фурье демонстрирует, что уравнение Гельмгольца в полуполосе  с услови-
ями Дирихле на прямом торце  =  и с условиями Дирихле или
Неймана на ее боковых сторонах не имеет захваченных волн. Поскольку касательное

напряжение  не вырождается на торце , приведенные рассуждения обнару-

живают захваченную волну в задаче (1.1)–(1.3) в полуполосе . Этот результат был
получен в работе [5], однако в ней не найдена полная кратность дискретного спектра –
для абсолютного большинства геометрических форм этот вопрос остается открытым
до сих пор. Кроме того, в отличие от скалярных задач осталось неизвестным, возника-
ет или нет в задачах теории упругости пороговый резонанс [11–13].

6. Полуполоса с трещиной. Пусть  – удлиненная полуполоса  =

=  с трещиной  =  (рис. 3, а), где  –
большой положительный параметр и  (случай  обсуждаем в конце

раздела). Исследуя спектр задачи (1.1)–(1.3) при  =  (боковые
стороны защемлены, а берега трещины и торец полуполосы свободны), рассмотрим

вспомогательную задачу: систему уравнений (1.1) в длинном прямоугольнике  =
=  с краевыми условиями

(6.1)

Иными словами, на боковой стороне  прямоугольника 
назначены искусственные условия Дирихле, а краевые условия на остальных сторонах
унаследованы от исходных условий (1.2) и (1.3). Следуя обычной процедуре (см.,

напр., ([14], гл. 16) и ([15], гл. 4)) асимптотику собственных пар  задачи (1.1),
(5.1) ищем в виде

(6.2)

(6.3)
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Рис. 3. Полуполосы с трещинами, краевой (а) и внутренней (б).
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Здесь многоточие заменяет младшие асимптотические члены, не существенные для

предпринимаемого анализа,  – растянутая продольная координата, а осталь-
ные ингредиенты принятых представлений подлежат определению.

Подставим соотношения (6.2) и (6.3) в систему (1.1). Выполнив дифференцирова-

ние, обнаружим, что множители при  взаимно уничтожаются, а обращение в нуль

суммы множителей при  дает обыкновенное дифференциальное уравнение

(6.4)

Снабдив уравнение вытекающими из равенств (6.1) граничными условиями

(6.5)

находим решение

При этом

На очередном шаге процедуры получим задачу

(6.6)

(6.7)

Условие ее разрешимости – ортогональность правых частей собственной функции
 в смысле формулы Грина – сводится к обыкновенному дифференциаль-

ному уравнению

(6.8)

с коэффициентом

(6.9)

Собственные пары этого уравнения, снабженного граничными условиями

(6.10)

имеют вид

(6.11)
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Пусть, как упоминалось, h > 1/2 и

Тогда сумма  попадает на интервал , в котором может нахо-
диться дискретный спектр задачи (1.1)–(1.3) в ситуации J = 1. Это наблюдение дает
возможность обнаружить собственные числа при помощи максиминимального прин-
ципа (2.5).

Зафиксируем натуральное число j в соотношении (2.5) и определим вектор-функ-

ции  с компонентами

(6.12)

Здесь  – собственная функция задачи (6.8), (6.10) из списка (6.11),  – решение за-
дачи (6.6), (6.7), содержащей функцию  и ставшей разрешимой по построению, а

 – срезающая функция, которая нужна для продолжения компонент (6.12) нулем с

прямоугольника  на всю область 

(6.13)

Благодаря нормирующему множителю  выполнены соотношения

Иными словами, вектор-функции  “почти ортонормированы” в простран-

стве  при большом размере , а значит, любое подпространство  из фор-
мулы (2.5) содержит нетривиальную линейную комбинацию

Вычислим дробь Рэлея из максимального принципа (2.5). Имеем

Обозначим через  и ,  матрицы дифференциальных операторов

размером 2 × 2, взятые из системы уравнений (1.1) в прямоугольнике  и краевых

условий (1.3) на его основаниях  = , ,  = ,
. Обработаем члены представления
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Рассмотрим последние два скалярных произведения (t = 0 и t = h) и заметим, что

(6.14)

При  оценка (6.14) обеспечена процедурой построения асимптотики,
точнее структурой граничных условий (6.5) и (6.7), но при  ∪ (–1, 0)

нужно еще учесть дифференцирования срезки , а также соотношение

(6.15)

Таким образом,

Аналогично, уравнения (6.4) и (6.6) обеспечивают неравенства

Как и ранее, разные мажоранты возникли из-за дифференцирования срезки (6.13).
Впрочем, в силу формул (6.12) и (6.15) находим, что

Собрав полученные соотношения, получим

Таким образом, при достаточно большом  и  правая часть неравенства (6.16)
строго меньше точки отсечки (2.2) при J = 1, т.е. согласно максиминимальному прин-
ципу кратность дискретного спектра задачи (1.1)–(1.3) в полуполосе с трещиной

 равна или превосходит выбранное число  j.
Подведем итог: удлинение асимметричной продольной трещины в полуполосе с за-

щемленными боковыми сторонами позволяет добиться любого количества линейно

независимых захваченных волн в волноводе . Асимптотический анализ показывает,

что эти волны концентрируются в прямоугольнике , а именно, они затухают с экс-
поненциальной скоростью в целой полуполосе  и приобретают малые амплитуды в

верхнем прямоугольнике  = ,  с высотой .

Аналогичные указанным конструкции в прямоугольнике  не позволяют обна-

ружить точки дискретного спектра, так как  >  при  и, следо-
вательно, применить максиминимальный принцип не удается. Вместе с тем случай

 по сути не отличается от рассмотренного  и требует лишь замены
 поперечной координаты. По той же причине предъявленный анализ не
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дает результата для симметричной ( ) трещины. Впрочем, для нее выполнено
требование (5.1), а значит, по крайней мере одна захваченная волна существует, одна-
ко осталось непонятным, увеличивается ли их количество при росте длины  тре-

щины .

Точно так же в ситуации J = 2 при ,  приведенные по-

строения в  бесполезны при всяком . Вместе с тем любое заданное наперед
количество захваченных волн появляется в задаче (1.1)–(1.3) при J = 2, если  и
размер  достаточно велик. Этот уже упомянутый в [16] результат получается при по-
мощи максиминимального принципа, примененного к обычным приближенным

конструкциям упругих полей в балке Кирхгофа  с малой относительной толщиной

, у которой (балки) защемлены торцы, а основания свободны от внешних
воздействий (ср. конец разд. 7).

Использование срезки (6.13) означает, что форма левого конца полуполосы  и
краевые условия на нем не играют никакой роли. Кроме того, результаты в целом со-
храняются и для внутренней трещины большой длины на рис. 3, б.

7. Множественность точек дискретного спектра в полуполосе со скошенным торцом.
В ситуации J = 1, т.е. при , рассмотрим задачу (1.1)–(1.3) в вол-

новоде с заостренным концом (рис. 1,а). Пусть резонатор  – длинный (как и ранее,
 – большой положительный параметр) прямоугольный треугольник

(7.1)

При этом угол наклона  – малый параметр. Сформируем вспо-

могательную задачу в треугольнике . На катете , совпадаю-
щем с торцом полуполосы , назначим искусственное условие Дирихле и построим

асимптотику собственных пар полученной задачи теории упругости о балке  пере-
менной толщины , где  – растянутая продольная координата.
Воспользуемся асимптотической процедурой из работы [17], для чего укажем соотно-
шение

(7.2)

и введем новую растянутую координату

(7.3)

Выбор дробного показателя в формуле (7.3) обусловлен следующим наблюдением: по-
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множителя в равенстве  = .
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ленной вдоль нижнего основания
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Подставив эти формулы в систему уравнений (1.1) и краевые условия (1.2) и (1.3) на

длинных катете и гипотенузе треугольника , получим прежнюю, уже решенную, за-
дачу (6.4), (6.5), однако согласно представлению (7.2) и замене координаты (7.3) в пра-
вой части уравнения (6.6) для составляющей  появляется дополнительное слагаемое

Таким образом, условие разрешимости модифицированной задачи (6.6), (6.7) прини-
мает вид уравнения

которое распространим на полуось  и снабдим его граничным условиям

Коэффициент B имеет вид (6.9). Полученная задача Дирихле для уравнения Эйри
(см., например, книгу [18]) имеет дискретный спектр, образующий строго монотон-
ную неограниченную положительную последовательность собственных чисел

(7.4)

Соответствующие собственные функции  затухают на бесконечности с экспонен-
циальной скоростью, а именно

Как и ранее, при большом  сумма  строго меньше точки отсечки 

непрерывного спектра задачи (1.1)–(1.3) в ситуации J = 1. Упомянутое свойство зату-
хания собственных функций  означает, что построенный предложенным в
разд. 5 способом набор пробных вектор-функций  при помощи максимини-
мального принципа (2.3) позволяет обнаружить не менее j точек дискретного спектра
рассматриваемой задачи в случае  и некотором .

Если J = 2 и  – полуполоса с “ласточкиным хвостом” (рис. 2, б), то предыдущие
конструкции в треугольнике

не дают информации о дискретном спектре. Вместе с тем в другом треугольнике

(7.5)

с искусственными условиями Дирихле на меньшем катете и условиями Неймана на
остальной части границы годятся привычные приближения упругих полей в балке
Кирхгофа переменной толщины.
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Одномерная модель такой балки имеет вид

(7.6)

(7.7)

Коэффициенты обыкновенного дифференциального уравнения (7.6) вырождаются
в точке  и поэтому граничные условия в ней не нужны (см. ([19], § 28 и § 37) и,
напр., [20]). Вместе с тем задача (7.6), (7.7) имеет полностью дискретный спектр, обра-
зующий последовательность вида (7.4). При этом для собственных чисел задачи в тре-
угольнике (7.5) верна асимптотическая формула (см., например, ([15], гл. 7))

Здесь  и  – положительные величины, а  – средняя относительная толщина

балки . Теперь по прежней схеме при помощи максиминимального принципа (2.3)
проверяем, что увеличение размера  вызывает неограниченное возрастание кратно-
сти дискретного спектра.

В полуполосе с заостренным концом (рис. 1,а), свободном от внешних воздей-
ствий, интерпретация резонатора

как балки Кирхгофа малой относительной толщины также приводит к выводу о нели-
митированном накоплении дискретного спектра при росте параметра .
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Разработана математическая модель неизотермического упруговязкопластического
деформирования гибких пологих оболочек с многонаправленными структурами ар-
мирования. Волновые процессы и слабое сопротивление поперечным сдвигам в ис-
кривленных панелях моделируется в рамках теории изгиба Амбарцумяна. Геометри-
ческая нелинейность задачи учитывается в приближении Кармана. Компоненты
композиции предполагаются изотропными материалами, а их пластичность описы-
вается теорией течения с функцией нагружения, зависящей от скорости деформиро-
вания и температуры. Учтена связанность термомеханической задачи при динами-
ческом нагружении композитных пологих оболочек. В поперечном направлении
конструкций температура аппроксимирована полиномом 7-го порядка. Сформули-
рованная двумерная нелинейная начально-краевая задача решена с использованием
явной численной схемы шагов по времени. Исследовано термоупруговязкопласти-
ческое и термоупругопластическое поведение ортогонально армированных в двух
тангенциальных направлениях стеклопластиковых и металлокомпозитных пологих
оболочек, нагруженных в поперечном направлении воздушной взрывной волной.
Показано, что гибкие искривленные стеклопластиковые панели в отдельных точках
могут дополнительно нагреваться на 14…27°C, а аналогичные металлокомпозитные
конструкции – на 70°C и более. Пиковые значения температуры при этом удержива-
ются на кратковременных интервалах – порядка долей 1 мс. Продемонстрировано,
что в отличие от гибких пластин аналогичные пологие оболочки (с такой же структу-
рой армирования и с такими же характерными размерами) при динамическом на-
гружении в поперечном направлении необходимо рассчитывать не только при учете
зависимости пластических свойств компонентов композиции от скорости их де-
формирования, но и при учете теплового отклика в таких тонкостенных кон-
струкциях. Более интенсивное неупругое деформирование искривленных ком-
позитных панелей наблюдается при их нагружении со стороны выпуклой лице-
вой поверхности.

Ключевые слова: гибкие пологие оболочки, многонаправленное армирование, термо-
упруговязкопластичность, связанная термомеханическая задача, теория изгиба Ам-
барцумяна, динамическое нагружение, явная численная схема
DOI: 10.31857/S0032823523020157, EDN: UBHYJV

1. Введение. Конструкции из композитных материалов (КМ) широко используются
в современной конструкторской практике [1–4] и в процессе эксплуатации часто ис-
пытывают воздействие интенсивных термосиловых нагрузок [5–8], при которых ком-
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поненты их композиций деформируются пластически [5–7, 9–13]. Поэтому актуальна
проблема математического моделирования неизотермического упругопластического
динамического поведения тонкостенных КМ-изделий, в том числе и искривленных
панелей и пологих оболочек, которая на сегодняшний день находится на стадии ста-
новления [5–7, 12–17].

Физико-механические свойства многих материалов существенно зависят от темпе-
ратуры [10, 18, 19], кроме того, при динамическом нагружении их пластические харак-
теристики зависят и от скорости деформирования [18, 19], поэтому в [17] была постро-
ена модель термоупруговязкопластического деформирования многонаправленно ар-
мированного материала и проведен ряд расчетов термомеханического поведения
гибких пластин из таких КМ, нагруженных в поперечном направлении воздушной
взрывной волной. В работе [17] продемонстрировано, что упруговязкопластический
расчет металлокомпозитных пластин необходимо проводить при учете теплового от-
клика в них, а пластины из стеклопластика можно рассчитывать без учета возникаю-
щего при этом температурного поля (в силу пренебрежимо малого нагрева таких ком-
позитных конструкций). Однако известно, что при высокоскоростном нагружении
материалов основным источником выделения тепла в них является диссипация
энергии механического происхождения, которая равна полной свертке произведе-
ния тензоров напряжений и скоростей деформаций [20]. Так как частота попереч-
ных колебаний искривленных панелей значительно больше, чем аналогичных пла-
стин, изготовленных из тех же материалов и имеющих те же характерные размеры,
то и скорости деформаций пологих КМ-оболочек при их динамическом нагруже-
нии в поперечном направлении будут существенно больше, чем у подобных им
КМ-пластин. Следовательно, при таком нагружении искривленных КМ-панелей
тепловыделение в них может оказаться значительно большим, чем в аналогичных
КМ-пластинах, и результаты, полученные в [17], уже нельзя будет дословно пере-
носить на пологие КМ-оболочки.

Для расчета волновых процессов в динамически изгибаемых тонкостенных элементах
КМ-конструкций и для учета их слабого сопротивления поперечным сдвигам исполь-
зуют неклассические теории Тимошенко–Рейсснера [5, 7, 21, 22], Амбарцумяна [17, 23],
Редди [24, 25] и теории изгиба более высоких порядков [5, 26, 27].

Для интегрирования физически и геометрически нелинейных задач динамики пла-
стин и оболочек используют явные [5, 17] и неявные [6, 28] численные схемы.

Исходя из вышеизложенного, данная работа посвящена моделированию неизотер-
мического упруговязкопластического деформирования динамически нагружаемых в
поперечном направлении пологих армированных оболочек при использовании тео-
рии изгиба Амбарцумяна. Связанная нелинейная термомеханическая задача, возни-
кающая при этом, численно интегрируется с использованием явной схемы шагов по
времени.

2. Формулировка задачи и метод ее решения. Рассмотрим пологую оболочку толщи-
ной 2h, с которой свяжем ортогональную систему координат  так, чтобы отсчетная
поверхность  была срединной ( ), а координатные линии  и  совпада-
ли с линиями главных кривизн этой поверхности (рис. 1, на котором искривленность
панели не изображена в силу ее малости). Оболочка усилена N семействами волокон
(возможно и пространственно) с плотностями армирования  ( ). В попе-
речном направлении  структура армирования однородна.

С каждым k-м семейством волокон свяжем ортогональную систему координат .
При этом ось  направим вдоль траектории армирования, а ее ориентацию в про-
странстве  зададим двумя углами сферической системы координат  и  (рис. 2).
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Направляющие косинусы  оси  в глобальной системе координат  ( ,
) определяются формулами [17]:

(2.1)

Внешние касательные силы на лицевых поверхностях панели традиционно не учи-
тываем, а в случае пространственного армирования дополнительно считаем, что вы-
полняются требования, предъявляемые к структуре армирования, приведенные в за-
мечании в [17]. (При многонаправленном плоском армировании (см. рис. 1) указан-
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Рис. 1. Элемент пологой оболочки с 2D-структурой армирования.
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Рис. 2. Локальная система координат, связанная с волокном k-го семейства.
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ные требования выполняются заведомо.) Тогда на основании результатов работ [17, 23]
перемещения точек гибкой пологой КМ-оболочки  и осредненные деформации ее
композиции  в рамках теории Амбарцумяна аппроксимируются так:

(2.2)

(2.3)

где w – прогиб конструкции;  – перемещения точек срединной поверхности ( )

в тангенциальных направлениях ;  – деформации поперечных сдвигов в точках
этой же поверхности;  – радиусы главных кривизн отсчетной поверхности;  – на-
чальный момент времени t;  – оператор частного дифференцирования по перемен-
ной  ( );  – символ Кронекера;  – область, занимаемая КМ-панелью в пла-

не. В выражениях (2.2) и (2.3) неизвестны двумерные функции w,  и  ( ), за-
висящие и от времени t.

В настоящем исследовании моделируется поведение искривленной КМ-панели как
гибкой тонкостенной термомеханической системы, поэтому с приемлемой для прак-
тических приложений точностью напряжение  по координате  можно ап-
проксимировать так [17, 22]:

(2.4)

где  – нормальные напряжения на верхней (+) и нижней (–) ли-
цевых поверхностях конструкции, известные из соответствующих силовых граничных
условий.

К соотношениям (2.2) и (2.3) необходимо присоединить уравнения движения гиб-
кой пологой КМ-оболочки, которые при учете равенства (2.4) имеют вид [23]:
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(2.7)

 и  – объемные плотности материалов связующего и арматуры k-го семейства;
– относительное объемное содержание связующей матрицы в представительном

элементе композиции;  – традиционно вводимые для удобства новые кинематиче-
ские переменные;  – осредненные напряжения в композиции искривленной пане-
ли; ,  и  – внутренние силовые факторы; точка – производная по времени t.
Внешне массовые силы в уравнениях (2.5) не учитываются.

Как уже отмечалось, для интегрирования формулируемой нелинейной задачи пред-
полагается использовать явную численную схему, т.е. значения неизвестных функций
будем вычислять в дискретные моменты времени  ( ). При этом считаем,
что в моменты времени  уже определены величины следующих функций [17]:

(2.8)

где  и  – тензоры напряжений и деформаций в k-м компоненте композиции
(  – связующая матрица,  – волокна k-го семейства);  – параметр Одкви-
ста (упрочнения) того же материала;  – температура КМ (пологой оболочки).

Определяющие уравнения термоупруговязкопластического деформирования арми-
рованного материала, пригодные для практического использования, получим на ос-
нове следующих предположений [29]:

1. В пределах представительного элемента КМ является макроскопически квазиод-
нородным телом. (При достаточно равномерном и густом наполнении связующего
материала тонкими волокнами это допущение справедливо.)

2. Между связующей матрицей и волокнами имеет место идеальный термомехани-
ческий контакт.

3. В пределах представительного элемента, выделенного из КМ на миниуровне, на-
пряжения, деформации и их скорости во всех компонентах и в композиции в целом
кусочно-постоянны. Эффектами более высоких порядков, характеризующих локаль-
ные изменения полей напряжений, деформаций и их скоростей на микроуровне в ма-
лых окрестностях границ контакта связующего и волокон, пренебрегаем.

4. Поля деформаций, напряжений и их скоростей усредняем по объему репрезента-
тивной ячейки КМ (т.е., согласно допущению 3, пропорционально , ).

5. Материалы компонентов композиции являются однородными и изотропными;
их пластическое течение ассоциировано с поверхностями нагружения, соответствую-
щими условию текучести Мизеса и зависящими от параметров упрочнения, темпера-
туры и скоростей деформирования.

Повторяя на базе этих гипотез рассуждения из работы [17], получим, что в рассмат-
риваемый дискретный момент времени  связь между скоростями осредненных на-
пряжений , деформаций  и температурой композиции  можно записать в следу-
ющей матричной форме:
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(2.9)

где

(2.10)

(2.11)

 – шаг по времени; I – единичная -матрица; B, , , , , ,  и  –

-матрицы;  и  – матрицы, обратные -матрицам  и H; p, f, g, , , 
и  – шестикомпонентные векторы-столбцы;  – шестикомпонентный вектор-

столбец деформаций  k-го компонента композиции, по структуре аналогичный

вектору  (см. выражения (2.10)). Ненулевые элементы матриц , ,

,  и вектор-столбцов ,  вычисляются так:
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(2.14)

где  и  – упругие и пластические деформации k-го материала композиции;
 и  – модуль Юнга и коэффициент Пуассона того же компо-

нента;  – коэффициент линейного температурного расширения;

 – мгновенный предел текучести при чистом сдвиге, зависящий от
уровня накопленной пластической деформации  и значений интенсивности скоро-

сти деформаций  и температуры  в текущий момент времени ;  и 
( ) – элементы вектор-столбцов  и матриц , определенных равенствами
(2.10) и (2.11);  – параметр переключения, определяющий при  условия термо-
упругого деформирования, разгрузки или нейтрального нагружения, а при  –
активного нагружения при пластическом деформировании k-го материала компози-
ции; индекс “т” – операция транспонирования. По повторяющимся индексам k и l в
выражениях (2.14) суммирования нет. В равенствах (2.14) опущен верхний индекс n,
означающий рассматриваемый дискретный момент времени . Между вектор-
столбцами  и  (см. соотношения (2.9)–(2.11)) существует матричная связь [17]:

(2.15)

где матрицы H, и вектор-столбцы g,  определены выражениями (2.11). Для мате-
риалов композиции выполняются определяющие соотношения, записанные в мат-
ричной форме [17]:
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где  – шестикомпонентный вектор-столбец скоростей напряжений  в k-й фазе
композиции, по структуре аналогичный вектору  в соотношениях (2.10); матрица 
и вектор  определены равенствами (2.11).

Вектор-столбец  в соотношениях (2.14) необходимо выразить его конечно-раз-
ностным аналогом, используя формулу трапеций [17]:

где последнее слагаемое определено в (2.11).

Не выписанные в соотношениях (2.13) элементы -матриц  и 

представлены в табл. (21.40) и (21.44) в [29]. Эти матрицы  и  задают преобразова-
ния векторов-столбцов  и  (см. равенство (2.16)) при переходе от глобальной орто-

гональной системы координат  к локальной системе  (см. рис. 2). Направляю-

щие косинусы  ( , ) между указанными осями вычисляются по
формулам (2.1).

Согласно условиям соответствия (2.10), из третьего уравнения системы (2.9), линеа-
ризованной по методу переменных параметров упругости [17, 30], выразим скорость
поперечной деформации пологой КМ-оболочки:

(2.17)

где  и  ( ) – элементы матрицы B и вектора p в равенстве (2.9); скорость 
получается из соотношения (2.4) дифференцированием по времени t. Производные 
в правой части равенства (2.17) определяются путем дифференцирования по t кинема-
тических соотношений (2.3), т.е. характеризуются двумерными функциями w, ,  и

 ( ).
Как и в [17], температуру  аппроксимируем по толщине искривленной панели по-

линомом порядка L:

(2.18)

где  – температура естественного состояния конструкции;  – искомые
двумерные функции, зависящие и от времени t.

Согласно известным экспериментальным данным [10, 18], удельную теплоемкость
k-го материала композиции  вполне допустимо представить полиномом второго по-
рядка от температуры:

(2.19)

где  ( ) – известные коэффициенты.
Так как метрику в пологой оболочке с приемлемой для практических приложений

точностью можно отождествить с метрикой в декартовой прямоугольной системе ко-
ординат [23], используя результаты работы [17], в качестве разрешающих двумерных
уравнений теплофизической составляющей рассматриваемой задачи, соответствую-
щих разложению (2.18), получим равенства

(2.20)
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(2.21)

(2.22)

где

(2.23)

U – удельная внутренняя энергия материала конструкции;  – компоненты вектора
теплового потока в КМ, связанные с  законом Фурье для волокнистого матери-

ала (см. соотношения (3.1) и (3.2) в [17]);  – заданные тепловые потоки через верх-

нюю (+) и нижнюю (–) лицевые поверхности оболочки;  – температуры окружаю-

щей среды со стороны тех же поверхностей;  – коэффициенты теплоотдачи на тех же
поверхностях;  – коэффициент теплопроводности композиции в направлении ,
определяемый по структурным формулам (3.2) и (3.3) из [17];  задано первым выра-
жением в (2.6).

Приведенные двумерные уравнения (2.20) при учете выражений (2.23) получены
из трехмерного уравнения теплового баланса методом взвешенных невязок; при

этом в качестве весовых функций использовались однородные полиномы . Равен-
ства (2.21) – это тепловые граничные условия на лицевых поверхностях искривленной
КМ-панели, преобразованные с учетом разложения для температуры (2.18). Уравне-

ния (2.22) задают связь между двумерными функциями  (см. формулу (2.23)) и ко-
эффициентами представления (2.18) при учете аппроксимаций (2.19).

Для завершения постановки задачи термоупруговязкопластического деформирова-
ния искривленной КМ-панели к уравнениям (2.3), (2.5) и (2.9) необходимо присоеди-
нить общеизвестные силовые (выраженные через силовые факторы ,  и ,

) и кинематические граничные условия, а также начальные условия для неиз-

вестных функций w,  и ,  (см. выражения (2.7)) [23]. Кроме того, для одно-
значного определения функций  ( ) в разложении (2.18) нужно использо-
вать соответствующие теплофизические граничные условия, которые также получа-
ются методом взвешенных невязок и при учете выражений (2.18) и (2.23) имеют вид [17]:
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(2.24)

где

,  – направляющие косинусы внешней нормали к контуру , ограничивающему
область ; , ,  имеют тот же смысл, что и аналогичные величины в соотноше-
ниях (2.21), только на торцевой поверхности конструкции.

Для интегрирования уравнений (2.20) по времени необходимо задать начальные

значения для функций  при . Эти значения получаются из равенств (2.22) при
подстановке в них функций  ( ), полученных из разложения (2.18) за-
данной начальной температуры  КМ-оболочки.

Как и в [17], заменим вторые производные по t от неизвестных функций в левых ча-
стях уравнений (2.5) их конечно-разностными аналогами на трехточечном шаблоне

, тогда с учетом обозначений, аналогичных (2.8) получим

(2.25)

По формулам (2.6) при учете предположений (2.8) в текущий дискретный момент

времени  можно определить все внутренние силовые факторы и внешние силы ,
входящие в правые части уравнений (2.25). Следовательно, из этих равенств при учете
соответствующих граничных условий [23] по явной схеме можно вычислить значения

искомых функций ,  и  в следующий момент времени . Затем, используя

выражения (2.7), можно получить и значения деформаций  ( ), определяющих

совместно с  и  перемещения точек конструкции и усредненные деформации
композиции (см. соотношения (2.2) и (2.3)).

Предполагаем, что помимо функций, указанных в равенствах (2.8), при  до-
полнительно известны значения и таких функций [17] (см. соотношения (2.18), (2.21)
и (2.23)):

(2.26)
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Для численного интегрирования теплофизической составляющей рассматриваемой
связанной задачи также используем явную схему, но на двухточечном шаблоне по вре-
мени . Заменив производные по t в левых частях равенств (2.20) их конечными
разностями и учитывая обозначения, аналогичные (2.26), получим уравнения

(2.27)

Используя выражения (2.23) и принимая во внимание предположения (2.26), в те-
кущий момент времени  можем вычислить правые части в уравнениях (2.27). Затем,
учитывая тепловые граничные (2.24) и начальные температурные условия, из ра-

венств (2.27) по явной схеме определяем значения функций  на следующем шаге
по времени . После этого при  из уравнений (2.21) и (2.22), в которых правые
части уже известны, при учете соотношений (2.23) получаем коэффициенты разложе-

ния температуры  (см. формулу (2.18)). В случае термочувствительных материа-

лов фаз композиции, когда в разложении (2.19)  и/или  ( ), си-
стема уравнений (2.21) и (2.22) является нелинейной относительно функций 
( ). Линеаризовать уравнения (2.22) можно, используя, например, метод пере-
менных теплофизических параметров, формально аналогичный методу переменных
параметров упругости [30]. В остальном разработанный численный метод интегриро-
вания рассматриваемой задачи термоупруговязкопластического динамического де-
формирования пологих КМ-оболочек при учете равенств (2.3), (2.4), (2.17) и структур-
ных соотношений (2.9), (2.15) и (2.16) реализуется так, как подробно описано в [17],
где было показано, что шаг интегрирования по времени  в уравнениях (2.25) и (2.27)
нужно выбирать, исходя из необходимого условия устойчивости Куранта–Фридрих-
са–Леви [5, 31].

3. Обсуждение результатов расчетов. Исследуем термоупруговязкопластический ди-
намический изгиб относительно тонких пологих цилиндрических КМ-оболочек ( :

, , ; , ;  см,  см), стрела подъема
которых  f над продольными (в направлении ) кромками равна 10 см. При этом ра-

диус кривизны КМ-панелей вычисляется так: . В рассматриваемом
случае , поэтому оболочки действительно являются пологими [23]. Кром-
ки конструкций жестко закреплены: ,  и , ,  (см. выраже-
ния (2.2) и (2.7)). До начального момента времени  искривленные КМ-пане-
ли покоятся ( ,  и , , , ) при температуре естественно-

го состояния  ( ,  и ). При  конструкции
нагружаются избыточным давлением , которое порождается воздушной взрывной
волной [28]:
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 – момент времени, при котором  достигает наибольшего по модулю значения
;  – момент времени, при котором уже можно пренебречь  по сравнению

с  (в частности, выражение (3.2) справедливо при  = ). На основа-
нии данных экспериментов [28] в расчетах примем  мс и  мс. Из соот-
ношений (3.1) вытекает: при  пологие оболочки нагружаются со стороны

нижней (вогнутой) лицевой поверхности (при этом предполагается, что ), а
при  – со стороны верхней (выпуклой) лицевой поверхности (при этом счита-

ем, что ).
Известно, что при нарастании внешней динамической нагрузки до максимального ее

значения за время, меньшее 0.1 мкс, в КМ-конструкциях возникают откольные явления
и расслоения [7]. Так как в рассматриваемом случае нагружения  = 0.1 мс  0.1 мкс,
материал искривленных панелей остается сплошным, и вполне обоснованно приме-
нимы допущения, использованные в разд. 2.

Теплообмен КМ-панелей с окружающей средой на лицевых поверхностях происхо-

дит в условиях естественной конвекции (  Вт/(м2 К) [32] и ) при темпе-

ратуре воздуха  (см. равенства (2.21)). На торцевых поверхностях тонкостен-

ных конструкций задана температура, которая поддерживается равной  (см. форму-

лу (2.24) при  и ).
Оболочки выполнены из эпоксидной смолы [9] и армированы стеклянными волок-

нами [10] (стеклопластик) или из магниевого сплава ВТ65 [18] и усилены стальной
проволокой марки У8А [10] (металлокомпозиция). Упругопластическое деформиро-
вание компонентов композиций при постоянстве температуры  и скорости дефор-
маций  определяется диаграммой с линейным упрочнением

где  и  – осевое напряжение и соответствующая ему деформация при растяжении–

сжатии;  – модуль упрочнения k-го материала композиции;

 – условный предел текучести того же материала. Физико-механиче-
ские характеристики компонентов композиций представлены в табл. 1, где в скобках
указана температура ( ), при которой определено значение соответствующей ве-
личины. Во второй и третьей частях табл. 1 (для скоростей деформаций  c–1 и

 c–1) представлены только те значения характеристик, которые отличаются от

данных, приведенных в первой части (для  c–1). Как и в [17], предполагает-
ся: в рассматриваемом диапазоне изменения скорости деформации  можно прене-
бречь зависимостью упругих и теплофизических характеристик материалов компози-
ции от  [18, 19]. В расчетах зависимости физико-механических характеристик от тем-
пературы  аппроксимировались линейно по данным, указанным в табл. 1, а
аппроксимации зависимостей характеристик пластичности материалов от скорости
деформирования  принимались такими же, как в [17].

Для реализации разработанного в разд. 1 численного метода по пространственным
переменным  и  вводилась регулярная сетка с шагами  = 1 см; шаг
по времени  задавался равным 0.25 мкс. При такой дискретизации рассматриваемых
задач необходимые условия устойчивости построенной конечно-разностной схемы
выполняются с запасом (см. формулы (6.3) в [17]).
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Пологие оболочки усилены двумя семействами волокон ( ), уложенных в на-
правлениях  и  соответственно (как изображено на рис. 1) с плотностями армиро-
вания  и . Углы армирования для такой плоской структуры, согласно
рис. 2, имеют значения: ,  и  (см. соотношения (2.1)).

Чтобы выяснить вопрос о выборе значения L в формуле (2.18), при котором обеспе-
чивалась бы приемлемая для практических расчетов точность определения температу-
ры , исследуем зависимости от L наибольших значений  = 

( , ,  и  мс). На рис. 3 представлены эти зависимости для
стеклопластиковой КМ-панели (рис. 3,а), полученные при  МПа (см. выра-
жения (3.1) и (3.2)), и для Mg–У8А-оболочки (рис. 3,б) при  МПа. При ука-
занных значениях  в рассматриваемых конструкциях наблюдается пластическое
деформирование компонентов композиции. Значению  на рис. 3 соответствуют

= 2N
1x 2x

ω =1 0.1 ω =2 0.3
θ = θ = π1 2 /2 ϕ =1 0 ϕ = π2 /2

Θ ( )Θmax L ( )Θ
,

max , ;
t

t L
r

r

≤1x a ≤2x b ≤3x h ≤ ≤0 50t
=max 8p
=max 30p

maxp
= 0L

Таблица 1. Физико-механические характеристики компонентов композиций [9, 10, 18]

Характеристика 
материала Эпоксидная смола Стеклянные 

волокна
Магниевый сплав 

ВМ65 (Mg)
Стальная 

проволока У8А

 с–1

ρ, кг/м3 1210.0 (20) 2520.0 (20) 1800.0 (20) 7800.0 (20)
1208.0 (40) 2519.6 (80) 1796.2 (100) 7791.8 (100)

E, ГПа 2.8 (20) 86.8 (20) 43.0 (20) 210.0 (20)
2.3 (40) 86.3 (80) 38.5 (100) 195.0 (100)

ν 0.330 (20) 0.250 (20) 0.330 (20) 0.300 (20)
0.333 (40) 0.254 (80) 0.334 (100) 0.305 (100)

σs, МПа 20 (20) 4500 (20) 267 (20) 3968 (20)
18 (40) 4400 (80) 219 (100) 3971 (200)

Es, ГПа 1.114 (20) 6.230 (20) 0.379 (20) 6.973 (20)
0.783 (40) 5.168 (80) 0.367 (100) 5.014 (200)

λ, Вт/(м K) 0.243 (20) 0.89 (20) 117.23 (20) 42.7 (20)
0.240 (40) 0.86 (80) 121.42 (100) 41.7 (100)

α × 106, K–1 68.1 (20) 2.5 (20) 20.9 (20) 12.3 (20)
70.3 (40) 2.6 (80) 22.6 (100) 13.2 (100)

c, кДж/(кг K) 1.54 (20) 0.800 (20) 1.032 (20) 0.485 (20)
1.60 (40) 0.839 (80) 1.054 (100) 0.488 (100)

 с–1

σs, МПа – – 306 (20) –
– – 243 (100) –

Es, ГПа – – 0.589 (20) –
– – 0.596 (100) –

 с–1

σs, МПа 22.0 (20) 4600 (20) 385 (20) 4100 (20)
19.5 (40) 4550 (80) 340 (100) 4075 (200)

Es, ГПа 1.238 (20) 6.314 (20) 1.010 (20) 7.035 (20)
0.853 (40) 5.458 (80) 0.625 (100) 6.158 (200)

−ε = × 45 10

ε = 0.417

ε = 104.0



293МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКОГО

случаи, когда тепловой отклик в пологих КМ-оболочках не учитывается, поэтому

условно принято  = 20°C. Сплошные кривые на рис. 3 рассчитаны при
учете зависимости пластических свойств материалов композиции от скорости их де-
формирования (от величины  в соотношениях (2.14)), а штриховые кривые, номера
которых помечены штрихом, – без учета этой зависимости (термоупругопластическое
деформирование). В последнем случае расчеты проводились по данным первой части

табл. 1 (при значении  с–1). Кривые 1 и 1' получены при нагружении КМ-
панелей снизу – со стороны вогнутой лицевой поверхности ( ), а кривые 2 и
2' – при нагружении сверху – со стороны выпуклой лицевой поверхности ( ).

Анализ поведения кривых на рис. 3 показывает, что приращение величины 
при переходе от  к  можно считать практически пренебрежимо малым. При

 система линеаризованных уравнений (2.21) и (2.22), из которой при учете соот-
ношений (2.23) в текущий момент времени вычисляются коэффициенты в представ-
лении температуры (2.18), становится плохо обусловленной, поэтому зависимости

 при  являются расходящимися и на рис. 3 не изображены. (Этот резуль-
тат качественно совпадает с полученным ранее для КМ-пластин разной относитель-
ной толщины [17].) Далее в расчетах принимаем .

На рис. 4 изображены осцилляции наибольших значений температуры  =
=  ( ,  и ) в стеклопластиковой пологой оболочке, нагру-

женной снизу (рис. 4,а) давлением  МПа и сверху:  МПа (рис. 4,б).
Сплошные кривые 1 на рис. 4 рассчитаны по термоупруговязкопластической теории,
а штриховые кривые 2 – термоупругопластической теории. Сравнение поведения
кривых 1 и 2 на рис. 4 показывает, что расчеты, выполненные по термоупруговязко-
пластической (кривые 1) и по термоупругопластической (кривые 2) моделям дефор-
мирования компонентов композиции искривленных панелей при их динамическом
поперечном нагружении, приводят к существенно разным температурным откликам.
При этом указанные теории деформирования предсказывают разные значения дости-
гаемого максимума температуры  = . Так, при нагружении стеклопла-

стиковой панели снизу, согласно поведению кривой 1 на рис. 4,а, значение  =
= 34.5°C при учете чувствительности фазовых материалов к скорости их деформиро-
вания и  = 33.2°C (см. кривую 2 на рис. 4,а) при неучете этой чувствительности.
Оба указанных значения достигаются в один и тот же момент времени  мс и в
данном случае различаются незначительно (менее, чем на 1.5°C). Однако уже в случае
нагружения пологой оболочки из стеклопластика сверху (см. рис. 4,б) такое различие
становится более существенным, причем значения , полученные по термоупруго-
вязкопластической и термоупругопластической теориям, достигаются в разные мо-
менты времени. А именно: согласно поведению кривой 1 на рис. 4,б, значение  =
= 50.8°C достигается при  мс, а на кривой 2 глобальный максимум со значени-
ем  = 54.3°C реализуется при  мс. Таким образом, расчеты, выполненные без
учета зависимости пластических свойств материалов композиции от скорости их де-
формирования, занижают расчетное значение  при нагружении стеклопластико-
вой искривленной панели снизу (см. рис. 4,а), и, наоборот, завышают это значение
при нагружении такой конструкции сверху (см. рис. 4,б). Для сравнения напомним:
согласно результатам работы [17], аналогичная стеклопластиковая пластина с теми же
характерными размерами и с такой же структурой армирования при  МПа
нагревается практически до таких же значений , что и пологая оболочка, нагру-
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женная снизу (см. рис. 4,а). Однако эти значения существенно меньше тех, что дости-
гаются при нагружении искривленной панели сверху (см. рис. 4,б).

На рис. 5 изображены аналогичные зависимости , полученные для металло-
композитной пологой оболочки, нагруженной снизу при  МПа (рис. 5,а) и
сверху при  МПа (рис. 5,б). Номера кривых на рис. 5 имеют тот же смысл,
что и на рис. 4. Поведение кривых 1 и 2 на рис. 5 различается в еще большей степени,

( )Θm t
=max 30p

= −max 30p

Рис. 3. Зависимости максимальных значений температуры от порядка аппроксимирующего полинома в
стеклопластиковой (а) и металлокомпозитной (б) искривленных панелях.
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Рис. 4. Зависимости от времени наибольших значений температуры в стеклопластиковой искривленной па-
нели, нагруженной снизу (а) и сверху (б).
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Рис. 5. Зависимости от времени наибольших значений температуры в металлокомпозитной искривленной
панели, нагруженной снизу (а) и сверху (б).
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чем на рис. 4. Объясняется это тем, что пластические свойства связующего рассматри-
ваемой металлокомпозиции сильно чувствительны к изменению скорости его дефор-
мирования, а компоненты стеклопластиковой композиции относительно слабо чув-
ствительны к изменению этой скорости (см. табл. 1).

Сравнение кривых с одинаковыми номерами на рис. 4,а, 4,б и 5,а, 5,б соответствен-
но показывает, что при практически одинаковых уровнях максимальных значений
интенсивностей деформаций компонентов композиций, достигаемых в процессе по-
перечных осцилляций оболочек, металлокомпозитные искривленные панели (как и в
случае пластин [17]) нагреваются в значительно большей степени, чем стеклопласти-
ковые. Так, согласно поведению кривых на рис. 5,б, в отдельных точках пологой Mg–
У8А-оболочки, нагруженной сверху, температура может превышать 100°C. Однако
резкий интенсивный нагрев отдельных точек такой конструкции является кратковре-
менным и длится менее 1 мс.

Согласно поведению кривой 2 на рис. 3,б (при ) и кривой 1 на рис. 5,б, для
Mg–У8А-панели, нагруженной воздушной взрывной волной сверху, пиковые значе-
ния температуры могут превышать 200°C. По оценкам же, приведенным в [33], при
ударном нагружении металлических образцов в областях локализованной пластиче-
ской деформации температура может достигать 1000 K и выше. Как видно из предыду-
щего анализа, максимальные значения температуры для металлокомпозитной поло-
гой оболочки уже сопоставимы с этими оценками.

В [17] было показано, что динамический неупругий расчет стеклопластиковых пла-
стин можно проводить без учета температуры в них (в силу незначительного их нагре-
ва – не более, чем на 13°C). Расчеты же, выполненные по формулам данной работы,
демонстрируют необходимость учета теплового отклика в пологих стеклопластиковых
оболочках, нагружаемых воздушной взрывной волной. Так, на рис. 6 изображены по-
перечные колебания центральной точки искривленной панели из стеклопластика
( ), определенные при значениях  МПа (рис. 6,а) и  =
= –8 МПа (рис. 6,б). Кривые 1 и 2 на рис. 6 рассчитаны при тех же условиях, что и на
рис. 4, а пунктирные кривые 1' приведены для сравнения и соответствуют упруговяз-
копластическому расчету, при котором изменение температурного поля в КМ-панели
не учитывается. Поведение кривых 1 и 1' на рис. 6 демонстрирует, что с течением вре-
мени зависимости , полученные с учетом и без учета теплового отклика в стекло-
пластиковой пологой оболочке, все более различаются, особенно при ее нагружении
со стороны выпуклой лицевой поверхности (см. рис. 6,б). Аналогичное сравнение
кривых 1 и 2 на рис. 6 показывает, что зависимости  для рассматриваемой КМ-
конструкции, рассчитанные с учетом и без учета чувствительности пластических
свойств компонентов ее композиции к скорости их деформирования, с течением вре-
мени также все более различаются.

Согласно поведению кривых 1 на рис. 6,а и 6,б, максимальный по модулю прогиб
искривленной стеклопластиковой панели достигается после ее прощелкивания
вниз – в сторону вогнутой лицевой поверхности (вследствие динамической неустой-
чивости конструкции), которое наступает после прекращения действия внешней на-
грузки (см. выражения (3.1) и (3.2) при  мс). Так, на кривой 1 рис. 6,а наи-
больший по модулю прогиб  ≡  = 6.22 см реализуется при  мс, а

для кривой 1 на рис. 6,б  см, который достигается при  мс  .
Следовательно, при нагружении искривленной панели из стеклопластика со стороны
ее выпуклой лицевой поверхности наблюдается прощелкивание (причем не на первой
осцилляции) вдвое большей амплитуды, чем при ее нагружении со стороны вогнутой
лицевой поверхности. Это приводит к тому, что максимальные значения интенсивно-
сти деформаций фазовых материалов композиции такой оболочки в первом случае
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оказываются на 20–40% больше, чем во втором. Поэтому в процессе осцилляций ис-
кривленная стеклопластиковая панель, нагруженная сверху, нагревается значительно
больше (см. рис. 4,б), чем при нагружении снизу (см. рис. 4,а). Расчеты показывают,
что максимальные значения температуры в пологих КМ-оболочках не всегда достига-
ются в момент их максимального прощелкивания.

На рис. 7 изображены аналогичные зависимости , полученные для металло-
композитной искривленной панели при  МПа (рис. 7,а) и  МПа
(рис. 7,б). Кривые на рис. 7 определены при тех же условиях, что и кривые с теми же
номерами на рис. 6. Как видно из рис. 7, уже на рассматриваемом малом промежутке
времени (  мс) кривые 2 и 1' существенно отличаются от кривой 1. В еще
большей степени в соответствующих расчетах различаются и осцилляции максималь-
ных значений интенсивностей деформаций компонентов композиции Mg–У8А-обо-
лочки (такие зависимости от времени здесь не представлены). Это замечание справед-
ливо и для стеклопластиковых искривленных панелей, обсуждавшихся выше. Поэто-
му все выводы, сделанные ранее для пологих оболочек из стеклопластика, можно
перенести и на металлокомпозитные конструкции с той лишь разницей, что в послед-
них все эффекты и различия проявляются более ярко.

Можно предположить, что достаточно большие значения температуры, достигае-
мые в отдельных точках металлокомпозитной искривленной панели при ее динамиче-
ских колебаниях в поперечном направлении (см. рис. 5), являются следствием того,
что в проведенных расчетах использовано допущение: теплообмен тонкостенной КМ-
конструкции с окружающей средой через лицевые поверхности осуществляется в

условиях естественной конвекции (  Вт/(м2 К)). Так как пологая КМ-оболоч-
ка при поперечном нагружении воздушной взрывной волной осциллирует с достаточ-

( )0w t
=max 30p = −max 30p

≤ ≤0 24t

±α =( ) 30

Рис. 6. Осцилляции прогиба центральной точки стеклопластиковой искривленной панели, нагруженной
снизу (а) и сверху (б).
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но большой частотой (см. рис. 6 и 7), то, возможно, теплообмен через ее лицевые по-
верхности необходимо рассматривать как происходящий в условиях вынужденной, а
не естественной конвекции. Исходя из этого допущения, были выполнены дополни-

тельные расчеты при задании коэффициентов теплоотдачи  Вт/(м2 К) (см.
равенства (2.21)), значения которых характерны для вынужденной конвекции газов
[32]. Рассчитанные при этом величины  отличаются от ранее полученных, т.е. в
условиях естественной конвекции газов (см. рис. 4 и 5), только в четвертой значащей
цифре. А значит, увеличение значений коэффициентов теплоотдачи на лицевых по-
верхностях изучаемых КМ-конструкций в 10 раз практически не оказывает влияния
на результаты расчетов их термоупруговязкопластического деформирования на рас-
сматриваемых промежутках времени (  мс). Следовательно, на таких, доста-
точно малых, интервалах времени тепловые процессы, протекающие в пологих КМ-
оболочках, можно считать адиабатическими, так как теплообмен кондуктивным пу-
тем в них еще пренебрежимо мал. Это обстоятельство, по-видимому, объясняет тот
факт, что, как было показано выше (см. рис. 3) и в [17], для адекватного описания теп-
лофизического состояния тонкостенной КМ-конструкции при ее динамическом на-
гружении в поперечном направлении температуру по толщине следует аппроксими-
ровать полиномами 6–7 порядков, а не 1–2 порядков, как это традиционно принято
делать для таких конструкций при их квазистатическом нагружении, когда доминиру-
ет именно кондуктивная составляющая теплопереноса.

Заключение. Разработанная математическая модель неизотермического упруговяз-
копластического деформирования гибких пологих оболочек со структурами многона-
правленного армирования позволяет рассчитывать волновые процессы в них, а также
учитывать слабое сопротивление таких тонкостенных элементов КМ-конструкций

±α =( ) 300

( )Θm t

≤ ≤0 50t

Рис. 7. Осцилляции прогиба центральной точки металлокомпозитной искривленной панели, нагруженной
снизу (а) и сверху (б).
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поперечному сдвигу и связанность механической и теплофизической составляющих
рассматриваемой задачи. Разработанный метод решения позволяет численно инте-
грировать сформулированную нелинейную начально-краевую задачу по явной схеме
при использовании численно-аналитической модели структурной механики компо-
зитов, предложенной в [17].

Проведенный сравнительный анализ термоупруговязкопластического и термо-
упругопластического поведения динамически нагружаемых гибких искривленных
КМ-панелей показал, что в отличие от аналогичных по структуре и характерным раз-
мерам армированных пластин [17] как стеклопластиковые, так и металлокомпозитные
пологие оболочки необходимо рассчитывать, учитывая наличие теплового отклика,
возникающего в них при динамическом нагружении. При этом гибкие искривленные
панели из стеклопластика в отдельных точках могут нагреваться дополнительно на
14…27°C (подобные же им КМ-пластины – не выше, чем на  [17]), а металлоком-
позитные пологие оболочки – на 66…200°C (аналогичные им КМ-пластины – на
30…31°C [17]). Однако промежутки времени, на которых достигаются пиковые значе-
ния температуры кратковременны – составляют доли миллисекунды. Более интен-
сивный нагрев и, как следствие, большее термическое влияние наблюдается при на-
гружении пологих КМ-оболочек воздушной взрывной волной со стороны их выпук-
лых, а не вогнутых лицевых поверхностей.

При динамическом нагружении таких тонкостенных КМ-конструкций со стороны
любой из лицевых поверхностей происходит их прощелкивание в сторону вогнутых
лицевых поверхностей, которое наблюдается уже после прекращения действия крат-
ковременной интенсивной нагрузки. Величины прогибов при прощелкивании в слу-
чае нагружения пологих оболочек со стороны их выпуклых лицевых поверхностей
значительно превышают по модулю аналогичные величины при нагружении таких
КМ-конструкций со стороны вогнутых поверхностей. Это обстоятельство и объясняет
более интенсивное выделение тепла в первом случае по сравнению со вторым.

Таким образом, в отличие от армированных гибких пластин [17], аналогичные по
структуре и характерным размерам пологие оболочки при динамическом нагружении
нужно рассчитывать, учитывая наличие теплового отклика в них и чувствительность
пластических свойств компонентов их композиций к скорости деформирования, т.е.
по термоупруговязкопластической теории.

Работа выполнена в рамках государственного задания (№ госрегистрации
121030900260-6).
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Modeling of Dynamic Thermo-Elastic-Viscous-Plastic Deformation
of Flexible Shallow Reinforced Shells

A. P. Yankovskiia,#

aKhristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics SB RAS, Novosibirsk, Russia
#e-mail: lab4nemir@rambler.ru

A mathematical model of non-isothermal elastic-viscous-plastic deformation of f lexible
shallow shells with multidirectional reinforcement structures has been developed. Wave pro-
cesses and weak resistance to transverse shear in curved panels are modeled in terms of Am-
bartsumian’s bending theory. The geometric nonlinearity of the problem is taken into ac-
count in the Karman approximation. The composition components are assumed to be iso-
tropic materials, and their plasticity is described by the f low theory with a loading function
depending on the strain rate and temperature. The connectedness of the thermomechanical
problem under dynamic loading of composite shallow shells is taken into account. In the
transverse direction of constructions, the temperature is approximated by a 7th order poly-
nomial. The formulated two-dimensional nonlinear initial-boundary value problem is
solved using an explicit numerical scheme of time steps. The thermo-elastic-visco-plastic
and thermo-elastic-plastic behavior of fiberglass and metal-composite shallow shells or-
thogonally reinforced in two tangential directions, loaded in the transverse direction by an
air blast wave, has been studied. It is shown that f lexible curved fiberglass panels at certain
points can additionally heat up by 14…27°C, and similar metal-composite conctructions –
by 70°С or more. In this case, peak temperature values are kept at short-term intervals – on
the order of fractions of 1 ms. It is shown that, unlike f lexible plates, similar shallow shells
(with the same reinforcement structure and the same characteristic dimensions) under dy-
namic loading in the transverse direction must be calculated not only taking into account the
dependence of the plastic properties of the composition components on their strain rate, but
also taking into account thermal response in such thin-walled constructions. A more intense
inelastic deformation of curved composite panels is observed when they are loaded from the
side of the convex front surface.

Keywords: f lexible shallow shells, multidirectional reinforcement, thermo-elastic-viscous-
plasticity, coupled thermomechanical problem, Ambartsumyan’s bending theory, dynamic
loading, explicit numerical scheme
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В работе впервые строго исследуется двумерная динамическая контактная задача о
действии деформируемого штампа на четверть плоскости многослойной среды.
В отличие от случая абсолютно твердого штампа, деформируемый штамп вносит до-
полнительные особенности, состоящие в возможности возникновения дискретных
резонансов, предсказанных академиком И.И. Воровичем. Показано, что использо-
вание метода, основанного на применении блочных элементов, позволяет получать
уравнение, описывающее резонансные частоты. Для исследования контактных за-
дач с деформируемым штампом из материалов сложной реологии, в том числе,
смарт-материалов. Вначале рассмотрен случай деформируемого штампа из материа-
ла простой реологии, которая описывается уравнениями Гельмгольца. Решения гра-
ничных задач для штампов сложной реологии, представляются комбинацией реше-
ний граничных задач для штампов простой реологии.

Ключевые слова: контактная задача, блочный элемент, деформируемый штамп, инте-
гральное уравнение Винера–Хопфа
DOI: 10.31857/S0032823523020030, EDN: TYZHJI

1. Введение. Углубленному теоретическому исследованию контактных задач с де-
формируемым штампом, особенно динамических, посвящено ограниченное количе-
ство работ. Большинство из них связано с применением различных пакетов программ,
например, COMSOL. Они дают, как правило, лишь качественные картинки в статиче-
ских задачах, не проникая в глубинные их особенности. Наиболее глубокие исследо-
вания в этой области были выполнены И.И. Воровичем [1, 2]. Им были изучены спек-
тральные свойства неоднородной полосы и исследованы возможности возникнове-
ния дискретных резонансов. В связи со сложностью решения динамических
граничных задач для деформируемого штампа, в [3] была предложена модель дефор-
мируемого штампа, состоящая из абсолютно твердых массивных штампов, соединен-
ных упругой пружиной. Возможность учета деформаций штампов, состоящих из ма-
териалов сложной реологии, открыл метод блочного элемента и связанный с ним
фрактальный универсальный метод моделирования [4]. Этот подход позволяет разла-

УДК 539.3



304 БАБЕШКО и др.

гать решения граничных задач для деформируемого штампа из материала сложной
реологии на составляющие решений граничных задач, для штампов из материалов
простых реологий, что значительно облегчает анализ. Именно этот подход был ис-
пользован в исследованиях контактных задач для деформируемых штампов в форме
полос, действующих на многослойное основание [5]. В процессе исследования этой
контактной задачи методом блочного элемента обнаружено, что в отличие от случаев
абсолютно твердого штампа, решения для деформируемых штампов зависят от функ-
ционалов составных решений, вид которых полностью определяется в процессе реше-
ния граничной задачи. Выяснено, что именно с их помощью строятся уравнения для
определения упомянутых выше частот дискретных резонансов. Показано, что приме-
нявшийся подход позволяет исследовать контактную задачу с деформируемым штам-
пом в том случае, если имеется решение контактной задачи для случая абсолютно
жесткого штампа. Определенные возможности в этом отношении дают работы [6–15].
Исследование особенностей рассматриваемой двумерной контактной задачи с дефор-
мируемым штампом в четверть плоскости на многослойной среде стало возможным
благодаря результату, полученному в [16] в этой области для абсолютно жесткого
штампа. На его основе изучается контактная задача с деформируемым штампом про-
стой реологии, описываемым уравнением Гельмгольца. Возможность переноса иссле-
дований на случай штампов из материалов сложных реологий дает подход [4].

В работе построено высокоточное решение этой контактной задачи, дающее воз-
можность переноса этого метода для исследования контактных задач с деформируе-
мым штампом более сложных реологий. В отличие от одномерного случая, где удается
построить аналитически точное решение контактной задачи для деформируемого
штампа [5], в случае двумерной задачи построены точные решения для абсолютно
жесткого штампа и высокоточные приближенные решения контактной задачи для де-
формируемого штампа.

2. Постановка задачи. Будем рассматривать линейно упругую многослойную среду
конечной толщины, на верхней границе которой расположен деформируемый штамп,
занимающий область первого квадранта, рис. 1. Предполагается, что многослойная
среда сформирована изотропными упругими слоями, так, как это описано в [3]. Пред-
полагается, что штамп колеблется вертикально по гармоническому закону, описывае-

мому функцией . Ось декартовой системы координат  располагается на верх-
ней границе многослойной среды, и направлена по нормали наружу. Остальные оси
расположены в касательной плоскости. Принимая во внимание возможность приме-
нения универсального метода моделирования [4, 16], позволяющего представлять ре-
шения граничной задачи для деформируемого штампа из материала сложной реоло-
гии разложенными по решениям граничных задач для уравнений простых реологий,
применим в дальнейшем этот подход. Он состоит в том, что решение векторной гра-
ничной задачи, например, для системы уравнений Ламе, может быть представлено
комбинацией решений скалярных, то есть, отдельных граничных задач, решенных в
этой же области. Для выбора уравнений скалярных граничных задач необходимо
брать те из них, которые доказаны либо преобразованием Галеркина, либо методом
потенциалов [4]. Для системы уравнений Ламе доказано, что необходимо брать ска-
лярные граничные задачи для уравнения Гельмгольца. Для системы уравнений Ламе
необходимо брать две скалярные граничные задачи для уравнений Гельмгольца, про-
диктованных преобразованиями Галеркина или потенциалами. При этом не суще-
ственно, какой материал описывается скалярной граничной задачей для уравнения
Гельмгольца, важно, чтобы он соответствовал требованиям указанных выше преобра-
зований. В качестве граничных условий берутся условия Дирихле или Неймана.

Известно, что преобразования Галеркина можно применять ко множеству систем
дифференциальных уравнений механики и физики [3]. Решения для всех их, в конеч-
ном счете, представляются разложениями решений скалярных граничных задач, как

− ωi te 3ox
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описано и опубликовано, в качестве примера, для системы уравнений Ламе. Будем
считать, что материал деформируемого штампа описывается уравнением Гельмголь-
ца, рассматриваемым в первом квадранте, а граничная задача является скалярной.
В зависимости от реологий материалов для систем дифференциальных уравнений, не-
обходимо находить решения нескольких граничных задач для уравнений Гельмгольца
с разными параметрами.

Внешние воздействия на объект будут задаваться на границе – условиями Дирихле
или Неймана, а также распределенными или сосредоточенными воздействиями на
поверхности .

Построенные решения интегрального уравнения в двумерном случае обладают те-
ми же особенностями решения вблизи границ (описываемыми функциями  и

), что и в работе [16], а в угловой точке – интегрируемой особенностью, требую-
щей дополнительного исследования.

Достоинством настоящей работы по сравнению с работой [16] явилась возмож-
ность задания внешних воздействий, не требующих разделения переменных, что от-
крывает путь к решению задач для анизотропных материалов.

3. Граничная задача для деформируемого штампа. Рассмотрим граничную задачу для
уравнений Гельмгольца, моделирующего материал деформируемого штампа простой
реологии

(3.1)

Здесь  – оператор Лапласа,  – решение граничной задачи для уравнений
Гельмгольца,  – воздействие на штамп со стороны многослойной среды в об-
ласти контакта,  внешнее воздействие на штамп сверху. Для уравнения Гельм-
гольца ставится граничная задача Дирихле вида

(3.2)

Вводится обозначение . Алгоритм метода блочного эле-
мента, включающий этапы внешней алгебры, внешнего анализа и фактор-топологий,
для совокупности блоков, описан во многих работах. После его применения к рас-

1 2( , )t x x

1x

2x

( )Δ + ψ = − = ω =2
1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ); , constk x x q x x t x x k c c

Δ ψ 1 2( , )x x

1 2( , )q x x

1 2( , )t x x

ψ = ψ ψ = ψ1 1 2 1 2 2 1 2 2 1( , ) (0, ), ( , ) ( ,0)x x x x x x

= −1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )s x x q x x t x x

Рис. 1. Часть неограниченной области первого квадранта, занятой деформируемым штампом, действую-
щим на многослойную среду.
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сматриваемой граничной задаче, получаем внешнюю форму в преобразовании Фурье,
в виде

(3.3)

Здесь приняты обозначения

(3.4)

В дальнейшем, для краткости, если оговаривается отдельно, прописными буквами
обозначены преобразований Фурье функций, обозначенных строчными буквами, на-
пример,

Первые четыре члена справа у функции  представляют преобразо-
вания Фурье неизвестного контактного напряжения  и неизвестные функци-
оналы , ,  от искомого контактного напряжения. Осталь-
ные члены справа представляют преобразования Фурье и функционалы от задаваемых
внешних воздействий. По опыту исследования одномерной контактной задачи [5],
вначале должны быть определены контактные напряжения под деформируемым
штампом, после этого, определяются функционалы.

4. Двумерное интегральное уравнение Винера–Хопфа. Контактная задача о действии
деформируемого штампа на многослойную среду, применяемым в статье подходом
может быть исследована, если удается точно решить интегральное уравнение соответ-
ствующей контактной задачи для абсолютно жесткого штампа при задании в правой
части произвольной функции. В работе [16] впервые решено точно двумерное инте-
гральное уравнение Винера–Хопфа в четверти плоскости, применением разделения
переменных. В настоящей работе развивается другой подход решения этого уравне-
ний для произвольной правой части, не требующий разделения переменных. Ниже
дается его краткое изложение. Интегральное уравнение контактной задачи о действии
абсолютно твердого штампа на многослойную среду при наличии гармонических воз-
действий на штамп, в декартовой системе координат в первом квадранте имеет вид [16].

(4.1)
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Обозначения работы [16] полностью сохранены. Здесь ,  – контуры, лежащие на
вещественной оси и отклоняющиеся от нее в динамических задачах гармонической во
времени вибрации, лишь обходя вещественные полюса, по малым полуокружностям,
если они возникают [16]. Не усложняя проблему, выше рассматривается случай изо-
тропной задачи теории упругости. Функции ,  являются четными целыми
функциями, представимыми бесконечными произведениями. Предполагается, что
функции  и  – целые функции первого порядка и конечного типа, то есть
являются трансцендентными, в частности, полиномами. В принятых обозначениях
целая функция  обращается нуль на множествах значений . Разрешая эти
соотношения относительно переменных ; , имеем нули в форме  =

= ,  = . Соответственно, целая функция  имеет нули на

множествах , , . Все нули, предполагае-
мые однократными, имеют точки сгущения на бесконечности в некоторых клиновид-
ных областях, содержащих мнимые полуоси комплексной плоскости. Для нулей при-
няты обозначения: плюс – принадлежность верхней полуплоскости комплексной
плоскости, минус – нижней.

(4.2)

После деления  на , возникают мероморфные функции, обозначенные .
Их нулями являются . Примем правую часть  интегрального уравнения (4.1)
в форме

(4.3)

Для построения решения этого уравнения, не требуя разделения переменных, вос-
пользуемся подходом, изложенным в [16] и будем искать решение в виде
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Следуя [16], получим решение интегрального уравнения в форме

(4.4)

Построенное решение двумерного уравнения Винера–Хопфа в первом квадранте
легко трансформируется в решения одномерных уравнений Винера–Хопфа, в случа-
ях, когда справедлива замена  или .

5. Интегральное уравнение для деформируемого штампа. Составим интегральное
уравнение для определения контактных напряжений под деформируемым штампом.
Для этого с учетом формул (3.1)–(3.4) представим перемещение  деформируе-
мого штампа в области контакта в виде упакованного блочного элемента

(5.1)

Преобразуем представление внешней формы, разделив в ней неизвестные и заданные
составляющие

(5.2)

Выберем в интегральном уравнении (4.1) в качестве неизвестной функции 
контактные напряжения , возникающие под деформируемым штампом. При-
равняем вертикальные перемещения (4.1) поверхности многослойной среды 
параметрам вертикального перемещения (5.1)  деформируемого штампа сни-
зу. Применив к этому равенству преобразование Фурье, получим соотношение
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В результате приходим к функциональному уравнению

С учетом (4.2), функция  принимает вид

(5.3)

Преобразование Фурье правой части двумерного интегрального уравнения Вине-
ра–Хопфа для деформируемого штампа (4.3) представимо в форме

(5.4)

Применив к этому соотношению обращение Фурье, получаем интегральное уравне-
ние контактной задачи о действии деформируемого штампа на многослойную среду
в виде

(5.5)

6. Дисперсионные уравнения частот дискретных резонансов академика И.И. Воровича.
Воспользуемся построенным решением интегрального уравнения Винера–Хопфа в
первом квадранте (5.5). С учетом принятых обозначений (5.3), (5.4), его решение, для
произвольной правой части имеет вид
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(6.2)

С учетом (5.2) представим уравнение (6.2) в следующем виде

(6.3)

где

Полагая слева в этом выражении , , получаем систему трех инте-
гральных уравнений относительно , , 
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ются особенности типа  [3]. Остальные члены уравнения учитывают значение
контактных напряжений во внутренней зоне области. Пренебрегая узкой зоной вбли-
зи границы, получим следующие приближенные уравнения для функционалов.

(6.5)

Функционалы (6.5) позволяют описать высокоточные дисперсионные уравнения
для нахождения частот  дискретных резонансов, предсказанных И.И. Воровичем. 

Подставляя найденные значения функционалов (6.5) , ,
 в правую часть соотношения (6.3), получаем высокоточное аналитическое

решение контактной задачи с деформируемым штампом. Для большей точности при-
ближенного решения, функционалы следует внести также и в подынтегральные функ-
ции в (6.3). Переход к штампам более сложной реологии осуществляется по алгорит-
му, описанному в работе [4].

Заключение. В работе впервые построены основы теории двумерных контактных за-
дач для деформируемых штампов, действующих на многослойные основания. Уста-
новлено соответствие получаемых результатов с ранее обнаруженным И.И. Ворови-
чем существованием дискретных резонансов в контактных задачах с деформируемы-
ми штампами. Найдены высокоточные приближенные решения контактных задач с
деформируемым штампом в четверть плоскости и дисперсионные уравнения для слу-
чая материала штампа простой реологии. Изложен алгоритм решения таких контакт-
ных задач для деформируемых штампов сложных реологий. В основе теории лежит
универсальный метод моделирования, позволивший точно решать контактные задачи
для абсолютно жесткого штампа и высокоточно для случая с деформируемым штампом.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фон-
да, проект № 22-21-00129.
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On the Contact Problem with Deformable Stamp in the Quarter Plain
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In this paper, for the first time, a two-dimensional dynamic contact problem on the action
of a deformable stamp on a quarter of the plane of a multilayer medium is strictly mathemat-
ically investigated. In contrast to the case of an absolutely solid stamp, a deformable stamp
introduces additional features, consisting in the possibility of the occurrence of discrete res-
onances predicted by academician I.I. Vorovich. The paper shows that the use of a method
based on the use of block elements makes it possible to obtain an equation describing reso-
nant frequencies. To study contact problems with a deformable stamp made of materials of
complex rheology, including smart materials, it is proposed in the paper to first conduct a
study for the case of a deformable stamp made of a material of simple rheology described by
Helmholtz equations. Solutions of boundary value problems for stamps of complex rheolo-
gy, after that, are represented by a combination of solutions of boundary value problems for
stamps of simple rheology.

Keywords: contact problem, block element, deformable stamp, Wiener–Hopf integral equa-
tion
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Строится математическая модель, описывающая эволюцию импульсного сигнала в
скважине при наличии продольной или поперечной трещины ГРП в призабойном
участке. Полагается, что из устья скважины сигнал посылается с длиной волны
большей диаметра скважины и длины открытого участка скважины. По динамике
“эха” импульсного сигнала, возвратившегося к устью скважины, можно судить о ка-
честве гидроразрыва пласта. Приведены результаты численных расчетов для им-
пульса колоколообразной формы. Показано, что при диагностике трещин в качестве
флюида, по которому распространяется сигнал, более предпочтительна вода, чем
нефть.
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1. Введение. Для исследования призабойной зоны скважин могут быть использова-
ны различные методы: гидродинамические, акустические, сейсмические, термодина-
мические. Наиболее активно применяются исследования скважин при установивших-
ся отборах (снятие индикаторных диаграмм); исследование скважин при неустано-
вившихся режимах (снятие кривых восстановления давления, кривых восстановления
уровня), исследование скважин на взаимодействие (гидропрослушивание) (см., напр.,
[1]). Гидроразрыв пласта (ГРП) зарекомендовал себя, как один из наиболее эффектив-
ных методов интенсификации добычи высоковязкой нефти или нефти из низкопро-
ницаемых пластов [2].

Существующие способы оценки высоты трещины ГРП после ее образования (аку-
стический, температурный, импульсный нейтрон-нейтронный каротаж с использова-
нием нейтроно-поглощающего проппанта) имеют высокую погрешность. Примене-
ние новых способов добычи нефти и необходимость более точного прогнозирования
процесса эксплуатации скважин, совершенствование приборов и способов наблюде-
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ния за режимами работы требуют новых подходов для определения состояния приза-
бойной зоны скважин.

В работах [3, 4] изучаются собственные колебания жидкости в скважине с трещи-
ной ГРП. При этом период колебаний, а также, особенно, интенсивность затухания
колебаний определяются не только протяженностью столба жидкости в скважине, ее
диаметром и реологическими свойствами жидкости, но и коллекторскими характери-
стиками призабойной зоны пласта (в частности, коэффициентами проницаемости,
качеством перфорации скважин и свойствами образованных трещин ГРП).

В работе [5] предложен метод гидравлического импедансного тестирования, идея
которого заключается в интерпретации фактического изменения гидравлического со-
противления между стволом скважины и открытой трещиной ГРП. Для этого искус-
ственно создается импульс давления в скважину и анализируется отраженный сигнал.

В работе [6] приведены результаты полевых измерений изменения давления в раз-
личных точках скважины при резком изменении скорости потока жидкости. Сква-
жинные датчики фиксировали изменение давления в зависимости от времени со ско-
ростью 100 проб в секунду.

В статье [7] исследована динамика импульсного сигнала, распространяющегося в
кольцевом зазоре между диагностирующим зондом и открытой скважиной, окружен-
ной низкопроницаемым пластом, подвергаемым гидроразрыву. В [8] изучено влияние
на дисперсию сигнала влияния фильтрационных характеристик призабойной зоны
скважины.

В данной работе рассматривается метод эхоскопии призабойной зоны скважины: из
устья скважины посылается сигнал распространяющийся по жидкости с длиной волны
большей диаметра скважины и большей, чем длина открытого участка скважины.

Термин “эхоскопия” используется в основном в медицинской литературе и означа-
ет исследование органов и тканей с помощью ультразвуковых волн. Особенностью
ультразвуковых волн является способность отражаться от границ сред, отличающихся
друг от друга по плотности. Использование этого термина применительно к диагно-
стике трещин ГРП оправдывается использованием идеи анализа изменения волново-
го сигнала при изменении параметров трещины. Для решения поставленной задачи
строится математическая модель, описывающая распространение импульсного сигна-
ла в скважине и для описания распространения волн в трещине используются инте-
гро-дифференциальное уравнение фильтрации жидкости в вертикальной трещине
ГРП (плоской трещине, идущей параллельно стволу скважины) [9] и радиальной тре-
щине, перпендикулярной стволу скважины в виде, представленном в работе [10]. Из-
менение импульсного сигнала в скважине изучается с применением преобразования
Фурье, для численной реализации используется быстрое преобразование Фурье [11].

2. Основные уравнения. Рассмотрим систему “вертикальная скважина–пласт–тре-
щина ГРП” (рис. 1). Предполагается, что скважина через открытый участок длины 
сообщается с пластом, а также трещинами, имеющими симметричное продольное или
радиальное расположение относительно вскрытого участка скважины. Кроме того,
длина открытого участка скважины значительно меньше длины его закрытого участка 

. Примем, что в исходном состоянии жидкость, находящаяся в системе “сква-
жина–пласт” покоится, т.е. течение в вертикальной скважине и горизонтальном пла-
сте отсутствует.

Пусть на устье скважины (точка D1 на рис. 1) создается импульсный сигнал давле-
ния, который будет распространяться по жидкости в скважине. Принимается прибли-
жение акустически сжимаемой жидкости. Ось  направим вертикально вниз, начало
координат поместим на забое скважины.

Рассмотрим распространение волн давления малой амплитуды в скважине при сле-
дующих допущениях: длина сканирующей волны  больше радиуса скважины  и

pl

l
( )pl l

Oz

λ сa
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длины открытого участка скважины, но значительно меньше длины скважины
( , , ); при распространении акустической волны по каналу вязкость
проявляется в тонком пограничном слое, и означает, что для частоты возмущения вы-

полняется условие: , где  – коэффициент кинематической вязкости жид-
кости;  – круговая частота.

Система основных уравнений, описывающая распространение импульсного сигна-
ла в скважине, представляющая собой законы сохранения масс и импульса, в линеа-
ризованном приближении имеет вид [8]:

λ > сa λ > pl λ  l

ν ω 2сa ν
ω

Рис. 1. Схема скважины, сообщающейся с пластом (а) и призабойной зоны с продольными (б) и радиаль-
ными (в) трещинами ГРП. 

Обозначения:  – радиус скважины, a – радиус обсадной колонны скважины,  – протяженность скважи-

ны,  – протяженность призабойной зоны пласта.
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(2.1)

Здесь  и w – возмущения давления и скорости;  – плотность жидкости в невозму-
щенном состоянии; C – скорость звука в жидкости;  – динамическая вязкость жид-
кости;  – касательное напряжение на стенках канала [12].

Поскольку длина  открытого участка  значительно меньше длины закры-
того участка , то можем принять, что возмущение давления в открытом
участке однородное. Поэтому в качестве граничного условия для системы (2.1) при

 примем

(2.2)

Второе граничное условие получим из закона сохранения массы жидкости на открытом
участке, которое с учетом однородности возмущений давления в призабойной зоне
скважины для продольной и радиальной трещин, соответственно, запишется в виде:

(2.3)

(2.4)

где  – скорость жидкости в скважине при ;  и  – скорости фильтрации
жидкости в пласт через стенку открытого участка скважины и в трещину шириной ;

 и  – радиусы скважины и обсадной трубы.
Для определения значений  и , в свою очередь, необходимо рассмотреть внеш-

нюю, от открытого участка скважины, фильтрационную задачу в пласте и трещине.
Уравнения упругой фильтрации жидкости из открытого участка скважины в пласт в
процессе отражения импульса давления от забойного участка запишем в виде:

(2.5)

Для фильтрации в продольную трещину примем уравнения [9]:

(2.6)

а для радиальной трещины используем [10]:

(2.7)

где  – расстояние от оси скважины,  и  – возмущения давления в пласте и тре-

щине; ,  и   – пористость, коэффициенты проницаемости и

пьезопроводности.
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Начальные и граничные условия запишутся как:

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Условие (2.9) задает форму импульса давления характерной длительности  и ам-
плитуды , создаваемого в устье ( ) скважины.

3. Дисперсионные выражения для гармонических волн в скважине. Решения системы
уравнений (2.1) ищем в виде затухающих гармонических волн:

(3.1)

где  – круговая частота,  – волновой вектор,  и  – фазовая ско-

рость и коэффициент затухания,  – амплитуда параметра ,  – амплитуда па-
раметра .

Подставляя (3.1) в систему (2.1), получим

(3.2)

Из этой системы уравнений (3.2), при условии существования нетривиального ре-
шения вида (3.1), получим дисперсионное уравнение:

(3.3)

Учитывая, что длина сканирующей волны  больше длины открытого участка сква-
жины  ( ), открытый участок скважины принимается отражающей поверхно-
стью с координатой .

Для гармонической волны вида (3.1), падающей на отражающую поверхность
( ) положим, что на участке  формируется отраженная волна для кото-
рой соответствующее волновое число из (3.3) берется со знаком “–”. Причем, в забое
скважины (на отражающей поверхности ) давление определяется как сумма дав-
лений, соответствующих падающей и отраженной волнам

(3.4)

Здесь нижние индексы  и  указывают значениям давления для падающей и отра-
женной волнам при .

Тогда для решения вида (3.1) условие (3.4) можно записать как

(3.5)

Скорость жидкости  на границе колонны скважины ( ) складывается из 
и , соответствующим падающей и отраженным волнам ( ). Причем
для гармонической волны следует

(3.6)
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Для амплитуд скорости  и , соответствующих падающей и отраженной вол-
нам, на основе первого уравнения из (3.2) с учетом (3.3) можно записать

(3.7)

Граничные условия при , следующие из (2.3) и (2.4) для продольной трещины
и радиальной трещины с учетом уравнений фильтрации в пласт (2.4) и трещины ((2.6) –
продольная и (2.7) – радиальная), можно привести к виду:

(3.8)

(3.9)

Решения для распределения давления и скорости в призабойной зоне для гармони-
ческого закона изменения давления в забое скважины будем искать в виде:

(3.10)

где  – амплитуда параметра .
Тогда из уравнений (2.5) для закона распределения давления и скорости фильтра-

ции получим следующие уравнения

(3.11)

где .
Из граничного условия (2.10) следует

Тогда для решения уравнений (3.11) можно записать

(3.12)

где  и  – функции Макдональда нулевого и перво-

го порядков
Для распределения давления и скорости фильтрации в продольной трещине реше-

ние будем искать в виде:

из уравнения (2.6) получим:

(3.13)

где .
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С учетом граничных условий (2.11) решения уравнений (3.13) имеют вид:

(3.14)

Аналогично предыдущему (3.10) решения уравнений (2.7) для радиальной трещины
при условии (2.12) запишем как

(3.15)

Тогда, подставляя (3.12) и (3.14) в уравнение (3.8) и принимая во внимание (3.5), по-
лучим

(3.16)

Из (3.16) с учетом (3.7) можем записать

(3.17)

Из совместного решения (3.5) и (3.17) получим выражение для коэффициента отра-

жения   от забоя скважины в случае продольной трещины

(3.18)

После аналогичных преобразований из (3.9) с учетом (3.12) и (3.15) найдем коэффи-
циент отражения в случае радиальной трещины:

(3.19)

4. Численные анализ. Динамика импульсного сигнала в скважине изучается с при-
менением преобразования Фурье и программы быстрого преобразования, для числен-
ной реализации [11, 13], а в качестве импульсного сигнала в момент времени  возь-
мем давление колоколообразной формы длительности  с амплитудой :

(4.1)

Для сигнала, дошедшего и отраженного от сечения  канала имеем:
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Согласно выражениям (4.2) с учетом (3.3) и (4.3) с учетом (3.18) и (3.19) следует, что
наличие гидроразрывных трещин, продольных и радиальных вскрытому участку сква-
жины, приводит к дисперсии в динамике импульсного сигнала по скважине.

На рис. 2 представлено влияние вида жидкости в скважине на зависимости фазовой
скорости и коэффициента затухания от частоты. Для параметров скважины и жидко-

Рис. 2. Зависимости фазовой скорости (сплошные) и коэффициента затухания (пунктирные) от частоты.
Линии 1 и 2 соответствуют обсаженной и не обсаженной (ac = a) скважине. Скважина и пласт заполнены

водой – а, нефтью – б.
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сти (воды или нефти) приняты следующие величины:  = 2.6 × 103 м;  = 3.5 × 10–2 м;
 = 7.75 × 10–2 м; ρ0 = 103, 890 кг/м3; C = 1.5 × 103, 1.23 × 103 м/с; μ = 10–3, 2 × 10–2 Па с.

Заметно снижение фазовой скорости, которое для воды составляет менее 10 м/с, а для
нефти в обсаженной скважине может уменьшаться на 15 м/с при круговой частоте

 c–1 и на 40 м/с при круговой частоте  с–1. Коэффициенты затухания в
обсаженной скважине для воды и нефти отличаются более, чем в 6 раз. Например, при

круговой частоте  с–1 коэффициент затухания примерно равен  м–1

в воде и  м–1 в нефти, а характерное расстояние затухания примерно равно

 м для воды и  м для нефти.

На рис. 3, 4 показано влияние трещины проводимости  пористостью
= 0.2 на модуль и аргумент коэффициента отражения сигнала, рассчитанных для

продольной и радиальной трещины по выражению (3.18) и (3.19) соответственно.

Принято, что обсаженная скважина и пласт  м2,  = 0.1,  = 20 м заполнены
водой. Из рисунков следует, что при отсутствии трещины значение модуля коэффи-
циента отражения примерно равно 0.9, аргумент близок к углу  для круговой ча-

стоты  с–1. Наличие трещины проводимости  м3 изменяет фазу
сигнала, поскольку аргумент коэффициента отражения становится близкий к углу 

для круговой частоты  с–1. Для радиальной трещины проводимости

 м3 несмотря на некоторое снижение модуля коэффициента отражения,
его аргумент близок к углу , также как и при отсутствии трещины. Это позволяет

l ca
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δ = × 36.6 10z δ = 310z

=f f fC d k

fm

−= 1510pk pm pl
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Рис. 3. Зависимости модуля коэффициента отражения (сплошные и штрихпунктирные линии) и аргумента
(пунктирные и точечные линии) от частоты. Штрихпунктирные и точечные линии – при отсутствии трещи-

ны. Линии 1, 2 и 3 соответствуют продольной трещине проводимости Сf = 5 × 10–13; 5 × 10–12; 5 × 10–11 м3.
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Рис. 4. Зависимости модуля коэффициента отражения (сплошные и штрихпунктирные линии) и аргумента
(пунктирные и точечные линии) от частоты. Штрихпунктирные и точечные линии – при отсутствии трещи-

ны. Линии 1 и 2 соответствуют радиальной трещине проводимости Сf = 5 × 10–13 и 5 × 10–12 м3.
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Рис. 5. Динамика сигнала длительности Δt = 5 × 10–2 c в обсаженной скважине. Сплошная линия соответ-

ствует наличию продольной трещины проводимости  = 5 × 10–13 м3 , точечная линия – при отсутствии

трещины.
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предположить, что “эхоскопия” будет менее чувствительна к трещинам, перпендику-
лярным вскрытому участку скважины.

На рис. 5 представлена динамика импульсного сигнала длительности  с
в обсаженной скважине с водой. Расчетные параметры совпадают с параметрами
рис. 2–4. Алгоритмические датчики D1, D2 и D3 расположены на устье, забое и дне
скважины. Видно, наличие трещины приводит к качественному изменению эволю-

−Δ = × 25 10t

Рис. 6. Расчетные осциллограммы импульсного сигнала длительности Δt = 5 × 10–2 c – а и Δt = 8 × 10–3 c – б
в обсаженной скважине с радиальной трещиной (сплошные линии) проводимости  = 5 × 10–13 м3 и без
трещины (точечные линии) на вскрытом участке.
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ции импульсного сигнала в скважине. Образуется импульс сжатия от забоя без трещи-
ны или импульс разгрузки при наличии трещины в забое. Для обнаружения радиаль-
ной трещины малой проводимости можно использовать более короткие сигналы
(рис. 6,б). Заметим, что на дне вскрытой скважины при отсутствии трещины в забое
происходит усиление сигнала, т.к. из-за низкой проницаемости пласта призабойная
зона ведет себя как жесткая стенка.

Заключение. Предложен метод “эхоскопии” для обнаружения трещин гидроразры-
ва в низкопроницаемых пластах, проницаемостью порядка миллидарси. По динамике
импульсного сигнала в обсаженной скважине с открытым участком, заполненным во-
дой можно судить качественно о наличии ГРП трещин. Для более детального опреде-
ления фильтрационных характеристик гидроразрывных трещин следует запускать
еще более короткие импульсные сигналы конкретно на вскрытом участке скважины,
соответствующая теория акустического “телевизора” предложена в работах [7, 8].
Эволюция импульсного сигнала более четко прослеживается, если в роли фильтрую-
щейся жидкости используется вода. Наблюдается импульс сжатия от забоя без трещины
или импульс разгрузки при наличии трещины в забое. Для обнаружения радиальной
трещины малой проводимости целесообразно использовать более короткие сигналы.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 21-11-00207,
https://rscf.ru/project/21-11-00207/
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On the Theory of the Method of “Echoscopy” of the Bottomhole Zon
e of a Well in a Low-Permeability Formation Subject to Hydraulic Fracturing
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We build a mathematical model describing the evolution of the pulse signal in the well in the
presence of a longitudinal or transverse fracture in the bottomhole section. It is assumed that
the signal is sent from the wellhead with a wavelength greater than the diameter of the well
and the length of the open section of the well. According to the dynamics of the “echo” of
the pulse signal returning to the wellhead, it is possible to judge the quality of hydraulic frac-
turing. The results of numerical calculations for a bell-shaped pulse are presented. It is
shown that when diagnosing fractures, water is more preferable than oil as a f luid through
which the signal propagates.

Keywords: pulse signal, hydraulic fracturing, oil well, wave phase, reflection coefficient, har-
monic waves
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Рассматривается задача определения частоты и формы собственных продольных
или крутильных колебаний для стержня переменного сечения на основе теории воз-
мущений. Предполагается, что упругие свойства и площадь поперечного сечения
прямого стержня меняются достаточно медленно и слабо отклоняются от некоторых
средних значений по продольной координате. С использованием метода асимптоти-
ческих разложений по малому параметру, получены аналитические формулы для
поправок к собственным частотам и формам стационарных гармонических колеба-
ний стержня. Работоспособность формул проверена сравнением с точными решени-
ями для некоторых зависимостей площади поперечного сечения от продольной ко-
ординаты. Показано, что приближенные формулы хорошо работают даже для
стержней, у которых отношение максимального и минимального радиуса сечения
достигает 2.5–3. Численные расчеты ориентированы на оценку геометрических и
упругих свойств образцов для проведения экспериментальных исследований уста-
лостной прочности металлических сплавов при высокочастотном циклическом на-
гружении на растяжение-сжатие и кручение. Пьезоэлектрические установки для
проведения таких высокочастотных испытаний основаны на общем принципе резо-
нансного нагружения корсетных образцов с частотой порядка 20 кГц.

Ключевые слова: сверхмногоцикловая усталость, колебания стержней, переменное се-
чение, растяжение-сжатие, теория возмущений, аналитическое решение, высокоча-
стотные испытания, пьезоэлектрическая установка
DOI: 10.31857/S003282352302011X, EDN: UAJFFL

1. Введение. Уравнения продольных, крутильных и поперечных колебаний стерж-
ней с переменным сечением приведены в различных учебниках и монографиях, в
частности, в [1]. Задача определения собственных частот и форм продольных и кру-
тильных колебаний стержней с переменным сечением исследовалась многими автора-
ми [2–6]. Обзор работ по определению собственных частот и форм изгибных колеба-
ний можно найти в [7], решение конкретных задач дано в [8–12]. Основные приложе-
ния связаны с определением поправок к резонансным частотам и формам колебаний,
обусловленных дефектами поверхности – при продольных колебаниях [2–4], при кру-
тильных колебаниях [5, 6], при изгибных колебаниях [10, 11], при наличии внутрен-
них дефектов (трещин) [12].

УДК 539.3
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Стержни переменного сечения используются при проведении экспериментальных
исследований усталостной прочности металлических сплавов при высокочастотном
циклическом нагружении образцов на растяжение-сжатие, кручение или трехточеч-
ный изгиб [13]. Пьезоэлектрические установки для проведения высокочастотных СВ-
МУ испытаний осуществляют циклическое нагружение: растяжением–сжатием и
кручением [13]. Эти испытательные установки обладают общим принципом резонанс-
ного нагружения с частотой порядка 20 кГц. Испытания на растяжение-сжатие и кру-
чение контролируются и программируются с использованием одного и того же про-
граммного комплекса. Различие между машинами состоит лишь в типе пьезоэлектри-
ческого конвертера и геометрии волновода. Для реализации осевых нагружений
используется конвертер, обеспечивающий продольные смещения малой амплитуды
(10–30 мкм). Для крутильного нагружения используется конвертер, обеспечивающий
непосредственно вращательные колебания с амплитудой 0.10–0.25 миллирадиан.
Для случая кручения резонансные длины оказываются меньше, чем для осевых испы-
таний [13]. Базовая корсетная форма осесимметричного стержня имеет вид “песочных
часов” для создания квазиоднородного напряженного состояния с повышенным
уровнем напряжений в центральной, узкой части образца.

В данной работе основной интерес представляет исследование влияния геометрии
стержня на первую резонансную частоту и антисимметричную форму продольных или
крутильных колебаний при исследовании сверхмногоциклового усталостного разру-
шения (СВМУ) с числом циклов N > 108.

Пьезоэлектрические установки с несущей частотой порядка 20 кГц имеют доста-
точно узкий частотный диапазон отклонений при эксплуатации, составляющий ±500 Гц.
Поэтому оценка и определение чувствительности и влияния геометрических парамет-
ров образца (общей длины, длины участка переменного сечения и характеристик его
изменчивости) на резонансную частоту является необходимой при проектировании
экспериментальных установок и образцов из различных металлических сплавов.

Для определения поправок к резонансной частоте и форме собственных продоль-
ных и крутильных колебаний для стержня переменного сечения используется теория
возмущений [14]. Теория возмущений использовалась в [4] при решении обратной за-
дачи восстановления распределения плотности и модуля Юнга для неоднородного
стержня переменного сечения по частотам собственных колебаний. В данной работе
рассматривается прямая задача нулевого и первого приближений для упрощенного,
но достаточно общего представления формы стержня, для которой удалось получить
явные решения в удобной аналитической форме.

2. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение колебаний общего вида:

Пусть параметры колебательной системы зависят от продольной координаты x.
Для продольных колебаний  = ,  = , E – модуль Юнга стержня,
S – переменная площадь сечения. Для крутильных колебаний  = ,  =
= , где  – модуль сдвига стержня,  – полярный момент инерции. Поскольку
уравнения продольных и крутильных колебаний отличаются только обозначениями,
далее будем вести изложение для случая продольных колебаний стержня.

Рассматривая гармонические колебания  = , приходим к уравнению
для амплитуды

(2.1)

( )∂ ∂ ∂− ρ =
∂ ∂ ∂

2

2( ) ( ) 0w wI x A x
x x t

( )I x ( ) ( )E x S x ( )A x ( )S x
( )I x μ( ) ( )x J x ( )A x

( )J x μ J

( , )w x t ω( ) i tu x e

( ) + ρ ω =2 0d duI S u
dx dx
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с граничными условиями

(2.2)

2.1. Построение общего решения методом разложения по малому параметру. Рассмот-
рим случай малого изменения параметров стержня по длине

Тогда, решение для функций смещений и собственной частоты также будем искать
в виде асимптотического ряда по степеням малого параметра :

Подставим разложения в уравнение (2.1) и в граничные условия (2.2) и, приравнивая
члены при одинаковых степенях малого параметра , получаем задачи нулевого а) и
первого б) порядков для определения собственных частот и форм колебаний. Введя

обозначение k2 =  и безразмерные геометрические и упругие параметры
стержня, получим

где , , .
Тогда, учитывая, что

получим

2.2. Решение для поправок к собственным частотам и формам колебаний. Будем рас-
сматривать антисимметричное решение задачи а) нулевого приближения, которое
имеет простой вид:

Отсюда получаем значения параметра  (нулевого приближения собственных частот):

Отметим, что наименьшее значение  равно .
С учетом решения для нулевого приближения задача б) для первого приближения

запишется в виде неоднородного дифференциального уравнения с граничными усло-
виями:

Будем решать эту задачу методом вариации постоянных:

Коэффициентные функции  находятся из системы уравнений:

= = ±/ 0 приdu dx x l
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решение которой имеет вид:

Учитывая граничные условия при x = ±l

имеем:

Тогда, из граничных условий при находим:

Таким образом, поправка к частоте равна:

Если фиксировать полную амплитуду колебаний величиной Un, то константу В2n
можно положить равной нулю. Тогда поправка к собственной форме колебаний при-
мет вид:

или, с учетом выражения для :

Если переменные по длине стержня площадь сечения и модуль Юнга являются четны-

ми функциями пространственной координаты, то функция  =  – 
является нечетной. Тогда поправка к собственной частоте колебаний будет равна:

Подставляя выражение для , получим окончательно:
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2.3. Случай однородного стержня переменного сечения. Для однородного по модулю
упругости стержня E1 = 0, . Для этого случая первые поправки

Проводя интегрирование по частям, в этом случае получим

Для первой моды :
поправка к собственной частоте равна

(2.3)

поправка к собственной форме равна

(2.4)

3. Примеры аналитических расчетов собственной частоты и формы колебаний.
3.1. Тригонометрическое представление формы стержня. Рассмотрим конкретную

форму осесимметричного стержня радиуса  = ,  = ,

,  = ,  = .
Пусть радиус стержня может быть представлен в следующем виде:

Определим первую собственную частоту и антисимметричную моду колебаний при
 по формуле (2.3).

Поправка к частоте равна:

Собственная частота определится формулой:

Вычисляя интегралы (2.4), находим поправку к собственной форме:

Первая антисимметричная собственная форма колебаний имеет вид:
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Для наглядной иллюстрации поведения решений задачи для конкретных функций пе-
ременного радиуса поперечного сечения на рис. 1,а представлены безразмерные фор-
мы стержня , а на рис. 1,б безразмерные собственные формы колебаний

 при различных значениях малого параметра  = 0.1, 0.3, 0.5 в зависимости
от безразмерной продольной координаты .

3.2. Экспериментальные корсетные образцы в форме “песочных часов”. Выберем сле-
дующее, часто используемое для образцов в высокочастотных усталостных испытани-
ях, представление переменного радиуса осесимметричного стержня [8]:

где значение параметра  определяется равенством .

Выберем срединный радиус стержня равным , что соответствует
горизонтальной координате  ( ). Далее считаем, что отклонение на-
ружного и внутреннего радиусов стержня от среднего радиуса невелико R2 = R0(1 + ε),
R1 = R0(1 – ε).

Характерная форма такого стержня со значительным изменением поперечного се-
чения показана на рис. 2,а для ε = 0.3 и на рис. 2,б для ε = 0.5, введены безразмерные
переменные  для формы стержня и  для продольной координаты.

= 0( )/r r x r
= ( )/u u x U ε

= /x x l

( ) ( )α <=  ≤ ≤
1 2

2 2
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α ( )= α2 1 2chR R l

( )= +0 1 2 /2R R R
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= 0( )/R r X R = 2/X x l

Рис. 1. Форма стержня – а) и собственная форма колебаний – б) при различных значениях малого парамет-
ра  = 0.1 – штрихованная,  = 0.3 – сплошная,  = 0.5 – штрих-пунктир.
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Рис. 2. Форма стержня при различных значениях малого параметра  = 0.3 (а),  = 0.5 (б).
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Определим унифицированные представления этой формы стержня с учетом мало-
сти параметра 

С учетом этих оценок определим поправки к собственной частоте для первой анти-
симметричной моды:

Введя обозначение δ = πl2/l, получим компактную формулу для поправки к соб-
ственной частоте:

Частота первого резонанса будет вычисляться по следующей формуле:

Для данной формы стержня существует точная формула для первой частоты собствен-
ных колебаний [8], которая позволяет оценить точность полученной приближенной
асимптотической формулы в зависимости от отношения R2/R1.

Точная формула связи геометрии стержня с первой резонансной частотой  в без-
размерных переменных имеет вид:

где , p = kl2, α = γ/l2, β = .
В этих же обозначениях асимптотическая формула для безразмерной частоты p

Для оценки точности асимптотических формул построим графики зависимостей
l/l2(р) для точной и приближенной формул при различных значениях R2/R1 и . Эти
графики попарно представлены на рис. 3–5, где прерывной линией изображены кри-
вые, соответствующие точному решению, а сплошной линей – решению по асимпто-
тическим формулам.
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Рис. 3. Зависимость геометрических характеристик стержня от безразмерной частоты а) R2/R1 = 1.5,  = 0.2,

 = 0.96, б) R2/R1 = 2.1,  = 0.355,  = 1.38.

5

10

15

20
l/l2

0.50 1.0

a

Точное решение

Асимптоматика

1.5 2.0 p

5

10

15

20
l/l2

0.50 1.0

б

Точное решение

Асимптоматика

1.5 2.0 p

ε
γ ε γ



334 НИКИТИН и др.

Из рис. 3–4 видно, что при значениях малого параметра  = 0.2 решения на графике
неотличимы, даже при не малых значениях  = 0.35–0.43 ошибка не превышает 2.5%.

Только при более высоких значениях  > 0.5, когда параметр  ни в коем случае не
может считаться малым, графики серьезно расходятся в диапазоне 0 < p < 0.4 (рис. 5).

Однако можно отметить такой любопытный факт. Для типичных образцов из тита-
нового сплава, применяемых в пьезоэлектрической испытательной установке с экс-
плуатационной частотой 20 кГц, E = 115 ГПа, ρ = 4500 кг/м3, с = 5055 м/c и геометри-
ческим параметром l2 = 1.5 см, величина р = 0.373. Как видно из рис. 3–5, в окрестно-
сти этой точки графики точного и приближенного решения пересекаются, и точность
асимптотического решения резко возрастает до величин <1%. Поэтому использова-
ние полученных асимптотических формул при типичных значениях параметров уста-

ε
ε

ε ε

Рис. 4. Зависимость геометрических характеристик стержня от безразмерной частоты а) R2/R1 = 2.5,

= 0.429,  = 1.56, б) R2/R1 = 3,  = 0.5,  = 1.76.
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Рис. 5. Зависимость геометрических характеристик стержня от безразмерной частоты а) R2/R1 = 4,  = 0.6,

= 2.06, б) R2/R1 = 5,  = 0.67,  = 2.30.
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новки и экспериментальных образцов обеспечивает высокую точность в доли процен-
та для определения их геометрических характеристик.

Заключение. Решена задача определения частоты и формы собственных продоль-
ных или крутильных колебаний для стержня переменного сечения на основе теории
возмущений. В предположении, что упругие свойства и площадь поперечного сечения
прямого стержня меняются достаточно медленно и слабо отклоняются от некоторых
средних значений по продольной координате, получены аналитические формулы для
поправок к собственным частотам и формам стационарных гармонических колебаний
стержня. Работоспособность формул проверена сравнением с точными решениями
для некоторых зависимостей площади поперечного сечения от продольной координа-
ты. Показано, что приближенные формулы для первой антисимметричной моды хо-
рошо работают даже для стержней, у которых отношение максимального и минималь-
ного радиуса сечения достигает 2.5–3.

Проведены численные расчеты геометрических и упругих свойств образцов для
проведения экспериментальных исследований усталостной прочности металлических
сплавов при высокочастотном циклическом нагружении на растяжение-сжатие.

Исследование выполнено в рамках госзадания ИАП РАН.
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The paper is focused on the problem of natural frequencies and modes determination based
on perturbation theory for longitudinal and torsional vibrations in bars with variable cross
section. The mechanical properties and cross section geometry of the bar are changing small
from the average value with regard to longitudinal coordinate. Based on the theory of small
perturbations the analytical solution is obtained for natural frequencies and modes of the
stationary harmonic vibrations in bars. The efficiency of the proposed method is supported
by comparison and good agreement of the obtain results with a sharp solution for a given
cross section profiles. It was established that the approximate solution is working good up to
the ratio 2.5–3 between maximum and minimum diameter of cross section. The results of
numerical simulations are aimed to estimate the geometry and elastic behavior of the metal-
lic specimens for very high cycle fatigue experimental investigation under axial tension-com-
pression and torsion loadings. The piezoelectric fatigue testing system and procedure is
based on stationary vibration excitation in the metallic specimen at the first mode natural
frequency.

Keywords: very high cycle fatigue, vibrations in bars, variable cross section, tension-compres-
sion, perturbation theory, analytical solution, high frequency tests, piezoelectric fatigue test-
ing system
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Технические требования к изготовлению иллюстративных материалов.
1. Иллюстрационный материал прилагается на отдельных страницах. Графики должны

быть пригодными для прямого воспроизведения; графики выполняются с обязательным
нанесением квадратной сетки (не более трех-четырех квадратов по горизонтали и верти-
кали). Размер графиков по ширине рекомендуется не более 15–17 см. Необходимо тща-
тельно следить за точным соответствием обозначений в тексте и на рисунках.

2. Иллюстрации должны иметь размеры, соответствующие их информативности, и
иметь ширину, равную полосе набора, , ,  полосы набора.

3. В случае изменения размера иллюстрации на процессе внесения редакционной
правки, текст уменьшается пропорционально всему изображению.

4. Толщина рамки, шкал графиков и засечек – 0.5 pt; толщина сетки – 0.25 pt; длина
засечек – 1.2 мм, промежуточные – 0.8 мм. Засечки по возможности должны быть на-
правлены внутрь графиков.

5. Толщина основных линий графиков – 1 pt (в случае высокой информационной за-
груженности иллюстрации допускается уменьшение толщины основных линий до 0.5 pt).

6. Масштабные линейки (по возможности) наносятся в нижнем правом углу изоб-
ражения справа, толщина линии масштабной линейки 0.5 pt.

7. Если иллюстрация состоит из нескольких изображений (графиков), то каждое из этих
изображений (графиков) обозначается буквами кириллического алфавита, заключенными
в скобки – (а), (б), и т.д., шрифтом 10 pt, по центру каждого изображения (графика).

8. Символы греческого алфавита в иллюстрациях должны быть набраны прямым
шрифтом Symbol.

9. Авторские рисунки, предоставленные в цвете, изготавливаются цветными (в цвето-
вой модели RGB), если это имеет смысловое (цвет одиночного графика всегда черный).

10. Точка не ставится после размерностей (с – секунда, г – грамм, мин – минута,
сут – сутки, град – градус) и некоторых числительных (млн – миллион, млрд – мил-
лиард, трлн – триллион).

Пример оформления рисунка приведен ниже.

11. К статье должны прилагаться файлы с рисунками в одном из форматах: eps, tiff, jpg,
bmp, ppt, png.
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Правила оформления библиографических ссылок

I. Книга

Сагомонян А.Я. (1974) Проникание, Изд-во МГУ, Москва.
Whittaker E.T. (1927) Treatise on the Analytical Dynamics of Particles and Rigid Bodies,

Cambridge Univ. Press, Cambridgе = Уиттекер Е.Т. (1937) Аналитическая динамика,
ОНТИ, Mосква.

II. Журнал

Вильке В.Г. (2002) Условия качения колеса с армированной шиной без проскальзы-
вания, Вестн. МГУ, Сер. 1, Математика, механика. Вып. 5, 38.

Stewartson К. (1968) On the f low near the trailing edge of a plate, Proc. R. Soc. London,
Ser. A, 306 (1486), 275.

Rohde S.M. (1972) The optimum slider bearing in terms of friction, J. Lubr. Technol.,
94(3), 275 = Тр. Амер. о-ва инж.-мех. Сер. Ф. Проблемы трения и смазки, 94 (3), 82.

III. Препринт

Чашечкин Ю.Д., Байдулов В.Г. (2017) Исследование тонкой структуры периодиче-
ских течений в неоднородных жидкостях, Препринт № 1155, ИПМ им. А.Ю. Ишлин-
ского, Москва.

IV. Диссертация, автореферат

Чиж Г.К. (1972) Диссертация на соискание ученой степени канд. хим. наук, Хими-
ко-технологический институт, Днепропетровск.

Примечания

1. Если авторов более четырех, необходимо давать первые три фамилии и др. (Ива-
нов Р.И., Семенов Г.П., Терехов П.И. и др.).

2. Если составителей, редакторов, переводчиков три и более, то оставляют только
первую фамилию и др. (Земля / Под ред. Иванова Р.И. и др).

3. Рус. перев.– эти слова заменяются знаком = (равно).
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