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умножителей. Рассмотрена электронная схема, позволяющая эффективно реализовать генератор, 
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ВВЕДЕНИЕ
Исследование сложной динамики и  хаоса 

в  электронных системах и  построение различных 
хаотических генераторов не только представляет 
интерес с чисто научной точки зрения [1, 2], но и 
используется в целом ряде практических областей 
исследования, таких как системы передачи инфор-
мации [3–6], системы генерации случайных чисел 
[7, 8], в принципиально новых криптографических 
схемах [9–11]. Методы исследования динамическо-
го хаоса могут быть полезны при реконструкции 
динамических систем [12]. 

Аттрактор Лоренца имеет особый статус и может 
наблюдаться не только в радиотехнических схемах 
[13], но и в системах самой различной природы, та-
ких как оптические системы [14, 15], механические 
[16] химические [17] и другие [18]. Разрабатывают-
ся также осцилляторы Лоренца с использованием 
мемристоров [19]. Таким образом, моделирование 
поведения уравнения Лоренца является важной 
задачей нелинейной динамики. Рассмотрим не-
которые примеры реализации системы Лоренца 
с использованием операционных усилителей (ОУ) 
и электронных умножителей. 

1. МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ ЛОРЕНЦА  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИНТЕГРАТОРОВ
Системы с  псевдогиперболическими аттрак-

торами, к которым относится аттрактор Лоренца, 
вызывают интерес как математиков, так и  физи-
ков. Странный аттрактор Лоренца был впервые 
обнаружен [20] в нелинейной системе дифферен-
циальных уравнений вида 
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при значениях управляющих параметров σ = 10, 
r = 28, b = 8/3. 

Остановимся на методах реализации в экспери-
менте системы, соответствующей этим уравнениям, 
и исследованию ее радиофизическими методами. 

В настоящее время популярным способом реа-
лизации дифференциальных уравнений является 
методика аналогового моделирования. Первона-
чально она использовалась в  аналоговых ЭВМ, 
получивших распространение в  середине ХХ в. 
[21], а затем с развитием элементной базы в виде 
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ОУ нового поколения и интегральных аналоговых 
умножителей широко используется при экспе-
риментальном моделировании различных, в  том 
числе хаотических, нелинейных систем, опи-
сываемых дифференциальными уравнениями, 
например, уравнениями Ресслера [22]. ОУ дают 
возможность реализации самых различных схем, 
таких как усилители напряжения и тока, преобра-
зователи тока и напряжения, интеграторы и диф-
ференциаторы, преобразователи сопротивления 
и импеданса, различные нелинейные схемы [23].

Суть подхода аналогового моделирования за-
ключается в  следующем. Проинтегрируем левую 
и правую части каждого из уравнений системы (1): 

	

= σ −

= − −

= −

∫
∫
∫

( ( )) ,

( ( ) ) ,

( ) .

x y x dt

y x r z y dt

z xy bz dt

	 (2)

В соответствии с  этой системой уравнений 
можно построить блок-схему экспериментально-
го устройства для решения такой системы (рис. 1), 
где для формирования каждой из переменных x, y, 
z используется один интегратор, на вход которого 
подается подынтегральное выражение, соответ-
ствующее правым частям уравнений в системе (2).  
Напряжения на  выходах интеграторов X, Y, Z 
соответствуют переменным x, y, z системы урав-
нений (2). Таким образом, для реализации такой 
схемы необходимо два электронных умножителя 
для реализации произведений переменных, 

три интегратора и  некоторые масштабирующие 
схемы для реализации нужных коэффициентов 
передачи. 

Обычно схемы, моделирующие систему Лорен-
ца, содержат два умножителя и от двух до восьми 
ОУ. Так, в  [13] предложена реализация схемы 
Лоренца с  использованием восьми ОУ и  двух 
умножителей. Эффективная схемотехническая ре-
ализация системы Лоренца представлена в [http://
seti.harvard.edu/unusual_stuff/misc/lorenz.htm]. Она 
содержит два умножителя и  три ОУ. Также одна 
из реализаций схемы Лоренца представлена в [24]. 
В [25] предложена идея замены одного из уравне-
ний системы Лоренца радиотехническим филь-
тром первого порядка. 

В данной работе мы предлагаем новый способ 
схемотехнической реализации системы Лоренца, по-
зволяющий проведение аналогии этой системы с на-
бором связанных между собой низкочастотных (НЧ) 
радиотехнических RC-фильтров первого порядка. 

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ ЛОРЕНЦА  
НА ОСНОВЕ РАДИОТЕХНИЧЕСКИХ  

RC-ФИЛЬТРОВ
Рассмотрим процесс моделирования системы 

Лоренца (1) по шагам. Переменные x, y, z и вре-
мя t системы (1) в эксперименте должны быть раз-
мерными. Пусть одна единица переменной равна  
1 В, а  одна единица времени равна RC = 1 мс. 
Здесь RC  — постоянная времени используемой 
в  эксперименте RC-цепи. На  первом шаге ис-
пользуем идеальные электронные компоненты 
симулятора Multisim. Уравнение при этом прини-
мает вид
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Моделирование этой схемы в  Multisim с  ис-
пользованием идеальных умножителей и  ОУ 
показывает, что переменные x и  y изменяются 
примерно в пределах [–25 В, +25 В], а переменная 
z — в пределах [0 В, +50 В] при заданных параме-
трах модели. Произведение xy может принимать 
значения в большем диапазоне, [–625 В, +625 В]. 
Для реализации в  виде аналоговой схемы это не-
приемлемо, поэтому уменьшим пропорционально 
значения переменных, проведя замену:

X = 0.01x, Y = 0.01y, Z = 0.01z.

Тогда уравнение (3) принимает следующий вид:
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Рис. 1. Использование интеграторов для реализации 
системы Лоренца.
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В правой части первого уравнения системы 
(4) переменные входят линейно, поэтому это 
уравнение не изменится по сравнению с первым 
уравнением системы (3). Относительно систе-
мы (3) изменятся только два других уравнения 
системы (4), в которых есть произведение пере-
менных: 
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Перепишем это уравнение в следующем виде:
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Теперь отметим, что уравнение RC-фильтра 
первого порядка (рис. 2) имеет вид 

 = = −вых вх вых
1 1

( )U I U U
С RС

 . 

Очевидно, что каждое из уравнений системы 
(6) представляет собой фильтр первого порядка. 
Для первого уравнения имеем фильтр первого 
порядка с постоянной времени (1/σ)RC, на вход 
которого подается переменная Y, а на выходе ре-
ализуется переменная X. Для второго уравнения 
это фильтр с  постоянной времени RC, на  вход 
которого подается 100X((r/100)–Z, а  на выходе 
реализуется переменная Y. Для третьего уравне-
ния это фильтр первого порядка с  постоянной 
времени (1/b)RC, на  вход которого подается 
напряжение (100/b)XY, а  на выходе реализуется 
напряжение Z.

Таким образом, можно представить систему 
Лоренца как три фильтра первого порядка, нели-
нейно связанных друг с другом (рис. 3).

На рис. 3 переменные X, Y, Z соответствуют на-
пряжениям на конденсаторах C1…C3, умножители 
A1, A2 имеют коэффициенты усиления по выходу 
37.5 и 100 соответственно, смещение по выходу для 
обоих умножителей равно 0 (подписаны на рисун-
ке под самими умножителями).

Параметр σ определятся соотношением посто-
янных времени RC-фильтров σ = R3C3/(R2C2). 
Отметим, что величина сопротивления R3 выбра-
на в  10 раз больше R2, чтобы в  уравнении для 
фильтра R2C2 можно было не  учитывать ток, 
проходящий через R3. Поэтому конденсатор C3 
в 100, а не в 10 раз меньше C2. 

Такая схема хорошо работает с  идеальными 
умножителями, однако для реальных аналоговых 
умножителей AD633 невозможно реализовать 
коэффициенты усиления по  выходу умножите-
лей 100 и 37.5. Как следует из документации, мак-
симальный коэффициент усиления по  выходу 
составляет 10. В то же время отметим, что в этой 
схеме напряжения X, Y имеют размах примерно 
200 мВ, что позволит нам усилить напряжение Y 
(и, соответственно, X) в  10 раз, до  того как оно 
попадет на  умножители A1, A2. Переменная Z 
достигает значений 500 мВ, поэтому ее также 
можно увеличить в  10 раз. Тогда коэффициент 
передачи для A1 будет составлять 0.375, а для A2 
равен 1.0. 

Таким образом, выделяя в  скобках сигналы, 
подаваемые на  входы электронных умножителей, 
перепишем систему (6) следующим образом: 

Uвх Uвых
R

I C

Рис. 2. Фильтр первого порядка как элемент инте-
грирования.

R1 R2 R3
Z Y

X
C1 C2 C3

A2

A1

3.75 кОм 10 кОм 100 кОм

1 мкФ 1 мкФ 0.01 мкФ

100 В/В

37.5 В/В

Рис. 3. Схемотехническая реализация системы Ло-
ренца с использованием только умножителей и НЧ-
фильтров первого порядка. 
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Схема устройства с  использованием реальных 
умножителей и  ОУ, соответствующая уравнениям 
системы (7), представлена на рис. 4. 

Напряжение, пропорциональное переменной 
Y, усиливается в  10 раз усилителем на  ОУ U3A. 
Соответственно, напряжение на  выходе фильтра 
R3C3 становится равным 10X. Напряжение, про-
порциональное переменной Z, усиливается в  10 
раз усилителем на ОУ U3B. Делитель R4, R5 опре-
деляет коэффициент передачи по выходу умножи-
теля U1 равным 0.375, а делитель R8, R9 определяет 
коэффициент передачи по выходу умножителя U2 
равным 1. Подстройка параметра r производится 
подачей смещения на  дифференциальный вход 
умножителя U2 вариацией резистора R7. Как 
видно из уравнений (7), это смещение равно r/10 
[В]. Здесь отметим, что поскольку фильтры R2C2 
и  R3C3 разделены усилителем, можно выбрать 
величину R3 = R2.

Поскольку использованные в схеме умножители 
AD633 не являются прецизионными, в некоторых 
случаях необходимо ввести смещение V3, V4, кото-
рое предназначено для компенсации постоянного 

смещения по  выходу умножителя и  определяется 
экспериментально. 

На рис.  5 представлена проекция фазового 
портрета для схемы на  рис.  4 в  координатах (X, 
Y). Переменная Y принимает значения в  пре-
делах [+2, –2] В, переменная X имеет немного 
меньшую амплитуду. Проекция фазового пор-
трета хорошо соответствует фазовому портрету 

Oscilloscope-XSC2

T1
T2
T2-T1
Timebase
Range
X pos.(Div): Y pos.(Div):
Y/T Add B/A A/B AC DC

500 ms
0 0 Y pos.(Div): 0 0

0 AC DC0 -

Channel_B

Channel B

Reverse
Save Ext. trigger

Trigger
Edge:
Level:
Single AutoNone

Ext
V

A B

Normal

Channel_A

Channel A
Scale:1 V/Div Scale:1 V/Div

Рис.  5. Фазовый портрет моделированной систе-
мы Лоренца, представленной на рис. 4 (скриншот): 
по  горизонтальной оси отложена переменная Y, 
по вертикальной — переменная X.
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U+

U+
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Рис. 4. Схемотехническая реализация системы Лоренца с использованием реальных моделей ОУ и электронных 
умножителей.
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системы Лоренца, полученному в  численном 
эксперименте. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, представление системы Лорен-

ца в  виде низкочастотных RC-фильтров первого 
порядка позволило упростить ее схемотехниче-
скую реализацию и представить систему Лоренца 
в более радиофизическом виде. 

Предложенный метод построения схем автоко-
лебательных систем не  является универсальным, 
поскольку при его использовании необходимо, 
чтобы уравнения имели вид, подобный уравнению 
фильтра первого порядка. Такие уравнения полу-
чаются не всегда. Так, в системе Ресслера тоже три 
дифференциальных уравнения, но  каждое из  них 
нельзя напрямую представить в том виде, как это 
удалось сделать для системы Лоренца. 

В то же время, такая методика может оказаться 
полезной при создании, например, нейрона Хинд-
марша–Розе, в котором одно из уравнений имеет 
вид, подобный уравнению НЧ-фильтра первого 
порядка. Это позволяет упростить схему реализа-
ции данного нейрона. 
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A radiophysical implementation of the Lorenz system demonstrating a chaotic attractor is proposed. It is 
shown that the form of the Lorenz equation allows it to be represented as a set of low-frequency first-order RC 
filters connected by nonlinear connections using electronic multipliers. A circuit consisting of three first-order 
radiotechnical RC filters and two multipliers is proposed. An electronic circuit is considered that allows for the 
effective implementation of a generator demonstrating the chaotic Lorenz attractor. 
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