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ВВЕДЕНИЕ

В течение последних десятилетий отмечается 
повышенный интерес к построению сверхширо-
кополосных (СШП) антенн и, в частности, антен-
ных решеток. Их применение все больше входит 
в  повседневную жизнь. Это связано с  внедрени-
ем СШП-радаров в медицинских целях [1, 2], для 
дистанционного зондирования снежных и ледяных 
покровов [3–5], для подповерхностной радиолока-
ции [6, 7].

Большинство известных работ (см., например, 
[8–12]) посвящено численному и эксперименталь-
ному исследованию конструкций СШП-решеток, 
а  исследованиям электродинамических явлений 
в таких структурах посвящено значительно меньшее 
количество работ. В то же время отметим, что в ука-
занных структурах наблюдаются такие явления, как 
ослепление и деполяризация [13], которые могут су-
щественно сказаться на характеристиках устройств.

Традиционные технические решения в области 
СШП-решеток основаны на применении антенн Ви-
вальди и ТЕМ-рупоров. ТЕМ-рупоры являются одни-
ми из наиболее широко используемых СШП-антенн. 
Это объясняется, с одной стороны, простотой кон-
струкции, а с другой — возможностью согласования 
с питающей линией в очень широкой полосе частот. 

Для преодоления проблемы высокого заднего излу-
чения в работах [14, 15] были предложены двумерные 
решетки ТЕМ-рупоров с металлизаций межрупор-
ного пространства. Решетки антенн Вивальди так-
же являются типовым техническим решением при 
создании СШП-антенн с высокой направленностью. 
Интерес к ним обусловлен простотой конструкции 
антенны Вивальди, которая допускает применение 
для ее изготовления технологии печатных плат.

Электродинамическое моделирование антен-
ных решеток с большими электрическими разме-
рами представляет весьма сложную задачу, реше-
ние которой связано с существенными затратами 
компьютерных ресурсов. В связи с этим для их ана-
лиза часто используют приближение бесконечной 
решетки [16]. Граничная задача для такой структу-
ры сводится к анализу одного ее периода, получив-
шего название канала Флоке [17].

Канал Флоке СШП-решетки имеет характерную 
особенность, которая состоит в том, что его пара-
метры медленно меняются в продольном направле-
нии. Поэтому его можно рассматривать как волно-
водный переход, преобразующий электромагнит-
ное поле от точки его возбуждения до свободного 
пространства. Для анализа таких переходов можно 
использовать известный метод поперечных сечений 

DOI: 10.31857/S0033849424030011, EDN: JVRVFC

Рассмотрены бесконечные сверхширокополосные решетки ТЕМ-рупоров и антенн Вивальди. На пер-
вом этапе была использована модель решетки в режиме квазипериодического возбуждения в виде ка-
нала Флоке, которая реализована в системе электродинамического моделирования HFSS. На втором 
этапе по рассчитанной матрице рассеяния канала Флоке определены параметры решетки в режиме 
кластерного возбуждения, в том числе распределение части полного поля — поля излучения в апер-
туре решетки. Проанализированы два кластера: конечные по одной координате и бесконечные по 
другой. Исследовано влияние на форму амплитудного распределения поля излучения в апертуре таких 
факторов, как размер кластера, частота, амплитудное распределение возбуждающих волн, сканиро-
вание в секторе углов. Показано, что распределение поля в излучающей апертуре может существен-
но отличаться от распределения возбуждающих волн на входах излучателей решетки. Предложено 
объяснение данного эффекта, основанное на представлении поля в решетке в виде суперпозиции ее 
собственных волн.
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[18], основанный на представлении поля в виде раз-
ложения по собственным волнам волновода сравне-
ния. В случае бесконечной решетки роль волновода 
сравнения играет канал Флоке с постоянными пара-
метрами, т. е. волновод Флоке.

Собственные волны канала Флоке бесконечной 
решетки антенн Вивальди без диэлектрическо-
го заполнения исследованы в  работе [19], а  вол-
ны решетки ТЕМ-рупоров изучены в работе [14]. 
Результаты исследования собственных волн далее 
использовались для построения моделей решеток 
антенн Вивальди без диэлектрического заполнения 
[20] и решеток ТЕМ-рупоров [15]. Задача анализа 
бесконечной решетки сводилась к анализу волно-
вода Флоке с ТЕМ-волной с переменными вдоль 
его оси параметрами.

В работе [13] были исследованы эффекты осле-
пления и деполяризации с использованием моде-
ли в виде канала Флоке. При этом СШП-решетка 
функционировала в квазипериодическом режиме, 
когда одновременно возбуждаются все ее элемен-
ты. В таком режиме отсутствует возможность ис-
следования ряда важных эффектов. К их числу от-
носится трансформация поля от точки питания до 
свободного пространства. При этом наибольший 
интерес представляет распределение поля в выход-
ной плоскости решетки, выполняющей функцию 
излучающей апертуры. Исследование данной про-
блемы связано с анализом бесконечной решетки 
в режиме кластерного возбуждения, когда входные 
воздействия подаются не на все элементарные из-
лучатели, а на некоторую их часть — кластер.

Отметим, что СШП-решетка ТЕМ-рупоров ко-
нечных размеров (12х12) была исследована в  ре-
жиме кластерного возбуждения [21]. При этом ос-
новная ее цель состояла в решении практической 
задачи создания СШП-антенны с постоянной по 
ширине диаграммой направленности.

Цель данной работы — исследовать трансфор-
мацию поля в режиме кластерного возбуждения 
в СШП решетках антенн Вивальди и ТЕМ-рупоров 
с равномерным и косинусоидальным амплитудным 
распределением источников возбуждения.

1. МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

Двумерно-периодическая бесконечная решет-
ка может быть рассмотрена при помощи ячейки 
Флоке. В случае квазипериодического возбужде-
ния поля в ячейке связаны условием периодично-
сти, которое часто называют теоремой Флоке [16]:
 

E x nP y mP E x y i nP i mPx y x x y y( , ) ( , )exp( ),+ + = − −κ κ

где κ θ ϕx k= sin cos , κ θ ϕy k= sin sin  — заданные 
постоянные определяющие углы излучения из ре-
шетки θ, φ; k — волновое число свободного про-
странства; n — номер периода по оси 0x; m — номер 

периода по оси 0y; Px — период решетки по оси 0x; 
Py — период решетки по оси 0y.

Ячейка Флоке описывается матрицей рассеяния ?
,( )S x y∆ ∆ϕ ϕ , где

	 ∆ ∆ϕ κ ϕ κx x x y y yP P= =, . 	 (1)

На рис. 1 показана ячейка Флоке в общем виде, 
она имеет минимум три порта: порт 1 соответствует 
линии передачи, порты 2 и 3 соответствуют волно-
воду Флоке, в котором распространяются, как ми-
нимум, две волны.

В общем случае поле собственной волны волно-
вода Флоке при z > 0 можно записать в виде

	




E e i x i y z Lp q p q p q p q, , ,exp( ( )),= − − − −κ β γ 	

(2)κ κ π
p x

x

p
P

= + 2
,  β κ π

q y
y

q
P

= + 2
,

γ κ βp q p q k, ,= + −2 2 2  κ β π
, .

,
≤

Px y

Здесь 


ep q,  — вектор, не зависящий от координат, 
L — размер решетки по оси 0z (рис. 2). Отметим, 
что каждой паре индексов p, q соответствуют две 
волны с разными поляризациями, т. е. с разными 
векторами 



ep q,
2  и 



ep q,
3 . Верхние индексы 2,3 пока-

зывают принадлежность данной волны соответ-
ствующему порту многополюсника на рис. 1.

Известным фактом является то, что если период 
решетки составляет P < λ/2 (что является условием 
отсутствия дифракционных максимумов), то рас-
пространяющимися будут только гармоники с p = 
 = q = 0, у которых κ κ0 = x ,  а  β κ0 = y .

Отметим, что матрицу рассеяния канала Флоке ?
,( )S x y∆ ∆ϕ ϕ  можно рассчитать при помощи мето-

дов электродинамического моделирования. Мы ис-
пользовали для этого систему HFSS. Будем далее 
считать ее известной. Матрица рассеяния связыва-
ет амплитуды отраженных и падающих на порты 
ячейки Флоке волн. Пусть ячейка возбуждается со 
стороны порта 1 волной с амплитудой U i1 . Тогда 
амплитуды волн, прошедших в порты 2, 3, находят-
ся как
	 U U St i2 3 1

2 31
,

, .= 	 (3)

1

2

3

Рис. 1. Ячейка Флоке общего вида как СВЧ-много-
полюсник: 1 — порт, соответствующий линии переда-
чи; 2, 3 — порты, соответствующие волнам волновода 
Флоке.
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Чтобы найти поле в портах 2, 3, необходимо поле 
собственной волны умножить на ее амплитуду:

E U e i x i y z Lt
x y

2 3 2 3
0 0
2 3

0 0
, ,

,
,

,exp ( ) ,= − − − −( )

κ κ γ

γ κ κ0 0
2 2 2

, .= + −x y k

При z = L, т. е. в точке размещения отсчетной 
плоскости порта 2, справедливо равенство

	




E U e i x i yt
x y

2 3 2 3 2 3
0 0

, , ,
, exp( ).= − −κ κ 	 (4)

Переход от режима квазипериодического воз-
буждения к режиму возбуждения одного элемента 
решетки рассмотрен в работе [16]. Воспользуемся 
полученными в ней выражениями и найдем иско-
мое электрическое поле волн второго и третьего 
типов 



U n
2 3,  в n-м канале решетки при возбужде-

нии элемента решетки с номерами n m0 0,  волной 
с амплитудой An m0 0, :




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κ 00
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
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






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∫∫

κ κ κ κ
π

π

π

π

	 (5)

Поле при возбуждении группы элементов ре-
шетки (кластера) находится суммированием по 
индексам n m0 0, :





U
P P e

i x n n P

i y m m Pn
x y

x x

y y
2 3

2

2 3
0 0

0

0
4

,
,
, exp

( )
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π
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∫∫∑∑

S A d dx y n m y xP

P

P

P

mn

y

y

x

x

2 31 0 0

00

, ,( , )κ κ κ κ
π

π

π

π

	 (6)

где S x y2 31, ( , )κ κ  — элементы матрицы рассеяния 
ячейки Флоке.

Представляет интерес кластер, бесконечный по 
одной координате и  конечный по другой. Рассмо-
трим кластер, бесконечный по координате 0y, т. е. 
m 0 ⊂ −∞ ∞] [, , причем вдоль оси 0y обеспечивается 

равномерное амплитудно-фазовое распределение. 
Тогда амплитуды активных каналов не зависят от 
индекса m0, и получаем A An m n0 0 0, .=  В этом случае 
к сумме по m0 в формуле (6) можно применить теоре-
му Пуассона [23]:

	 exp( ) .i P m
P

p
Py y

ym p
y

y
κ π δ κ π

0
2 2

0

= −





=−∞

∞

=−∞

∞

∑ ∑ 	 (7)

Тогда выражение (6) можно переписать следую-
щим образом, используя тот факт, что период ре-
шетки меньше половины длины волны:

	




U
P e i x

n n P S A d
n

x x

x x n x
P

P

x

2
2
0 0

0 21
2 0

0

=
− +

+ −−π
κ

κ κπ

π

, exp( (

( ) )) ( , )

xx

n
∫∑

0

	 (8)

Применяя теорему Пуассона к полю 


Un
3 , полу-

чаем, что оно пропорционально элементу матрицы 
рассеяния канала Флоке S x31 0( , ),κ  который для 
исследуемых однополяризационных решеток тож-
дественно равен нулю. Отсюда следует, что 



Un
3  = 0.

Аналогично можем рассмотреть поле, которое 
создает кластер, бесконечный по оси 0х и конеч-
ный по оси 0у. При этом получаем





U
P

e i y m m P S A dn
y

y y y m y

P

P

y

y
3 3

0 0 0 312
0

0
= − + −( )( )

−π
κ κ κ

π

π

, exp ( ) ( , )∫∫∑
m0

	

(9)


U n
2 0= .

Рассмотрим теперь следующий частный случай: 
кластер, бесконечный по координате 0y и с равно-
мерным вдоль нее амплитудно-фазовым распреде-
лением, является конечным вдоль оси 0х, излучает 
под углом θ0, при этом вдоль оси 0х реализовано 
равномерное амплитудное распределение. Тогда 

ГУ “Мастер 2”

ГУ “Мастер 1”

y

L

Py
Px

x

Порт Флоке

Магнитная
 стенка

Сосредоточенный
порт

ГУ “Slave 1”

ГУ “Slave 2”

Рис. 2. Канал Флоке для решетки ТЕМ-рупоров, ГУ — граничное условие.
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A in Pn x0 0 0= exp( ),κ  причем κ θ0 0= k sin .  В этом слу-
чае (8) принимает вид
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Обратим внимание, что выражение
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 – это сумма геометрической прогрессии. Применим 
формулу для суммы геометрической прогрессии 
и получим выражение для поля волны второго типа:
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	(10)

а также аналогичное выражение для поля 


Un
3  и кла-

стера, бесконечного вдоль оси 0х:
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Таким образом, мы показали, что, числен-
но определив матрицу рассеяния ячейки Флоке 
S x y
( ),,∆ ∆ϕ ϕ  можем при помощи выражений (8), 

(9), а также (10) и (11) найти поле в излучающей 
апертуре при возбуждении группы активных эле-
ментов — кластера в составе бесконечной решетки. 
Далее применим полученные соотношения для ре-
шеток ТЕМ-рупоров и решеток антенн Вивальди.

Существенным моментом является то, что в ма-
трице рассеяния канала Флоке учитываются только 
две моды Флоке нулевого порядка. По этой при-
чине соотношения, приведенные выше, определя-
ют не полное поле в апертуре решетки, а лишь его 
часть, которая описывается распространяющимися 
гармониками Флоке. Наряду с ней в сечении z = L 
существует поле гармоник высших порядков. Од-
нако в решетке, с периодом меньшим половины 

длины волны в свободном пространстве, высшие 
гармоники не распространяются, а их поле экспо-
ненциально затухает в области z > L. Поэтому наи-
более интересная часть поля, которая существует 
на больших расстояниях от выходной апертуры 
решетки, описывается именно распространяющи-
мися гармониками Флоке. Эту часть поля можно 
назвать полем излучения. Расчет поля излучения 
проводится не в раскрыве решетки (при z = L), а на 
определенном от него удалении в продольном на-
правлении, как показано на рис. 2, где полями всех 
мод более высокого порядка можно пренебречь из-
за их экспоненциального затухания. Далее поле пе-
ресчитывается в плоскость z = L с использованием 
стандартной процедуры сдвига отсчетной плоско-
сти, реализованной в HFSS.

2. КЛАСТЕР ТЕМ-РУПОРОВ

Исследуем кластер ТЕМ-рупоров, конечный по 
одной оси и бесконечный по другой со следующи-
ми параметрами: длина элемента решетки L = 180, 
а величины периодов решетки в Е- и Н-плоско-
сти равны соответственно Py = 15 и  Pх = 15 (см. 
рис. 2), причем период рассматриваемой решетки 
меньше половины длины волны. Здесь и далее все 
размеры приводятся в миллиметрах. Реализован 
экспоненциальный закон зависимости волново-
го сопротивления в сечении канала Флоке от ко-
ординаты 0z. Отметим, что на продольных стен-
ках ячейки установлены специальные граничные 
условия “Master–Slave” (см. рис. 2), поперечная 
стенка на границе пустого канала представляет 
собой порт Флоке, который имеет две моды, со-
ответствующие двум поляризациям. Поперечную 
стенку вблизи сосредоточенного порта объявляем 
магнитной, что соответствует холостому ходу в тер-
минах линии передачи, или идеальному частотно 
независимому резонатору. Такой подход позволяет 
нам не учитывать частотную зависимость системы 
возбуждения, которое на практике весьма велико 
в таких структурах и оказывает заметное влияние 
на характеристики решетки. Импеданс порта 1 ра-
вен Zc1 = 25 Ом, импеданс пустого канала (волно-
вода Флоке) при этом равен 377 Ом. Пусть количе-
ство элементов в кластере равно 2N + 1 = 17, при 
этом обеспечивается равномерное амплитудное 
распределение.

Исследуем поле такого кластера при сканиро-
вании. С учетом того, что кластер является беско-
нечным по одной координате и конечным по дру-
гой, возможны два варианта: 1) кластер бесконе-
чен вдоль оси 0y и является конечным вдоль оси 
0х (рис. 3а), тогда сканирование проводим в пло-
скости H, 2) кластер бесконечен вдоль оси 0x (см. 
рис. 3б), тогда сканируем в плоскости Е.

На рис. 4–6 представлены результаты расчетов 
нормированной напряженности электрического 
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Также необходимо отметить существенно раз-
ное поведение поля в  плоскостях Е и  Н. Иска-
жения формы и смещение в Н-плоскости прояв-
ляются значительно сильнее, чем в Е-плоскости. 
При этом искажения формы в Н-плоскости име-
ют характер “расплывания”, которое проявля-
ется в том, что поле выходит за границы класте-
ра. Кроме того, наблюдается также эффект “сгла-
живания”, который выражается в исчезновении 

Рис. 3. Два варианта кластера, бесконечного по од-
ной координате и конечного по другой.

(а)

(б)

(а)

(б)(а)

(б)

Рис. 4. Напряженность поля для кластера ТЕМ-рупо-
ров на частоте 2 ГГц: отклонение луча 0 (1), 15 (2), 30 (3) 
и 45 град (4), сканирование в Н- (а) и Е-плоскости (б).

Рис. 5. Напряженность поля для кластера ТЕМ-рупо-
ров на частоте 5 ГГц: отклонение луча 0 (1), 15 (2), 30 (3) 
и 45 град (4), сканирование в Н- (а) и Е-плоскости (б).

поля при сканировании такого кластера от 0 до 
45 град в плоскостях E и Н для частот 2, 5 и 8 ГГц 
соответственно. Здесь и  далее кривые нормиро-
ваны к величине U(0) при отсутствии отклонения 
луча, вертикальные пунктирные линии обозначают 
границы кластера.

Из данных, представленных на рис. 4–6, можем 
сделать вывод, что распределение поля в выходной 
апертуре решетки существенно отличается от рас-
пределения поля на входах элементарных излучате-
лей, которое задается функциями An0, Am0. При этом 
можно выделить два вида искажений: искажение 
формы амплитудного распределения и его смеще-
ние. Второй эффект имеет место только при скани-
ровании и зависит от угла отклонения θ.
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резких границ области, занятой полем. Особенно 
сильно эти эффекты выражены на низких частотах 
(см. рис. 4а,4б). В Н-плоскости они привели к из-
менению формы амплитудного распределения от 
прямоугольной на входе в решетку до колоколоо-
бразной на выходе из нее. С повышением частоты 
указанные эффекты остаются, но выражены уже не 
столь сильно.

Особо следует обратить внимание на смещение 
поля в Н-плоскости, которое при достаточно боль-
ших углах сканирования ( θ = 450 ) может достигать 
половины ширины кластера. При выбранном па-
раметре это означает, что при сканировании поле 
перетекает в восемь соседних каналов.

Исследуем далее, каким образом амплитуд-
ное распределение на элементах кластера вли-
яет на распределение поля в  выходной пло-
скости в  режиме сканирования. Зададим ам-
плитудное распределение в  виде “косинус на 
пьедестале” со следующим законом распределения 
A n Nn0 00 1 0 9 2= + ( ). . cos /π  и рассчитаем напря-
женность поля на частоте 5 ГГц для сканирования 
в Н- и Е-плоскостях (рис. 7а, 7б).

Сравнивая рис.  5 и  7, отметим, что поле 
в Н-плоскости становится гораздо менее изрезан-
ным, хотя эффекты расплывания и, в особенности, 
смещения поля при сканировании в этой плоско-
сти имеют место во всех случаях.

(а)

(б)

ГУ “Мастер 2”

ГУ “Мастер 2”

y

L

Py

Px

x

Порт Флоке
Порт 2.3

Магнитная
 стенка

Сосредоточенный
портГУ “Slave 2”

ГУ “Slave 1”

Рис. 6. Напряженность поля для кластера ТЕМ-рупо-
ров на частоте 8 ГГц: отклонение луча 0 (1), 15 (2), 30 (3) 
и 45 град (4), сканирование в Н- (а) и Е-плоскости (б).

Рис. 8. Канал Флоке для решетки антенн Вивальди, ГУ — граничное условие.

(а)

(б)

Рис. 7. Напряженность поля для кластера ТЕМ-рупо-
ров с косинусоидальным амплитудным распределени-
ем на частоте 5 ГГц: отклонение луча 0 (1), 15 (2), 30 (3) 
и 45 град (4), сканирование в Н- (а) и Е-плоскости (б).
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3. КЛАСТЕР АНТЕНН ВИВАЛЬДИ

Исследуем кластер антенн Вивальди (конечный 
по одной оси и  бесконечный по другой) со сле-
дующими параметрами: длина элемента решетки 
L  =  180, периоды решетки в  Е- и  Н-плоскостях 
равны соответственно Py = 15 и Pх = 15 (рис. 8).

Реализован экспоненциальный закон зависи-
мости волнового сопротивления в сечении канала 
Флоке от координаты 0z. Импеданс порта 1 равен 
Zc1 = 150 Ом, при этом импеданс пустого канала 
(волновода Флоке) равен Zс2 = 377 Ом. Количество 
элементов в кластере равно 2N + 1 = 17, обеспечи-
вается равномерное амплитудное возбуждение.

На рис. 9–11 представлены результаты расчетов 
нормированной напряженности электрического 
поля при сканировании такого кластера от 0 до 
45 град в плоскостях E и Н для частот 2, 5 и 8 ГГц 
соответственно.

Сравнивая графики для кластеров ТЕМ-рупо-
ров и антенн Вивальди, отмечаем, что в целом они 
очень похожи. Сканирование в плоскости вектора 


E  не приводит к существенным изменениям поля, 
оно остается сконцентрированным в области кла-
стера. Сканирование в плоскости вектора 



H  при-
водит к существенному расплыванию поля за пре-
делы кластера.

Говоря о различиях между кластерами ТЕМ-ру-
поров и антенн Вивальди, следует обратить внима-
ние на следующее обстоятельство — кривая 4 (от-
клонение луча на 30°) на рис. 11б проходит ниже 
кривых 1, 2, 5, т. е. при отклонении луча на 30° на-
пряженность поля снижается по какой-то причине, 

чего не наблюдается на рис.  6. Чтобы выяснить 
причину этого явления, рассмотрим зависимость 
элемента матрицы рассеяния ячейки Флоке на ча-
стоте 8 ГГц от угла сканирования. На рис. 12 кри-
вые 1 и 2 демонстрируют соответственно действи-
тельную и  мнимую части элемента матрицы S31. 
Отмечаем резкие изломы кривых 1 и 2 в области 
углов от 23° до 25°. и Е-плоскости (б).

(а)

(б)

(а)

(б)

Рис. 9. Напряженность поля для кластера антенн Ви-
вальди на частоте 2 ГГц: отклонение луча 0 (1), 15 (2), 
30 (3) и 45 град (4), сканирование в Н- (а) и Е-пло-
скости (б).

Рис. 11. Напряженность поля для кластера антенн 
Вивальди на частоте 8 ГГц: отклонение луча 0  (1), 
15  (2), 30 (3) и  45 град (4), сканирование в  Н- (а) 
и Е-плоскости (б).

(а)

(б)

Рис. 10. Напряженность поля для кластера антенн 
Вивальди на частоте 5 ГГц: отклонение луча 0  (1), 
15  (2), 30 (3) и  45 град (4), сканирование в  Н- (а) 
и Е-плоскости (б).



РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 3         2024

214	 Банков, Дупленкова

Можно предположить, что в  указанном диапазо-
не углов картина напряженности электрического поля 
будет наихудшей из всех рассмотренных. Кривая 3 на 
рис. 11 подтверждает это предположение. Аномальное 
поведение параметров рассеяния канала Флоке для ан-
тенн Вивальди было описано в работе [13]. Оно анало-
гично эффекту ослепления, наблюдаемому во многих 
типах решеток. Предлагаемый метод борьбы с этим яв-
лением — уменьшение длины элемента решетки L.

Для подтверждения этого утверждения рассмо-
трим кластер антенн Вивальди, аналогичный уже ис-
следованному, но уменьшенной длины (L = 90), на-
зовем его укороченным кластером (см. рис. 12). Кри-
вые 3 и 4 — соответственно действительная и мнимая 
части элемента матрицы S31 ячейки Флоке для укоро-
ченного кластера. Отмечаем отсутствие особенностей 

во всем диапазоне углов. На рис. 13а, 13б показаны 
результаты расчетов нормированной напряженности 
электрического поля при сканировании укороченно-
го кластера от 0 до 45 град в E- и Н-плоскостях для 
частоты 8 ГГц. Сравнивая характеристики сканиро-
вания в Н-плоскости для кластеров с L = 180 и 90 мм, 
отмечаем существенное уменьшение расплывания 
поля в случае укороченного кластера.

4. СОБСТВЕННЫЕ ВОЛНЫ РЕШЕТКИ 
И ТРАНСФОРМАЦИЯ ПОЛЯ

Проанализируем и объясним представленные 
выше численные результаты с позиции собствен-
ных волн бесконечной двумерной СШП-решет-
ки. Как уже отмечалось во Введении, собственные 
волны решетки антенн Вивальди были исследова-
ны в работе [19], а решетки ТЕМ-рупоров — в [14]. 
Несмотря на заметные отличия в  конструкции 
этих структур, качественно характеристики их соб-
ственных волн весьма близки. Перечислим их наи-
более важные для нашего анализа черты.

Под собственной волной регулярной вдоль оси 
0z решетки понимаем решение, удовлетворяющее 
условию периодичности с параметрами периодич-
ности κx y,  и имеющее зависимость от координаты 
z вида exp( )−i zβ , где β  — постоянная распростра-
нения волны. Задача на собственные волны имеет 
бесконечное множество решений, из которых вы-
деляются две волны, не имеющие частоты отсечки. 
Такие волны принято называть основными. Отме-
тим, что нормальное функционирование решетки 
происходит в области параметров, в которой рас-
пространяются только волны основных типов.

В общем случае параметры собственных волн 
зависят от параметров сканирования κx y,  и геоме-
трии решетки. Структуры, рассмотренные в разд. 3 
и 4, можно рассматривать как регулярные решетки 
с медленно изменяющимися вдоль оси 0z параме-
трами. При таком подходе на входе решетки воз-
буждаются основные распространяющиеся волны. 
Далее они бегут по направлению к выходной апер-
туре, изменяясь при этом благодаря изменению ге-
ометрических размеров, и в результате формируют 
поле в выходной апертуре, которое затем излучает-
ся в свободное пространство. Таким образом, поле 
на выходе решетки существенным образом зависит 
от свойств собственных волн.

Как показывают результаты работ [14, 19], вол-
ны в  решетке, не имеющей диэлектрических 
элементов, разделяются на волны типа ТЕ, ТМ 
и Т. Основные волны относятся к Т- и ТЕ-волнам; 
Т-волна имеет все характерные для таких волн осо-
бенности. Ее постоянная распространения β, не-
зависимо ни от чего, и в том числе независимо от 
параметров κ x y, ,  равна волновому числу свобод-
ного пространства k. Постоянная распростране-
ния ТЕ-волны, наоборот, зависит от параметров 

(а)

(б)

Рис. 12. Зависимость действительной (1, 3) и мнимой 
(2, 4) частей параметра рассеяния S31 ячейки Флоке 
для решетки антенн Вивальди от угла сканирования 
на частоте 8 ГГц при L = 180 (сплошные кривые) 
и L = 90 (штриховые).

Рис. 13. Напряженность поля для укороченного кла-
стера на частоте 8 ГГц: отклонение луча 0 (1), 15 (2), 
30 (3) и 45 град (4), сканирование в Н- (а) и Е-пло-
скости (б).
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периодичности κ x y, : при κx y, = 0  она равна k, 
а при их увеличении она уменьшается.

Для нашего анализа важно отметить поляриза-
ционные характеристики собственных волн. Ори-
ентация их плоскостей преимущественной поляри-
зации зависит от параметров κx y, .  Для нас важно, 
что при κx = 0  и  κy ≠ 0  вектор электрического 
поля Т-волны ориентирован вдоль оси 0у, а ана-
логичный вектор ТЕ-волны ориентирован вдоль 
оси 0х. При κ x ≠ 0,  κ y = 0,  наоборот, вектор элек-
трического поля Т-волны ориентирован вдоль оси 
0х, а аналогичный вектор ТЕ-волны ориентирован 
вдоль оси 0у.

Сосредоточенные порты в рассмотренных выше 
решетках ориентированы вдоль оси 0у. Поэтому 
они возбуждают только волны, поляризованные 
вдоль этой оси. Таким образом, приходим к выво-
ду, что кластер, бесконечный вдоль оси 0х, отвеча-
ющий условию κ x = 0,  κy ≠ 0  (см. выше), возбу-
ждает Т-волны, а кластер, бесконечный вдоль оси 
0у, отвечающий условию κ x ≠ 0,  κ y = 0,  возбу-
ждает ТЕ-волны. Соответственно, сканирование 
в Е- и Н-плоскостях происходит путем селектив-
ного возбуждения соответственно Т- и ТЕ-волн.

Отсюда можно сделать вывод, что существенное 
отличие в поведении поля при сканировании в раз-
ных плоскостях обусловлено отличиями в  свой-
ствах собственных волн. Выше мы показали (см. 
формулы (8), (9)), что поля в портах 2 и 3 зависят 
от поведения параметров S x21 0( , ),κ  S y31 0( , ).κ

В  рамках теории волноводов с  медленно ме-
няющимися параметрами [18] прохождение соб-
ственной волны с  единичной амплитудой через 
нерегулярный участок может быть описано систе-
мой дифференциальных уравнений относитель-
но амплитуд взаимодействующих волн: прямых 
и встречных волн разных типов. Связь между раз-
личными волнами описывается с помощью коэф-
фициентов связи. В отсутствие критических сече-
ний в пределах нерегулярного участка коэффици-
енты связи являются малыми параметрами задачи. 
Поэтому в  рамках нулевого приближения ими 
можно пренебречь. Тогда модуль коэффициента 
прохождения волны равен единице, а фаза опре-
деляется интегралом от переменной на нерегуляр-
ном участке постоянной распространения волны. 
С учетом того, что при κ x = 0,  κy ≠ 0  вдоль оси 
0z распространяется Т-волна, а при κ x ≠ 0,  κy = 0  
ТЕ-волна параметры рассеяния в нулевом прибли-
жении могут быть записаны следующим образом:

S i z dzt x

L

21
0

= −








∫exp ( , ) ,γ κ

S e i z dzte y

L

31
0

= −








∫ γ κ( , ) ,

где γ γt te,  — постоянные распространения Т- и ТЕ-
волн. Как отмечалось выше, постоянная распро-
странения Т-волны не зависит от переменных 
κ x z, .  Поэтому коэффициент передачи S21  также 
не зависит от параметра κ x.  По этой причине все 
парциальные волны с разными κx  получают при 
прохождении от точки возбуждения до точки вы-
хода одинаковые фазовые сдвиги. В результате поле 
на выходе при сканировании в Е-плоскости повто-
ряет поле на входе.

Иная ситуация при сканировании в плоскости 
Н. Постоянная распространения ТЕ-волны зави-
сит от параметра κx . Следует обратить внимание 
на то, что даже слабая ее зависимость может при-
водить к существенному изменению фазы коэф-
фициента прохождения S31, так как электрический 
размер решетки вдоль оси 0z является большой ве-
личиной. В результате парциальные волны с раз-
ными κx  получают при прохождении от точки воз-
буждения до точки выхода разные фазовые сдвиги, 
и поэтому распределение поля на выходе решетки 
искажается, что выражается в его отличии от рас-
пределения во входной плоскости.

Представленный выше качественный анализ 
показывает, что в  Е-плоскости искажения поля 
должны полностью отсутствовать. Более точное 
электродинамическое моделирование показыва-
ет, что они существуют, но выражены существенно 
слабее, чем в Н-плоскости.

Представленные выше результаты показывают, что 
в плоскости вектора 



E  бесконечная решетка может 
быть ограничена областью с размерами, близкими 
к размерам кластера. При этом параметры получаемой 
решетки конечных размеров будут слабо отличаться 
от параметров бесконечного прототипа. В плоскости 
вектора 



H  ситуация иная. Попытка ограничить раз-
меры решетки размерами кластера приведет к силь-
ным краевым эффектам, особенно при отклонении 
главного луча от нормали. Эти краевые эффекты мо-
гут быть источником искажений в диаграмме направ-
ленности. Возможно, что правильным подходом явля-
ется расширение размеров решетки в данной плоско-
сти. Отметим, что число активных каналов при этом 
не увеличивается. Дополнительные каналы не уча-
ствуют в возбуждении решетки и могут быть нагруже-
ны на согласованные нагрузки.

Авторы данной работы заявляют об отсутствии 
конфликта интересов.
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ELECTROMAGNETIC FIELDS TRANSFORMATION IN UWB INFINITE 
ANTENNA ARRAYS IN THE CLUSTER EXCITATION MODE
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Infinite ultra-wideband (UWB) arrays of TEM horns and Vivaldi antennas were considered. At the 
first stage we used an array model in the quasi-periodic excitation mode in the form of a Floquet 
channel. It was implemented in the HFSS electromagnetic modeling system. At the second stage 
the array parameters in the cluster excitation mode were determined using the calculated scattering 
matrix of the Floquet channel. Two clusters of TEM horns and Vivaldi antennas were analyzed. They 
were finite along one coordinate and infinite along the other. It was investigated how the cluster size, 
frequency, amplitude distribution of exciting waves, scanning in the sector of angles affect the shape of 
the amplitude-phase distribution of the field in the array aperture. It was shown that the field distribution 
in the emitting aperture may differ significantly from the distribution of exciting waves at the inputs of 
the array elements. An explanation of this effect based on the representation of the field in the array in 
the form of a superposition of its eigen waves was proposed.

Keywords: Ultra wideband array, TEM horn, phased array, Floquet channel, cluster excitation mode
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ВВЕДЕНИЕ

В последнее время возрос интерес к исследова-
ниям систем двух плоских отражательных антен-
ных решеток [1–6], в том числе в качестве квази-
оптических диаграммообразующих систем (ДОС) 
для многолучевых антенн. В частности, в работах 
[4–6] для формирования в плоскости симметрии 
антенны многолучевой диаграммы использова-
на бифокальная офсетная система двух плоских 
отражательных решеток. Оптимизация фазовых 
распределений в отражательных решетках с целью 
минимизации аберраций при отклонении луча за 
счет смещения облучателя из фокуса системы про-
ведена в этих работах с использованием численной 
процедуры. В результате в работе [5] реализовано 
усиление антенны 48 дБ в угловом секторе 8.6°.

Целью данной работы является разработка ме-
тодики точного синтеза бифокальной системы 
двух плоских отражательных решеток, оптимиза-
ция параметров с целью минимизации среднеква-
дратичной аберрации эйконала на выходе системы 
при смещении облучателя из фокуса ортогональ-
но плоскости симметрии системы и исследование 
характеристик антенн на основе синтезированных 
и оптимизированных бифокальных систем.

1. СИНТЕЗ ДВУХМЕРНОЙ БИФОКАЛЬНОЙ 
СИСТЕМЫ ДВУХ ОТРАЖАТЕЛЬНЫХ 

РЕШЕТОК

Рассмотрим сначала двумерную задачу синтеза 
бифокальной системы двух отражательных реше-
ток, с одной стороны которой расположены два 
симметричных относительно оси y (рис. 1) фокуса 
(точки идеальной фокусировки F1 и F2).

Пусть распределения эйконала, внесенного 
вспомогательной 1 и основной 2 решетками (да-
лее — решетка 1 и решетка 2) в результате двукрат-
ного прохождения сигналов через линии задержки 
каждой из решеток, описываются неизвестными 
функциями f1(x) и  f2(x) соответственно. Зададим 
начальный участок распределения эйконала, вне-
сенного решеткой 1, f10(x) = ax2 (–x0 ≤ x ≤ x0), а ре-
шеткой 2 — f20(x). Задача синтеза состоит в опреде-
лении функций f10(x) и f20(x).

Потребуем, чтобы лучи источника, расположен-
ного в точке фокуса F0 с координатами (0, d — f0), 
после двух отражений от начальных участков ре-
шеток сформировали линейный фронт y = h, где 
h  — произвольная постоянная, d  — глубина си-
стемы, f0 — расстояние от фокуса F0 до решетки 1. 
При этом центральный луч, падающий вдоль оси 
y на решетку 1 в  точке H c координатами (0, d), 

DOI: 10.31857/S0033849424030024, EDN: JVOATR

Развита методика точного решения задачи геометрооптического синтеза бифокальной системы двух 
плоских отражательных решеток, основанная на последовательном нахождении распределения эй-
конала, внесенного различными участками решеток, с его заданием на начальном участке одной из 
решеток, при этом внесенный эйконал на начальном участке другой решетки находится в результате 
синтеза выходного плоского фронта для центрального положения луча. Методика обеспечивает не-
прерывность функций, описывающих распределения внесенных эйконалов, а также их первой и вто-
рой производной (по одной координате) на границах участков. Исследована зависимость величины 
среднеквадратической аберрации эйконала на выходе системы от параметров решеток. В качестве 
примера применения развитой методики синтезированы и оптимизированы бифокальные системы 
для угла зрения 40° и 65°. Проведено исследование характеристик излучения антенны на основе син-
тезированных и оптимизированных бифокальных систем.

Ключевые слова: бифокальные системы, отражательные решетки, синтез, оптимизация
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отражается от нее, падает на решетку 2 в точке O, 
снова отражается и идет вдоль оси y. Эйконал этого 
луча от источника до фронта имеет вид

L d f f f h0 0 10 202 0 0= − + + +( ) ( ) ,

где f10(0) и f20(0) — внесенные эйконалы в точках H, 
O соответственно.

Другой луч, выходящий из точки F0, падает на 
решетку 1 в точке S, отражается от нее, падает на 
решетку 2 в  точке T и  отражается от нее парал-
лельно оси y. При этом его эйконал определяется 
формулой

L F S ST f x f x hS T= + + + +0 10 20( ) ( ) ,

где f10(xS) и f20(xT) — эйконалы, внесенные в точках 
xS и xT соответственно.

F0S  — расстояние от точки F0 до точки S, а 
ST d= / cosβ – расстояние от точки S до точки T.

При этом угол α падения луча на решетку 1 
и угол β отражения (см. рис. 1) связаны формулой

β α= +( )arcsin sin ( ) ,/f xS10

где α = arctg(xS /(d–f0)), f xS10
/ ( )  — первая произво-

дная функции f10 в точке S.
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h

δ0δ0 δ0 δ0
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F0
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α0αFP
αFN
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1F 2F

QС

B

M

NH S

T

β βMN

β0 β0
βPQ

Рис. 1. Двумерная бифокальная система: 1 — вспомогательная решетка; 2 — основная решетка; 3 — распределение 
эйконала, внесенного решеткой 1; 4 — распределение эйконала, внесенного решеткой 2.

Зная угол β, нетрудно найти координаты точки 
T (см. рис. 1):

x d xT S= +tgβ .

Потребуем, чтобы все лучи, выходящие из фо-
куса F0 после двух отражений от решеток, были 
параллельны оси y и  формировали в  результа-
те линейный фронт на выходе системы. Для это-
го необходимо равенство эйконалов всех лучей 
(от источника до фронта). Потребуем, чтобы эйко-
налы всех лучей были равны эйконалу централь-
ного луча:

2 0 00 10 20

0 10 20

d f f f

F S ST f x f xS T

− + + =
= + + +

( ) ( )

( ) ( ).

Решение этого уравнения имеет вид
f x d f f

f F S ST f x
T

S

20 0 10

20 0 10

2 0

0

( ) ( )

( ) ( ).

= − + +
+ − − −

Из выражения (3) определим первую производ-
ную функцию f2 в точке T

f xT20
/ ( ) sin .= − β

Множество точек T образует начальный участок 
решетки 2.
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Далее определим координаты фокусов F1 и F2 та-
ким образом, чтобы луч плоской волны, падающий 
на решетку под углом δ0 к оси y, после отражения 
в точке D(x0,0) попадал в точку A(–x0, d), а после 
отражения в точке A — в фокус F1. Из геометрии, 
представленной на рис.  1, нетрудно найти коор-
динаты этого фокуса, а также фокуса F2, учитывая, 
что он симметричен фокусу F1 относительно оси y:

x xF A f
1 0= + sin ,α  y y fF A1 0= − cos ,α

x xF F2 1
= − ,  y yF F2 1

= ,

где xA = –x0, yA = d; f — расстояние от края начально-
го участка до фокуса, α β0 0 10= −arcsin(sin ( ))/f x A  — 
угол между осью y и прямой, соединяющей фокус 
F1 с краем (точкой A) начального участка решетки 1. 
При этом

β0 = −( )arctg ( ) / .x x dD A

Из геометрии на рис. 1 следует, что угол выхода 
луча из системы определяется формулой

δ β0 0 20= + ′( )arcsin sin ( ) ,f xD

где f xD20
/ ( ) – первая производная функции f2 в точ-

ке D.
Для определения нового участка решетки 2 

предположим, что луч из фокуса F1 падает на на-
чальный участок решетки 1, отражается от нее 
в точке Р, падает на решетку 2 в точке Q и отража-
ется под углом δ0 (см. рис. 1). При этом угол между 
осью Y и лучом, падающим из точки F1 в точку P

α αFP P Fx x f= ( )−arctg cos( ) ,1 0

а угол между осью y и лучом, отраженным от ре-
шетки в точке P

β αPQ FP Pf x= + ′( )arcsin sin ( ) .10

Координаты точки Q при этом определяются 
формулой

x x dQ P PQ= + tgβ ;  yQ = 0.

Потребуем равенство эйконалов всех лучей, ко-
торые выходят из фокуса F1 и после отражения от 
решетки идут параллельно (под углом δ0 к оси y)

f AD d f x f x

F P PQ d f x f x
D A D

Q P Q

+ + + + =
= + + + +

10 20

1 10 2

( ) ( )

( ) ( ),

где dD, dQ — расстояние соответственно от точек D 
и Q до фронта.

Решение уравнения (12) имеет вид

f x f AD d f x f x

F P PQ d f x

Q D A D

Q P

2 10 20

1 10

( ) ( ) ( )

( ) .

= + + + + −

− + + +( ) 	

Множество точек Q образует новый участок ре-
шетки 2. При этом

′ = −f xQ PQ2 0( ) sin sin .δ β

Для определения эйконала на новом участке 
решетки 1 рассмотрим падение волны с линейным 
фронтом на решетку 2. Пусть луч, падающий на 
начальный участок решетки 2 в точке M под углом 
δ0 к оси y, отражается от решетки 2 и падает на ре-
шетку 1 в точке N, снова отражается и проходит че-
рез фокус F2 (см. рис. 1). Угол между осью y и от-
раженным лучом в точке М получаем по формуле

β δMN Mf x= + ′( )arcsin sin ( ) .0 20

При этом координаты точки N

x x dN M MN= + tgβ ;  y dN = .

Приравнивая эйконалы лучей, получим уравнение
f BC d f x f x

F N MN d f x f x
C B C

M N M

+ + + + =
= + + + +

10 20

2 1 20

( ) ( )

( ) ( ),

где dС, dМ — расстояние от точек С и М соответ-
ственно до фронта плоской волны.

Решение этого уравнения имеет вид
f x f BC d f x f x

F N MN d f x

N C B C

M M

1 10 20

2 20

( ) ( ) ( )

( ) .

= + + + + −

− + + +( )
При этом

′ = −f xN FN MN1( ) sin sin ,α β

где αFN = arctg((xN–xF2)/f cosα0).
Множество точек N образует новый участок ре-

шетки 1.
Для обеспечения непрерывности амплитудно-

го распределения отраженных от решеток волн 
в  первом приближении геометрической оптики 
необходимо, чтобы вторые производные функций, 
описывающих распределение эйконалов, были не-
прерывными. Так как координаты точки N опре-
деляются через координаты точки M, вторую про-
изводную эйконала, внесенного вторым участком 
решетки 1 в точке N, определяем дифференциро-
ванием его первой производной в точке N по ко-
ординате xM:

′′ =
∂ ′

∂
∂
∂

f x
f x

x
x
xN

N

M

N

M
1

1( )
( )

/ ,

где
∂
∂

= +
′

′
x
x

dN

M

MN

MN

1
2

β
βcos ( )

,

′ =
′′

− + ′( )
β

δ
MN

M

M

f x

f x

20

0 20
2

1

( )

sin ( )
,
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′ =
− + ′( )

+
α

α β β

β α
FN M

MN MN

MN F

x
f d

f x
( )

cos( ) cos ( )

cos ( ) cos ( ) (

0
2

2 2 2
0 22

2−( )xN )
.

В результате получаем
′′ =

=
′ − ′( )

f x

x

N

FN M FN MN MN MN

MN

1

2

2

( )

( )cos( ) cos( ) cos ( )

cos (

α α β β β

β ))
.

+ ′d MNβ
	

Для того чтобы вторая производная на стыках 
участков решетки 1 была непрерывной, значе-
ние второй производной первого участка в точке 
В с координатами (x0, d) должно равняться значе-
нию второй производной в точке N, когда точки M 
и C совпадают. В результате получим уравнение

′ − ′( )
+ ′

−

− ′

α α β β β

β β
FN M FN MN MN MN

MN MN

x

d

( )cos( ) cos( ) cos ( )

cos ( )

2

2

′′ =f x10 0 0( ) .
	

	

Решение уравнения (20) определяет коэффи-
циент a, обеспечивающий непрерывность второй 
производной в точке B.

2. СИНТЕЗ ТРЕХМЕРНОЙ БИФОКАЛЬНОЙ 
СИСТЕМЫ ДВУХ ОТРАЖАТЕЛЬНЫХ 

РЕШЕТОК

Рассмотрим трехмерную задачу синтеза бифо-
кальной системы двух отражательных решеток, по-
казанной на рис. 2.

Основная решетка 2 расположена в плоскости 
XY, а вспомогательная решетка 1 расположена под 
углом ξ к этой плоскости. При этом плоскость YZ 
является плоскостью симметрии задачи. При рас-
положении источника сферической волны в двух 
симметричных относительно этой плоскости фоку-
сах (F1 и F2) с другой стороны бифокальной систе-
мы формируются два симметричных относительно 
плоскости YZ плоских фронта.

Пусть распределение внесенного эйкона-
ла начальным участком решетки 1 имеет вид 
L10 = ax2+by2, где коэффициент b полагается задан-
ным в начале синтеза. Для определения коэффи-
циента а зададим также параметры: размер 2x0 на-
чального участка решетки1 при y = 0, расстояние f 
от краев этого участка до фокусов и расстояние f0 
от точки фокуса F0 для начальных участков до ре-
шетки1. Применяя алгоритм, описанный в разд. 1, 
находим коэффициент а и координаты точек F1, F2.
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Рис. 2. Трехмерная бифокальная система: 1 — вспомогательная решетка; 2 — основная решетка; 3 — распределение 
эйконала внесенного решеткой 1; 4 — распределение эйконала внесенного решеткой 2.
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Найдем распределение эйконала, внесенного на-
чальным участком решетки 2, L20(x, y). Единичная 
нормаль к одному из выходных фронтов имеет вид

nF

� ��
= (sin , ,cos ),δ δ0

где δ — угол выхода луча (см. рис. 2). Эйконал со-
ответствующего луча имеет вид

L f AD L A L D h OD nF0 10 20= + + + + −( ) ( ) ( , ),
� ��� � ��

где h — расстояние от начала системы координат 
до фронта, L10(A), L20(D) — эйконалы в точках А, D 
соответственно.

Предположим, что луч из фокуса F1 попадает 
в точку M (yM ≠ 0), которая находится на границе 
начального участка решетки 1. После отражения 
в точке М луч проходит через точку N, лежащую на 
границе начального участка решетки 2. Лучевой 
вектор отраженного от решетки 1 луча имеет вид

n
L

x
L

y
L

x
L

yMN
M M M M

� ����
=

∂
∂

∂
∂

−
∂

∂






−
∂
∂



















, , ,1
2 2

где

L F M L MM = +1 10( ), L M ax byM M10
2 2( ) ,= +

F1M — расстояние от точки F1 до точки M,
∂

∂
=

∂
∂

+
−L

x
L
x

x x

F M
M

M

M F10

1

1 ,

∂
∂

=
∂
∂

+
−

+
−L

y
L
y

y y

F M

z z

F M
M

M

M F M F10

1 1

1 1sin cos .ξ ξ

Координаты точки N определяются формулой

ON OM n
OM Z

n Z
MN

MN

� ��� � ���� � ����
� ���� ��

� ���� ��= −
( )
( )

,

,
,

где Z
��

– единичная нормаль к плоскости XY, а эй-
конал луча имеет вид

L F M MN L M L N h ON nM F= + + + + −1 10 20( ) ( ) ( , ),
� ��� � ��

где L20(N) — внесенный эйконал в точке N, а еди-
ничная нормаль nF

� ��
определена в формуле (21).

После отражения в точке N луч выходит из нее 
параллельно nF

� ��

n
L
x

L
y

L
x

L
yNF

N N N N
� ����

=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂







−
∂
∂



















, , ,1
2 2

где nNF

� ����
– единичный выходной вектор луча в точ-

ке N,
L MN L NN = + 20( ),

MN — расстояние от точки M до точки N,
∂
∂

=
∂
∂

+
−L

x
L
x

x x
MN

N

N

N M20 ,

∂
∂

=
∂
∂

+
−L

y
L
y

y y
MN

N

N

N M20 .

Учитывая условие параллельности всех лучей, 
выходяших из системы, получаем уравнение	

nx
nz

nx
nz

F

F

NF

NF
− = 0,

где nxF, nxNF — проекции векторов nF

� ��
, nNF

� ����
 на ось 

x, а nzF, nzNF — проекции векторов на ось z.
Решая с использованием численной процедуры 

уравнение (27), находим зависимость xM(yM), ко-
торая определяет границу начального участка ре-
шетки 1. Зная координаты точки M на этой грани-
це и используя формулы (24), определяем вектор 
ON
� ���

 и соответствующую границу xN(yN) начального 
участка решетки 2. Из условия равенства эйкона-
лов находим величину

L N L F M MN L M h ON nF20 0 1 10( ) ( ) ( , ) ,= − + + + −( )� ��� � ��

которая определяет начальный участок решетки 2.
Множества точек M, N образуют границы на-

чальных участков решеток 1 и 2 соответственно.
Для синтеза нового участка решетки 2 предпо-

ложим, что луч из фокуса F1 падает на решетку 1 
в точке S. После отражения луч выходит из решет-
ки в точке Т (см. рис. 2). Эти координаты можно 
найти по формулам (21)–(28) соответствующей за-
меной обозначений. Множество точек Т образует 
новый участок решетки 2.

Для синтеза нового участка решетки 1 рассмо-
трим падение плоского фронта, нормаль к которо-
му параллельна плоскости XZ на начальный уча-
сток решетки 2. Пусть луч падает на эту решетку 
в точке Q под углом δ к плоскости XY (см. рис. 2). 
Его лучевой вектор имеет вид

uQ

� ��
= −( sin , ,cos ).δ δ0

Этот луч отражается решеткой 2, отражается 
в точке Р решетки 1 и проходит через фокус F2. Лу-
чевой вектор луча PQ имеет вид

nx
L
xPQ

Q
=

∂
∂

+2 sin ,δ  ny
L
yPQ

Q
=

∂
∂

2 ,

nz nx nyPQ PQ PQ= − −1 2 2 ,

где nxPQ, nyPQ, nzPQ — проекции вектора nPQ

� ���
.

Координаты точки P определяются формулами

x x nx
b y z

nz nyP Q PQ
Q Q

PQ PQ
= +

+ −
−

sin cos sin

sin cos
,

ξ ξ ξ
ξ ξ

y y ny
b y z

nz nyP Q PQ
Q Q

PQ PQ
= +

+ −
−

sin cos sin

sin cos
,

ξ ξ ξ
ξ ξ



РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 3         2024

222	 Калошин, Чинь Ван Туан

z z nz
b y z

nz nyP Q PQ
Q Q

PQ PQ
= +

+ −
−

sin cos sin

sin cos
.

ξ ξ ξ
ξ ξ

Эйконал соответствующего луча имеет вид

L d PQ PF L Q L PQ Q= + + + +2 2 1( ) ( ),

где dQ  — расстояние от точки Q до фронта пло-
ской волны, L2(Q), L1(P) — эйконалы в точках Q, P 
соответственно.

Приравнивая (22) и (32), получаем уравнение

L P L d PQ PF L QQ1 0 2 2( ) ( ) .= − + + +( )
Производные функции в точке Р определяются 

формулами
∂
∂

=
−

−
−L

x

x x

F P

x x

PQP

F P P Q1

2

2 ,

∂
∂

=
− + −

−

−
− + −

L
y

y y z z

F P

y y z z
P

F P F P

P Q P Q

1

2

2 2
( )sin ( )cos

( )sin ( )co

ξ ξ

ξ ss
.

ξ
PQ

Множество точек P образует новый участок ре-
шетки 1.

Для определения следующих участков решеток 
применим такой же алгоритм, используя синтези-
рованные участки в качестве начальных.

3. АНАЛИЗ АБЕРРАЦИЙ И ОПТИМИЗАЦИЯ 
ПАРАМЕТРОВ ТРЕХМЕРНОЙ 

БИФОКАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ДВУХ 
ОТРАЖАТЕЛЬНЫХ РЕШЕТОК

Для проведения процедуры синтеза, анализа 
аберраций и  оптимизации системы необходимо 
определить набор исходных параметров: рассто-
яние между решетками d, полуразмер начального 
отрезка решетки 1 x0, расстояние f от конца на-
чального отрезка решетки 1 до фокуса F1, рассто-
яние f0 от решетки 1 до фокуса F0. Далее исполь-
зуем описанный выше алгоритм для определения 
начальных участков решетки, затем повторим этот 
алгоритм m раз, чтобы получить новые участки ре-
шеток. В результате находим распределения вне-
сенного эйконала на 2m+1 участке решеток.

Для анализа качества синтеза и оптимизации 
параметров бифокальной системы найдем сред-
неквадратическую аберрацию (СКА) эйконала на 
выходе, а также фокальную кривую, которая обе-
спечивает минимальное значение СКА. Формула 
для определения нормированной величины СКА 
(σ) имеет вид

σ = −
=
∑1 1

0
2

1
D n

L Li
i

n

( ) ,

где Li — эйконал i-го луча; n — количество учтен-
ных лучей, D — размер эллиптической апертуры 
решетки 2 вдоль большой оси; L0 — эйконал опор-
ного луча (относительно которого СКА имеет ми-
нимальное значение).

Для вычисления СКА бифокальной системы 
необходимо вычислить эйконалы n лучей, а  для 
этого требуется знать направление фронта и зна-
чение эйконала L0 опорного луча. 

В случае смещения источника из фокуса углы 
выхода лучей и положения ортогональных им фрон-
тов будут различными. Рассчитаем траектории n 
лучей с разными углами выхода и из них выберем 
в качестве опорных несколько лучей, выходящих 
вблизи центра решетки 2. Затем, используя фор-
мулу (36), рассчитаем СКА относительно каждого 
опорного луча с соответствующим (ортогональным) 
фронтом и из полученных значений СКА выберем 
минимальное. Уточнить значение СКА можно, если 
ввести новые опорные лучи (вблизи найденного) 
и снова найти минимальное значение СКА.

Для определения фокальной кривой бифокаль-
ной системы, необходимо найти геометрическое 
место положений источника, которое обеспечивает 
минимальное значение СКА. Декартовые и поляр-
ные координаты источника связаны следующими 
формулами:

x z d= =ρ ψ ρ ψsin cos( ) ( ), – ,

где ρ — радиальная, а ψ — угловая координата (рис. 3).
Задача состоит в  нахождении оптимальной 

функции ρ(ψ). Для этого, используя в  качестве 
начальных точек фокусы системы и стандартную 
численную процедуру поиска минимума, находим 
ρ для нескольких значений угла ψ. Затем, применяя 
сплайн-интерполяцию, получаем функцию ρ(ψ), 
которая определяет фокальную кривую.

Далее исследуем СКА бифокальной системы 
в зависимости от параметров f и p = d — f0 для двух 
значений параметра x0, которые при заданной ве-
личине d определяют угол зрения. Линии уровня 
СКА для d = 1 и x0 = 0.15 и x0 = 0.205, соответству-
ющих значениям угла зрения 40° и 65°, в зависи-
мости от параметров f и p показаны на рис. 4а, 4б. 
Из рисунков видно уменьшение величины СКА 
по мере приближения параметров системы к гра-
ницам областей существования решения задачи 
синтеза.

На рис. 5 представлены графики зависимости 
от угла зрения СКА бифокальных систем, синте-
зированных и оптимизированных для угла зрения 
40° и 65°.

Как видно на рисунке, минимальные значения 
СКА для первой системы в пределах угла зрения 
40° составляют 3.2×10–4, а в пределах угла зрения 
65° для второй системы — 6.5×10–4.
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Рис. 4. Линии уровня величины 106 σ в зависимости от параметров p и f/p: (а) — угол зрения 40° (x0 = 0.15, d = 1), (б) — 
угол зрения 65° (x0 = 0.205, d = 1).

Рис. 5. Зависимость величины 104σ оптимальных бифокальных систем от угла зрения: x0 = 0.205, f/p = 0.9334,  
p = 0.9575 (кривая 1); x0 = 0.15, f/p = 1.0043, p = 0.9815 (кривая 2).

Рис. 3. Геометрия системы с фокальной кривой: 1 — решетка 1; 2 — решетка 2; 3 — фокальная кривая.

(а) (б)
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4. АНАЛИЗ БИФОКАЛЬНОЙ АНТЕННЫ

Рассмотрим антенну на основе бифокальной 
системы, синтезированной и оптимизированной 
для угла зрения 40° (рис. 6). В качестве облучателя 
используем скалярный рупор с амплитудным рас-
пределением в апертуре

A J( ) ,ρ δ ρ
ρ

= 



0 0

0
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Рис. 6. Проекция трехмерной бифокальной системы 
на плоскость XY.
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Рис. 7. Диаграммы направленности лучей бифокаль-
ной антенны в H-плоскости.

где k — волновое число, а интегрирование прово-
дится по поверхности S апертуры облучателя. Под-
ставляя в интеграл (38) в качестве Еs амплитудное 
распределение (37), находим диаграмму направ-
ленности облучателя

D
J k

k
( )

( sin )

( sin )

( cos )
,θ

δ ρ θ
δ ρ θ

θ=
−

+0
2

0 0

0
2

0
2

1
2

где J0(x)  — функция Бесселя. Закон сохранения 
энергии в приближении геометрической оптики 
имеет вид D d d Q x y dxdy2( , ) ( , ) .θ ϕ θ ϕ =  В результате 
для распределения амплитуды отраженного от ре-
шетки 2 поля получаем
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а компоненты nx, ny, nz определены формулой (30).
Амплитудно-фазовое распределение отражен-

ного от решетки 2 поля имеет вид

E A x y jkLS = ( ) ( ), – , exp

где J0 — бесселева функция с нулевым индексом, 
радиус в  полярной системе координат, ρ0  — ра-
диус апертуры рупора, δ0 = 2.4048 — первый ко-
рень производной функции Бесселя с  нулевым 
индексом.

Амплитуду электрического поля в дальней зоне 
найдем с использованием скалярного приближе-
ния Кирхгофа (физической оптики) [7]

E
r

ES

�� ��� � ��
= + + +



 ×1

4 0 0π
ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ ϕ(sin cos sin ) (cos cos sin ) expp sin ( cos sin ) ,jk x y dxdy

S

θ ϕ ϕ+[ ]∫
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где L — эйконал луча от облучателя до выхода из 
системы в  точке решетки 2 с  координатами x, y. 
Подставляя это выражение в формулу (38) и инте-
грируя по всей поверхности решетки 2, находим 
диаграмму направленности бифокальной систе-
мы в приближении Кирхгофа. На рис. 7 приведе-
ны результаты расчета диаграммы направленности 
бифокальной антенны с облучателем диаметром 
25 мм, габаритами решетки 2, равными 1×0.52 м, 
 f1 = f2 = 0.9862 м, d = 1 м на частоте 24 ГГц при пе-
ремещении облучателя по фокальной кривой.

На рис. 8а и 8б показаны зависимости соответ-
ственно коэффициента усиления (КУ) и апертур-
ного коэффициента использования поверхности 
(КИП) бифокальной антенны от угла зрения на 
семи частотах.

Как видно из рис. 8, в угловом секторе 40° уро-
вень боковых лепестков диаграммы направленно-
сти лучей ниже — 15.8 дБ, а величина КИП выше 
уровня 0.84 в полосе частот от 18 до 30 ГГц.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе полученных результатов можно сде-
лать следующие выводы.

1. Разработанная методика позволяет синтези-
ровать и оптимизировать бифокальные системы 
двух отражательных решеток по минимуму СКА.

2. Синтезированные и оптимизированные би-
фокальные системы двух отражательных реше-
ток для углов зрения 40° и 65° имеют среднеква-
дратическую аберрацию менее 3.2×10–4 и 6.5×10–4 
соответственно.

3. Модель антенны в приближении Кирхгофа 
на основе синтезированной и оптимизированной 
бифокальных систем двух отражательных решеток 
в полосе частот от 18 до 30 ГГц обеспечивает КУ 
более 42 дБ и апертурный КИП больше 0.84 в угло-
вом секторе 40°.
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BIFOCAL SYSTEM OF TWO REFLECT ARRAYS
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A technique has been developed for accurately solving the problem of geometric-optical synthesis of 
a bifocal system of two flat reflect arrays, based on the sequential determination of the distribution 
of the eikonal introduced by different sections of the arrays, with its assignment at the initial section 
of one of the arrays, while the introduced eikonal at the initial section of the other array is found as 
a result of synthesis of the output flat front for the central position of the feed. The technique ensures 
the continuity of functions describing the distributions of introduced eikonals, as well as their first and 
second derivatives (along one coordinate) at the boundaries of sections. The dependence of the value 
of the mean square eikonal aberration at the system output on the arrays parameters has been studied. 
As an example of the application of the developed technique, the bifocal systems for visual angles of 40°  
and 65° were synthesized and optimized. A study of the radiation characteristics of an antenna based 
on synthesized and optimized bifocal systems was carried out.

Keywords: bifocal systems, reflect arrays, synthesis, optimization
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Исследован разряд ограниченной длины (“плазменный столб”) в газоразрядной трубке, наполнен-
ной разреженным газом. Разряд создается за счет одностороннего возбуждения протяженного вы-
сокочастотного разряда, поддерживаемого распространяющейся азимутально-симметричной модой 
поверхностной волны. Показано, что “плазменный столб” может быть эффективной плазменной ан-
тенной на рабочих частотах ниже плазменной частоты (ωп), с частотной перестройкой за счет измене-
ния длины “плазменного столба”.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В ряде работ [1–9] показано, что использование 
плазмы в качестве токонесущего элемента позво-
ляет создавать плазменные антенны при выполне-
нии условия

	 n ne  кр, 	 (1)

где nкр – концентрация электронов, при которой 
рабочая частота ωр равна плазменной частоте ωп,

	 ω
π

п
e=

4 2n e
m

, 	 (2)

e – заряд, m – масса электрона, nе – концентрация 
электронов. 

Плазменные антенны из газоразрядных трубок 
[4], в отличие от металлических, допускают регу-
лировку электродинамических параметров элек-
тронным способом. Разряд в газоразрядной трубке 
поддерживается излучением передатчика на часто-
те ωр. 

Отличительная особенность такого способа воз-
буждения – возможность изменения длины плаз-
менной области (плазменного столба) при измене-
нии мощности излучения передатчика [5, 7].

Цель данной работы – исследовать возможность 
частотной перестройки антенны за счет изменения 
длины “плазменного столба”. 

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Плазменный столб является эффективным 
излучателем, если выполняется условие ne >> nкр.  
Величину ne можно определить по измерениям со-
противления Z плазменного столба. Комплексное 
сопротивление Z является функцией рабочей ча-
стоты ωр, частоты электронных столкновений при 
заданном давлении газа νe и  концентрации элек-
тронов ne. 

Эксперименты проводили с газоразрядной 
трубкой длиной ~λ/4, являющейся макетом плаз-
менных вибраторных антенн, возбуждаемых излу-
чением собственного передатчика на частоте ωр. 

Газоразрядная трубка, длина плазменного слоя 
в которой зависит от мощности передатчика, явля-
ется нагрузкой с переменным сопротивлением Z в 
линии питания (рис. 1) [5]. Измерение коэффици-
ента стоячей волны (КСВ) позволяет определить 
величину Z в зависимости от длины плазменного 
слоя. 

РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА, 2024, том 69, № 3, с. 227–232
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Измерение КСВ проводили измерителем мощ-
ности и КСВ типа SWR-25 MKII. 

Плазменный столб в газоразрядной трубке, на-
полненной разреженным газом, создавался за счет 
возбуждения протяженного ВЧ-разряда излучени-
ем передатчика [5, 7]. В качестве источника высо-
кочастотных колебаний была использована связ-
ная радиостанция (Yaesu-857 на частотах 140 и 430 
МГц). Максимальная мощность излучения пере-
датчика 50 Вт. 

Схема экспериментального стенда приведена на 
рис. 1 [5].

Экспериментальный стенд установлен на ме-
таллическом основании. Вертикально к основа-
нию установлена лампа дневного света (люминес-
центная лампа Navigator NTL-T4-16_860-G5, 16W, 
диаметр 12 (мм), длина с цоколем 455 мм, длина 
колбы 430 мм, заполненная аргоном при давлении 

~1…3 Торр с насыщенными парами ртути). С об-
ратной стороны основания установлена согласую-
щая линия, подключенная коаксиальным кабелем 
к измерителю КСВ и передатчику. Для калибровки 
степени согласования линии питания с нагрузкой 
использовалась стандартная четвертьволновая 
металлическая антенна. Для измерения КСВ при 
нагрузке в виде макета плазменной вибраторной 
антенны макет устанавливали на место металличе-
ской антенны. Результаты измерений зависимости 
КСВ от мощности передатчика (частота 140 МГц) 
при нагрузке в виде плазменной антенны приведе-
ны на рис. 2. Там же приведены результаты изме-
рений зависимости длины плазменного столба от 
мощности передатчика на частоте 140 МГц. 

Измерения КСВ показали, что с увеличени-
ем мощности передатчика величина КСВ с ме-
таллической антенной остается постоянной, 
с  плазменной антенной одновременно с ростом 
длины плазменного столба lст растет величи-

на КСВ от 1.83 до 3.0. Максимальное значение 
КСВ достигается при длине плазменного столба  

~0.9  Lт. При длине “плазменного столба” при-
мерно равной длине газоразрядной трубки:  
lст  Lт (~λ/4, мощность передатчика ~20 Вт), вели-
чина КСВ снижается до 2 и остается на этом уров-
не при дальнейшем увеличении мощности пере-
датчика. Измерение длины плазменного столба на 
частоте передатчика 140 и 460 МГц производилось 
по измерениям длины области свечения люми-
нофора газоразрядной трубки (люминесцентной 
лампы). Длина плазменного столба на частоте 140 
и 460 МГц [7] пропорциональна мощности пере-
датчика в указанном диапазоне мощностей.

3. ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ 
РЕЗУЛЬТАТОВ

Отличительной особенностью рассматривае-
мого способа возбуждения плазменного канала 
является возможность изменения длины плазмен-
ной области (плазменного столба) при изменении 
мощности излучения передатчика [5, 7]. Разряд 
в  газоразрядной трубке представляет собой плаз-
менный волновод, по которому распространяет-
ся поверхностная волна (ПВ), значительная часть 
энергии которой идет на поддержание плазмы 
с  высокой, превышающей критическую для дан-
ной частоты, концентрацией электронов (ne > nкр). 
Это условие обеспечивает распространение ПВ 
вдоль плазменного столба [7]. Плазменный столб 
может быть эффективным излучателем (антенной) 
если частота ωп в “плазменном столбе” превышает 
в два-три раза частоту ωр [1–3].

Для того чтобы определить возможность управ-
ления длиной плазменной антенны, представим 
плазменную область в виде комплексной нагруз-
ки линии питания генератор-плазменная антенна 
(Zвх = Rл + Rп + jXп где Rл, Rп и Xп – сопротивле-
ние линии, активное и реактивное сопротивление 
плазменного столба, соответственно), параметры 
которой меняются в зависимости от длины плаз-
менного столба и плотности плазмы, создаваемой 
излучением собственного передатчика [6, 7, 11].

Газоразрядная трубка, заполненная плазмой 
частично или полностью, с диэлектрической про-
ницаемостью ε(ω), соответствующей плазме

	 ε ω
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ω ω ν
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�
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+( )1
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р р i e

, 	 (3)

где νe – частота столкновений электронов с  
нейтральными частицами, будет иметь импеданс 
Zп пω( )  [10]
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Рис. 1. Схема экспериментального стенда: 1 – пере-
датчик, 2 – измеритель КСВ, 3 – согласующая линия, 
4 – газоразрядная лампа.
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где ω ωг п т= ∆ / L  – геометрическая плазмен-
ная частота, C S L0 4= π т, ∆  – длина вакуумного 
зазора, νe − �  эффективная частота столкновений 
электронов. Выделяя в (4) действительную и мни-
мую части, получим активное и реактивное сопро-
тивление Rп пω( ) и X п пω( )  газоразрядной трубки, 
заполненной частично или полностью плазмой: 

	 R
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На рис. 3 приведены графики реактивной со-
ставляющей комплексного сопротивления Zп для 
длины плазменного столба ~ Lт и активной состав-
ляющей комплексного сопротивления Zп.

Как видно из рис. 3, величина реактивного со-
противления претерпевает значительные измене-
ния в области ωп ~ (1…2) ωр. Реактивная составля-
ющая Zп на частотах >2.2 ωр мала для всех значений 
длины плазменного столба. В дальнейшем будем 
считать сопротивление плазменного столба чисто 
активным.

Для оценки характера изменения плотности 
плазмы при увеличении длины плазменного стол-
ба на рис. 4 представлены зависимости активной 
составляющей сопротивления плазменного столба 
от ωп (ωр = 9 × 108 рад/с) для длины плазменного 
столба lст, равного 0.5Lт, 0.75Lт и 1.0Lт. 

Из рис. 4 видно, что величина активного сопро-
тивления плазменного столба зависит как от ωп, 
так и от длины плазменного столба. При заданной 
длине плазменного столба (вакуумного зазора), 
зная величину сопротивления R(lст), можно опре-
делить ωп (ne). 

По результатам измерений КСВ определим ве-
личину сопротивления Rп (lст, ωп) плазменного 
столба определенной длины и соответствующее 
значение ωп.

Величина КСВ показывает, какая часть падаю-
щей на нагрузку мощности отражается, т.е. позво-
ляет определить величину коэффициента отраже-
ния r 

	 r = +( ) ( )КСВ  КСВ  – ,1 1 	 (7)

или при чисто активной нагрузке 

	 r = ( ) +( )R R R Rп п– ,0 0 	 (8)

где R0 – волновое сопротивление линии питания 
(R0 = 50 Ом). 

1

2

3

3.0
45

40

35

25

25

15

15

Р, Вт

К
С

В

l ст
, с

м30

20

20
10

105

2.0

2.5

1.5

1.0

Рис. 2. Зависимость КСВ (1, 2) и длины плазменного столба (3) от мощности передатчика на частоте 140 МГц; 1 – лю-
минесцентная лампа, 2 – штыревая антенна.
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Рис. 4. Зависимости активной составляющей сопротивления плазменного столба от ωп (ωр = 9 × 108 рад/с) для длины 
плазменного столба lст: 0.5 Lт (пунктир), 0.75 Lт (штриховая кривая), 1.0 Lт (сплошная). Стрелками отмечены точки, со-
ответствующие значениям сопротивления плазменного столба, полученным по измерениям КСВ.
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Результаты измерений КСВ и расчетов r, Rп, ωп, 
ne для длины плазменного столба (0.5, 0.75, 1.0) × Lт 
приведены в табл. 1. Расчеты проводились для 
ve ≈ 1.0 × 109 с–1, ωр = 0.9 × 109 рад/с. По значениям 
сопротивления Rп для плазменного столба заданной 
длины (см. рис. 4) можно определить значение ωп  
(ne), табл. 1.

Из данных, приведенных в табл. 1, следует, что 
с увеличением мощности, вкладываемой в разряд, 
вместе с ростом плазменного столба происходит 
рост ωп.

Плотность плазмы в плазменном столбе достигает 
значений, удовлетворяющих условию ωп > (2...3) ωр 
при длине плазменного столба > 0.5Lт. Таким обра-
зом, при изменении частоты передатчика в пределах 
границ области перестройки имеется возможность 
регулировки длины плазменной антенны, т.е. ча-
стотной подстройки линии передатчик–антенна.

Концентрация электронов в плазменном столбе 
повышается вместе с ростом длины плазменного 
столба и мощности передатчика. При длине плаз-
менного столба, равной половине длины разрядной 
трубки, плазменный столб может быть эффективной 
антенной на длине волны λ ~ λр/2. Если для возбужде-
ния плазменной области использовать отдельный ге-
нератор, то плазменный столб может быть использо-
ван в качестве антенны для нескольких передатчиков, 
длина волны излучения которых лежит в диапазоне 
λ/4 = (0.5…1)Lт. Чем выше частота источника воз-
буждения плазменного столба, тем короче длина 
волны передатчика, на которой плазменный столб 
будет эффективным излучателем. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе полученных результатов можно сде-
лать следующие выводы:

–	 измерение величины КСВ позволяет опреде-
лить активное сопротивление плазменного стол-
ба и среднее значение плотности ne в плазменном 
столбе при заданных значениях мощности и часто-
ты источника возбуждения плазмы;

–	 с увеличением мощности, вкладываемой 
в разряд, вместе с ростом плазменного столба про-
исходит рост ne;

–	 возбуждение плазменного столба рассмо-
тренным методом позволяет, меняя мощность 
источника возбуждения, создавать эффективные 
излучатели (вибраторные плазменные антенны), 
длиной которых можно управлять.
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Результаты измерений и расчетов 

r lст/Lт P, Вт КСВ ωп × 109, рад/c ωп/ωр Rп, Ом ne × 1010, см3

0.33 0.5 8.0 2.0 5.8 6.45 100.8 1.0
0.46 0.75 15.5 2.7 6.2 6.73 135.2 1.2
0.33 1 20 2.0 8.2 9.1 100.8 2.1
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PLASMA ANTENNA WITH FREQUENCY ADJUSTMENT
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A discharge of limited length (“plasma column”) in a gas-discharge tube filled with a rarefied gas was studied. 
The discharge is created due to the one-sided excitation of an extended high-frequency discharge supported by 
a propagating azimuthally symmetric mode of the surface wave. It is shown that a “plasma column” can be an 
effective plasma antenna at operating frequencies below the plasma frequency (ωp), with frequency tuning due 
to changes in the length of the “plasma column”.

Keywords: plasma antenna, plasma column, high-frequency discharge, surface wave, standing wave ratio
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Рассмотрено моделирование эхосигналов от распределенных радиолокационных объектов с учетом 
шумов их угловых координат. Приведены соотношения, позволяющие осуществить переход от мно-
готочечной модели произвольного объекта, содержащей десятки, сотни и даже тысячи излучающих 
точек, к модели, составленной из четырех излучающих точек, расположенных в вершинах квадрата. 
В качестве примера синтезирована модель самолета, содержащая всего четыре точки. Она получена 
на основе многоточечной модели, составленной из 56 точек. Методами численного моделирования 
показано, что угловые шумы, формируемые многоточечной и четырехточечной моделями самолета, 
имеют совпадающие корреляционые функции и близкие параметры плотности распределения веро-
ятности шумов угловых координат. Полученный результат также подтвержден методами полунатур-
ного моделирования с использованием матричного имитатора.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В настоящее время при моделировании радио- 

локационных эхосигналов широко используют 
геометрические модели отражающих объектов 
[1–4]. Они представляют собой точки, распо-
ложенные в некоторой области пространства. 
Конфигурация и количество точек, а также па-
раметры отражаемых от них сигналов опреде-
ляются условиями адекватности модели заме-
щаемому объекту: в частности, адекватностью 
воспроизведения характеристик угловых шумов, 
обусловленных тем, что нормаль к фазовому 
фронту электромагнитной волны, отраженной 
от большого числа разнесенных по угловым ко-
ординатам точек, формирует направление на эк-
вивалентный центр отражения, блуждающий по 
поверхности объекта и даже выходящий за его 
пределы [5]. 

С учетом этих случайных блужданий плот-
ность распределения вероятностей (ПРВ) для 
координат “азимут” и “угол места” объекта име-
ет вид [5]

	 W

m

ξ µ

µ ξ
( ) =

+ −( )( )2 1 2 2 3 2/
,  	 (1)

где ξ  – обобщенная угловая координата (азимут 
или угол места); m  – математическое ожидание 
углового положения; µ  – параметр, характери-
зующий ширину распределения. Параметры m  
и µ  характеризуют угловое положение и угло-
вой размер наблюдаемого объекта. Чем боль-
ше величина параметра µ, тем меньше угловой 
размер объекта. Величины m  и µ  определяются 
распределением отражающих точек по объекту. 
Соотношения для их расчета по заданному рас-
пределению отражающих точек приведены в [5]. 

Как правило, количество точек модели 
достаточно велико. Это десятки, сотни, а 
в некоторых случаях тысячи точек. При 
имитационном моделировании точки модели 
должны замещаться излучающими антеннами 
[6]. Учитывая большое количество точек, это
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приводит к необходимости использования 
сложных и дорогих антенных систем, а также 
устройств формирования подводимых к ним 
сигналов.

Поэтому актуален переход к модели, содержа-
щей существенно меньшее количество точек – 
переход к малоточечной геометрической модели 
объекта. Такие модели существуют и известны [3, 
7]. Пути их синтеза теоретически обоснованы, в 
частности, в [7]. Они заключаются в следующем.

Синтез осуществляется в два этапа. На пер-
вом строится многоточечная модель замещаемо-
го объекта. Затем количество точек сокращается 
до четырех за счет ввода дополнительного усло-
вия – условия статистической зависимости сиг-
налов, отражаемых точками.

Рассматривают три вида малоточечных моде-
лей, отличающихся величиной статистической 
связи между сигналами, подводимыми к излуча-
ющим точкам [7]: когерентные, некогерентные 
и частично когерентные. 

К точкам когерентных моделей подводятся 
сигналы с коэффициентом взаимной корреля-
ции, по модулю равным единице. Параметр µ  
ПРВ угловых шумов такой модели велик, что 
соответствует отражениям от точечного объекта, 
угловое положение которого определяется от-
ношением амплитуд и разностью фаз сигналов, 
подводимых к точкам модели. 

К точкам некогерентной модели подводят-
ся некоррелированные нормальные случайные 
процессы. В силу этого положение кажущего-
ся центра излучения (КЦИ) в разные моменты 
времени тоже является случайным. Управление 
параметрами ПРВ обеспечивается путем регу-
лирования отношения дисперсий излучаемых 
случайных процессов. 

К точкам частично когерентной модели под-
водятся коррелированные случайные процессы 
с коэффициентом взаимной корреляции, лежа-
щем в диапазоне r ∈ −( ) ∪ ( )1 0 0 1; ; . Управление 
параметрами угловых шумов осуществляется пу-
тем изменения дисперсий, подводимых к точкам 
модели случайных процессов и значений коэф-
фициента их взаимной корреляции.

Нетрудно заметить, что при стремлении 
модуля коэффициента взаимной корреляции 
r → 1  частично когерентная модель перехо-

дит в полностью когерентную. При стремлении 
значения коэффициента взаимной корреляции 
r → 0  частично когерентная модель переходит в 
некогерентную.

Таким образом, частично когерентная мо-
дель может рассматриваться как общий случай и 
представляет наибольший интерес. 

Вместе с тем представленные в [7] материалы 
лишь теоретически обосновывают возможность 
синтеза малоточечных моделей радиолокацион-
ных объектов. Их применение для синтеза мало-
точечных моделей типовых радиолокационных 
объектов и результаты экспериментальной апро-
бации отсутствуют в литературе. 

Цель данной работы – синтезировать четы-
рехточечную геометрическую модель типового 
радиолокационного объекта (самолета) и прове-
сти ее экспериментальную апробацию.

В качестве критерия адекватности моделиро-
вания угловых шумов будем использовать обыч-
но применяемые для этих целей их корреляци-
онную функцию, а также ПРВ [4–7].

2. ИСХОДНАЯ МНОГОТОЧЕЧНАЯ МОДЕЛЬ
Рассмотрим синтез модели на примере аб-

страктного самолета, составленного из простей-
ших компонентов (рис. 1) [8–10].

Распределение отражающих точек по его по-
верхности представлено на рис. 2 [8, 9]. Общее 
количество точек (обозначим его N) составляет 
56: по 15 точек для отражающих элементов каж-
дого из крыльев, 12 – для фюзеляжа, 14 – для 
хвостового оперения. Их количество и положе-
ние хорошо согласуются с данными, приводи-
мыми в литературе. Например, в [11] предлага-
ется использовать 54 точки для самолета SNB, 
в [12, 13] – 42 для самолета В-2.

Координаты точек (в метрах) приведены 
в  табл. 1. Синтезированная модель и направле-
ния осей системы координат изображены на рис. 
3. Интенсивность отражений от точек полагает-
ся одинаковой.

Каждая из точек многоточечной модели фор-
мирует электромагнитную волну со случайной 
начальной фазой, равновероятно распределен-
ной в интервале 0 2; π[ ], и доплеровской часто-
той, определяемой проекцией векторов ско-
рости сближения точек замещаемого объекта 
и радиолокационной станции (РЛС) на направ-
ление визирования точки [14]: 

fd
v x v y v z

Di
x i y i z i

i
=

+ + 2
λ

,

где vx ,  vy  и vz  – проекции скорости сближения 
объекта и РЛС на координатные оси; x y zi i i; ;( ) –  
декартовы координаты i-й блестящей точки объ-
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екта в связанной системе координат с началом 
в точке размещения фазового центра антенны 
РЛС; Di  – дальность от РЛС до i-й блестящей 
точки объекта; λ  – длина волны зондирующего 
сигнала. 

3. СИНТЕЗ МАЛОТОЧЕЧНОЙ МОДЕЛИ

Руководствуясь результатами [7], синтезиру-
ем четырехточечную модель. Ее излучатели 1…4 
располагаются в вершинах квадрата (рис. 4). 

Рис. 1. Модель самолета, составленная из простейших компонентов [8, 9].

Рис. 2. Распределение отражающих элементов самолета [8, 9].
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Синтез четырехточечной частично когерент-
ной модели заключается в определении мощ-
ностей излучаемых сигналов (σ1 4

2
.... ) и функций 

FR1 4.... ω( )  и FS1 4.... ω( )  – собственных и взаим-
ных спектральных плотностей мощности ква-

дратурных компонент эхосигналов от точек че-
тырехточечной модели. 

Основные соотношения для искомых пара-
метров (см. [7]) с учетом введенных обозначе-
ний примут следующий вид:

Таблица 1. Координаты точек модели (метры) 

Точка Х У Z Точка Х У Z Точка Х У Z Точка Х У Z

1 0 0 0 15 7 7 0 29 17 0 26 43 22 0 –17
2 3 0 0 16 14 0 1,5 30 17 0 –26 44 24 0 –17
3 6 0 1 17 14 0 –1,5 31 19 0 22 45 25 0 12
4 6 0 –1 18 20 0 0 32 19 0 –22 46 27 0 12
5 9 0 1 19 25 0 0 33 20 0 20 47 29 0 12
6 9 0 –1 20 30 0 2 34 20 0 –20 48 25 0 9
7 12 0 1 21 30 0 –2 35 22 0 20 49 27 0 9
8 12 0 –1 22 32 0 0 36 24 0 20 50 29 0 9
9 13 0 0 23 38 0 2 37 20 0 17 51 25 0 –12

10 5 0 7 24 38 0 –2 38 22 0 17 52 27 0 –12
11 7 0 7 25 47 0 1 39 24 0 17 53 29 0 –12
12 5 0 –7 26 47 0 –1 40 22 0 –20 54 25 0 –9
13 7 0 –7 27 15 0 26 41 24 0 –20 55 27 0 –9
14 5 7 0 28 15 0 –26 42 20 0 –17 56 29 0 –9

Рис. 3. Синтезированная многоточечная модель (скриншот).
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дисперсии (мощности) сигналов – 
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соответственно при подстановке m  и µ   
для плоскостей азимута (индекс α) и угла места 
(индекс θ).

Собственные и взаимные спектральные 
плотности мощности (FR1 4.... ω( ) и FS1 4.... ω( )   
соответственно) сигналов определяются выра-
жениями [7]

	 F rRi i Mω σ ω( ) = ( )2 ;   F sSi i Mω σ ω( ) = ( )2 , 	 (5)
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Рис. 4. Четырехточечная модель: 1…4 – излучатели.

3



238 СТЕПАНОВ и др.

РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 3         2024

ρi k,  – коэффициент взаимной корреляции сиг-
налов, излучаемых из i-й и k-й точек четырехто-
чечной модели – элемент матрицы:
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ξ∞i  – обобщенная (азимут или угол места) ко-
ордината i-й точки многоточечной модели; ξMi  –  
обобщенная координата (азимут или угол ме-
ста) координата i-й точки четырехточечной мо-
дели; σ∞i

2  – мощность сигнала, отраженного от 
i-й точки многоточечной модели; ri ω( )  и si ω( ) –  
собственные и взаимные нормированные спек-
тральные плотности мощности сигнала, отра-
женного от i-й точки многоточечной модели.

Таким образом, получим частично когерент-
ную геометрическую модель, состоящую из че-
тырех точек. Определены мощности сигналов, 
коэффициенты их взаимной корреляции, а так-
же собственные корреляционно-спектральные 
свойства. Четыре сигнала, подводимые к точкам 
модели, представляют собой коррелированные 
узкополосные нормальные случайные процес-
сы. Их собственные и взаимные спектральные 
плотности мощности квадратурных компонент 
определяются выражением (5). 

Алгоритм синтеза четырехточечной модели 
содержит следующие шаги.

Шаг 1. Синтез многоточечной модели заме-
щаемого объекта. Он может осуществляться 
либо на основе результатов экспериментальных 
измерений, либо на основе подробных элект-
родинамических моделей замещаемого объекта. 
В результате будут определены параметры: σ∞i

2  –  
мощность сигнала, отраженного i-й точкой объ-
екта, ξ∞i  – обобщенная координата i-й точки 
объекта (проекция этой точки на ось “азимут” 
или “угол места”), ri ω( )  и si ω( )  – собственная 
и взаимная спектральная плотность мощности 
сигнала, отраженного от i-й точки; σH

2  – сум-
марная мощность эхосигнала, отраженного от 
замещаемого объекта.

Шаг 2. Переход от многоточечной модели за-
мещаемого объекта к его четырехточечной ча-
стично когерентной модели. Он содержит следу-
ющие шаги:

а)	определить для двух взаимно ортогональ-
ных плоскостей (азимут и угол места) величины 
γ α

2 , γ θ
2  и ρα, ρθ по соотношениям (3) и (4); 

б)	по соотношениям (2) определить мощности 
сигналов, подводимых к точкам четырехточеч-
ной геометрической модели;

в)	рассчитанными величинами ρα, ρθ запол-
нить матрицу коэффициентов взаимной корре-
ляции излучаемых сигналов ρ[ ] .

г)	по соотношениям (5) определить спектраль-
ные характеристики сигналов, подводимых к точ-
кам четырехточечной геометрической модели.

4. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
И РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  
МАТРИЧНОГО ИМИТАТОРА

Проверка адекватности полученной модели 
осуществлялась в два этапа.

На первом использовали методы численного 
моделирования. Был проведен ряд численных 
экспериментов со следующими условиями. РЛС 
и замещаемый объект двигались навстречу друг 
другу со скоростью 400 м/с. Длина волны РЛС 
равнялась 0.06 м. Дальность до замещаемого объ-
екта (D0) принимала значения 10000, 1000 и 500 м. 
Угловой размер четырехточечной модели состав-
лял 2° по каждой из угловых координат. Экспе-
римент повторялся 50 раз для каждого набора 
параметров при разных значениях случайной 
начальной фазы эхосигналов от точек многото-
чечной и четырехточечной моделей. В пределах 
одного эксперимента длина формируемых реа-
лизаций сигналов и углового положения центра 
излучения составляла 16384 отсчета. Временной 
интервал между отсчетами составлял 5 мкс.

Затем определяли статистические характери-
стики угловых шумов (ПРВ и корреляционная 
функция) для многоточечной и четырехточеч-
ной моделей.

Основные результаты эксперимента сводятся 
к следующему.

Параметры ПРВ, m  и μ, полученные путем 
расчета для многоточечной модели традицион-
ным путем (по выражениям из [5] для заданных 
в табл. 1 функций распределения интенсивности 
отражения по поверхности объекта) и в результа-
те численного моделирования с использованием 
многоточечной и малоточечной моделей, приве-
дены в табл. 2. Имеет место хорошее совпадение 
для обоих параметров.

Корреляционные функции угловых шумов 
оценивались раздельно для плоскостей “азимут” 
и “угол места”. Результаты показывают, что 
корреляционные функции, полученные для мо-
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дели, составленной из 56 точек, и частично коге-
рентной четырехточечной модели, совпадают во 
всех случаях для обеих угловых координат.

На втором этапе синтезированная малоточеч-
ная модель самолета проходила апробацию на 
макете матричного имитатора, обеспечивающе-
го моделирование эхосигналов от распределен-
ных радиолокационных объектов. Внешний вид 
матрицы излучателей представлен на рис. 5. Она 
состоит из шести дипольных антенн, размещен-
ных на прямой линии. 

В экспериментах были задействованы две ан-
тенны: 3 и 5 (см. рис. 5). К ним подводились сиг-

налы, сформированные векторным генератором 
и имеющие характеристики, определяемые (2) и 
(5). С учетом того, что матрица излучателей со-
держит только два активных излучателя, фор-
мирование угловых шумов ограничено азиму-
тальной плоскостью. Соответственно, сигналы, 
подводимые к излучателям матрицы (sM3 (t) и 
sM5 (t)), определяются по выражениям:

s t s t s t

s t s t s t

M

M

3 1 3

5 2 4

( ) = ( ) + ( )
( ) = ( ) + ( )

;

,

где s1 (t), ... , s4 (t) – сигналы точек, рассчитанные 
для четырехточечной модели.

Таблица 2. Параметры ПРВ угловых шумов при носовом ракурсе наблюдения

D0 , м
Теоретический расчет Многоточечная модель Малоточечная модель

mα µα  mθ  µθ  mα µα  mθ  µθ  mα µα  mθ  µθ  

500 0 0.7 0.028   6.7 0 0.71 0.03   6.9 0 0.69 0.031   6.95
1000 0 1.37 0.014 13.5 0 1.38 0.012 12.5 0 1.35 0.012 14.1
5000 0 6.7 0.0029 67 0 6.9 0 61 0 6.85 0 63

Рис. 5. Излучатели матричного имитатора: 1…6 – антенны. 
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Приемная часть стенда состоит из двух 
дипольных антенн, разнесенных в азимутальной 
плоскости на 80 мм. Она расположена на рас-
стоянии порядка 2.2 м от матрицы излучателей. 
Таким образом обеспечивались условия дальней 
зоны для приемных антенн.

Принятый каждой антенной сигнал пере-
носили на видеочастоту и оцифровывали. Ко-
личество комплексных отсчетов для каждого 
канала в одном эксперименте составляло 222.  
Частота дискретизации – 15 МГц. Результаты 
оцифровки поступали в ЭВМ для дальнейшей 
обработки.

В ЭВМ формировались сигналы, соответству-
ющие суммарной (как сумма отсчетов сигналов 
каналов) и разностной (как разность отсчетов 
сигналов каналов) диаграммам направленности. 
Разнос излучателей матрицы в азимутальной 
плоскости не превышал половины ширины диа-
граммы направленности суммарной диаграммы.

Азимутальное положение точки излучения 
определялось методом моноимпульсной пелен-
гации. По полученной реализации отсчетов ази-
мутальной координаты проводилась оценка их 
ПРВ.

На рис. 6 представлена ПРВ, эксперимен-
тально полученная и рассчитанная теоретиче-
ски по соотношению (1) при подстановке в него 
параметров из табл. 2 для дальности 1000 м. По 
горизонтальной оси отложен азимутальный угол, 
нормированный к угловому размеру двухточеч-

ной модели αM  (угловому расстоянию между 
третьим и пятым излучателями матрицы). Па-
раметры полученной ПРВ углового шума равны 
m = 0; µ = 1 4. , что хорошо согласуется с резуль-
татами теоретических расчетов и численного 
моделирования (см. табл. 2).

Помимо ПРВ оценивалась корреляционная 
функция угловых шумов (рис. 7) и доплеровский 
принятого сигнала (рис. 8). Последний получен 
для суммарного сигнала каналов. Нулевому вре-
менному сдвигу соответствует отсчет с порядко-
вым номером 2 122 − . Интервал между отсчета-
ми составляет 66 нс.

Из рис. 7 видно, что нормированная корреля-
ционная функция угловых шумов для многото-
чечной модели и полученная с использованием 
матричного имитатора практически совпадают. 

В доплеровском спектре (см. рис. 8) при-
нятого сигнала отчетливо видны компоненты, 
сформированные отражениями от фюзеляжа са-
молета, элементов, расположенных на крыльях, 
и хвостового оперения. Форма доплеровского 
спектра соответствует ожидаемой для носового 
ракурса наблюдения самолета. Максимальную 
доплеровскую частоту формируют точки фюзе-
ляжа. Точки на крыльях и хвостовом оперении 
дают меньшие частотные сдвиги. Эти точки 
симметричны относительно фюзеляжа, поэто-
му доплеровские спектры эхосигналов от точек, 
расположенных слева и справа от фюзеляжа, 
идентичны. 
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Рис. 6. Экспериментальная (1) и рассчитанная теоретически (2) ПРВ углового шума, полученная с использованием 
макета матричного имитатора; имитируемая дальность 1000 м.
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Сравнение доплеровских спектров, получен-
ных на макете матричного имитатора, формиру-
емых четырехточечной частично когерентной и 
многоточечной (содержащей 56 точек) моделя-
ми, показало совпадение местоположения спек-
тральных компонент и соотношения их уровней.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, четырехточечная частично 

когерентная геометрическая модель, синтезиро-

ванная с использованием приведенных соотно-
шений, ранее полученных в [7], адекватно заме-
щает многоточечный радиолокационный объект 
по критерию равенства корреляционных функ-
ций угловых шумов и их ПРВ. Это подтверждено 
результатами численного моделирования и экс-
периментальными данными, полученными на 
макете матричного имитатора.

Использование четырехточечной частично 
когерентной геометрической модели позволило 
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Рис. 7. Нормированная корреляционная функция угловых шумов при носовом ракурсе наблюдения: 1 – экспери-
мент, 2  – теоретический расчет; имитируемая дальность 1000 м; n – номер отсчета корреляционной функции угло-
вых шумов.
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сократить количество точек для рассмотренного 
замещаемого объекта в 14 раз.

Представленные в работе соотношения могут 
непосредственно использоваться для синтеза 
четырехточечных частично когерентных моде-
лей радиолокационных объектов, отражающие 
свойства которых заданы их многоточечными 
геометрическими моделями.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов.
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SYNTHESIS OF A FOUR-POINT MODEL OF AN AIRPLANE
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The modeling of echo signals from distributed radar objects taking into account the noise of their angular 
coordinates is considered. Relationships are presented that allow the transition from a multipoint model of an 
arbitrary object containing tens, hundreds and even thousands of emitting points to a model composed of four 
emitting points located at the vertices of a square. As an example, we synthesized an airplane model containing 
only four points. It is obtained on the basis of a multipoint model composed of 56 points. Using numerical 
modeling methods, it has been shown that angular noise generated by multi-point and four-point aircraft 
models have identical correlation functions and similar parameters of the probability density distribution of 
angular coordinate noise. The obtained result is also confirmed by semi-natural modeling methods using a 
matrix simulator.

Keywords: echo signal modeling, multipoint model, probability density function, apparent emission center, 
correlation functions, matrix simulator
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Рассмотрена методика ASMD-FSMD проектирования цифровых устройств, которая заключается 
в  построении блок-схемы автомата с трактом обработки данных (algorithmic state machine with data-
path – ASMD), описывающей поведение устройства, и в создании кода проекта на языке Verilog в виде 
конечного автомата с трактом обработки данных (finite state machine with datapath – FSMD). Одним 
из направлений развития методики ASMD-FSMD является использование особенностей языка опи-
сания аппаратуры (hardware description language – HDL). Выдвинута гипотеза: в методике ASMD-
FSMD возможно применение нескольких операторов неблокирующего назначения к одной и той же 
переменной в одном такте синхронизации, что приведет к увеличению быстродействия устройства. 
Выдвинутая гипотеза исследована при проектировании синхронных умножителей, реализующих 
классические алгоритмы умножения c и d. Экспериментальные исследования подтвердили справед-
ливость выдвинутой гипотезы, при этом быстродействие умножителей увеличивается в два-три раза,  
а стоимость реализации в большинстве случаев уменьшается по сравнению с традиционным подходом. 
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ВВЕДЕНИЕ

Традиционно проектируемое цифровое 
устройство принято представлять в виде опе-
рационного устройства (datapath) и устройства 
управления (controller или control unit), кото-
рые обычно проектируются отдельно: операци-
онное устройство – в виде совокупности стан-
дартных функциональных узлов (регистров, 
шин, мультиплексоров и др.), а устройство 
управления – в виде конечного автомата (finite 
state machine, FSM). 

В работе [1] было предложено объединить 
вместе операционное и управляющее устрой-
ства и представить как конечный автомат с трак-
том обработки данных (finite state machine with 
datapath – FSMD). Модель FSMD быстро стала 
популярной, в работе [2] приведены FSMD для 
синхронных и асинхронных проектов. Модель 
FSMD оказалась очень удобной для проверки 

эквивалентности двух схем, полученных в ре-
зультате синтеза или различных проектных пре-
образований [3, 4]. В [5] предложено цифровую 
систему представлять в виде сети FSMD, кото-
рая приводит к реализации аппаратуры, свобод-
ной от гонок. 

Общая модель FSMD не всегда удобна при 
проектировании конкретных приложений, по-
этому в ряде работ предлагаются расширения 
FSMD: для представления архитектуры про-
цессора и ASIC [6] (application-specific integrated 
circuit), для синхронного доступа к памяти [7], 
для программ обработки массивов [8]. Умень-
шение потребляемой мощности FSMD путем 
декомпозиции рассматривается в [9], а путем 
стробирования – в [10]. Эффективности FSM и 
FSMD сравниваются в работе [11]. 

Благодаря своей наглядности блок-схемы ав-
томатов (algorithmic state machine, ASM) получили  
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широкое распространение для представления 
алгоритма функционирования FSM. Впервые 
ASM были предложены в [12] как альтернатива 
графам автоматов. В [13] рассматривается реали-
зация ASM на PROM, FPLA и мультиплексорах. 
В [14] предлагаются методы минимизации чис-
ла вершин ASM. В [15] описывается инструмент 
ABELITE синтеза контроллеров, основанных на 
ASM. 

Традиционно ASM используются для пред-
ставления алгоритма функционирования 
устройства управления, т.е. FSM. В [16] пред-
ложено ASM использовать как для описания 
поведения устройства управления, так и для 
описания операций, выполняемых в операци-
онном устройстве. Такая ASM получила назва-
ние блок-схема автомата с трактом обработки 
данных (algorithmic state machine with datapath, 
ASMD). Диаграммы ASMD в последнее время 
все чаще применяются в проектах на FPGA: при 
реализации промышленных систем управления 
[17], для реализации функции asin с помощью 
алгоритма CORDIC [18], при аппаратной реали-
зации криптографического алгоритма AES [19], 
при проектировании универсального асинхрон-
ного приема-передатчика UART [20] и др. 

Методика ASMD-FSMD проектирования 
цифровых устройств впервые представлена в 
[21]. В методике ASMD-FSMD предложено опи-
сывать код проекта на языке Verilog непосред-
ственно по схеме ASMD в виде FSMD. Сравне-
ние методики ASMD-FSMD с традиционным 
подходом в случае использования в качестве 
устройства управления автоматов типа Мили 
и Мура приведено в [22]. В [23] рассматривает-
ся использование методики ASMD-FSMD для 
проектирования устройств цифровой обработ-
ки сигналов. 

Главным достоинством методики ASMD-
FSMD является значительное сокращение 
времени разработки проектов (в пять-семь 
раз). Кроме того, использование методики 
ASMD-FSMD позволяет в большинстве случаев 
уменьшить стоимость реализации и увеличить 
быстродействие проектов по сравнению с тра-
диционным подходом. Одним из направлений 
развития методики ASMD-FSMD является ис-
пользование особенностей языка описания ап-
паратуры (hardware description language, HDL). 

Цель данной работы – увеличить быстродей-
ствие цифровых устройств с помощью исполь-
зования в методике ASMD-FSMD операторов 
неблокирующего назначения языка Verilog [24]. 

1. МЕТОДИКА ASMD-FSMD

Разработка цифровых устройств с помощью 
методики ASMD-FSMD заключается в построе-
нии схемы ASMD поведения устройства и созда-
нии кода проекта в виде FSMD на языке Verilog. 

Схема ASMD состоит из блоков ASMD, каж-
дый из которых описывает поведение FSMD в 
одном состоянии в течение одного такта син-
хронизации (рис. 1). Блок ASMD включает одну 
вершину состояния (прямоугольник) и может 
иметь несколько условных вершин (ромбов) и 
вершин выходов по условию (овалов), причем 
ромбы могут как предшествовать овалам, так и 
следовать после овалов. Блок ASMD имеет толь-
ко один вход, который является входом в верши-
ну состояния, и может иметь один или несколько 
выходов. Входы и выходы вершин соединяются с 
помощью дуг. Обратные связи запрещены вну-
три блока ASMD. Циклы алгоритма и ждущие 
состояния в схеме ASMD реализуются с помо-
щью внешних (по отношению к блоку ASMD) 
обратных связей. 

Вблизи вершины состояния записывается 
имя состояния FSMD (например, S1). В случае 
FSMD типа Мура внутри вершины состояния 
(прямоугольника) записываются операции, вы-
полняемые в данном состоянии FSMD (outputs). 
В случае FSMD типа Мили в вершинах выхода 
по условию (овалах) записываются операции, 
выполняемые на данном переходе FSMD (con-
ditional outputs). В условных вершинах (ромбах) 
записываются логические выражения (condi-

0
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0

1

1

1

outputs

condition_1

condition_2

condition_3

conditional
outputs

S1

Рис. 1. Блок ASMD.
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tion_1, condition_2, …). Выходы условной вер-
шины обозначаются значениями 0 и 1, которые 
соответствуют переходам в случае ложного или 
истинного значения логического выражения. В 
качестве операций, записываемых в прямоу-
гольниках и овалах, а также в качестве логиче-
ских выражений могут использоваться любые 
операции и логические выражения, допустимые 
в HDL (в нашем случае в языке Verilog). 

Схема ASMD представляет собой компози-
цию соединенных между собой блоков ASMD. 
При этом каждый выход любой вершины ASMD 
может быть соединен только с одним входом 
другой вершины, т.е. ветвление алгоритма воз-
можно только в условных вершинах. 

Код проекта на языке Verilog строится непо-
средственно по созданной схеме ASMD. Внача-
ле выполняются необходимые объявления пе-
ременных (внутренних регистров устройства) и 
состояний FSMD. Каждый блок ASMD (состо-
яние FSMD) описывается в виде процедурного 
блока begin…end. Условные вершины описыва-
ются с помощью операторов if. Присваивание 
значений переменным описывается с помощью 
операторов неблокирующего назначения (<=). 
Операции, выполняемые в прямоугольниках 
(для FSMD Мура) описываются в начале блока 
begin…end, а операции, выполняемые в овалах 
(для FSMD Мили) описываются в соответству-
ющих местах операторов if (при этом возможно 
использование операторных скобок begin…end). 

2. СУТЬ ПРЕДЛАГАЕМОГО ПОДХОДА
Очевидно, что для увеличения быстродей-

ствия проекта необходимо минимизировать 
число состояний FSMD в циклах алгоритма, т.е. 
в цепях обратной связи ASMD. Пусть с данны-
ми, находящимися в регистре (т.е. со значением 
переменной v), необходимо выполнить несколь-
ко последовательных действий: например, сло-
жить содержимое регистра v с содержимым дру-
гого регистра w, результат запомнить в исходном 
регистре (v  =  v  +  w), сдвинуть содержимое ре-
гистра влево или вправо на несколько разрядов 
(v = v <<  1) и др. 

При традиционном подходе для хранения 
значения переменной необходимо использовать 
сдвиговый регистр. В этом случае, чтобы загру-
зить в сдвиговый регистр некоторое значение 
(результат сложения) и сдвинуть содержимое 
регистра, необходимо два такта синхронизации: 
один – для загрузки в регистр внешних данных, 
а второй – для сдвига содержимого регистра. 

Возникает вопрос: а нельзя ли эти действия 
выполнить за один такт синхронизации. Пред-
посылкой для такого предположения является то, 
что в одном блоке ASMD можно использовать 
несколько вершин выходов по условию (овалов). 
Кроме того, язык Verilog предоставляет операто-
ры неблокирующего назначения (<=), которые 
не препятствуют выполнению других операто-
ров в одном и том же процедурном блоке. Отме-
тим также, что для FSMD Мили в одном блоке 
ASMD можно проверять несколько логических 
выражений и в зависимости от результатов этих 
проверок выполнять различные операции с од-
ними и теми же переменными, записывая опе-
рации в различных овалах. Другими словами, 
вопрос в том, можно ли несколько операций с 
одной и той же переменной выполнять в одном 
блоке ASMD.

Гипотеза. Использование операторов небло-
кирующего назначения языка Verilog в методике 
ASMD-FSMD позволяет выполнить несколько 
операций с одной и той же переменной за один 
такт синхронизации, что приводит к увеличе-
нию быстродействия устройства, по сравнению 
с традиционным подходом. 

3. ПРИМЕР ИСПОЛЬЗОВАНИЯ МЕТОДИКИ 
ASMD-FSMD ДЛЯ ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

СИНХРОННОГО УМНОЖИТЕЛЯ
Известны следующие классические методы 

умножения, по которым строятся синхронные 
умножители [25]:

алгоритм a: когда проверяется младший раз-
ряд множителя, множитель сдвигается вправо, а 
множимое – влево;

алгоритм b: когда проверяется старший раз-
ряд множителя, множитель сдвигается влево, а 
множимое – вправо;

алгоритм c: когда проверяется старший раз-
ряд множителя, множитель и частные произве-
дения сдвигаются влево;

алгоритм d: когда проверяется младший раз-
ряд множителя, множитель и частные произве-
дения сдвигаются вправо.

Для проверки нашей гипотезы рассмотрим 
алгоритм умножения c. Операционное устрой-
ство и конечный автомат в случае традиционного 
подхода показаны на рис. 2 и 3 соответственно. 

Значения чисел A и B поступают на вход опе-
рационного устройства. На выходах операци-
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онного устройства формируется произведение 
P и сигнал done, указывающий на окончание 
процесса умножения. Значение множимого A 
(см.  рис.  2) загружается в регистр ra, значение 
множителя B загружается в сдвиговый регистр 
rb; произведение P формируется в сдвиговом 
регистре rp. Сумматор выполняет сложение со-
держимого регистра rp с множимым A или с ну-
лем. Мультиплексор служит для выбора второ-

го операнда сумматора. Счетчик cnt формирует 
внутренний сигнал обратной связи roll, совпа-
дающий с сигналом done, единичное значение 
которого указывает на окончание процесса ум-
ножения. 

Процесс умножения чисел A и B, начинается 
с установки сигнала run. Конечный автомат FSM 
(см. рис. 3) на основании значений сигналов run 
и roll формирует необходимые значения следую-
щих управляющих сигналов: load – для загрузки 
в регистры значений умножаемых чисел A и B; 
load_p – для загрузки результата сложения в ре-
гистр rp; clr – для сброса регистра rp и счетчика 
cnt; ena – для разрешения операции сдвига со-
держимого регистра rb и увеличения значения 
счетчика cnt; ena_p – для разрешения операции 
сдвига содержимого регистра rp. Умножитель 
также управляется сигналом синхронизации clk 
и сигналом сброса reset. 

В состоянии S0 конечный автомат ожидает 
прихода сигнала run, который запускает процесс 
умножения путем перехода в состояние S1, при 
этом формируются сигналы load и clr.
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Рис. 2. Операционное устройство синхронного умножителя c.
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Рис. 3. Устройство управления синхронного умножи-
теля c в виде графа конечного автомата типа Мили.
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Для загрузки результатов суммирования в ре-
гистр rp и сдвига содержимого регистра rp требу-
ется два такта синхронизации, поэтому одному 
циклу умножения соответствуют два состояния: 
S1 и S2. При переходе из состояния S1 в состоя-
ние S2 в регистр rp по сигналу load_p загружается 
результат суммирования, а по сигналу ena вы-
полняется сдвиг содержимого регистра rb. При 
переходе из состояния S2 в состояние S1 по сиг-
налу ena_p содержимое регистра rp сдвигается 
влево. Процесс умножения заканчивается (FSM 
переходит в состояние S0) после формирования 
сигнала roll. 

Таким образом, при традиционном подходе 
умножение N-битовых чисел A и B с помощью 
алгоритма с выполняется за n = 2N + 1 тактов 
синхронизации. 

Схема ASMD алгоритма умножения c (рис. 4) 
состоит из двух блоков ASMD, соответствующих 
состояниям S0 и S1 FSMD Мили. В состоянии 
S0 ожидается единичное значение сигнала run, 
при его установке выполняется инициализация 
переменных. Состояние S1 соответствует циклу 

умножения. При rb[N–1] = 1 к содержимому ре-
гистра rp добавляется значение множимого (в 
противном случае ничего не добавляется). За-
тем увеличивается значение счетчика cnt и вы-
полняется сдвиг влево содержимого регистра rb. 
В этом же блоке ASMD проверяется значение 
счетчика cnt. Если cnt = N–1, то устанавливается 
флаг done и процесс умножения заканчивается, 
иначе содержимое регистра rp сдвигается влево 
и цикл умножения повторяется. 

Отметим, что в одном блоке ASMD выполня-
ется увеличение значения и сдвиг содержимого 
регистра rp, а также увеличение значения счет-
чика cnt и сравнение этого значения с величи-
ной N–1. Таким образом, при использовании 
методики ASMD-FSMD умножение N-битовых 
чисел A и B по алгоритму с выполняется за  
n = N + 1 тактов синхронизации.

Непосредственно по схеме ASMD на рис. 4 
можно записать следующий код FSMD на языке 
Verilog проекта mult_c_Mealy_FSMD синхрон-
ного умножителя, реализующего алгоритм ум-
ножения c: 

module mult_c_Mealy_FSMD
	 #(parameter N=4)			   // размер операндов
	 (input clk,reset,run,		  // сигналы управления
	 input [N-1:0] a,b,	 	 // множимое a и множитель b
	 output reg [2*N-1:0] p,	 // произведение p
	 output reg done);	 	 // флаг окончания умножения
	 reg [2*N-1:0] rp;	 	 // объявление регистров
	 reg [N-1:0] ra,rb;
	 reg [N:0] cnt;			   // счетчик
	 localparam [0:0] s0=0,s1=1; // состояния FSMD
	 reg [0:0] state;	 	 	 // переменная состояний
	 always @(posedge clk, negedge reset)	 // описание поведения FSMD
		  if(!reset) state <= s0;	 // сброс FSMD
		  else 			 
			   case (state)
			   s0:	 if(run) begin	// описание первого блока ASMD
					     rp = 0; cnt <= 0; done <= 0;
					     ra <= a; 
					     rb <= b;
					     state <= s1;
				    end
				    else	 state <= s0;
			   s1:	 begin	 	 	 // описание второго блока ASMD
					     if(rb[N-1])rp = rp + ra;
					     cnt <= cnt + 1'b1;
					     rb <= rb << 1;	
					   
					     if (cnt == N-1)	 begin
						      done <= 1'b1;
						      p <= rp;
						      state <= s0;
					     end
					     else begin
						      rp = rp << 1;
						      state <= s1;
					     end
				    end
			   default: state <= s0;
			   endcase
endmodule
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Таким образом, наша гипотеза – использо-
вание операторов неблокирующего назначения 
языка Verilog в методике ASMD-FSMD позво-
ляет выполнить несколько операций с одной и 
той же переменной за один такт синхронизации 
и увеличить быстродействие устройства – пол-
ностью подтвердилась. 

Отметим, что возможность выполнения не-
скольких операций с одной и той же переменной 
за один такт синхронизации объясняется осо-
бенностями реализации компилятором языка 
Verilog операторов неблокирующего назначения. 

4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ 
ИССЛЕДОВАНИЯ

Исследование эффективности методики 
ASMD-FSMD проводили при реализации на 
FPGA семейства Cyclone IV E с помощью систе-
мы Quartus Prime версии 18.1 алгоритмов умно-
жения c и d. При описании алгоритма d схемой 
ASMD в одном блоке ASMD выполняется добав-
ление к содержимому регистра rp значения реги-
стра ra, а также сдвиг вправо регистра rp. 

Алгоритмы умножения c и d были реализо-
ваны с помощью традиционного подхода в виде 
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Рис. 4. Схема ASMD алгоритма умножения c. Результаты моделирования проекта mult_c_Mealy_FSMD в системе 
Quartus Prime приведены на рис. 5. Видно, что умножение 4-битовых чисел действительно выполняется за пять так-
тов синхросигнала clk. Для сравнения на рис. 6 приведены результаты моделирования синхронного умножителя, ре-
ализующего алгоритм умножения c, который был спроектирован по традиционной технологии. Как видно, умноже-
ние 4-битовых чисел выполняется за девять тактов синхронизации. 
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операционного устройства и устройства управ-
ления, а также с помощью методики ASMD-
FSMD. Проекты исследовались с шириной 
входных слов 4, 8, 16, 32, 64 и 128 битов. Резуль-
таты экспериментальных исследований приве-
дены в табл. 1. 

Анализ табл. 1 показывает, что использова-
ние методики ASMD-FSMD позволяет увели-
чить быстродействие алгоритма c в среднем в 
1.96 раза (для примера, mult_c_4 в 1.99 раза) и 
алгоритма d в 2.45 раза (для примера, mult_c_16 
в 2.96 раза). Кроме того, методика ASMD-FSMD 
FSMD позволяет для алгоритма d уменьшить 
стоимость реализации в среднем в 1.23 раза (для 
примера, mult_c_16 в 1.31 раза). Увеличение бы-
стродействия в результате применения методики 
ASMD-FSMD можно также видеть на рис. 6. 

Методику ASMD-FSMD также исследова-
ли с помощью системы Vivado версии 2018.2 на 
FPGA семейства Kintex UltraScale при реализа-
ции алгоритмов умножения c и d. Результаты ис-
следований приведены в табл. 2. 

Анализ табл. 2 показывает, что использова-
ние методики ASMD-FSMD позволяет для ал-
горитма c увеличить быстродействие в среднем в 
1.98 раза (для примера, mult_c_128 в 2.05 раза) и 
уменьшить стоимость реализации в 1.18 раза (для 

примера, mult_c_64 в 1.56 раза). Для алгорит-
ма d быстродействие увеличивается в среднем в 
2.10 раза (для примера, mult_d_4 в 2.38 раза), а 
стоимость реализации уменьшается в 1.59 раза 
(для примера, mult_d_128 в 1.96 раза). Увеличе-
ние быстродействия и уменьшение стоимости 
реализации в результате применения методики 
ASMD-FSMD в системе Vivado можно также ви-
деть на рис. 7 и 8 соответственно. 

Таким образом, справедливость выдвинутой 
гипотезы подтвердилась результатами экспери-
ментальных исследований для компиляторов 
двух популярных систем проектирования: Quar-
tus фирмы Intel и Vivado фирмы Xilinx. При этом 
наблюдается не только увеличение быстродей-
ствия, но также в ряде случаев уменьшение сто-
имости реализации. С большой вероятностью 
можно ожидать, что использование методики 
ASMD-FSMD будет также эффективно и для 
других систем проектирования, а также для дру-
гих языков проектирования, например, VHDL. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, в рамках применения мето-

дики ASMD-FSMD к реализации синхронных 
умножителей исследована возможность ис-
пользования в одном блоке ASMD нескольких 

(а)

(б)

Рис. 5. Результаты моделирования умножителя, спроектированного по методике ASMD-FSMD (а) и построенного 
по традиционной методике (б).
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операторов неблокирующего назначения языка 
Verilog к одной и той же переменной с целью уве-
личения быстродействия. 

Показано, что в одном блоке ASMD можно 
применять несколько операторов неблокирую-
щего назначения к одной и той же переменной. 
При этом все действия в одном блоке ASMD 
выполняются за один такт синхронизации, что 
приводит к значительному увеличению быстро-

действия устройства, а в некоторых случаях и к 
уменьшению стоимости реализации. 

Экспериментальные исследования показали, 
что применение методики ASMD-FSMD для 
реализации синхронных умножителей позво-
лило увеличить быстродействие в два-три раза 
и в большинстве случаев уменьшить стоимость 
реализации, в некоторых случаях почти в два 
раза.

Таблица 1. Результаты исследования реализации алгоритмов умножения c и d в системе Quartus

Пример
Параметр

LT LA LT/LA tT tA tT/tA

mult_c_4 35 35 1.00 40.25 20.22 1.99
mult_c_8 60 65 0.92 93.11 47.82 1.95
mult_c_16 112 138 0.81 183.55 97.72 1.88
mult_c_32 208 270 0.77 452.46 238.75 1.98
mult_c_64 405 540 0.75 1267.69 639.39 1.98
mult_c_128 793 1006 0.79 8216.11 4200.59 1.96
mult_d_4 32 29 1.10 41.77 20.67 2.02
mult_d_8 58 48 1.21 82.48 36.41 2.27
mult_d_16 98 75 1.31 159.26 53.86 2.96
mult_d_32 176 141 1.25 410.87 158.33 2.59
mult_d_64 338 271 1.25 940.51 355.62 2.64
mult_d_128 663 528 1.26 4851.80 2178.69 2.23

Примечания: mult_c_N и mult_d_N – проекты, реализующие алгоритмы умножения c и d соответственно; N – ширина 
входных слов умножителей в битах; LT и LA – число используемых логических элементов FPGA (стоимость реализации) 
в случае традиционного подхода и при использовании методики ASMD-FSMD соответственно; tT и tA – время выполне-
ния операции умножения в наносекундах в случае традиционного подхода и при использовании методики ASMD-FSMD;  
LT/LA и tT/tA – отношения соответствующих параметров.
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Рис. 6. Коэффициенты (число раз) увеличения быстродействия для каждого примера в системе Quartus.
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Таблица 2. Результаты исследования реализации алгоритмов умножения c и d в системе Vivado

Пример
Параметр

LT LA LT/LA tT tA tT/tA

mult_c_4 19 23 0.83 74.56 38.30 1.95
mult_c_8 35 33 1.06 138.79 68.59 2.02
mult_c_16 66 65 1.02 275.55 145.52 1.89
mult_c_32 132 90 1.47 589.23 299.41 1.97
mult_c_64 267 171 1.56 1241.75 629.66 1.97
mult_c_128 528 462 1.14 2537.88 1239.05 2.05
mult_d_4 20 13 1.54 89.49 37.54 2.38
mult_d_8 36 24 1.50 157.24 69.26 2.27
mult_d_16 65 41 1.59 305.59 145.28 2.10
mult_d_32 124 90 1.38 619.21 307.82 2.01
mult_d_64 267 170 1.57 1216.07 629.85 1.93
mult_d_128 525 268 1.96 2466.98 1288.97 1.91
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Рис. 7. Коэффициенты (число раз) увеличения быстродействия для каждого примера в системе Vivado.
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Рис. 8. Коэффициенты (число раз) уменьшения стоимости реализации для каждого примера в системе Vivado.
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 INCREASING THE SPEED OF DIGITAL DEVICES USING THE ASMD-
FSMD METHOD USING NON-BLOCKING OPERATORS
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The ASMD-FSMD method for designing digital devices is considered, which consists of constructing a block 
diagram of an algorithmic state machine with a data path (ASMD), which describes the behavior of the device, 
and creating project code in Verilog in the form of a finite state machine with a data processing path. (finite 
state machine with datapath – FSMD). One of the directions for the development of the ASMD-FSMD 
methodology is the use of features of the hardware description language (HDL). A hypothesis has been put 
forward: in the ASMD-FSMD technique, it is possible to apply several non-blocking assignment operators 
to the same variable in one synchronization cycle, which will lead to an increase in device performance. The 
hypothesis put forward was investigated in the design of synchronous multipliers that implement the classical 
multiplication algorithms c and d. Experimental studies have confirmed the validity of the put forward 
hypothesis, while the speed of the multipliers increases two to three times, and the cost of implementation in 
most cases decreases compared to the traditional approach.

Keywords: algorithmic state machinewith a data processing path, finite state machine with a data processing 
path, hardware description language, non-blocking assignment operators, synchronous multipliers
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Сверхтонкие (с  толщиной менее 5 нм) слои 
окисла кремния являются в  настоящее время 
и останутся в перспективе минимум одного-двух 
десятков лет основным изолятором, используемым 
в производстве работающих и новых структур на-
ноэлектроники [1]. На это указывают два обстоя-
тельства. Во-первых, при термическом окислении 
кремния [2], особенно в его наиболее современ-
ной форме — радикальном термическом окисле-
нии с генерацией водяного пара у поверхности Si 
(in situ steam generation — ISSG) [3], — удается соз-
давать бездефектные, практически не содержащие 
электронных ловушек пленки SiO2 с высокими на-
дежностными характеристиками. Это относится 
к активным элементам для электроизолирующих 
областей интегральных схем. Во-вторых, достигну-
ты толщины пленок оксида кремния под затвором 
в несколько атомных слоев [4]. А материалы-кан-
дидаты на замену окисла кремния таких свойств 
еще не достигли. Таким образом, массовый пере-
ход в наноэлектронной технологии от пленок SiO2 
к изолирующим слоям из диэлектриков с прони-
цаемостью, существенно большей, чем у диоксида 
кремния, или сегнетоэлектриков — это вопрос не 
ближайшего будущего.

Современные методы проектирования наноэ-
лектронных элементов подразумевают проведение 

обширных компьютерных вычислений из первых 
принципов с целью создания численных моделей 
работы квантовых структур и  предсказания зна-
чений параметров приборов на их основе [5]. Для 
построения волновых функций электронов у гра-
ницы раздела (ГР) кремний–окисел необходимо 
задавать профиль потенциала в изолирующем слое. 
В то же время нет никаких теоретических основа-
ний, разрешающих для неупорядоченных матери-
алов, коими являются и окисел кремния, и рассма-
триваемые в качестве его замены различные кера-
мики, представлять волновую функцию электрона 
в типичном для метода эффективной массы виде — 
произведения медленно изменяющейся амплитуды 
и осциллирующей на атомных расстояниях функ-
ции координат [6]. Тем не менее фактически этим 
представлением пользуется абсолютное большин-
ство исследователей электронных явлений на ГР 
полупроводник–SiO2. Начиная с 70-х годов про-
шлого века были проведены в рамках метода эф-
фективной массы расчеты различных квантовых 
эффектов и развита теория двумерного электрон-
ного газа [7]. Применение для описаний явлений 
на контактах с  окислом уравнения Шредингера 
с эффективной массой электрона m означает, что 
используемый рельеф потенциала в изолирующем 
промежутке U(z) (z – координата по нормали к ГР 
Si–SiO2) и  значение m должны быть некими ве-
личинами, которые после всех расчетов приводят 

DOI: 10.31857/S0033849424030061, EDN: JVBQXB

На основе ранее выполненных измерений туннельных вольт-амперных характеристик структур ме-
талл-SiО2-Si (МОП) проведено моделирование изолирующего рельефа в сверхтонкой (4.2 нм) пленке 
окисла кремния. Потенциал в диэлектрике задавался в форме трапеции, боковые склоны которой 
имитировали переходные слои, а верхнее основание — объем SiО2. Вычислены параметры модели — 
высота барьера и координаты угловых точек трапеции, исходя из требования максимальной близости 
экспериментальной и теоретической производных по напряжению от логарифма тока. Обнаружены 
общие, с более тонкими пленками (3.7 нм) окисла кремния, черты изолирующего потенциала: барьер 
занимает до половины номинального объема диэлектрического промежутка и сдвинут к полевому 
электроду, а его склон в сторону полупроводниковой подложки гораздо более пологий по сравнению 
с примыкающим к затвору.
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к совпадающим с экспериментом результатам. Та-
ким образом, функцию U(z) и величину m нужно 
определять из измерений на пленках SiO2 в опытах, 
результаты которых зависят от потенциального ре-
льефа в окисле. Для этих целей наиболее подхо-
дят эксперименты по туннелированию электронов 
сквозь изолирующий барьер. Отметим, что при 
такой постановке эффективные потенциальный 
рельеф U(z) и масса m становятся зависимыми от 
индивидуальных особенностей объекта исследова-
ний — толщины пленки изолятора и технологии 
приготовления образца.

Атомная структура неупорядоченного окисла 
кремния не стыкуется с кристаллическими решет-
ками полупроводников, из которых приготовляют-
ся активные элементы наноэлектроники. Поэтому 
на ГР Si–SiO2 возникает переходный слой, и его 
минимальная толщина при термическом окисле-
нии кремния составляет 2 атомных слоя [8]. Для 
сверхтонких оксидов переходы между кристалли-
ческой подложкой и SiО2, а также между окислом 
и затвором, например, из поли-Si, занимают от 35 
до 100 процентов объема сверхтонкого изолятора 
[8]. Чем тоньше диэлектрик, тем выше доля пере-
ходных слоев в его объеме, и тем сильнее свойства 
его и массивного окисла различаются. Контакты 
кристаллической подложки с окислом и SiО2 с по-
ликремнием или иным материалом затвора форми-
руются в неодинаковых технологических процессах 
и поэтому имеют разную кристаллическую струк-
туру. Следовательно, нужно ожидать и разных, не-
симметричных по форме координатных зависимо-
стей профиля изолирующего потенциала на этих 
ГР. Последнее обстоятельство согласуется с резуль-
татами экспериментов [9, 10].

Алгоритм построения из экспериментальных 
туннельных вольт-амперных характеристик (ВАХ) 
сверхтонких слоев SiO2 зависимостей эффективно-
го изолирующего потенциала от координаты и ве-
личины массы туннелирующего электрона был по-
строен в [11] и далее развит в [12]. Решение задачи 
обращения экспериментальных данных основано 
на вычислении из полевых зависимостей туннель-
ного тока I V( )  на ветвях ВАХ обеднения и обога-
щения кремния функций

f V
z V

H

z V

H
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( )
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


 −

( )


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
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2
3 2

1
3 2

.

Здесь V Vi= , Vi  — падение внешнего напря-
жения на окисле, z V1 ( )  и  z V2 ( )  — координаты 
ближней и дальней точек поворота, H  — толщина 
слоя SiO2. В работе [11] было показано, что

	 f V
V

V x dx
x

( ) = − +( )•

∫
4 1 2

2

0
π

Φ
max

,  	 (1)

где V
mH q

=
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






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32

2

2



 — константа с размерностью на-

пряжения,   — постоянная Планка, q  — элемен-
тарный заряд, x V Vmax max= −( )1 2  — максималь-
ное значение переменной интегрирования, Vmax  — 
падение напряжения на слое окисла, отвечающее 
снятию изолирующего барьера,

Φ
•

∗
( ) = −

( )







 <V

d
dV

I V

I
ln ,0

I∗  — нормировочное значение туннельного тока. 
В реальной экспериментальной ситуации подавае-
мые напряжения ограничены из-за опасности про-
боя образца V V< II  (VII  — максимальное напря-
жение, при котором фиксируется туннельный ток). 
Для окисла кремния характерно V VII max< , поэто-
му в [11, 12] функцию f V( )  разделяли на две части:

f V f V f V( ) = ( ) + ( )
?

,

f V
V

V x dx
x

( ) = − +( )









( ) •

∫
4 1 2

2

0
π

Φ
ΙΙ

,

x V VII II= −( )1 2 , а добавок 
?

f V( )  вычисляли для 
модельного вида потенциала U(z) с  параметра-
ми, максимально сближающими эксперименталь-
ную и  модельную ВАХ. Такой подход оправдан, 
если в достаточно широком диапазоне напряже-
ний удовлетворяется соотношение f V f V( ) ( )

?
 

(именно для проверки выполнения этого неравен-
ства в [11, 12] и рассчитывались функции 

?
f V( ) ), 

иначе при дальнейшем рассмотрении будет полу-
чаться не реальная картина, а смоделированная).

Если область напряжений, где проводились из-
мерения ВАХ, слишком узка, V VII max , то реали-
зуется случай f V f V( ) ≤ ( )

?
. В этих условиях недо-

статочно данных опыта для построения реальной 
зависимости U(z), и приходится ограничиваться 
только модельными представлениями о потенци-
альном рельефе.

Цель данной работы — рассмотреть методы по-
строения моделей профиля изолирующего потен-
циала и проанализировать получающиеся резуль-
таты именно для таких экспериментальных случаев.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ 
И ПОСТРОЕНИE МОДЕЛИ ПРОФИЛЯ 

ПОТЕНЦИАЛА ИЗ ПОЛЕВЫХ 
ЗАВИСИМОСТЕЙ ТУННЕЛЬНОГО  

ТОКА ЧЕРЕЗ СВЕРХТОНКИЙ 
ИЗОЛИРУЮЩИЙ СЛОЙ

В качестве исходных экспериментальных дан-
ных были приняты результаты опытов, приведен-
ные в  работе [10]. Образцы представляли собой 
структуры на кремниевой подложке с  полевым 
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электродом Al–n+–Si: P (концентрация доноров 
в поликремнии N d

+ −≈ 1020 3см , площадь полево-
го электрода S = ⋅ −1 6 10 3 2. см ), изолированным от 
(100) n–Si слоем полученного при высокотемпе-
ратурном окислении SiО2 с оптической толщиной 
h ≅ 4.2 нм. Измерения [10] ВАХ и  вольт-фарад-
ных характеристик (ВФХ) образцов проводились 
в  специальном нестационарном режиме, когда 
значения высокочастотных емкостей и тока отве-
чают одному и тому же состоянию образца. Данные 
высокочастотных ВФХ МОП-структур позволяют 
определить зависимости от полевого напряжения 
изгиба зон в полупроводнике и падения внешне-
го напряжения на изолирующем слое Vi. Подроб-
ности, касающиеся как свойств исследованных 
структур, так и методов измерений и обработки их 
результатов, приведены в [10]. На рис. 1 показаны 
экспериментальные зависимости тока через окисел 
от модуля падения напряжения на изолирующем 
слое при положительной (инжекция электронов из 
полупроводника, ветвь обогащения кремния сво-
бодными электронами) и отрицательной (инжек-
ция электронов из полевого электрода, ветвь обед-
нения кремния свободными электронами) поляр-
ностях Vg.

Графики ветвей тока построены в логарифми-
ческом масштабе:

Φобог V I V I( ) ( ) = − ∗ln  для V g > 0 ,

Φобедн V I V I( ) = − ( ) ∗ln  для V g < 0 ,

где Vg   — полевое напряжение, V Vi= , норми-
ровочное значение тока I

*
= −
10

12
AМаксималь-

ные напряжения, при которых фиксировался ток, 
составили для ветвей обеднения и  обогащения 

кремния соответственно VII  = 4.5 и 3.5 В. Факти-
чески функции Φ V( )  рассматриваются как ана-
лог показателя экспоненты в квантово-механиче-
ской вероятности туннелирования сквозь барьер, 
поэтому возникает знак минус перед логарифмом. 
Как следует из выражения (1), информация о ре-
льефе потенциала в изолирующем слое содержится 
в производных от функций Φ V( ) . Поэтому, а не 
только из необходимости избавиться от привязки 
к нормировочному значению тока I∗ , требуется 
вычислить зависимости Φ

•
( )обедн V  и  Φ

•
( )обог V .  

Поскольку (см. рис.  1) экспериментальные дан-
ные зашумлены, для взятия производных нужно 
использовать метод регуляризации Тихонова [13]. 
В соответствии с [14] для сглаживания по Гауссу 
имеем
d
dV

V V V
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dV
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ε

π

εε

ε
exp ,  	(2)

где параметр ε имеет смысл разрешения по пере-
менной V. С ростом ε систематическая ошибка сче-
та увеличивается, а связанная с шумом — падает. 
Путем перебора значений ε было установлено, что 
в середине интервала измеренных напряжений ми-
нимальная сумма систематической и шумовой по-
грешностей достигается при ε = 0.3 В. Результаты 
дифференцирования показаны на рис. 2.

Из-за нелокальности функционала (2) и в свя-
зи с  отсутствием данных за границами измерен-
ного диапазона напряжений в окрестности мини-
мального и максимального V  возникает “краевой 
эффект” — систематическая ошибка счета резко 
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Рис.  1. Экспериментальные зависимости логариф-
ма туннельного тока МОП-структур от напряжения: 
1  — ветвь ВАХ, отвечающая обеднению полупро-
водника, 2 — ветвь ВАХ, отвечающая обогащению 
полупроводника.

Рис. 2. Производные от экспериментальных зависи-
мостей логарифма туннельного тока от напряжения: 
1 — ветвь ВАХ, отвечающая обеднению полупрово-
дника, 2 — ветвь ВАХ, отвечающая обогащению по-
лупроводника; пунктиром отмечены области вблизи 
минимального и максимального напряжений, постро-
енные интерполяцией результатов из близлежащих 

“надежных” интервалов.

Φ
•

( )обедн V
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нарастает. Поэтому вблизи VII  кривые построены 
линейной интерполяцией результатов из близле-
жащих “надежных” интервалов, а в области малых 
напряжений резко нарастающие “хвосты” замене-
ны константами (см. пунктир на рис. 2).

Для формирования модели профиля изолиру-
ющего потенциала будем использовать трапецеи-
дальную форму зависимости от координат:
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 (3)

Параметры этого потенциала — высота барьера 
U ∗  и безразмерные характеристики угловых точек 
a H b H a H b Hl l r r, , ,    — должны подчиняться 
неравенствам

b
H

a
H

a
H

a
H

b
H

l l r r r< < − >1 , .  

Выбор такой формы рельефа удобен тем, что 
боковые склоны трапеции имитируют переходные 
слои, а постоянная величина малого основания — 
объем однородного окисла кремния. Построение 
профиля потенциала в виде (3) уже применялось 
ранее [12] для расчета начального шага процеду-
ры последовательных приближений. Однако ис-
пользовать данные [12] для нашего образца опас-
но: как уже указывалось в разд. 1, эффективные 
потенциальный рельеф U(z) и масса m зависят от 
индивидуальных особенностей объекта исследова-
ний — толщины пленки изолятора и технологии 
приготовления образца. Ниже будут проанализи-
рованы и общие, и зависимые от толщины окис-
ла черты реального изолирующего профиля для 
различных сверхтонких SiO2. Конкретные значе-
ния параметров потенциала и эффективной массы 

туннелирующего электрона определяли из условия 

максимального сближения модельной Φ
•

( )мод V  

и экспериментальной Φ
•

( )V  характеристик. С этой 
целью путем перебора значений параметров функ-
ции (3) подбирали их комбинацию, минимизирую-
щую функционал
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Зависимость Φ
•

( )мод V  вычисляли как
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(координаты точек поворота рассчитывали исходя 
из выражения (3)) и учитывали, что уровни тунне-
лирования на ветвях ВАХ, отвечающих обеднению 
и обогащению кремния, различаются на энергию 
Ферми электронов в полупроводнике:

E T
N
N

c

d
F = ln ,

где T  — температура в энергетических единицах, 
Nc  — эффективная плотность состояний в зоне 
проводимости кремния, Nd  — концентрация ле-
гирования полупроводника. Возможность пре-
небрежения шириной зоны уровней туннелиро-
вания по энергии для нашей задачи обоснована 
в [11]. Отметим, что разделение потенциала в изо-
ляторе на две составляющие — собственное поле 
с профилем U(z) и внешнее поле qV z H( )  — тре-
бует установления начала отсчета напряжения 
V. Удобно считать, что в равновесии V = 0. Тогда 
потенциал U(z) должен содержать вклады и от за-
рядов, фиксированных в изолирующем промежут-
ке, и от контактной разности потенциалов полевой 
электрод–полупроводник.

Таблица 1. Связь констант, входящих в выражения для Φ
•

мод, с параметрами модельного потенциала для 
разных ветвей ВАХ МОП-структуры
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Для производных от модельных зависимостей 
при V V< γ max  получаем
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,

где Vmax  — напряжение снятия барьера. Выраже-

ния для констант, входящих в формулы для Φ
•

мод,  
приведены в табл. 1.

Минимизацию функционала (4) проводили от-
дельно по каждому значению эффективной массы 
m из набора m m 0 0 2= . , , , 0.4  ...  1.8, 2.0  ( m0  — мас-
са свободного электрона) путем перебора чисел Ω,  
отвечающих разным комбинациям значений па-
раметров функции U zмод ( ). Всего для каждой m  
было рассмотрено более 27500 комбинаций и ис-
пользована схема последовательных переходов ко 
все более сужающимся интервалам между соседни-
ми величинами исходных параметров зависимости 
(3). При всех значениях масс график зависимости 
Ω  от номера комбинации параметров Ns функции 
U zмод ( )  носит осциллирующий характер (рис. 3).

Локальным минимумам на этой зависимости 
соответствует форма трапеции (3) со сдвигом в сто-
рону полевого электрода. На фоне числа
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минимальное и  по массам, и  по параметрам тра-
пеции значение Ωmin  = 0.7232194 В–2 выглядит при-
влекательно, и оно соответствует m m 0 =1.8  и ком-
бинации U* = 24.5 эВ, a Hl = 0 133. , a Hr = 0 6. ,   
b Hl = 0 014. ,  b Hr = 0 333. .  Причем при смене зна-
чения эффективной массы изменение у  Ωmin  про-
исходит только в третьем знаке после запятой. Вид 
модельного изолирующего рельефа для найденных 
параметров потенциала (3) представлен на рис. 4.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Найденное значение высоты изолирующего ба-
рьера U* = 24.5 эВ приводит к напряжениям его 
снятия Vmax ≈ 184 В  на ветви ВАХ обеднения крем-
ния и Vmax .≈ 40 5 В  на ветви обогащения. Поэтому, 
с одной стороны, для данных экспериментов реа-
лизуется случай V VII  max, и поэтому более стро-
гие построения реального потенциального про-
филя, чем применение модельных форм типа (3), 
проводить нельзя. С другой стороны, полученное 
в результате максимального сближения экспери-
ментальных и модельных характеристик значение 
высоты изолирующего барьера U* = 24.5 эВ выгля-
дит завышенным. Оно существенно превосходит 
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Рис. 3. Зависимость функционала Ω от номера пя-
терки N5 параметров модельного трапецеидального 
потенциала для m m0 =1.8. Рис. 4. Модельный профиль изолирующего потенци-

ала в МОП-структуре со сверхтонким окислом.
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найденную ранее для более тонкого окисла (3.7 нм) 
величину U* = 3.52 эВ [12]. По-видимому, сказы-
ваются недостатки, присущие модельному подходу 
построения профиля изолирующего потенциала. 
На смещение трапеции (3) в сторону кремния ре-
акция функционала (4) резкая — величина Ωmin  
повышается в десятки раз, а на увеличение вели-
чины эффективной массы туннелирующего элек-
трона реакция слабая – Ωmin изменяется с ростом 
m лишь только в третьем знаке после запятой. По-
скольку Φ

•

∗∝ ( )мод m U/ ,
1 2  неточности в определе-

нии m приводят к таким же относительным ошиб-
кам в значении U*. Иная картина восстановления 
реального изолирующего рельефа возникает при 
процедуре последовательных приближений дан-
ных, относящихся к разным ветвям ВАХ [11, 12]. 
Способ определения значения эффективной мас-
сы туннелирующего электрона по наилучшему 
переходу с ростом номера приближения n ветвей 
U z

n
обог
( ) ( )  и  U z

n
обедн
( ) ( )  в  единую кривую потенци-

ального рельефа оказывается в общем комплексе 
построения U(z) и поэтому более надежен.

Несмотря на перечисленные критические мо-
менты модельного метода построения изолирую-
щего профиля в сверхтонком слое окисла кремния, 
такой подход позволяет определить ряд общих черт 
для подзатворных пленок SiО2 разной толщины. 
В первую очередь это касается пространственной 
области сосредоточения потенциала — высокий ба-
рьер занимает отнюдь не весь номинальный объем 
изолятора. Для образца, исследованного в данной 
работе, изолирующий потенциал сосредоточен в 0.4 
объема SiО2. Близкий результат получали и в случае 
окисла кремния толщиной 3.7 нм [12]. Еще одна 
важная общая деталь потенциального профиля под-
затворных пленок SiО2 разной толщины — их фор-
ма несимметрична по отношению к подложке и по-
левому электроду (см. рис. 4). Барьер “придвинут” 
к ГР с поликремнием, его склон со стороны затвора 
гораздо круче, чем со стороны подложки. В резуль-
тате ВАХ подобных объектов имеют резко асимме-
тричный вид — нарастание тока с напряжением на 
ветви ВАХ обогащения кремния гораздо сильнее, 
чем на ветви обеднения [9, 10].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Обнаруженные ранее [12] и  подтвержденные 
в  данной работе общие черты потенциального 
профиля подзатворных сверхтонких пленок SiО2 
разной толщины — высокий барьер сосредоточен 
в менее половины их номинального объема и сдви-
нут к ГР с поликремнием — это важный результат 
исследований нанометровых кремниевых структур. 
Объяснение этого явления требует специальных 
исследований, в рамках данной статьи этот факт 
можно только констатировать.

В  научном мире все более возрастает интерес 
к изолирующим слоям из диэлектриков с диэлек-
трической проницаемостью, большей, чем у диок-
сида кремния или сегнетоэлектриков. Имеет место 
постепенное уменьшение толщин этих материалов 
в  работающих структурах с  целью приближения 
к десяткам ангстрем. Поэтому развитие исследова-
ний потенциального профиля тонких изолирующих 
слоев следует ожидать на структурах с изолирующи-
ми материалами, заменяющими окисел кремния.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов.
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MODELLING OF INSULATING POTENTIAL IN ULTRA-THIN (42 Å) 
SILICON OXIDE FILM
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Based on previously conducted measurements of the tunneling current-voltage characteristics of metal-
SiO2-Si (MOS) structures, modeling of the insulating potential in an ultra-thin (4.2 nm) silicon oxide 
film was performed. The potential in the dielectric was defined in the shape of a trapezoid, with the 
lateral slopes simulating transition layers and the top base representing the bulk of SiO2. The model 
parameters – the barrier height and the coordinates of the trapezoid's corner points – were calculated to 
achieve the maximum match between the experimental and theoretical voltage derivatives of the current 
logarithm. Common features of the insulating potential, similar to those in thinner silicon oxide films 
(3.7 nm), were identified: the barrier occupies up to half of the nominal volume of the dielectric gap and 
is shifted towards the gate electrode, with its slope towards the semiconductor substrate being much 
more gradual compared to the slope adjacent to the gate.

Keywords: tunneling current-voltage characteristics, insulating potential modeling, voltage derivatives of the 
current logarithm



260

РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА, 2024, том 69,  № 3, с. 260–287

	  ЭЛЕКТРОННАЯ И ИОННАЯ ОПТИКА 	

УДК 537.533

ИССЛЕДОВАНИЕ ТОЧНОСТИ ГЕОМЕТРИЗОВАННЫХ МОДЕЛЕЙ 
ПЛОСКИХ ЭЛЕКТРОННЫХ ПУЧКОВ

© 2024 г.   Т. М. Сапронова, В. А. Сыровой*
ВЭИ – филиал ФГУП “РФЯЦ – ВНИИТФ им. академ. Е.И. Забабахина”, 

ул. Красноказарменная, 12, Москва, 111250 Российская Федерация

*E-mail: red@cplire.ru
Поступила в редакцию 12.07.2022 г. 

После доработки 12.07.2022 г. 
Принята к публикации 27.08.2022 г.

На наборе эталонных точных решений, описываемых обыкновенными дифференциальными уравне-
ниями и элементарными функциями, исследованы геометризованные модели плоских электронных 
пучков в l-, φ- и W-представлениях. Проведено сопоставление возможностей геометризованного под-
хода и параксиальной теории.

Ключевые слова: плоские электронные пучки, геометризованные модели, эталонные точные решения, 
геометризованный подход, параксиальная теория

DOI: 10.31857/S0033849424030078, EDN: JUZAEZ

ВВЕДЕНИЕ

Последние десятилетия характеризуются по-
вышенным интересом специалистов по силь-
ноточной электронике к разномасштабным 
задачам: осесимметричным пучкам с высокой 
компрессией и потокам с сильно вытянутым 
прямоугольным или эллиптическим сечением, 
также существенно изменяющим свои разме-
ры. Исследования по преимуществу проводят-
ся с использованием коммерческих программ 
траекторного анализа, вопросы тестирования 
которых остаются открытыми, а несоответствие 
результатам теории в сингулярной прикатодной 
зоне и необеспеченность формирования торцов 
ленточных пучков очевидны. Точность матема-
тических моделей не является единственным 
фактором, определяющим успешную разработ-
ку новой техники. Однако неадекватность мо-
делирования, выражающаяся в неподтвержден-
ной способности проводить расчеты с ошибкой 
порядка десятых долей процента, и грубые для 
такой точности нарушения принятой гидроди-
намической картины потока вблизи катода, мо-
гут быть компенсированы только за счет экспе-
риментальной доводки прибора.

Применение лобовых численных методов не 
всегда является обязательным, что демонстри-
руют результаты работ по трехмерным мно-

гопучковым системам [1], эллиптическим [2], 
осесимметричным и ленточным пучкам [3–5] с 
высокой компрессией. Приближенные теорети-
ческие модели могут не только приводить к ре-
шению подобных задач с требуемой точностью, 
но и быть полезны в качестве нулевого прибли-
жения при разработке электронно-оптических 
систем с принципиально новыми параметрами. 
Такого рода проблемы, в которых отсутствуют 
заданные электроды, а известны только желае-
мые характеристики пучка по геометрии, току и 
напряжению, являются по сути задачами синте-
за, решаемыми численными методами.

Приближенные теоретические модели осно-
вываются на классической теории сплошных 
параксиальных потоков, узких криволинейных 
трубчатых и ленточных пучков [6], теории Овча-
рова [7, 8] для двумерных течений, трехмерной 
параксиальной теории Данилова [9], моделях 
пучков с эллиптическим сечением [10–13] и ге-
ометризованных моделях [14–18]. Построения, 
относящиеся к ленточным пучкам неограничен-
ной ширины, позволяют рассматривать выде-
ленные из них фрагменты с эллиптическим или 
прямоугольным сечением.

Геометризованная теория плотных реляти-
вистских потоков основана на введении заранее 
неизвестной, в общем случае неортогональной, 
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системы координат xi  (i = 1, 2, 3), связанной 
с траекториями (линии x1) или трубками тока 
(поверхности x2 = const). Уравнения пучка до-
полняются условиями эвклидовости простран-
ства  – нелинейными уравнениями в частных 
производных второго порядка относительно эле-
ментов метрического тензора gik. Полученную 
систему в двумерном случае удалось представить 
в виде соотношения на трубке тока и эволюци-
онных уравнений, которые позволяют нарастить 

“тело” пучка на заданную базовую поверхность с 
известными продольными распределениями ге-
ометрических и физических параметров.

Соотношение на трубке тока имеет вид обык-
новенного дифференциального уравнения вто-
рого порядка относительно функции h g2 22= ,  
продольной переменной в котором может быть 
произвольная функция длины дуги образующей 
x f l1 � � � , f 0 0� � � , в то время как поперечная 

координата x2 входит как параметр. Эволюцион-
ная система образована уравнениями в частных 
производных первого порядка от параметров 
задачи по x2, правые части которых определены 
продольными зависимостями на базовой труб-
ке тока. Этот вариант геометризованной теории 
удобно называть l-представлением [14].

В работах [15–17] построено φ-представление 
теории с потенциалом φ электрического поля 
в качестве продольной координаты x1 = ϕ  во 
всем поле течения. Неортогональность системы 
в l-варианте носила локальный характер и была 
связана с выполнением условий термоэмиссии 
в ρ - и T-режимах. В φ-варианте система xi  в 
принципе неортогональна. От l- к φ-представ-
лению нельзя перейти по формулам, связываю-
щим уравнения в двух криволинейных системах. 
Потенциал φ, утратив статус искомой функции 
и становясь независимой переменной, меня-
ет структуру исходных уравнений, в частности, 
уравнение Пуассона становится уравнением 
первого порядка.

Третий вариант геометризованной теории, 
W-представление [18], основан на использова-
нии потенциала обобщенного импульса 



P W� �  
для отсчета в продольном направлении во всем 
поле течения, x W1 = . Условием потенциаль-
ности потока является отсутствие нормальной 
компоненты магнитного поля на катоде.

Цель работы – исследование точности трех 
вариантов геометризованных моделей с исполь-
зованием эталонных точных решений уравне-

ний плоского пучка, описываемых обыкно-
венными дифференциальными уравнениями и 
элементарными функциями, и сопоставление 
результатов с классическим параксиальным под-
ходом. Вопросам тестирования приближенных 
моделей посвящены также работы [19–21].

Задачей геометризованных построений в 
системе, связанной с трубками тока, являет-
ся формулировка всех параметров пучка в виде 
фрагментов рядов Тэйлора по поперечной коор-
динате x2. В общем случае для этого необходи-
мо проинтегрировать соотношение на базовой 
поверхности x2 0=  в первом, втором, третьем 
и т.д. приближениях относительно функций h2,  
h2 2, , h2 22, … ( h h x2 2 2

2
, � � � ). При тестировании 

распределения параметров и форма базовой по-
верхности определяются точным решением. Од-
нако в численном интегрировании упомянутых 
соотношений нет необходимости. Задача сво-
дится к записи эталонного решения в системе 
x1, x2, построении первых членов ряда Тэйлора 
для известных параметров потока и сравнении 
результата с точными выражениями. Сопостав-
ление геометризованной и параксиальной мо-
делей возможно в задачах, где условия эмиссии 
допускают использование последней: например, 
параксиальная теория не подходит для описания 
осесимметричного и планарного гиротронов 
при эмиссии в ρ-режиме.

Ограничимся фрагментами рядов Тэйлора с 
третьими производными, учитывая, что общие 
геометризованные модели построены до треть-
его приближения включительно [14].

1. ТЕЧЕНИЕ С ТРАЕКТОРИЯМИ-
ОКРУЖНОСТЯМИ

Решение [22] описывает эмиссию в ρ-режиме 
с полуплоскости � � 0  и траекториями R = const  
(R, ψ  – полярные координаты) при отсутствии 
магнитного поля (рис. 1):

	
ϕ

ρ

ψ ψ=

=

( )
= ( )

= =

U

R
U J

R

J

U
J

J

R
J

2 0
2 3 4 3

4
0 0

5 0

2 2
3
2

1

2

, sin ,

, , ,const

	 (1)

где φ, ρ,  J – потенциал электрического поля, 
плотность пространственного заряда и плот-
ность тока эмиссии соответственно. Выражения 
в (1) и ниже записаны в нормировках, устраняю-
щих все физические постоянные используемой 
системы единиц из уравнений пучка [6, 14].
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Полярные координаты связаны с геометрией 
течения, поэтому вопрос о точности геометризо-
ванной модели сводится к построению ряда Тэй-
лора по поперечной координате x2 � �  для наи-
более быстро меняющейся функции – J J R� � � .  
В работе [20] отмечено влияние вида этой пере-
менной на точность приближенного решения. 
Примем за ось пучка линию R = 1. Результаты 
двух вариантов определения поперечной коор-
динаты:

	

η η

η η η

η η

= = −

= ≈ − + −

= = 





= ≈

−

−

R R

J R

R
R
R

J R

e

e

, ,

;

ln , ln ,

1

1 5 15 355 2 3

5 11 5
25
2

125
6

2 3− + −η η η ,

	 (2)

приведены в табл. 1, 2 ( R Re=  – граница пучка, 
Jex  – точное значение, Jap  – три приближения 
геометризованной модели и параксиальное при-
ближение, характеризуемое постоянной плот-

ностью тока по сечению пучка, δJ  – относи-
тельная ошибка в процентах).

Видно, что во всех случаях уже первое при-
ближение геометризованной теории имеет 
бòльшую точность, чем параксиальный подход, 
высшие приближения улучшают результат, а пе-

Таблица 1. Течение с траекториями-окружностями, � � �R 1

Re
η Jex Jap δJ ,  %

1.1 0.1 0.62092 0.5 0.65 0.615 1 19.47 4.68 0.95 61.05

0.9 −0.1 1.69351 1.5 1.65 1.685 1 11.43 2.57 0.50 40.95

1.15 0.15 0.49718 0.25 0.5875 0.447 1 49.72 18.17 5.59 101

0.85 −0.15 2.25 375 1.75 2.0875 2.206 1 22.35 7.38 2.14 55.63

1.2 0.2 0.40190 0 0.6 0.32 1 100 49.29 20.38 149

0.8 −0.2 3.05180 2 2.6 2.88 1 34.46 14.80 5.63 67.23

Примечания. В таблицах 1–5 для параметров Jap, δJ  первые три столбца соответствуют трем приближениям геометризо-
ванной теории, четвертый – параксиальной модели.

Таблица 2. Течение с траекториями-окружностями, � � � �ln R

Re η Jex Jap δJ ,  %

1.1 0.09531 0.62092 0.5235 0.6370 0.6190 15.70 2.59 0.52

0.9 −0.10536 1.69351 1.5268 1.6656 1.6899 9.84 1.64 0.20

1.15 0.13976 0.49718 0.3012 0.5454 0.4885 39.42 9.69 1.75

0.85 −0.16252 2.25375 1.8126 2.1428 2.2322 19.57 4.93 0.96

1.2 0.18232 0.40190 0.088 0.504 0.378 78.10 25.40 5.90

0.8 −0.22314 3.05180 2.1157 2.7381 2.9696 30.67 10.28 2.69

у

х

ψ = 60˚ψ = 120˚

ψ = 0

φ = const

Рис. 1. Течение с траекториями-окружностями с полупло-
скости ψ = 0, ρ-режим.
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реход от � � �Re 1  к � � ln Re  существенно сни-
жает уровень ошибки. Использование в качестве 
η  функций Re

α − 1 , α = 1 2 1 4,  также приводит к 
повышению точности, но не столь значительно-
му, как в табл. 2:

	
Re J

J

= =
=

=
=

1 2 1 2 11 4

1 4 8 43

. : , . %;

, . %.

α δ
α δ 	 (3)

Использование φ-варианта геометризован-
ной теории для рассматриваемого решения не-
возможно из-за появления сингулярной линии 
ψ = °60 ,  совпадающей с линией симметрии.

2. ЭМИССИЯ  
СО СПИРАЛЬНОГО КАТОДА

В спиральных координатах p, q, связанных с 
полярными координатами R, ψ  соотношениями

	
R b p b q b q b p b b

b b

h h h

= +( ) = − + =
=

= = =

exp , , ;

, ;

exp

1 2 1 2 1
2

2
2

1 2

1 2

1ψ
const

bb p b q1 2+( ),
 (4)

где h h1 2,  – коэффициенты Ляме, существует 
точное решение вида

v q U p v q V p

q p

p qb b

b

= ( ) ( ) = ( ) ( )
= ( ) ( ) =

exp , exp ,

exp , exp

α α

ϕ α ρ α
2 2

2 22 Φ −−

−
( )  ( )

= ( ) 

1

20 3

q p

J J q

σ

α

,

exp .

 (5)

Условия термоэмиссии могут быть выполне-
ны на кривой p = 0; v vp q,  – компоненты ско-
рости. При α = − 1 имеем vq ≡ 0, так что апри-
орно известны спиральные траектории q = const;  
в случае α = 0  потенциал постоянен на линиях 
p = const.

Эквипотенциали – спирали, l-представление. 
Ортогональная система, связанная с траектори-
ями потока, определена формулами

	 x q
U
V

dp x q
U
V

dp1 2� � � � � � �� , .� 	 (6)

Производные от координат p, q по новым пе-
ременным x1 , x2  и коэффициенты Ляме  в этой 
системе описываются выражениями

	
p

UV
q

V
p

UV
q

U

h
hV

h
hU

, , , ,, ; , ;

, .

1 1

2

2 2

2

1 2

2 2 2 2
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= − = − = − =

= =

Φ Φ Φ Φ

Φ Φ

 (7)

Для высших производных от p, q имеем

	
p

UV
p p

UV
p
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 (8)

Пусть � �� a  – уравнение оси:

	 q
V
U

dpa

p

� � ��
0

. 	 (9)

Формулы (7)–(9) позволяют построить ряды, 
соответствующие трем приближениям геоме-
тризованной теории

	
p p p p p

q q q q

ap e a

ap

= + + + = −

= + + +

, , ,

, ,

, ,2 22
2

222
3

2 22
2

1
2

1
6

1
2

η η η η η η

η η 11
6 222

3p, .η
(10)

Уравнения (10) при фиксированном значении 
� �� e  являются параметрическими уравнения-
ми (р – параметр) для приближенной границы 
пучка. Для оценки ошибки ее достаточно срав-
нить с точной кривой

	 �e q
V
U

dp� � � . 	 (11)

Чтобы провести аналогичное сравнение для 
потенциала, представим функцию � p� �  в виде
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	 (12)

Третья производная ����  может быть выражена 
через производные низших порядков из системы 
дифференциальных уравнений для решения (5)

	 ��� � � �� �
�
��

�
�

�
�
�� � b

U
U

b
V
U1 2 . 	 (13)
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Эквипотенциали – спирали, φ-представление. 
Введем неортогональную систему x1, x2 с потен-
циалом в качестве продольной координаты

	 x p x q
V
U

dp1 2� � � � � � �� , .� 	 (14)

Для первых производных от p, q по x1, x2 име-
ем

	 p q
V
U

p q, , , ,, ; , .1 1 2 2
1 1

0 1�
�

�
�

� �
� � 	 (15)

Метрика в системе (14) определена формулами

	 h h
U

h g
V
U1 2 12

2
1

1
�

�
� �

�
�
� �

, , , 	 (16)

причем все высшие производные от p, q по x2 – 
нули.

В результате для траектории получим точное 
выражение

	 q q q
V
U

dpe e� � � � �, .2� � 	 (17)

Наиболее быстро меняющейся функцией для 
рассматриваемых в этом разделе решений явля-
ется плотность тока эмиссии. Учитывая, что на 
катоде p = 0  значения η  и q совпадают, имеем  
(qa = 0)

	

J b q

J b q b q b q

J J J

ex

ap

= −( )
= − + −

≡

exp ,

,

.

2

1 2 2
4
3

2

2 2
2 2

2
3 3

0

	 (18)

Значения Jex , Jap  и относительной ошибки 
δJ  приведены в табл. 3 для b2 0 4= . . Радиус кри-
визны катода на базовой поверхности равен 1.09, 
а расстояние между верхней и нижней кромками 
пучка �e � �0 5.  составляет 0.971 и имеет тот же 

порядок величины при перепаде плотности тока 
J J� � � 2 27. . Пучок с такими параметрами явля-
ется существенно непараксиальным и рассчиты-
вается с ошибкой 0.15 %.

Подчеркнем, что при работе в неортого-
нальной системе в силу (15) точно определяется 
не только траектория, но и все зависящие от р 
функции.

Траектории – спирали, l-представление. Для 
решения (5) при α = −1  ортогональная систе-
ма р, q изначально связана с геометрией потока. 
Чтобы оценить ошибку приближенного вычис-
ления траекторий в геометризованной модели, 
необходимо рассмотреть функции
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разложив их в ряд по q вблизи оси qa = 0:
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На рис. 2 приведены граница пучка и форма 
катода в трех приближениях геометризованной 
модели для расходящегося и сходящегося по-
токов. Все функции продольной координаты р 
определены точным решением. Для плотности 
тока имеем

Таблица 3. Течение со спирального катода с эквипотенциалями p = const, φ-представление

q Jex Jap δJ, %

0.1 0.92312 0.92000 0.92320 0.92311 0.34 0.0087 0.0011

0.3 0.78663 0.76000 0.78880 0.78650 3.39 2.76 0.017

0.5 0.67032 0.60000 0.68000 0.66933 10.49 1.44 0.15

−0.1 1.08329 1.08000 1.08320 1.08329 0.30 0.0083 0.00072

−0.3 1.27125 1.24000 1.26880 1.27110 2.46 0.19 0.012

−0.5 1.49182 1.40000 1.48000 1.49067 6.15 0.79 0.077
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В табл. 4 приведены точные и приближенные 

значения этого параметра и уровень относитель-
ной ошибки.

Таблица 4. Течение со спирального катода с траекториями q = const, l-представление

q Jex Jap δJ, %

0.1 0.81873 0.80000 0.82000 0.81867 2.29 0.15 0.0073

0.2 0.67032 0.60000 0.68000 0.66933 10.49 1.45 0.15

0.3 0.54881 0.40000 0.58000 0.54400 18.00 5.68 0.88

0.4 0.44933 0.20000 0.52000 0.43467 53.99 19.63 3.26

0.5 0.36788 0.00000 0.50000 0.33333 100 35.91 9.39

0.5

0.6

0.4

0.2

0
0

1

1

2 3

(а)

(б)

4

Катод

Катод

Ось
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Рис. 2. Граница пучка и форма катода в трёх приближениях (1, 2, 3) l-представления геометризованной теории (4 ‒ точ-
ное решение, траектории – спирали), расходящийся поток (а), сходящийся поток (б).
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Траектории – спирали, φ-представление. Не-
ортогональная система x1, x2 при α = −1  имеет 
вид
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Высшие производные от q по x2  равны нулю, 
а для производных от р получаем
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	 (23)

Траектории в системе (22) определяются точ-
но, а для сравнения приближенного и точного 
значений зависящих от р функций необходимо 
учесть приближенное выражение для этой коор-
динаты, описываемое формулами (12) при заме-
не � � q . Использование в (12) формул из (22), 
(23) приводит к факторизации зависимости от р 
и ошибке, не зависящей от этой координаты:

	 � �p p b q b q b qap� � � � � � � ��
�
�

�
�
�1 2

4
32 2

2 2
2
3 3 . 	 (24)

Точка р на оси пучка qa = 0  задает значение 
потенциала � p� � , сохраняющееся на эквипо-
тенциали x1 = const  при переходе на траекторию 
x q2 = .  Точное значение φ на новой траектории 
в точке pap,  в которую мы приходим, необходи-
мо сравнить со значением ϕ = ( )Φ p :

	 ϕ ϕ= −( ) ( ) = ( )exp .2 2b q p pap exΦ Φ 	 (25)

Отличие от единицы комплекса

	 k b q b q b q b q� �� � � � ��
�
�

�
�
�exp 2 1 2 2

4
32 2 2

2 2
2
3 3 	 (26)

определяет ошибку приближенного решения, 
которая совпадает с оценкой плотности тока 
эмиссии в табл. 3. Для существенно непаракси-
ального потока qe � �0 5.  она составляет десятые 
доли процента.

Таким образом, при работе в ортогональной 
системе с решением (5) при α = −1  приближен-
но вычисляется траектория, а в варианте неорто-
гональной системы – функции от р с точностью, 
определяемой только удалением от оси пучка. 
Ошибка при расчете плотности тока эмиссии 
одинакова.

Траектории – спирали, параксиальная модель. 
Параксиальная модель спирального потока с 
осью qa = 0  описывается уравнением для тол-
щины пучка f l� �  и точным соотношением для 
потенциала ϕ = ( )Φ p  
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где l, k1  – длина дуги и кривизна оси, соответ-
ственно.

Перейдем к аргументу р в уравнении для f и 
исключим из него вторую производную потен-
циала
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	 (28)

Получим начальные данные f0, df dp� �0  для 
уравнения (28). Отсчитанное по нормали к оси 
расстояние f между траекториями qa = 0  и q qe=  
точного решения входит в формулы, связываю-
щие координаты (x ye e, ) и (x y, ):
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Величина f0  соответствует точке p = q = 0. 
Уравнения (29) для этого случая могут быть 
трансформированы следующим образом:
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	 (30)

причем первое из них служит для вычисления pe.

Параметр pe  является функцией р. Продиф-
ференцируем соотношения (29) по р и исклю-
чим комплекс exp b p b q dp dpe e e1 2�� �� �, записав 
результат при р = 0:

	
df
dp

b f b q b pe e
�
�
�

�
�
� � �� � �� �

0
2 0 1 21 tg . 	 (31)

Выражения (30), (31) определяют начальные 
данные для уравнения (21), в котором вместе с 
уравнением (27) постоянная J0  может быть ис-
ключена при помощи дополнительной норми-
ровки:

	 � �� J0
2 3 . 	 (32)

Точные значения полного тока Iex  и трех 
приближений геометризованной теории Iap  
определены следующими формулами, причем 
параксиальному приближению соответствует 
первый член ряда:
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Значения этих параметров и величина отно-
сительной ошибки приведены в табл. 5 для пуч-
ков разной ширины.

3. ПЕРИОДИЧЕСКОЕ 
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ТЕЧЕНИЕ

Геометризованная модель, l-представление. Для 
решения [24] (рис. 3) возможен только l-вариант 

геометризованной теории, так как в φ-пред-
ставлении все элементы метрического тензора в 
плоскости инжекции х = 0 обращаются в беско-
нечность вследствие того, что эквипотенциали в 
этом сечении касательны к траекториям:
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 (34)

где u, v – компоненты скорости в декартовых ко-
ординатах.

Ортогональная система, связанная с трубка-
ми тока x2 = const, определена формулами

	 x y x x y x1 2 2 2� � � �th tg ch, cos .� 	 (35)

Коэффициенты Ляме, точные значения по-
тенциала, нормального поля, плотности про-
странственного заряда и кривизны траектории 
описываются выражениями
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Для производных от х, у по новым координа-
там x1, x2 получаем
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Параметрические уравнения границы пучка 
� �� e  с параметром х определены выражениями
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Для трех приближений потенциала при ис-
пользовании соотношений (38) имеем
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Таблица 5. Течение со спирального катода с траекториями q = const, сопоставление по току пучка I с паракси-
альной моделью

q Iex Iap δI, %
0.1 0.092411 0.1 0.09200 0.092427 8.20 0.44 0.018
0.2 0.17116 0.2 0.16800 0.17141 16.90 1.84 0.15
0.3 0.23826 0.3 0.22800 0.23952 25.90 4.31 0.53
0.4 0.29544 0.4 0.27200 0.29931 35.39 7.93 1.30
0.5 0.34417 0.5 0.30000 0.35333 45.28 12.83 2.66

у

х
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Рис. 3. Плоское периодическое электростатическое течение, штриховые линии – эквипотенциали, сплошные – тра-
ектории.
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 (39)

где φ – потенциал на базовой трубке тока.
Формулы для прочих параметров пучка могут 

быть получены аналогичным образом.
Параксиальные модели рассматриваемого и 

последующих эталонных точных решений по-
строены в работе [21].

Результаты расчетов. На рис. 4 приведены 
функции из (37), по которым можно судить о 
тенденции рядов к сходимости. 

Значения параметров приближенного реше-
ния с базовой трубкой тока �a � 2 1.  (� � 2  – тра-

ектория-сепаратриса) при начальной ширине 
пучка f 0 0 05� � � . , полученные на основании ге-
ометризованной (столбцы 1–3) и параксиальной 
(столбец 4) моделей, содержит табл. 6 (точные 
величины φ, Е, k с индексами ex0  соответству-
ют оси пучка при х = 0). Для кривизны границы 
пучка и поля на границе введены аналогичные 
обозначения. Координаты максимумов абсо-
лютной разности и относительной ошибки нео-
бязательно совпадают.

Из табл. 6 видно, что при достаточно большом 
для этого решения значении f 0� �  в целом бо-
лее выгодным оказывается третье приближение, 
хотя монотонная сходимость по приближениям 
для φ, Е нарушена в плоскости инжекции. Тре-
тье приближение позволяет вычислить потен-
циал и кривизну границы с ошибкой δ  4 % ,  
поле – с ошибкой δ  1 % . Параксиальная мо-
дель сильно ему уступает: δϕ  6 %, δE  38 %,  
δk  34 %. Сама граничная траектория в парак-
сиальном приближении вычисляется с большей 
точностью, чем при геометризованном описа-
нии: � � �Y  3 10 3  и ∆ ⋅ −Y  9 10 3,  соответ-
ственно. Траектория и ее кривизна вычисляются 
независимым образом, что и объясняет разли-
чие приведенного уровня ошибок.

Величина f 0 0 05� � � .  составляет примерно 
пятую часть от характерного линейного раз-
мера задачи L k* . 1 0( )  На рис. 5 приведены 
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Рис. 4. Производные от х, у по x1, x2 для периодического течения.
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функции φ, ∆ϕ, δϕ; E, ∆E; k, ∆k , δk; за преде-
лами рисунков отклонения от точных значений 
уменьшаются. 

Укажем уровень ошибок для более узких пуч-
ков, демонстрирующий быстрый рост при сопо-
ставлении со случаем f(0) = 0.05. При f(0) = 0.02, 
0.03 имеем
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 (40)

Параксиальная модель при f 0 0 03� � � .  улуч-
шает свои показатели по сравнению с табл. 6, 
однако продолжает сильно отставать от геоме-
тризованного подхода:

	
f

E k

0 0 03 2 7

14 6 14 4

( ) = . : . %,

. %, . %.

δϕ
δ δ



 

	 (41)

4. ПОТОК С ГИПЕРБОЛИЧЕСКИМИ 
ТРАЕКТОРИЯМИ В ОДНОРОДНОМ 

МАГНИТНОМ ПОЛЕ
Решение с траекториями-гиперболами 

(рис. 6) описывается соотношениями [24]

	

u y v x

H

x y

z

= +( ) = −( )
>

−( ) + +( )
+

=

=

=

Ω Ω

Ω

Ω Ω

Ω

ω ω

ω ω

ϕ ω ω

ρ ω

, ,

,

,

,
1
2

2
2 2 2 2

2 22(( )
+( ) − −( ) =

= +
−

,

.

Ω Ω

Ω Ω
Ω

ω ω
ω
ω ω

2 2 2 2y x const,

	 (42)

Тестовая задача о потоке с гиперболической 
осью при � � 1  позволяет исследовать элек-

Таблица 6. Параметры плоского периодического течения в трех приближениях l-представления теории и на 
основании параксиальной модели

φex0 = 0.0352,  Eex0 = 0.2466,  kex0 = 3.504,  f(0) = 0.05

Параметр Номер приближения
1 2 3 4

Δφm
xΔ

φexΔ
φapΔ
δφm
xδ

δφΔ
δφ0

2.83 × 10−3

0.186
0.0671
0.0668
0.79
0
0.42
0.79

1.56 × 10−3

0
0.0352
0.0368
4.44
0
4.44
4.44

1.38 × 10−3

0
0.0352
0.0366
3.91
0
3.91
3.91

2.23 × 10−30

0.0352
0.0330
6.35
0
6.35
6.35

ΔEm
xΔ

EexΔ
EapΔ
δEm
xδ

δEΔ
δE0

5.43 × 10−3

0.082
0.2238
0.2293
6.45
0.377
2.43
0.57

3.50 × 10−3

0.05
0.2375
0.2340
1.48
0.055
1.48
1.10

3.34 × 10−3

0
0.2466
0.2433
1.36
0
1.36
1.36

0.094
0
0.2466
0.1523

38.25
0.1523

38.25
38.25

Δkm
xΔ

kexΔ
kapΔ
δkm
xδ

δkΔ
δk0

0.432
0
3.504
3.072

12.34
0

12.34
12.34

0.222
0.05
3.170
2.948
7.09
0.05
7.00
3.48

0.135
0.045
3.226
3.361
4.21
0.04
4.19
1.37

1.194
0
3.504
2.310

34.06
0

34.06
34.06

Примечания. Здесь и далее в таблицах: Dϕm  и xD  – максимальное отклонение от точного значения ϕ ϕex ap0 − ∆  для по-

тенциала и соответствующая координата на оси пучка; δϕm  и xδ  – относительная ошибка в процентах ϕ ϕ ϕex ap ex−( )  и 
координата, в которой достигается максимум; δϕD , δϕ0  – относительные ошибки в точке максимальной абсолютной раз-
ности и в плоскости инжекции.
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тростатические течения [25] и оценить влияние 
кривизны k � �  базовой траектории �a � 1  в 
точке старта х = 1. Величина k  возрастает с уве-
личением параметров H z  и Ω:

	 � ��
�
�

�
1

1
1
2

H

H
z

z
, . 	 (43)

Значения производной кривизны

	 �� � � �� �k 1 3 1� � 	 (44)

при � � 10  достигает 330.
Как и в предыдущем случае (разд. 3), исполь-

зование φ-варианта теории невозможно из-за 
одинакового наклона траекторий и эквипотен-
циалей в плоскости инжекции y = 0. Однако эта 
тестовая задача позволяет судить об эффектив-
ности трех моделей: параксиальной и геометри-
зованной в l- и W-представлениях.

Геометризованная модель, l-представление. 
Ортогональная система x1, x2, связанная с 

Δφ

ΔЕ

ΔКК4 δК

Е Y

δφφ
0.15 6

4

2

00

2×10–3

1×10–3

5×10–3

0.1

–0.1

0.1

0.1

0.2

0.2

0.2

0.3

0.40.015

0.01

0.3

0

0 0

1 30

20

10

3

2

1

0

х

0.1 0.2 0.3

0.5

х

0.1 0.2 0.3
х

0.1 0.2 0.3
х

0.1 0.2 0.3
х

0.1 0.2 0.3
х

0.1 0.2 0.3
х

0.1 0.2 0.3
х

0.1 0.2 0.3
х

1, 5

4

4

4

53

1

2

2

2

2

2

2
3

3

3
3

3

1

1

1

1

1, 2, 3

1

4

4

4

4

4

5

4
2, 30.05

Рис. 5. Функции, характеризующие приближенные модели для периодического течения.

x

y

0.4
φ = const

Рис. 6. Течение с траекториями-гиперболами в одно-
родном магнитном поле.
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трубками тока x2 = const, определена выраже-
ниями

	 x yx x x y1 2 2 2� � � � � �� �, .� 	 (45)
Для коэффициентов Ляме и параметров пуч-

ка из точного решения имеют место формулы
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 (46)

Производные от декартовых координат х, y 
по криволинейным координатам x1, x2  описы-
ваются выражениями
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 (47)

Формулы (38) справедливы и в этом случае 
при �a x y� �2 2� , а для потенциала имеем
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Геометризованная теория, W-представление. 
Неортогональная система координат x1 , x2  и 
соответствующая ей метрика описываются сле-
дующими соотношениями:
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	 (49)

Точные значения параметров пучка для эта-
лонного решения те же, что и в (46). Для произ-
водных от x, y по x1, x2  получаем
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	(50)

Приближенные выражения для параметров 
потока те же, что и в случае ортогональной си-
стемы, например, (48) для φ.

Результаты расчетов. Зависимость коэффи-
циентов (26) от продольной координаты при 
� � 1, 5, 10 представлена на рис. 7. Поведение 
параметров электростатического потока � � 1  
в  трех приближениях l-модели и в параксиаль-
ном случае демонстрирует рис. 8 при f 0 0 2� � � . .

В табл. 7 приведена числовая информация 
для этого варианта. Результаты параксиальной 
теории значительно уступают данным геоме-
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Рис. 7. Производные от х, у по x1, x2 для течения с траекториями-гиперболами (а), в окрестности плоскости инжек-
ции (б) при Ω = 1 (1), 5 (2) и 10 (3).

тризованной модели, сходимость по приближе-
ниям которой явно прослеживается, особенно 
по полю Е и кривизне k: δE  0 2. %, δk  0 9. %  
против δE , δk  70%. Максимальная ошибка 
задачи в третьем приближении меньше 1 %, а ее 
рост при увеличении толщины пучка в два раза, 
до f 0 0 4� � � . , отражен в табл. 8.

Перейдем к рассмотрению потоков в маг-
нитном поле при � � �k 5 . Уже при f 0 0 1� � � .  
параксиальная модель приводит к форме грани-

цы, которая качественно отличается от точной 
кривой: зависимость X X Y� � �  становится не-
монотонной, причем максимальные пяти–деся-
тикратные ошибки по Е, k имеют место вблизи 
точки старта слева от нее (рис. 9).

Сравнение коэффициентов (47), (50) геоме-
тризованной теории в l- и W-представлениях 
приведено на рис. 10. Результаты расчетов для 
начальной ширины пучка f 0 0 2� � � .  для этих 
случаев содержат табл. 9, 10. Величина относи-
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Рис. 8. Функции, характеризующие приближенные модели для электростатического течения с траекториями-гиперболами 
(Ω = 1); 1, 2, 3 – приближение геометризованной теории, 4 – параксиальная модель.
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Таблица 7. Параметры электростатического потока Ω = 1 с траекториями-гиперболами, f(0) = 0.2

Ω = 1, φex0 = 0.72, Eex0 = −1.2, kex0 = −0.833, f(0) = 0.2

Параметр
Номер приближения

1 2 3 4
Δφm

xΔ
φexΔ
φapΔ
δφm
xδ

δφΔ
δφ0

0.107
2.714
6.654
6.761
3.39
1.384
1.61
0

0.023
2.729
6.676
6.740
1.04
1.307
0.34
0

6.05 × 10−3

1.307
6.645
6.651
0.35
1.256
0.09
0

0.02
2.680
6.717
6.736
1.38
1.328
0.30
0

ΔEm
xΔ

EexΔ
EapΔ
δEm
xδ

δEΔ
δE0

0.02
1.2

−1.2
−1.22

1.67
1.2
1.67
1.67

5.18 × 10−3

1.357
−0.955
−0.960

0.55
1.394
0.54
0.35

2.18 × 10−3

1.282
−1.0523
−1.0516

0.21
1.297
0.21
0.10

−0.3
1.2

−1.2
−0.9

71.48
2.73

25
25

Δkm
xΔ

kexΔ
kapΔ
δkm
xδ

δkΔ
δk0

0.053
1.2

−0.8333
−0.78

6.4
1.2
6.4
6.4

0.019
1.2

−0.8333
−0.8526

2.31
1.2
2.31
2.31

7.35 × 10−3

1.2
−0.8333
−0.8260

0.88
1.2
0.88
0.88

0.208
1.2

−0.8333
−0.625

72.49
2.730

24.6
25.0

Таблица 8. Параметры электростатического потока Ω = 1 с траекториями-гиперболами, f(0) = 0.4

Ω = 1, φex0 = 0.98, Eex0 = −1.4, kex0 = −0.714286, f(0) = 0.4

Параметр
Номер приближения

1 2 3 4
Δφm

xΔ
φexΔ
φapΔ
δφm
xδ

δφΔ
δφ0

0.43
2.708
6.353
6.783

14.39
1.496
6.78
0

0.198
2.824
6.993
6.795
7.62
1.529
2.83
0

0.112
2.767
6.678
6.790
6.12
1.418
1.67
0

0.08
2.771
6.698
6.778
5.09
1.475
1.19

0

ΔEm
xΔ

EexΔ
EapΔ
δEm
xδ

δEΔ
δE0

0.08
1.4

−1.4
−1.48

5.71
1.4
5.71
5.71

0.048
1.575

−1.131
−1.179

4.30
1.599
4.25
2.51

0.044
1.443

−1.320
−1.2758

3.37
1.451
3.36
1.44

1.4
1.399

−1.403
−3.04 × 10–3

101.07
2.771
99.78
22.23

Δkm
xΔ

kexΔ
kapΔ
δkm
xδ

δkΔ
δk0

0.194
1.4

−0.7143
−0.52

27.2
1.4

27.2
27.2

0.151
1.4

−0.7143
−0.8656

21.18
1.4

21.18
21.18

0.125
1.4

−0.7143
−0.5891

17.52
1.4

17.52
17.52

0.706
1.399

−0.7076
−1.55 × 10–3

105.83
2.772
99.78
22.22
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тельной ошибки опускается, если точное значе-
ние функции близко к нулю. На рис. 11 изобра-
жены параметры потока в W-представлении.

Параксиальный подход непригоден для опи-
сания решения с этим набором параметров  
(� � 5, f 0 0 2� � � . ) в силу того, что нефизичные 

деформации траектории с ростом f 0� �  не толь-
ко усугубляются, но и приводят к следующему 
выражению для угла наклона границы пучка в 
точке старта:

	
dY
dX

f
�

� � �1 0

0

�
. 	 (51)

K Y
0.08

–4

–6

–2

хх

0.06

0.04

0.02

0

0

1.1 1.102 1.104 1.1 1.102 1.104

1

1

2

2

Рис. 9. Траектория границы пучка с осью-гиперболой при Ω = 5, f(0) = 0.1; 1 – точное решение, 2 – параксиальная 
модель.

Таблица 9. Параметры течения с траекториями-гиперболами, l-представление, Ω = 5,  f(0) = 0.2

Ω = 5, φex0 = 0.72, Eex0 = −1.2, kex0 = −4.167, f(0) = 0.2

Параметр
Номер приближения

1 2 3

Δφm
xΔ

φexΔ
φapΔ
δφm
xδ

δφΔ
δφ0

0.294
2.445

14.332
14.626
17.65
1.181
2.05
0

0.062
2.462

14.477
14.515

6.36
1.224
0.42
0

0.028
1.194
0.680
0.708
4.06
1.195
4.12
0

ΔEm
xΔ

EexΔ
EapΔ
δEm
xδ

δEΔ
δE0

1.549
1.184

−2.128
−0.579

–
1.225

72.79
1.70

0.728
1.225
0.0167

−0.712
–
1.225

43.59
0.35

0.430
1.199

−1.232
−0.802

39.98
1.206

34.9
0.094

Δkm
xΔ

kexΔ
kapΔ
δkm
xδ

δkΔ
δk0

2.537
1.176

−6.225
−3.687

43.67
1.19

40.75
6.41

1.037
1.225

−2.985
−4.022

34.75
1.225

34.74
2.30

0.839
1.199

−4.204
−3.365

20.11
1.20

19.96
0.89
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При f 0 0 2� � � .  правая часть в (51) приобре-
тает вид неопределенности 0/0, а при f 0 0 2� � � .  
обращается в ��  вместо �� .

Из табл. 9, 10 видно, что ошибка вычисления 
φ, E, k при использовании ортогональных коор-
динат составляет 4, 35 и 20 %, а в неортогональ-
ном варианте – 1, 7 и 3 %. Обратим внимание на 
тот факт, что начальная ширина пучка 0.2 равна 

радиусу кривизны оси в точке старта, поэтому он 
не может считаться узким.

При Ω = 10,  L* = 0.1,  f(0) = 0.05 l-приближение 
геометризованной теории в третьем приближе-
нии характеризуется следующими величинами:

	
δϕ

δ δ
m ex ap

m

E E

E k

= = − = −

= =
∆ ∆

∆

0 07 0 2158 0 1901

12 05 0 72

. %, . , . ,

. %, . %.
 (52)

x,2

y,2
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y,22 y,222
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х

1 1.2 1.4 1.6 1.8
х

1 1.2 1.4 1.6 1.8
х

1 1.2 1.4 1.6 1.8
х

1

1

1.2

1.05 1.1

1 1.05 1.1 1 1.05 1.1

1.4 1.6 1.8
х

х

х

1 1.05 1.1
х

х

1 1.02 1.04
х

1 1.02 1.04
х

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

0

00.4

0.3

0.2

0.2

(а)

(б)

0.5

–0.5

–1.5

–1

0

0.5

–0.5

–1

0

0.5

–0.5

–1

0

0.5

–0.5

–1.5

–1

–0.2

0

0.2

–0.2

0

–0.1

–0.2

0.1

0

0.4

0.3

0.2

0.1

0

0.4

0.3

0.2

0.1

0

0.4

0.3

0.2

0.1

–0.1

–0.2

Рис. 10. Производные от х, у по x1, x2 для потока с осью – гиперболой Ω = 5 (а), в окрестности плоскости инжек-
ции (б); 1 – l-представление, 2 – W-представление.
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При f 0 0 2� � � .  в качестве границы потока 
получается линия с неупорядоченными самопе-
ресечениями, в то время как ошибки W-модели 
соответствуют величинам

	 δϕ δ δ  2 6 5 4 6. %, %, . %.E k∆ 	 (53)

На рис. 12, 13 представлено поведение коэф-
фициентов разложения (50) для � � 5 , 10 и па-
раметры потока с начальной шириной 0.2 при 
� � 10 . В табл. 11 приведена соответствующая 
числовая информация. За пределами рисунков 
ошибки приближенного решения быстро убы-
вают.

Для W-модели при � � 10, х  =  100, y  32,  
� � �y  3 5 10 4.  относительная ошибка при 
f 0 0 2� � � .  и компрессии  300  составляет 
 1 10 3× − %. Необходимая точность алгоритма 
при таких компрессиях оценивается величиной 
ошибки в 3 10 3× − %. Ошибки δϕ  2 2 10 3. %,× −   
δE  1 1 10 3. %× − , δk  3 4 10 3. %× −  удовлетво-
ряют этому требованию. Плотность тока отно-
сительно ее величины в плоскости инжекции 
возрастает также в 300 раз, однако необходимо 
помнить, что рассматриваемое решение харак-
теризуется постоянной плотностью простран-
ственного заряда.

5. ПОТОК С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ 
ТРАЕКТОРИЯМИ В ОДНОРОДНОМ 

МАГНИТНОМ ПОЛЕ
Эталонное решение с эллиптическими орби-

тами частиц (рис. 14) в однородном магнитном 
поле [23], как и решение с гиперболическими 
траекториями, позволяет рассмотреть течение с 
большой кривизной оси в плоскости инжекции 
и с еще бòльшими значениями ее производной, 
т.е. задачу с высокими градиентами параметров, 
особенно сложную для приближенных моделей. 
Геометризованное описание возможно только 
в  l-варианте теории: φ-представление не рабо-
тает по той же причине, которая была названа в 
разд. 3, 4, а в W-варианте возникает сингулярная 
прямая y x� � , на которой производные от х, y 
по x1, x2 обращаются в бесконечность.

Эталонное решение описывается формулами

	

u y v x H

x y

z= +( ) = − −( ) = >

−( ) + +( )
+

=

=

ω ω ω ω

ϕ ω ω

ρ ω

Ω Ω Ω

Ω Ω

Ω

, , , ;

,

1
2

2
2 2 2 2

22 22 2 2( ) −( ) + +( ) =

= −
+

, ;

.

ω ω

ω
ω

Ω Ω

Ω Ω
Ω

x y const
 (54)

Таблица 10. Параметры течения с траекториями-гиперболами, W-представление, Ω = 5, f(0) = 0.2

Ω = 5, φex0 = 0.72, Eex0 = −1.2, kex0 = −4.167, f(0) = 0.2

Параметр
Номер приближения

1 2 3
Δφm

xΔ
φexΔ
φapΔ
δφm
xδ

δφΔ
δφ0

0.291
2.475

14.781
15.072

6.28
1.289
1.97
0

0.063
2.483

14.897
14.834

2.15
1.269
0.42
0

0.017
2.411

13.832
13.849

1.23
1.256
0.12
0

ΔEm
xΔ

EexΔ
EapΔ
δEm
xδ

δEΔ
δE0

0.372
1.337
3.671
4.044
–
1.225

10.13
0.90

0.143
1.282
2.109
1.966
–
1.225
6.78
0.35

0.082
1.255
1.186
1.268
–
1.225
6.90
0.095

Δkm
xΔ

kexΔ
kapΔ
δkm
xδ

δkΔ
δk0

0.267
1.200

−4.167
−3.900

11.07
1.353
6.40
6.40

0.096
1.200

−4.167
−4.263

5.12
1.290
2.31
2.30

0.065
1.237

−2.572
−2.507

2.67
1.250
2.52
0.89



279ИССЛЕДОВАНИЕ ТОЧНОСТИ ГЕОМЕТРИЗОВАННЫХ МОДЕЛЕЙ

РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 3         2024

∆φ

∆К∆К

∆Е

xx

xx

x

x

x

x

К Y

Е

φ
4

1

1 1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

3

3

3

3

3

3

3

3

1.2 1.3 1.4 1.5

1.2 1.3 1.4 1.5 1.2 1.3 1.4 1.5

1.2 1.3 1.4 1.5

1.3 1.4 1.5

1.2 1.3 1.4 1.5

1.2 1.22 1.24

0.15

0.1

0.4

0.3
5

0

0

–1

–2

–3

–4

0.2

0.1

0.4

0.15

0.1

0.05

0.15

0.1

0.05

0

0.3

0.2

0.1

0.05

0

0

0

1.2 1.3 1.4 1.5

3

2

1

Рис. 11. Функции, характеризующие W-представление геометризованной теории для течения с гиперболическими 
траекториями при Ω = 5, f(0) = 0.2.
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Геометризованная модель, l-представление. Ортогональная система x1, x2 для решения (55) и соответ-
ствующие коэффициенты Ляме имеют вид

	 x
y
x

x x y h
x y

x y
h

x y

1 2 2 2
1

2 1

2 2 2 2 2 2 2
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2
= ≡ = ( ) + =
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−Ω Ω
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Рис. 12. Производные от х, у по x1, x2 для течения с траекториями-гиперболами, W-вариант теории (а), окрестность 
плоскости инжекции (б), Ω = 5 (1) и 10 (2).
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Рис. 13. Функции, характеризующие W-представление геометризованной теории, для течения с гиперболическими 
траекториями при Ω = 10, f(0) = 0.2.
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Параметры потока из точного решения опи-
сываются формулами
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Для производных от х, y по x1 , x2  получаем
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Таблица 11. Параметры течения с траекториями-гиперболами, W-представление, Ω = 10, f(0) = 0    

Ω = 10, f(0) = 0.2, φex0 = 0.72, Eex0 = −1.2, kex0 = −8.333

Параметр 
Номер приближения

1 2 3
Δφm

xΔ
φexΔ
φapΔ
δφm
xδ

δφΔ
δφ0

0.728
3.330

53.796
54.524

8.46
1.261
1.35
0

0.155
3.345

54.340
54.185

2.99
1.253
0.28
0

0.048
1.313
2.275
2.323
2.60
1.254
2.10
0

ΔEm
xΔ

EexΔ
EapΔ
δEm
xδ

δEΔ
δE0

1.181
1.293

10.757
11.938

̶
1.206

10.98
1.67

0.457
1.261
7.647
7.190
̶

1.206
5.97
0.35

0.341
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6.670
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̶
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Δkm
xΔ
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δkm
xδ

δkΔ
δk0

0.533
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−8.333
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0.267
1.238

−3.761
−4.028
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Рис. 14. Течение с эллиптическими орбитами в одно-
родном магнитном поле.
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Потенциал в трех приближениях геометризо-
ванной теории определен выражениями
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Результаты расчетов. Результаты исследова-
ния потоков с эллиптической осью представле-
ны на рис. 15, 16. 

Производные от х, y по поперечной коор-
динате x2  для � � 0 16.  (отношение полуосей 
a b � 1 � ) приведены на рис. 15. При увеличе-

нии Ω  область резких градиентов все более кон-
центрируется вблизи вершины эллипса с боль-
шей кривизной, причем значения производных 
сильно возрастают. Для � � 0 04.  ( a b = 5 ) поря-
док функций x,2 , x,22 , x,222  и y,2 , y,22 , y,222  со-
ставляет 2, 10, 60 и 1, 6, 70; для � � 0 01.  (a b = 10) –  
3, 70, 1600 и 2, 20, 2500. На рис. 16 приведены ха-
рактеристики параметров потока при � � 0 16. , 
f 0 0 1� � � . , f a� � � 0 25. , где f a� �, а также вели-

чины с индексами exa соответствуют вершине 
с большей кривизной. Числовую информацию 
для этого случая и для � � 0 04. , f 0 0 05� � � . , 
f a� � � 0 25. ; � � 0 01. , f 0 0 01� � � . , f a� � � 0 1.  со-

держат табл. 12–14. 
Максимальная ошибка приближенного ре-

шения имеет место не в вершине с наибольшим 
значением кривизны контура, а в ее окрестно-
сти, размер которой уменьшается с ростом ��1.  
Во всех случаях три приближения геометри-
зованной теории обнаруживают тенденцию к 
сходимости. Рассмотренные варианты характе-
ризуются следующими геометрическими пара-
метрами и уровнем ошибки решения задачи в 
целом:
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Рис. 15. Производные от х, у по х1, х2 для течения с эллиптическими орбитами при Ω = 0.16.
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Рис. 16. Функции, характеризующие приближенные модели, для течения с эллиптическими орбитами при Ω  =  0.16, 
f(0) = 0.1, f(a) = 0.25; 1, 2, 3 – приближения геометризованной теории, 4 – параксиальная модель.

Все эти пучки нельзя считать узкими по 
принципу f L *, однако при вычислении по-
тенциала параксиальная модель для четырех 
вариантов (59) дает ошибку δϕ  7 9 13 10, , , %   

соответственно, с существенно меньшей точно-
стью определяя поле и кривизну. Удвоение ши-
рины пучка при � � 0 16.  приводит к увеличе-
нию ошибки по φ, E, k в 12, 12 и 20 раз.
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Таблица 12. Параметры течения с эллиптическими орбитами, Ω = 0.16 (а/b = 2.5)

Ω = 0.16, φex0 = 0.097, Eex0 = 0.07, kex0 = −2.273, f(0) = 0.1, f(a) = 0.25

Параметр
Номер приближения

1 2 3 4
Δφm

xΔ
φexΔ
φapΔ
δφm
xδ

δφΔ
δφ0

3.16 × 10−3

2.167
0.289
0.286
1.39
2.492
1.09
0

3.23 × 10−4

2.628
0.141
0.141
0.24
2.657
0.23
0

8.23 × 10−5

2.501
0.185
0.185
0.049
2.543
0.046

           0

5.51 × 10−3

2.45
0.202
0.207
3.10
2.572
2.73
0

ΔEm
xΔ

EexΔ
EapΔ
δEm
xδ

δEΔ
δE0

0.011
2.409
0.465
0.476
2.68
2.543
2.32
0.46

2.46 × 10−3

2.611
0.272
0.274
0.98
2.645
0.90
0.047

8.75 × 10−4

2.516
0.372
0.371
0.24
2.541
0.24
6.03 × 10–3

0.11
2.564
0.324
0.214

65.24
2.746

34.02
65.24

Δkm
xΔ

kexΔ
kapΔ
δkm
xδ

δkΔ
δk0

0.18
2.570

−1.058
−0.878

20.0
2.448

17.00
1.55

0.039
2.405

−0.679
−0.718

6.09
2.331
5.67
0.27

0.012
2.591

−1.134
−1.146

1.63
2.245
1.04
0.05

0.34
2.603

−1.182
−1.521
32.03

2.523
28.76
10.44

Таблица 13. Параметры течения с эллиптическими орбитами, Ω = 0.04 (а/b = 5)

Ω = 0.04, φex0 = 0.022, Eex0 = 8.4 × 10−3, kex0 = −4.762, f(0) = 0.05, f(a) = 0.25

Параметр
Номер приближения

1 2 3 4
Δφm

xΔ
φexΔ
φapΔ
δφm
xδ

δφΔ
δφ0

1.07 × 10−3

4.654
0.135
0.134
1.37
5.085
0.79
0

2.57 × 10−4

5.117
0.049
0.048
0.60
5.162
0.53
0

7.52 × 10−5

5.026
0.067
0.067
0.22
5.204
0.11
0

7.20 × 10−3

5.028
0.066
0.073

13.40
5.137

10.92
0

ΔEm
xΔ

EexΔ
EapΔ
δEm
xδ

δEΔ
δE0

0.023
5.027
0.257
0.280

10.34
5.113
8.91
0

0.016
5.120
0.179
0.195
9.75
5.153
8.91
0

7.26 × 10–3

5.045
0.244
0.236
5.88
5.190
2.98
0

0.109
5.110
0.189
0.081

711.11
5.252

57.35
–

Δkm
xΔ

kexΔ
kapΔ
δkm
xδ

δkΔ
δk0

1.006
5.115

−0.038
−0.439

87.13
5.027

69.63
0.38

0.726
5.157

−1.910
−1.285

41.27
5.136

37.99
0.032

0.444
5.083

−1.202
−1.646

37.70
5.074

36.92
2.9 × 10−3

1.082
5.246

−4.496
−3.414

72.94
5.083

24.07
28.44
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Точность вычисления кривизны границы 
является весьма жестким критерием. В трех по-
следних вариантах (59) при указанных значениях 
δk  потенциал и поле определяются с ошибками 
0.59, 2.9 %; 0.22, 5.9 %; 0.007, 3.9 %, а отклонение 
приближенной траектории от точной составляет 
2…3 %.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование точности геометризованных 
моделей на эталонных точных решениях как 
при эмиссии, ограниченной пространствен-
ным зарядом, так и в бескатодных вариантах, 
продемонстрировало превосходство этого под-
хода над классической параксиальной теорией. 
Геометризованные построения обнаруживают 
сходимость по приближениям и с высокой точ-
ностью (относительная ошибка – десятые доли 
процента) гарантируют возможность описания 
потоков, которые не могут быть отнесены к уз-
ким в соответствии с неравенством f L *, где 

f – ширина пучка, L*  – характерный линейный 
размер задачи.

Сказанное справедливо и для разномасштаб-
ных тестовых проблем, наиболее сложных для 
приближенного описания, с начальной кривиз-
ной оси пучка ~10 при градиенте кривизны ~300. 
Использование третьего приближения теории 
приводило к повышению точности, поэтому 
формулировка этого подхода в случаях, не рас-
смотренных в монографии [14] и упоминаемых в 
ней работах, представляется актуальной задачей.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов.
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ВВЕДЕНИЕ

Благодаря высокой линейности и низким шу-
мам пассивные смесители с управлением по току 
применяются в многофункциональных и много-
диапазонных приемо-передающих устройствах 
[1–4]. В гомодинном приемнике с преобразо-
ванием сигнала в основной полосе частот после 
усиления на радиочастоте на постоянный ток 
шум смесителя ухудшает отношение сигнал/шум 
и, как следствие, общий коэффициент шума при-
емника также ухудшается. Пассивные смесители 
имеют низкие фликкерные шумы, поскольку по-
стоянный ток через ключи не протекает. Однако 
белый и фликкерный шумы транскондуктивного 
усилителя преселектора, который усиливает сиг-
нал в основной полосе частот, могут появляться 
на выходе смесителя во время перекрытия им-
пульсов сигнала гетеродина. Кроме того, ключи 
(транзисторы в ключевом режиме) вносят белый 
шум в выходной сигнал смесителя также во вре-
мя перекрытия импульсов сигналов гетеродина, 
когда ключи закрыты [5, 6]. Определенным недо-
статком схемы пассивного смесителя при исполь-
зовании в гомодинном приемнике является появ-

ление интермодуляционных искажений второго 
порядка. Хотя использование балансных схем по-
зволяет устранить нелинейные гармоники четно-
го порядка, рассогласование параметров между 
транзисторами в ключах по-прежнему вызываeт 
просачивание интермодуляционных составляю-
щих на выход. В [7] показано, что просачивание 
входного сигнала в цепь гетеродина и рассогла-
сование между ключами создают интермодуля-
ционную гармонику второго порядка на выходе 
смесителя только во время перекрытия импуль-
сов сигналов гетеродина. На практике импульсы 
сигналов гетеродина не могут следовать без пере-
крытий, как теоретически предположено в работе 
[8], из-за рассогласования параметров элементов 
в цепи гетеродина. В данной работе предлагает-
ся ввести защитные интервалы, т.е. промежутки 
времени, в течение которых сигналы отсутствуют, 
между соседними импульсами сигналов гетеро-
дина для устранения возможного перекрытия. 

Цель работы – анализ схемы пассивного сме-
сителя с управлением по току с защитными ин-
тервалами сигналов гетеродина.
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1. АНАЛИЗ СХЕМЫ СМЕСИТЕЛЯ  
С ЗАЩИТНЫМИ ИНТЕРВАЛАМИ

1.1. Система уравнений для расчета  
входного тока Iвх1(jω)

Структурная схема переключаемой части пас-
сивного смесителя частот с управлением по току 
с защитными интервалами представлена на рис. 1. 

В отличие от идеализированной схемы, рас-
смотренной в [8], введены защитные интервалы 
между соседними импульсами сигналов гетеро-
дина V0k(t). Относительная длительность интерва-
лов составляет τ = t0N/Tг, где t0 – абсолютная дли-
тельность защитного интервала, N – число плеч, 
Tг – период сигнала гетеродина. На рис.  2 пред-
ставлена нормированная управляющая функция 
k-го ключа Vk(t) = V0k(t)/V0, где V0 – максимальное 
значение сигнала гетеродина, причем
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Разложим функцию Vk(t) в ряд Фурье

V t
a

a
n t
T

b
n t
Tk

k
n k

n
n k

n

( ) = + 





+ 



=

+∞

∑0

1
2

2 2,
, ,cos sin

π π
г г==

+∞

∑
1

,

где коэффициенты определены как

a
T

V t dt
Nk k

T
0 0

2 2
, ,= ( ) =∫

г

г τ

a
T

V t
n t
T

dt

n
n
N

n

n k k
T

, cos

sin cos
(

= ( ) 





=

= 





∫
2 2

2

0г г

г π

π
πτ π 22 2k

N

− +( )





τ
,

b
T

V t
n t
T

dt

n
n
N

n

n k k
T

, sin

sin sin

= ( ) 





=

= 





∫
2 2

2 2

0г г

г π

π
πτ π kk

N

− +( )





2 τ
.

Рис. 1. Структурная схема переключаемой части пассивного смесителя частот с управлением по току: iвх(t) – неза-
висимый входной ток, uвх(t) – входное напряжение, Zвх(jω) – входной импеданс, Zн(jω) – импеданс цепи нагрузки, 
iвх1(t) – ток, поступающий в переключаемую часть смесителя, ik(t) – ток, протекающий через k-е плечо, iвх2(t) – ток, 
протекающий через входной импеданс, uk(t) – напряжение на k-м плече, С – разделительный конденсатор.
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Рис. 2. Нормированная управляющая функция  
k-го ключа Vk(t).
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Тогда функция Vk(t) может быть представлена 
в виде
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Используя методику анализа и расчета пере-
даточного импеданса пассивного смесителя ча-
стот с управлением по току [8], получим преоб-
разование Фурье для тока ik(t):

I j A j I j njk n n k
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ω ϕ ω ω( ) = ( ) +( )
=−∞

+∞

∑ exp ., вх г1

Номер коэффициента n показывает, во сколь-
ко раз по сравнению с Iвх1(jω) частотный сдвиг для 
тока Iвх1(jω + nωг) превышает ωг. Таким образом, 
преобразование Фурье для ik(t) является суммой 
преобразований Фурье для iвх1(t) с частотными 
сдвигами nωг и соответствующими весовыми 
коэффициентами. При этом преобразование  
Фурье Uk(jω) напряжения k-го плеча uk(t) опре-
деляется выражением
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В течение защитных интервалов все ключи 
разомкнуты. Следовательно, в этих отрезках 
времени напряжение uвх1(t) равно входному на-
пряжению uвх(t). Это значит, что uвх1(t) = uk(t) 
при Vk(t) = 1, uвх1(t) = uвх(t) при Vk(t) = 0 для всех 
k. Таким образом, напряжение uвх1(t) составляет
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где Vвх(t) – нормированная управляющая функ-
ция входного напряжения uвх1(t), причем
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Нормировочная функция Vвх(t) представлена 
на рис. 3. 

Разложим функцию Vвх(t) в ряд Фурье:
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Функция Vвх(t) в более общем виде представ-
ляется в виде
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Применив преобразование Фурье для выра-
жения (2), получим
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Номер коэффициента m показывает, во 
сколько раз по сравнению с Uk(jω) частотный 
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Рис. 3. Нормированная управляющая функция Vвх(t).
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Вместе с тем в соответствии с [8] получим
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Откуда следует, что выражение (3) представляется в виде
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Учитывая, что
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из (4) и (5) следует
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сдвиг для напряжения Uk(jω + mjωг) превышает 
ωг, номер коэффициента p показывает, во сколь-
ко раз по сравнению с Uвх(jω) и Iвх1(jω) частотный 
сдвиг для тока Uвх(jω + pNjωг) и Iвх1(jω + pNjωг) 

больше, чем для Nωг соответственно. Согласно 

схеме рис. 1 входные токи и напряжения связаны  

соотношением

Если входной ток представлен как комплексный  
экспоненциальный сигнал iвх(t) = Iвхexp(jωвхt) с ам-
плитудой Iвх и частотой ωвх, то ток Iвх1(jω) описы-
вается составляющими на частотах ωвх  +  rNωг, где 
целое число r характеризует частотный сдвиг rNωг 
данных составляющих по сравнению с основной 
составляющей на частоте ωвх. Тогда для всего мно-
жества значений r имеем систему уравнений ма-

тричного вида относительно комплексного сигна-
ла входного тока:
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Из (7) видно, что если нет защитных интер-
валов, т.е. τ = 1, то Bp = 0 и Q2(p,ω) = 0 для всех p 
и ω. При этом система (7) совпадает с системой 
уравнений (11) в [8].

1.2. Расчет передаточного импеданса смесителя 
при входном импедансе как RLC-контуре

Решим систему уравнений (7) для случая, 
когда входной импеданс Zвх(jω) является парал-
лельным RLC-контуром. Значения элементов 
контура Lвх и Cвх выбираются так, чтобы контур 
был настроен на входную частоту ωвх. Это зна-

чит, что jωвхCвх + 1/(jωвхLвх) = 0 и, следовательно, 
Zвх(jωвх) = Rвх. При этом |Zвх(jωвх)| много больше, 
чем |Zвх(jωвх + pNjωг)|, где p ≠ 0, который рассчи-
тан по следующей формуле:
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R j C j Lвх

вх вх вх
ω

ω ω
( ) =

+ + ( )
1

1 1
.

В этом случае пренебрежем в матрице M3 им-
педансом Zвх(jωвх + pNjωг), где p ≠ 0. Таким об-
разом,

	 M3 ≈
− +( )

( )

... ... ... ... ...

... , ...

... , ...

.

0 1 0

0 0 0

Q N

Q
2

2

ω ω
ω

вх г

вх

... ( , ) ...

... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

...

0 1 0

0

Q N

B

2 ω ωвх г−
=

−11

0

1

0

0 0

0 0

...

... ...

... ...

... ... ... ... ...

.B

B

Z jвх вхω( ) 	

Рассмотрим случай, когда нагрузка явля-
ется параллельной RC-цепью (резистор Rн 
и конденсатор Cн соединены параллельно).  

Тогда, если учесть, что |Zн(jωвх + rNjωг)| много 
меньше, чем |Zвх(jωвх)|, то матрица M2 примет 
вид
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При этих приближениях система уравнений (7) преобразуется к выражению
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Решение этой системы уравнений получаем 
по формуле
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Если нет защитных интервалов, т.е. τ = 1, то Br = 0 для всех r. Тогда решение (8) упрощается:
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где

c
jN b N b N

C b
=

−( ) ( )sin ( ) sin

sin( )
.

π π π
πω πг н

Поскольку параметры |g| << 1 и b ≈ 1, то 1 + g ≈  
≈ 1, b + pN ≈ 1 + pN. При этих приближениях ре-

шение (9) совпадает с решением системы урав-
нений (11) в [8].

Из (1) выходное напряжение на первом плече 
при k = 1 на промежуточной частоте ωпч = ωвх – 
ωг определяется выражением

	 U j j Z j j A j
n
N

I j n jn1 1ω ω ω ω πτ ω ωвх г н вх г вх вх г−( ) = −( ) 





+ −exp ( )1 (( )
=−∞

+∞

∑
n

. 	

Ток Iвх1(jω) состоит из составляющих на частотах ω = ωвх + rNjωг, поэтому n – 1 = rN. Следовательно,

	 U j j Z j j A j
rN

N
I jrN1 1

1ω ω ω ω πτ ωвх г н вх г вх вх−( ) = −( ) +





++ exp
( )

1 rrNj
r

ωг( )
=−∞

+∞

∑ . 	 (10)

Для подавления комбинационных гармоник 
на выходе используется цепь компенсации гармо-
ник на основе сумматора и фазовращателей, по-
казанная в [8]. На сумматор выходное напряжение 

в k-м плече добавляется с весовым коэффициен-
том Kв и с фазой φk = φ0 – 2πk/N, где φ0 – началь-
ный сдвиг фазы. Из (9) и (10) получим выражение 
для передаточного импеданса смесителя:
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1.3. Расчет передаточного импеданса смесителя 
при входном импедансе как RC-цепи

Решим систему уравнений (7) для случая, ког-
да входной импеданс Zвх(jω) является параллель-
ной RC-цепью. Входные токи и напряжения свя-
заны соотношением

	
U j I j Z j

I j I j Z j

вх вх вх

вх вх вх

ω ω ω

ω ω ω

( ) = ( ) ( ) =

= ( ) − ( )( ) ( )
2

1
.
	 (11)

Как правило, внутреннее сопротивление 
ключа в открытом состоянии Rт составляет сот-
ни ом. Вместе с тем, модуль импеданса RC-цепи 
на входе смесителя, настроенной на частоту fвх 

в диапазоне гигагерц, имеет модуль импеданса 
менее 10 Ом. Поэтому сопротивление Rт мно-
го больше, чем модуль импеданса входной RC-
цепи. Следовательно, даже в случае достаточно 
большой емкости разделительного конденсатора 
С ток Iвх(jωвх) много больше, чем Iвх1(jωвх + rNjωг).  
Тогда входное напряжение Uвх(jω) считается не-
изменным при незначительном изменении за-
щитного интервала. Однако RC-цепь является 
частотно-избирательной, поэтому будем счи-
тать, что входное напряжение Uвх(jω) состоит из 
одной составляющей на входной частоте ωвх.

Выражение (6) с учетом (11) представляется 
следующим образом:
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При этом для всего множества значений r 
имеем систему уравнений матричного вида

	 M M I1 2 1+( ) = ( ) ( ) − ×
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0
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Для решения уравнения (12) следует най-
ти обратную матрицу суммы матриц (M1 + M2). 
По теореме, приведенной в [9], для обращения 
необходимо преобразовать матрицу M1 + M2 к 
виду суммы M4 + M5, где M4 – диагональная ма-
трица, M5 – матрица, ранг которой равен 1. Для 
этого представим M4 и M5 как
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Применив теорему из [9], найдем обратную матрицу (M4 + M5) и получим решение системы урав-
нений (12):
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где 
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Входное напряжение Uвх(jωвх) рассчитано по 
методике, изложенной в [8]. Рассмотрим полу-
ченное решение для случая, когда нет защитных 
интервалов, т.е. при τ = 1. Тогда Bp = 0 для всех p.  
Причем 
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b j R C j R C= +( ) ( )1 ω ωвх н н г н н .

При этом выражения (13) и (14) совпадают с 
решением системы уравнений (11) в [8].

Для подавления комбинационных гармоник 
на выходе смесителя также используется схема 

компенсации, рассмотренная в разд. 1.1. Выра-
жение для передаточного импеданса смесителя в 
данном случае рассчитывается по формуле

Z
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∑ .

2. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА  
И МОДЕЛИРОВАНИЯ

При моделировании схемы пассивного смеси-
теля с RLC-контуром входного импеданса зада-
ются следующие параметры: амплитуда входного 
тока iвх(t) 1 мА с частотой fвх = 2.1 ГГц; нагрузкой 
в каждом плече является параллельная RC-цепь, 
причем Rн = 500 Ом, Cн = 10 пФ; входной импе-
данс также является параллельной RLC-цепью, 
причем Rвх = 500 Ом, Cвх = 2.87 пФ, Lвх = 2 нГ; 
сопротивление ключа в открытом состоянии 
Rт = 100 Ом; число плеч N = 4; разделительный 
конденсатор C = 10 пФ. Частота гетеродина со-
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ставляет fг = 2.0 ГГц. Результат моделирования и 
расчета модуля передаточного импеданса смеси-
теля для различных значений τ показан на рис. 4. 
Ошибка между моделированием и расчетом со-
ставляет менее 0.8 %. По результатам исследова-
ния влияния защитного интервала на значения 
|Zсм| рекомендуется выбирать значение τ от 0.7 до 
1.0. При этом |Zсм| изменяется не более 0.02 дБ от 
его значения при τ = 1.

При моделировании схемы пассивного сме-
сителя с входным импедансом в виде парал-
лельной RC-цепи используются значения Rвх 

= 500 Ом, Cвх = 10 пФ. Остальные элементы и па-
раметры схемы соответствуют случаю RLC-кон-
тура. Результат моделирования и расчета модуля 
передаточного импеданса смесителя для различ-
ных значений τ показан на рис. 5. 

Ошибка между моделированием и расчетом 
для данного случая составляет менее 5  %. По 
результатам исследования влияния защитного 
интервала на значения |Zсм| рекомендуется вы-
бирать значение τ от 0.8 до 1.0. При этом |Zсм| 
изменяется не более 1.2 дБ от его значения при 
τ = 1. Однако |Zсм| для случая RC-цепи входного 
импеданса в 13…15 раз меньше, чем для случая 
RLC-контура в данном диапазоне τ. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, исследована схема пассивно-
го смесителя с управлением по току при исполь-
зовании защитных интервалов τ между сосед-
ними импульсами сигнала гетеродина для двух 
случаев входного импеданса: RLC-контур, RC-
цепь. Моделирование схемы смесителя в среде 

Рис. 4. Зависимость модуля передаточного импеданса смесителя |Zсм| от τ для случая RLC-контура входного импеданса.
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Micro-Cap подтвердило справедливость получен-
ных результатов. По результатам исследования 
рекомендуется выбирать значения τ  =  0.7…1.0 
для случая RLC-контура и 0.8…1.0 для случая  
RC-цепи. При этих значениях функция |Zсм| 
уменьшается от значения при τ = 1 не более 0.02 и 
1.2  дБ соответственно. Значение неравномерно-
сти функции |Zсм| при изменении защитного ин-
тервала τ в рекомендованных диапазонах меньше 
для случая RLC-контура, чем для случая RC-цепи, 
и составляет 1 % и 13 % соответственно.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта 
интересов.
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ANALYSIS OF A PASSIVE FREQUENCY MIXER  
WITH CURRENT CONTROL BY USING PROTECTIVE INTERVALS  
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A generalized technique for analyzing a current-controlled passive frequency mixer circuit using guard intervals 
between adjacent heterodyne signal pulses is proposed. The results of calculations and simulations in the 
Micro-Cap environment are presented for two cases of mixer input impedance: RLC circuit, RC circuit. The 
dependences of the modulus of the transfer impedance of the mixer for various durations of protective intervals 
are considered.

Keywords: passive frequency mixer, heterodyne, transfer mixer module, protective interval
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В последние годы все больший интерес вызы-
вает передача аналоговых и цифровых сверхвысо-
кочастотных (СВЧ) сигналов по оптоволоконной 
линии передачи (ОВЛП) [1–6]. К основным пре-
имуществам ОВЛП можно отнести малые разме-
ры и  вес устройств, низкие потери оптического 
излучения в  оптоволокне, а  также возможность 
реализации широких полос пропускания каналов 
(десятки-сотни гигагерц). Блок-схема стандартной 
ОВЛП (рис. 1) содержит следующие компоненты: 
лазер, электрооптический модулятор, одномодовое 
оптоволокно и фотодетектор. Входной СВЧ-сигнал, 
подаваемый на управляющий вход электрооптиче-
ского модулятора, модулирует по амплитуде опти-
ческую несущую. Модулированный оптический 
сигнал распространяется в оптоволоконной линии 
задержки и приходит на фотодетектор. Фотодетек-
тор преобразует оптический сигнал в электриче-
ский. ОВЛП является пассивным устройством, так 
как оптическая несущая модулируется непосред-
ственно СВЧ-сигналом и в схеме ОВЛП не исполь-
зуются элементы усиления сигнала. За счет низких 
потерь в оптоволокне передача радиосигналов по 
оптоволокну является более предпочтительной по 
сравнению с коаксиальными кабелями.

Важной задачей при создании ОВЛП является 
повышение коэффициента передачи СВЧ-сигнала. 
В работе [1] был предложен метод повышения ко-
эффициента передачи за счет управления рабочей 
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Рис.  1. Блок-схема экспериментального макета 
ОВЛП: 1 — лазер, 2 — электрооптический модулятор, 
3 — оптоволокно, 4 — фотодетектор.

точкой модулятора, а также исследовано изменение 
коэффициента нелинейных искажений при сме-
щении рабочей точки модулятора из квадратуры. 
Другим возможным способом повышения коэф-
фициента передачи является использование в схе-
ме ОВЛП лазера со сравнительно высокой мощ-
ностью оптического излучения и фотодетектора 
с высоким фототоком [4]. Коэффициент передачи 
ОВЛП можно рассчитать с помощью известного 
выражения

H P PP � � �10 lg .вых вх

Здесь Рвх — мощность СВЧ-сигнала, подаваемо-
го на управляющий вход электрооптического моду-
лятора, а Рвых — мощность СВЧ-сигнала на выходе 
фотодетектора, которая рассчитывается следую-
щим образом:
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где R — сопротивление нагрузки фотодетектора, 
Pлаз — мощность лазера, S — чувствительность фо-
тодетектора, J1(x) — функция Бесселя первого рода 
первого порядка, V0 — амплитуда модулирующего 
СВЧ-сигнала, подаваемого на вход электроопти-
ческого модулятора, Vсм — напряжение смещения 
рабочей точки модулятора, Vπ — полуволновое 
напряжение электрооптического модулятора. Из 
формулы (1) видно, что при фиксированном зна-
чении мощности Рвх, увеличение мощности лазе-
ра Pлаз будет приводить к увеличению мощности 
СВЧ-сигнала на выходе фотодетектора Pвых и к уве-
личению коэффициента передачи ОВЛП НР.

Кроме повышения коэффициента передачи 
ОВЛП, важной задачей является передача сигнала 
на большие расстояния без искажений. Известно, 
что если амплитуда СВЧ-сигнала, подаваемого на 
вход электрооптического модулятора, приближается 
к полуволновому напряжению модулятора, то из-за 
нелинейности передаточной характеристики моду-
лятора на выходе ОВЛП могут появляться гармо-
нические искажения и компрессия одночастотного 
сигнала, а также интермодуляционные искажения. 
Основными параметрами, описывающими искаже-
ния в ОВЛП, являются коэффициент гармонических 
искажений, динамический диапазон по помехам 
(SFDR), точка однодецибельной компрессии и вы-
ходная точка пересечения третьего порядка (OIP3).

Первые широкополосные ОВЛП с положитель-
ным коэффициентом передачи были продемон-
стрированы в работах, посвященных разработке 
оптоэлектронных СВЧ-генераторов [7, 8]. Влияние 
же мощности лазерного излучения на нелинейные 
искажения СВЧ-сигнала, передаваемого через 
ОВЛП, до сих пор остается неизученным.

Цель данной работы — исследовать влияние 
мощности оптического излучения на компрессию, 
гармонические искажения и интермодуляционные 
искажения СВЧ-сигнала, передаваемого в ОВЛП 
с положительным коэффициентом передачи.

2. ИЗМЕРЕНИЕ АМПЛИТУДНО-ЧАСТОТНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ОВЛП

Экспериментальный макет ОВЛП (см. рис. 1) 
состоит из лазера 1 с регулируемой мощностью до 
1 Вт на длине волны излучения 1550 нм, электро-
оптического модулятора Маха–Цендера 2 с полу-
волновым напряжением 1.6 В и оптическими поте-
рями около 5 дБ, оптоволокна 3 длиной 1 км и фо-
тодетектора 4 c номинальной чувствительностью 
0.8 А/Вт в диапазоне 0…10 ГГц и максимальным 
фототоком 90 мА.

На первом этапе работы было исследовано влия-
ние мощности лазера на амплитудно-частотную ха-
рактеристику (АЧХ) ОВЛП. Измерение проводили 
с помощью векторного анализатора цепей. На рис. 2 
показаны результаты измерений АЧХ при различной 

мощности оптического излучения, подаваемого на 
оптический вход электрооптического модулятора.

Видно, что с увеличением мощности лазера поте-
ри в ОВЛП уменьшаются. Это находится в хорошем 
соответствии с результатами, которые были показа-
ны в работе [4]. При увеличении мощности лазера до 
25.4 дБм коэффициент передачи ОВЛП становится 
положительным в диапазоне частот 0…10 ГГц. Спад 
АЧХ по частоте обусловлен частотной зависимостью 
чувствительности фотодетектора, которая была рас-
смотрена в работе [4]. Неравномерность АЧХ вызва-
на плохим согласованием фотодетектора с последую-
щим СВЧ-трактом на некоторых частотах.

3. ИЗМЕРЕНИЕ ОДНОДЕЦИБЕЛЬНОЙ 
КОМПРЕССИИ В ОВЛП

На следующем этапе работы проводились ис-
следования, направленные на определение вход-
ной мощности, при которой возникает однодеци-
бельная компрессия выходного СВЧ-сигнала. Для 
этого измеряли АЧХ ОВЛП, по которым на разных 
частотах определяли вносимые потери HP. Мощ-
ность СВЧ-сигнала Рвх, подаваемого на СВЧ-вход 
ОВЛП, задавалась векторным анализатором цепей. 
Мощность СВЧ-сигнала на выходе ОВЛП рассчи-
тывалась по выражению

	 P P Hвых вх PдБм дБм дБ[ ] = [ ] + [ ]. 	 (2)

Измерения проводили при мощности опти-
ческого излучения 20.4 и  25.4 дБм, что соответ-
ствовало коэффициенту передачи ОВЛП около 
 –10 и 0 дБ соответственно. Результаты измерений 
представлены на рис. 3.
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Рис.  2. Амплитудно-частотные характеристики 
ОВЛП при различной мощности лазера, Рлаз = 14.8 (1), 
20.4 (2), 22.7 (3), 23.6 (4), 25.4 дБм (5); вертикальными 
линиями отмечены частоты 1, 6 и 10 ГГц.
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Из рис.  3 видно, что с  увеличением частоты 
входного СВЧ-сигнала происходит сдвиг точки од-
нодецибельной компрессии в сторону более высо-
ких значений входной мощности. Так, при часто-
те входного СВЧ-сигнала 1 ГГц однодецибельная 
компрессия сигнала возникает при входной мощ-
ности СВЧ-сигнала, равной 10 дБм, а при частоте 
10 ГГц значение мощности СВЧ-сигнала, при кото-
рой возникает однодецибельная компрессия, уве-
личивается до 13.2 дБм. Это обусловлено тем, что 
с увеличением частоты передаваемого сигнала про-
исходит увеличение полуволнового напряжения 
электрооптического модулятора. Следует отметить, 
что основная компрессия СВЧ-сигнала возникает 
из-за синусоидальной характеристики коэффици-
ента передачи электрооптического модулятора.

Как показано на рис. 3б, увеличение мощности 
лазера до 25.4 дБм приводит к небольшому умень-
шению мощности однодецибельной компрессии, 
т. е. к дополнительной компрессии СВЧ-сигнала. 
Однодецибельная компрессия СВЧ-сигнала на 
частотах 1, 6 и 10 ГГц возникает при мощностях 
входного СВЧ-сигнала 9.6, 10.5 и 11.2 дБм соответ-
ственно. Связано это с тем, что при высокой мощ-
ности оптического излучения, падающего на фото-
детектор, происходит компрессия чувствительно-
сти фотодетектора [9, 10]. Полученные результаты 
позволяют сделать вывод о том, что повышение 
мощности лазера помимо увеличения коэффи-
циента передачи ОВЛП приводит к уменьшению 
значения точки однодецибельной компрессии, что 
необходимо учитывать при проектировании ОВЛП.

4. ИССЛЕДОВАНИЕ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
ИСКАЖЕНИЙ В ОВЛП

Блок-схема экспериментального макета для 
измерения гармонических искажений в  ОВЛП 
представлена на рис.  4. Методика измерений 

заключалась в следующем. От СВЧ-генератора 5 
на СВЧ-вход электрооптического модулятора по-
давался синусоидальный сигнал на частоте f1 = 1 
ГГц. Выход фотодетектора был подключен к ана-
лизатору спектра 6, с помощью которого измеряли 
амплитуды основной и кратных гармоник.

Спектр СВЧ-сигнала с гармоническими иска-
жениями (ГИ) показан на рис. 5а. На вход ОВЛП 
был подан сигнал мощностью 10 дБм на частоте 
1 ГГц, а на выходе наблюдались кратные гармони-
ки вплоть до 5 ГГц. На рис. 5б, 5в представлены 
результаты измерения ГИ в  ОВЛП. Из получен-
ных результатов видно, что увеличение мощности 
оптического излучения приводит к значительному 
увеличению мощности гармоники на удвоенной 
частоте. При высокой мощности оптического излу-
чения ватт-амперная характеристика фотодетекто-
ра переходит от линейного участка к участку насы-
щения, и из-за этого возникают дополнительные 
искажения передаваемого СВЧ-сигнала [11].

Коэффициент ГИ был рассчитан следующим 
образом:
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Рис. 4. Блок-схема экспериментального макета для 
измерений гармонических искажений в ОВЛП: 1 — 
лазер, 2 — электрооптический модулятора, 3 — опто-
волокно, 4 — фотодетектор, 5 — генератор СВЧ-сиг-
нала, 6 — анализатор спектра.

Рис. 3. Передаточные характеристики по мощности ОВЛП при f = 1, 6 и 10 ГГц: (а) Рлаз = 20.4 дБм, Р1дБ = 13.2 (1), 
11.1 (2), 10 дБм (3), (б) Рлаз = 25.4 дБм, Р1дБ = 11.2 (1), 10.5 (2), 9.6 дБм (3).



РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 3         2024

302	 Таценко, Устинов

где Pi — мощность i гармоники сигнала. На рис. 5г 
показана зависимость коэффициента ГИ от мощ-
ности входного СВЧ-сигнала. Как видно из рисун-
ка, при мощности лазера 20.4 дБм коэффициент 
ГИ составляет около 0.1%. Увеличение мощно-
сти лазера до 25.4 дБм приводит к более сильному 
росту коэффициента ГИ (см. рис. 5г, кружочки). 
Максимальное значение коэффициента ГИ соста-
вило 0.72%.

Сопоставим коэффициенты ГИ, получен-
ные в данной работе при различных мощностях 
СВЧ-сигнала, с  результатами, опубликованны-
ми в [1]. В работе [1] коэффициент ГИ составил 
0.5%, при этом частота СВЧ-сигнала составила 
97 МГц, Pвх = 7 дБм, HP = –3 дБ. Кроме того, не-
обходимо отметить, что в  конструкции ОВЛП 
между электрооптическим модулятором и  фо-
тодетектором был использован оптический уси-
литель. В  данной работе коэффициент ГИ для 
Pвх = 7 дБм составил 0.34% на частоте сигнала 
1 ГГц, а HP = +2 дБ.

5. ИССЛЕДОВАНИЕ ИНТЕР-
МОДУЛЯЦИОННЫХ ИСКАЖЕНИЙ В ОВЛП

Исследование интермодуляционных искажений 
является важным этапом исследований ОВЛП, так 
как эти искажения определяют параметры SFDR 
и  OIP3. Блок-схема экспериментального макета 
для измерений интермодуляционных искажений 
показана на рис. 6. На вход электрооптического 
модулятора через сумматор 7 подавались два си-
нусоидальных сигнала с одинаковой амплитудой 
на частотах f1 и f2 = f1 + Δf. На выходе ОВЛП с по-
мощью анализатора спектра измерялась мощность 
основных гармоник и гармоник интермодуляции 
(2f1 — f2, 2f2 — f1, 3f1–2f2, 3f2–2f1). При проведении 
измерений расстояние между частотами f1 и f2 вы-
бирали равным 200 и 500 МГц.

Типичные зависимости выходной мощности 
основных и  интермодуляционных гармоник от 
мощности входных СВЧ-сигналов на частотах 
f1 = 2 ГГц, f2 = 2.5 ГГц при мощности лазера 20.4 
и 25.4 дБм представлены на рис. 7. При мощности 
оптического излучения 20.4 дБм SFDR составил 
около 85.5 дБ, при увеличении мощности лазера 
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Рис. 5. Типичный спектр выходного сигнала с гармоническими искажениями (а); результаты измерения гармони-
ческих искажений в ОВЛП при Рлаз = 20.4 (б) и 25.4 дБм (в); зависимость коэффициента гармонических искажений 
от мощности входного СВЧ-сигнала (г): Рлаз = 20.4 (1) и 25.4 дБм (2).
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до 25.4 дБм значение SFDR практически не изме-
нилось, это обусловлено тем, что с ростом мощ-
ности оптического излучения увеличивается вклад 
RIN-шума в общий уровень шума в ОВЛП.

Такие же измерения были проведены и на дру-
гих частотах, вплоть до 10 ГГц, значения показате-
лей SFDR и ОIP3 приведены в табл. 1.

Анализируя полученные результаты, можно сде-
лать вывод, что увеличение расстояния между ча-
стотами f1 и f2 не влияет на динамический диапазон 
по помехам и на показатель OIP3. При мощности 
оптического излучения 20.4 дБм показатель OIP3 
имеет значения порядка 3…5 дБм. Повышение 
мощности лазера улучшает параметр OIP3, увели-
чивая его до значений порядка 13…15 дБм. Увели-
чение мощности лазера не приводит к изменени-
ям параметра SFDR, который равен приблизитель-
но 85…87 дБ. Для сравнения отметим, что ОВЛП, 
представленная в работе [3], имеет SFDR около 
66 дБ при уровне шума системы –125 дБм.
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Рис. 6. Блок-схема экспериментального макета для измерения интермодуляционных искажений: 1 — лазер, 2 — 
электрооптический модулятор, 3 — оптоволокно, 4 — фотодетектор, 5 — генератор СВЧ-сигнала, 6 — анализатор 
спектра, 7 — сумматор.

Рис.  7. Зависимости выходной мощности основных и  интермодуляционных гармоник от входной мощности 
СВЧ-сигнала при f 2 — f 1 = 500 МГц: (а) Рлаз = 20.4, уровень шума –124 дБм, SFDR = 85 дБ; (б) Рлаз = 25.4 дБм, уро-
вень шума –114 дБм, SFDR = 86.5 дБ; точки — эксперимент, сплошная линия — линейная экстраполяция экспери-
ментальных данных для определения OIP3.

Таблица 1. Значения OIP3 и  SFDR при Рлаз = 20.4 
и 25.4 дБм, Δf = 200 и 500 МГц

f, ГГц
OIP3, дБм SFDR, дБ

200 МГц 500 МГц 200 МГц 500 МГц
Рлаз = 20.4 дБм

2 3.89 3.29 85.5 85
4 4.7 3.25 85.7 84.8
6 6.54 6 87 86.5
8 5.13 5.27 86.3 86.3

10 1.9 3.2 84.1 84.9
Рлаз = 25.4 дБм

2 15.54 13.1 86.5 84.7
4 16.27 14.46 86.8 85.6
6 16.51 15.41 87.1 86.3
8 16.17 13.82 87.1 85.4

10 15.1 11.82 86 84



РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 3         2024

304	 Таценко, Устинов

INVESTIGATION OF OPTICAL FIBER LINE WITH A POSITIVE 
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The influence of optical radiation power on the one-decibel compression point, harmonic distortion and 
dynamic range due to interference in a fiber-optic transmission line of an ultra-high frequency (microwave) 
signal has been studied. The line had a positive microwave signal transmission coefficient, and there were no 
amplification elements between the input and output. The amplification effect was achieved through the use of 
increased power of the carrier optical radiation and a photodetector with a high photocurrent. It has been shown 
that an increase in optical radiation power leads to a decrease in one-dB compression power and an increase in 
harmonic distortion, but an increase in optical radiation power does not lead to a change in the dynamic range 
of interference. It was found that the dynamic range free from interference was about 85…87 dB.

Keywords: optical fiber, optical fiber transmission line, nonlinear distortion, intermodulation distortion

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, полученные результаты дают 
возможность оценить влияние мощности лазера на 
нелинейные искажения СВЧ-сигнала в ОВЛП. По-
казано, что увеличение мощности лазера позволяет 
увеличить коэффициент передачи ОВЛП, но при 
этом уменьшается значение точки однодецибель-
ной компрессии и увеличиваются гармонические 
искажения. Поэтому при проектировании ОВЛП 
необходимо учитывать влияние мощности лазера, 
для того чтобы получить необходимый коэффи-
циент передачи с нужным уровнем гармонических 
искажений и компрессии сигнала.

Исследование влияния мощности лазера на 
интермодуляционные искажения СВЧ-сигнала 
в ОВЛП показало, что при увеличении мощности 
лазера динамический диапазон по помехам прак-
тически не изменяется. Таким образом, за счет ис-
пользования лазера с относительно высокой мощ-
ностью оптического излучения можно увеличить 
коэффициент передачи ОВЛП без ухудшения ди-
намического диапазона по помехам.

Одним из возможных способов улучшения ха-
рактеристик ОВЛП является использование фото-
детектора с более высоким фототоком, что позво-
лит уменьшить гармонические искажения и допол-
нительно увеличить коэффициент передачи ОВЛП. 
Кроме того, использование лазера с более низким 
RIN-шумом позволит увеличить динамический 
диапазон по помехам за счет уменьшения уровня 
выходного шума.

Авторы данной работы заявляют об отсутствии 
конфликта интересов.
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