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Построена линейная теория гармонических пыле-акустических волн в пылевой плазме. В ее рамках
установлен закон дисперсии таких волн и выведена формула для скорости пылевого звука. Развита
также нелинейная теория пыле-акустических волн, в рамках которой получена формула для псев-
допотенциала Сагдеева. Ее анализ показал существование дозвуковых периодических пыле-акусти-
ческих волн и сверхзвуковых пыле-акустических солитонов. Вычислены средние потоки пылинок
в периодической пыле-акустической волне и в последовательности пыле-акустических солитонов. По-
казано, что поток пылинок в периодической пыле-акустической волне направлен против фазовой ско-
рости волны и, наоборот, поток пылинок переносится солитонами в направлении своего движения.

DOI: 10.31857/S0040364423010040

ВВЕДЕНИЕ
Пыле-акустические волны (ПАВ) в запылен-

ной плазме были предсказаны в 1990 г. [1]. Пер-
вые экспериментальные наблюдения ПАВ осу-
ществлены в [2–4]. В [5] наблюдалась дифракция
ПАВ на преграде, а в [6] – отражение от потенци-
ального барьера. Были проведены исследования
ПАВ в условиях невесомости на международной
космической станции [7, 8].

Дисперсионные соотношения для ПАВ изме-
рялись в [9–12]. Нелинейная теория и результаты
экспериментов с ПАВ представлены в многочис-
ленных статьях (например, [13–15]). Теоретиче-
ски и экспериментально изучены следующие
формы ПАВ: периодические ПАВ [16, 17], удар-
ные ПАВ [18–20], пыле-акустические солитоны
(ПА-солитоны) [1, 21, 22], ПА-суперсолитоны
[23], ПА-волны-убийцы [24–27], обратные ПАВ
[28, 29], цилиндрические и сферические ПА-со-
литоны [13, 30, 31]. Рассматривались также харак-
теристики ПАВ в плазмах с различными энерге-
тическими распределениями легких частиц, от-
личными от максвелловских [32–35].

В [36] представлен обзор исследований ПАВ за
25-летний период после их открытия, в котором
отмечено значение этих волн для фундаменталь-
ной физики плазмы, для понимания природных
явлений в космосе, таких как планетарные коль-
ца [37], ионосфера Земли и планет [38, 39], хвосты
комет [20, 40], и в прикладных исследованиях, на-

пример агломерации твердых микрочастиц в про-
цессах плазменных технологий.

Важным, но пока не выясненным до конца во-
просом в понимании особенностей ПАВ в част-
ности и нелинейных электростатических волн в
общем остается вопрос о потоках частиц, перено-
симых этими волнами. В рамках данной пробле-
мы в [41] рассматривались потоки частиц, возбуж-
даемые последовательностями солитонов: потоки
ионов в ионно-акустических солитонах и потоки
пылинок в ПА-солитонах. В работах [42, 43] раз-
вит новый подход к вычислению потоков частиц
в ионно-акустических периодических и уединен-
ных волнах, основанный на прямом решении не-
линейных уравнений, описывающих волну. В
связи с этим возникает задача вычисления пото-
ков пылинок, возбуждаемых нелинейными пери-
одическими ПАВ и ПА-солитонами.

В данной работе вычисляются пылевые пото-
ки в периодических и уединенных ПАВ в рамках
наиболее простой модели плазмы с пылинками,
несущими фиксированный заряд, и в отсутствиe
трения пылинок о газ по методу, развитому в ра-
ботах [42, 43].

ВЫВОД И АНАЛИЗ ДИСПЕРСИОННОГО 
СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ПАВ

Получим дисперсионное соотношение для ПАВ
при одномерной постановке задачи в рамках про-
стой модели запыленной плазмы – модели бес-
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столкновительной незамагниченной квазиней-
тральной плазмы, в которой все пылинки имеют
одинаковые массы и постоянные по времени элек-
трические заряды. Электроны и ионы будем считать
безынерционными и распределенными по закону
Больцманa:

где  − концентрации электронов и ионов,  −
концентрации электронов и ионов в точках квази-
нейтральности плазмы,  − их температуры,  −
электростатический потенциал,  − элементарный
заряд,  − постоянная Больцмана, знак “плюс”
используется для электронов.

Будем исходить из следующих газодинами-
ческих уравнений динамики пылевой фракции
плазмы:

(1)

(2)

(3)

в которых  − средний электрический заряд пы-
линок;  − их масса; , ,  − переменные
скорость, концентрация и газодинамическое дав-
ление пылевой фракции плазмы.

Предположим, что пылевая фракция плазмы
подчиняется уравнению состояния идеального
газа , и будем считать, что ее темпера-
тура .

Придадим плазме волновое гармоническое
возмущение малой амплитуды:

(4)

(5)

(6)

в которых малые амплитуды возмущений помече-
ны крышечками.

Подставим (4)−(6) в уравнения (1)−(3). После
линеаризации и несложных алгебраических вы-
числений получим дисперсионное соотношение
в канонической форме

(7)

или в форме, разрешенной относительно частоты ,
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в которых приняты следующие обозначения:

Отметим, что (7) отличается от дисперсионно-
го соотношения ПАВ из [29] последним слагаемым,
где был учтен стационарный поток пылинок. Из (8)
можно найти линейную скорость ПАВ – скорость
пылевого звука:

(9)

График дисперсионного соотношения ПАВ
(8) представлен на рис. 1. Он целиком содержится
в угловом секторе, ограниченном лучами: сверху

 и снизу  (VT – тепловая скорость
пылинок). Это означает, что фазовая скорость пе-
риодической ПАВ лежит в интервале

.

НЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ ПАВ: ВЫВОД 
ПСЕВДОПОТЕНЦИАЛА САГДЕЕВА

В нелинейной теории будем исходить из тех же
уравнений динамики пылевой фракции плазмы
(1)−(3), что и в предыдущем разделе. Перейдем к
новой переменной: , где  − фазовая
скорость ПАВ. Тогда уравнения в частных произ-
водных (1)−(3) перейдут в систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений

2
2 2

2 2 2 ,pd Dd
De Di

k k
k − −ω = ω + λ

+ λ + λ

2
2 2 B , ,0

, , 2
0 , ,

4 , .
4

e i dd d
pd De i d

d e i d

k Tq n
m e n

πω = λ =
π

2 2
2

2 20
lim .De Di

s pd Ddk
De Di

c
k→±

λ λω= = ±ω + λ
λ + λ

sc kω = TV kω =

T sV k c< ω <

z Vtξ = − V

Рис. 1. График дисперсионного соотношения для ПАВ.
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Эти уравнения совместно с начальными усло-
виями , ,  образуют
нелинейную задачу Коши. Проведем нормировку
задачи следующим образом:  нормируем на ,
все скорости − на , все концентрации − на

, а электростатический потенциал − на .
Тогда уравнения задачи Коши примут вид

(10)

(11)

(12)

(13)

где , , . Проинте-
грируем уравнения (10) и (11) с учетом (13) и полу-
чим после этого зависимость :

(14)

где

и  − основная при  и отрицательная
при  действительные ветви W-функции
Ламберта [44, 45]. Далее подставим (14) в уравне-
ние Пуассона (12), домножим его на , а за-
тем проинтегрируем. Тогда получим

где C − постоянная интегрирования,  −
псевдопотенциал Сагдеева, имеющий следую-
щий вид:

(15)

в котором постоянную интегрирования удобно
выбирать из условия , а из двух ветвей
W-функции Ламберта следует выбрать ту, для ко-
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торой зависимость (14) проходит через точку
квазинейтральности плазмы, т.е. через точку

 (подробнее см. [46, 47]). Анализ по-
казал, что для  следует выбирать отрица-
тельную ветвь , а для  − основную
ветвь . Отметим, что (15) отличается от псев-
допотенциала нелинейных ПАВ из [44] последним
слагаемым, где учтен стационарный поток пыли-
нок.

Качественный вид зависимости псевдопотен-
циала (15) от ϕ при различных значениях скоро-
сти волны  показан на рис. 2. Ось скоростей
волны разбивается на четыре участка, на каждом
из которых поведение US(ϕ) отличается от пове-
дения на других участках. В интервале 
псевдопотенциал имеет максимум, но не имеет
минимумов. Следовательно, никакие стационар-
ные волны с фазовыми скоростями из этого ин-
тервала невозможны. На участке  псевдо-
потенциал имеет минимум в начале координат,
он отвечает дозвуковой периодической ПАВ.

Для сверхзвукового участка  у псевдопо-
тенциала имеются максимум в начале координат и
минимум при отрицательных значениях ϕ. Каза-
лось бы, этому минимуму должны также соответ-
ствовать периодические ПАВ. Однако в таких
ПАВ потенциал ϕ должен бы быть одного знака.
Но это невозможно в силу нарушения условия
квазинейтральности невозмущенной плазмы. Для
сверхзвукового участка возможен лишь солитон,
возникающий в максимуме псевдопотенциала.
Аналогичный анализ псевдопотенциала проведен
в [49] для ионно-акустических волн в запыленной
плазме.

При очень больших V крайняя левая точка
псевдопотенциала может находиться ниже гори-
зонтальной оси координат. Здесь невозможны ни
периодические ПАВ, ни солитоны. В итоге сверх-
звуковой участок разделяется на два значением

, при котором крайняя левая точка псев-
допотенциала лежит на горизонтальной оси ко-

( 0) 1dn ϕ = =
TV V>

( )1W− Θ TV V<
( )0W Θ

V

( )0, TV

( ),T sV c

sV c>

maxV V=

Рис. 2. Зависимости псевдопотенциала (15) от ϕ на
разных участках значений фазовой скорости ПАВ.
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ординат. Значение  определяет максимально
возможную скорость солитона, а решение исход-
ных уравнений – экстремальный солитон (по-
дробнее см. в [49]).

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОФИЛЕЙ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ПАВ И СОЛИТОНОВ
Вычисление профилей волн и пылевых пото-

ков в периодических и уединенных ПАВ осу-
ществлялось по методу, описанному в [42, 43].
Сначала численно решалось уравнение Пуассона
(12). Использовался метод Рунге‒Кутты. Для
этого задавались два начальных условия:

где  имеет размерность напряженности возму-
щающего плазму электрического поля и одно-
значно характеризует энергию начального возму-
щения. Однако следует отметить, что амплитуда
периодической ПАВ зависит от начального возму-
щения  для каждого конкретного значения скоро-
сти волны , в то время как амплитуда ПА-солито-
на, наоборот, не зависит от  и определяется
только скоростью . Поэтому при вычислении
профилей ПА-солитона рекомендуется задавать
начальное возмущение малым, а для периодиче-
ской ПАВ это ограничение несущественно.

В результате численного решения уравнения
Пуассона определялись профили электростати-
ческого потенциала . После этого вычисля-
лись профили концентрации пылинок  по

maxV

( ) ( )
0

0

0, ,
d

E
dξ=

ξ=

ϕ ξϕ ξ = =
ξ

E

E
V

E
V

( )ϕ ξ
( )dn ξ

(14), затем – профили скорости пылинок в волне
по формуле

которая следует из уравнения непрерывности.
Следующим шагом находились профили пыле-
вых потоков в волне . Получен-
ные партитуры профилей периодической ПАВ и
ПА-солитона представлены на рис. 3 и 4 соответ-
ственно, на которых показаны сверху вниз зави-

симости , ,  и . Здесь ,

ВЫЧИСЛЕНИЕ УСРЕДНЕННЫХ 
ПЫЛЕВЫХ ПОТОКОВ В ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 

ПАВ И В ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
ПА-СОЛИТОНОВ

Поток в периодической ПАВ является знако-
переменным. Следовательно, для понимания на-
правления переноса пылинок в волне необходи-
мо усреднение потока за период колебаний. На
рис. 5 показана зависимость среднего потока пы-
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Рис. 3. Профили нормированных физических вели-
чин в периодической ПАВ для набора параметров

, , , , , .

0
0.5

‒0.5 10050 150 ξ
∼

Γ
∼

0
1

‒1 10050 150 ξ
∼

υd
∼

nd
∼

0.5
1.0
1.5

100500 150 ξ
∼

0
2

‒2 10050 150 ξ
∼

ϕ∼

0.5μ = 0.1iτ = 0.001eτ = 2eη = 4iη = 2.5V =

Рис. 4. Профили нормированных физических вели-
чин в ПА-солитоне для набора параметров ,
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линок в периодической ПАВ от амплитуды элек-
трического поля в волне . Здесь

 , . 

Поток отрицателен при всех значениях . Это
означает, что пылинки будут двигаться против
направления распространения ПАВ. Отметим,
что в полученном результате усматривается неко-
торая аналогия с обратными ПАВ [29]: в пылевой

E

0d pd Ddn
ΓΓ =

ω λ


0
B 0

d Dd

d

q dE
k T d ξ=

λ ϕ=
ξ



E

плазме, имеющей однонаправленный поток пы-
линок, возникают обратные волны, в которых
групповая скорость направлена навстречу фазо-
вой скорости.

Поток пылинок в ПА-солитонах для всех зна-
чений переменной ξ направлен в положительную
сторону. Следовательно, последовательные солито-
ны захватывают пылинки в направлении своего
движения. На рис. 6 представлена зависимость
среднего потока пылинок в периодической по-
следовательности ПА-солитонов от скорости са-

мих солитонов .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Построена линейная теория гармонических

ПАВ в пылевой плазме. В рамках этой теории
установлен закон дисперсии ПАВ (8) и выведена
формула для линейной скорости ПАВ – скорости
пылевого звука (9).

Была развита нелинейная теория ПАВ, в рам-
ках которой получена формула для псевдопотенци-
ала Сагдеева (15). Ее анализ показал существование
дозвуковых периодических ПАВ и сверхзвуковых
ПА-солитонов. Построены графики профилей фи-
зических величин (партитуры) этих форм волны.

Вычислены средние потоки пылинок в перио-
дической ПАВ и в последовательности ПА-соли-
тонов. Найдено, что поток пылинок в периодиче-
ской ПАВ направлен против ее фазовой скорости
и, наоборот, поток пылинок переносится солито-
нами в направлении своего движения.

Рассматривалась наиболее простая модель не-
линейных ПАВ, в которой пылинки с постоян-
ным зарядом и отсутствует трение их о газ. В даль-
нейшем модели ПАВ можно совершенствовать,
рассматривая различные усложняющие факторы
и их влияние на потоки пылинок. Например, в
пылевой плазме, возникающей в плотных газах,
учет трения может оказаться существенным. Его
можно реализовать добавлением соответствую-
щего слагаемого в уравнение движения (2), как
это сделано, например, в [50, 51].

Кратко рассмотрим, к каким выводам может
привести учет трения пылинок о газ. Согласно
[51], трение приводит к возникновению мнимого
члена в дисперсионном соотношении ПАВ, что
свидетельствует о затухании волн. В целом систе-
ма уравнений (1)−(3) становится неконсерватив-
ной, поэтому псевдопотенциал Сагдеева записать
нельзя. Численный расчет профилей ПАВ и пото-
ков пылинок может привести к обнаружению их
затухания с декрементом, определяемым мни-
мым членом дисперсионного соотношения.

Работа Китаева И.Н. была поддержана фон-
дом развития теоретической физики и математи-
ки “Базис” (грант “PhD-Student” № 19-1-5-58-1).

pd Dd

VV =
ω λ



Рис. 5. Нормированная зависимость среднего пыле-
вого потока в периодической ПАВ от напряженности
возмущающего поля.
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Рис. 6. Нормированная зависимость среднего пыле-
вого потока в ПА-солитоне от фазовой скорости
волны.
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