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Разработана математическая модель и представлено численное исследование роста парового пу-
зырька в результате акустического испарения сферической капли перфторуглерода, находящейся в
вязкоупругой жидкости. Рассмотрены линейные реологические модели Кельвина‒Фойгта, Макс-
велла, Зенера и Олдройда. Задача сводится к решению системы обыкновенных дифференциальных
уравнений для радиуса и температуры пузырька, радиуса капли, нормальных напряжений на грани-
це капли совместно с уравнениями теплопроводности для внутренней и внешней жидкости. Про-
странственная дискретизация уравнений осуществляется с помощью неявной конечно-разностной
схемы. Обыкновенные дифференциальные уравнения решаются методом Рунге‒Кутты пятого по-
рядка с адаптивным вычислительным шагом. Для проверки корректности численного счета в част-
ном случае проведено сравнение теоретических результатов с известными экспериментальными
данными. Продемонстрировано влияние модуля сдвига, времени релаксации упругой несущей фа-
зы и различия реологических моделей на радиальную динамику пузырька пара внутри капли, нахо-
дящейся во внешней вязкоупругой жидкости.
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ВВЕДЕНИЕ
В последнее время большой интерес представ-

ляет изучение эмульсий с фазовыми переходами
со следующей особенностью. Под действием уль-
тразвука внутри капель жидкости образуются пу-
зырьки пара. Этот процесс известен как акустиче-
ское испарение капель [1]. Использование данных
эмульсий имеет огромный потенциал в биомедици-
не [2, 3], поскольку, в отличие от обычных газовых
микропузырьков, капли жидкости могут быть до-
статочно маленькими и могут спокойно проте-
кать через тонкие капилляры. К примеру, при ис-
пользовании эхографической визуализации капли
жидкости, протекающие через сосудистую систему
опухолей, могут испаряться и использоваться в
качестве контрастных веществ для получения
изображения внутренней структуры опухоли [4].
В качестве капель жидкости обычно используют
капли перфторуглеродов, таких как декафторбу-
тан C4F10, октафторпропан C3F8 и додекафтор-
пентан C5F12 [5–7]. Выбор данных веществ связан
с тем, что они остаются метастабильными при
физиологической температуре и не могут само-
произвольно испаряться. Для их испарения тре-
буется дополнительная (акустическая) энергия.

В работе [8] приведены экспериментальные
результаты по испарению капель октафторпропана
и декафторбутана разных размеров, находящихся в

воде. В случае полного испарения капли также
получены данные по радиальным колебаниям чи-
стого пузырька пара. Показано, что увеличение
начального размера капли приводит к более силь-
ному росту пузырька пара, а также к увеличению
амплитуды его колебаний. Экспериментальные
данные по испарению капли додекафторпентана
в воде представлены в [9]. Там же рассмотрена ма-
тематическая модель пузырька пара с учетом
диффузии газа в безграничной жидкости перфтор-
углерода. Отмечено, что без учета диффузии газа
пузырек пара после первого акустического цикла
схлопывается. Наличие диффузии газа позволяет
пережить паровому пузырьку первый коллапс и
продолжить рост, что хорошо подтверждается экс-
периментальными данными в наблюдаемых вре-
менных масштабах. Влияние концентрации газа на
динамику акустических волн в смеси жидкости с
паровыми пузырьками отмечено в работах [10,
11]. В частности, показано, что для мелкодис-
персных систем (радиус пузырьков пара ~1 мкм)
влияние фазовых переходов уменьшается из-за
роста массовой концентрации газа в пузырьках,
связанного с действием капиллярных сил на меж-
фазной поверхности. Обобщение математической
модели на случай конечного размера капли
перфторуглерода проведено в [12–14]. Исследо-
вано влияние акустических параметров, свойств
жидкости и размера капли на процесс акустиче-
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ского испарения. Чтобы предотвратить быстрое
растворение капель в несущей жидкости, их обыч-
но покрывают полимерной оболочкой [15].

В [16, 17] разработана математическая модель,
описывающая радиальные колебания пузырька па-
ра внутри капли перфторуглерода, покрытой вязко-
упругой несжимаемой оболочкой. Вязкоупругость
оболочки учитывается по модели Кельвина–Фойг-
та. Показано, что увеличение размера и модуля
сдвига оболочки снижает рост пузырька и замед-
ляет его радиальные колебания. Таким образом,
установлено, что механические свойства оболоч-
ки играют важную роль в процессе акустического
испарения капли и сильно влияют на оптималь-
ные акустические параметры. С другими публи-
кациями, посвященными динамике пузырьков,
можно ознакомиться в обзорах [18–20].

В настоящей работе представлена математиче-
ская модель и выполнено численное моделирова-
ние роста и радиальных колебаний пузырька пара
внутри капли перфторуглерода, находящейся во
внешней вязкоупругой жидкости. Предлагаемая
модель может использоваться как для описания ла-
бораторных экспериментов, где в качестве окружа-
ющей жидкости обычно используется вода, так и
для описания различных приложений, где в каче-
стве несущей фазы может выступать более сложная
жидкость. К примеру, в [21] рассмотрена акустика
сложной вязкоупругой смеси полидиметилсилок-
сана с газовыми пузырьками. Показано существен-
ное влияние упругости несущей фазы на коэффи-
циент затухания и фазовую скорость волны.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассматривается капля жидкости с пузырьком
пара в центре внутри массива вязкоупругой жид-
кости (рис. 1).

Уравнения неразрывности и импульса в сфе-
рической системе координат при наличии цен-
тральной симметрии и в предположении несжи-
маемости жидких фаз записываются в виде [22]

(1)

(2)

(3)

Здесь ρ – плотность, r – радиальная координа-
та, t – время, u – радиальная скорость, p – давле-
ние, τ – нормальное напряжение. Решение урав-
нения (2) записывается следующим образом:

(4)

где  – скорость жидкости на границе включе-
ния. Записываются граничные условия на грани-
це  с фазовыми переходами и  без фазовых пе-
реходов [22]

(5)

Здесь σ – коэффициент поверхностного натя-
жения;  – скорость пара; J – поток массы, обу-
словленный изменением фазы на границе разде-
ла пар–жидкость. Нормальные напряжения для
пара и капли жидкости задаются в виде

(6)

где μ – динамическая вязкость. Поскольку вяз-
кость пара меньше, чем вязкость жидкости, по-
этому  и, следовательно, в дальнейшем ве-
личиной  можно пренебречь.

Реологическая модель, учитывающая вязко-
упругость несущей жидкости, записывается в об-
щем виде [23–25] так, что в частных случаях из нее
вытекают модели Кельвина–Фойгта ( ),
Максвелла ( ), Зенера ( ) и трех-
константная модель Олдройда ( ):

(7)

где  – время релаксации вязкоупругой жидкости,
 – время ретардации,  – модуль сдвига,  – де-

формация. По определению
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Рис. 1. Схема капли:  – пар, e – жидкая фаза, l – не-
сущая жидкость.
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поэтому

где  – начальный радиус капли. Представим
решение уравнения (7) в виде

(8)

тогда можно записать дифференциальное урав-
нение для определения 

(9)

Уравнение импульса (3) интегрируется от  до
бесконечности. В этом случае интервал от  до 
будет соответствовать параметрам капли жидко-
сти, от  до бесконечности – параметрам несущей
жидкости. Тогда, приняв во внимание (4)–(8), по-
сле математических преобразований выводится
уравнение радиальных колебаний рассматривае-
мого включения

(10)

(11)

В уравнении (10) слагаемое  определяет внеш-
нее акустическое давление. Если принять J = 0, то
уравнение (10) совпадает с полученным ранее
уравнением в работе [26].

Необходимо отметить, что в [27–30] при ис-
следовании эволюции одиночного сферического
парового пузырька в жидком углеводороде уста-
новлена важность учета неоднородности плотно-
сти и температуры пузырька. В частности, пока-
зано, что температура пара в однородном пузырь-
ке ( ) близка к минимальной
температуре пара (около границы) в гомобариче-
ском пузырьке ( , ). Оценки,
выполненные в [16], показывают, что для перфтор-
углеродов длина термодиффузии составляет поряд-
ка 10 см для частот возмущений от 1 до 10 МГц.
В результате можно принять, что температура
внутри пузырька пара равна температуре на его
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поверхности. Таким образом, давление и темпе-
ратура внутри пузырька определятся по уравне-
нию Клапейрона–Клаузиуса

(12)

где l – удельная теплота парообразования жидко-
сти,  – температура на линии насыщения,  –
температура пара внутри пузырька,  – приве-
денная газовая постоянная.

Далее нужно получить уравнение, описываю-
щее эволюцию температуры . Для этого запи-
сываются уравнения сохранения массы (1) и
энергии [31] для паровой фазы в сферической си-
стеме координат:

(13)

(14)
где c – удельная теплоемкость. Использованы
следующие предположения: пар в пузырьке под-
чиняется закону идеального газа, плотность па-
ра не постоянна во времени, давление, плот-
ность и температура внутри пузырька однородны
( ), сохраняется адиа-
батичность пузырька (тепловой поток  пара ра-
вен нулю). Следуя работе [32], умножаем уравне-
ние (1) на  и складываем с уравнением (13),
получая
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Используя уравнение состояния (14), связь
между теплоемкостью идеального газа, газовой
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грировав уравнение (15), находим
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Комбинируя полученное выражение (16) с (5),
а также с уравнением Клапейрона–Клаузиуса (12),
приходим к дифференциальному уравнению от-
носительно температуры 
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кону сохранения массы капли
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нородна и не зависит от радиальной координаты,
запишем уравнения теплопроводности для капли:

(19)

Здесь χ – коэффициент теплопроводности, α –
коэффициент температуропроводности. Задают-
ся граничные условия

(20)

Как и в работе [8], здесь сделано предположе-
ние, что температура окружающей каплю жидко-
сти постоянна. Таким образом, для определения
потока массы J потребуется решить уравнение
теплопроводности в частных производных (19) с
граничными условиями (20). Итак, получена за-
мкнутая система нелинейных дифференциаль-
ных уравнений (9)–(12), (14), (17)–(20), опреде-
ляющая рост и радиальные колебания пузырька
пара в капле перфторуглерода внутри массива
вязкоупругой жидкости.

НАЧАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ 
И ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ

Если предположить, что пузырек пара в на-
чальный момент времени существует в виде заро-
дыша  и покоится, то скорость границы
раздела жидкость–пар удовлетворяет условию

. Начальное значение радиуса капли так-
же определено . Таким образом, давле-
ние в пузырьке в начальный момент времени
определяется выражением вида

а его температура находится по уравнению Кла-
пейрона–Клаузиуса

Для уравнения (9) начальное условие задается
в виде , а для уравнения теплопроводно-
сти (16) в виде . Численное ре-
шение обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (9)–(11), (17), (18) проводится методом
Рунге‒Кутты пятого порядка с автоматическим
выбором шага. Для устранения вычислитель-
ных проблем при решении уравнения теплопро-
водности (19), связанных с движением стенок пу-
зырька и капли, по аналогии с [16, 31] границы
фиксируются с помощью безразмерных перемен-
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ных. Для внутренней жидкой фазы вводится пе-
ременная , в этом случае если

, то . Тогда частные производные
записываются как

и уравнение теплопроводности (19) принимает вид

(21)

Для аппроксимации уравнения (21) применя-
ется неявная схема с погрешностями первого по-
рядка по времени и второго порядка по простран-
ству. Пространственная координата x дискрети-
зируется N точками с шагом . Таким образом,
частные производные температур могут оцени-
ваться следующими конечно-разностными схе-
мами второго порядка:

В итоге получается система трехточечных
уравнений, которая может быть решена, напри-
мер, методом прогонки. Когда поле температур
на временном шаге найдено, массовый поток J
находится по следующей формуле:

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Для проверки построенной математической

модели и выбранной схемы численной реализа-
ции в частном случае на рис. 2 приведено сравне-
ние радиуса пузырька пара в зависимости от вре-
мени с имеющимися экспериментальными дан-
ными [8], полученными при испарении капли
октафторпропана, находящейся в воде. Темпера-
тура воды  К, давление  Па. Теп-
лофизические параметры октафторпропана взя-
ты из работ [8, 22]. Внешнее акустическое давле-
ние задано в виде
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где  Па,  Гц, . На-
чальный радиус пузырька пара  м, а на-
чальный радиус капли  м. Следуя работе
[8], вязкость несущей фазы  Па с. В слу-
чае, когда капля полностью превращалась в пар
(текущий радиус капли совпадал с радиусом пу-
зырька пара), полагалось, что интенсивность
массообмена J приравнивается к нулю. В этом
случае далее совершал радиальные колебания
уже чистый пузырек пара. Наблюдается хоро-
шее согласие теории с экспериментом (рис. 2).
Таким образом, математическая модель и ее чис-
ленная реализация способны правильно воспроиз-
водить ключевые физические процессы, лежащие в
основе динамики испарения летучих контрастных
веществ с фазовыми переходами.

Теперь рассмотрим динамику капли октафтор-
пропана, находящейся в вязкоупругой жидкости.
На рис. 3 приведены зависимости радиуса пу-
зырька пара от времени при различных значениях
модуля сдвига несущей фазы. Остальные пара-
метры те же, что и на рис. 2. Как и следовало ожи-
дать, увеличение модуля сдвига несущей фазы
приводит к ослаблению роста парового пузырька,
а также к более быстрому затуханию его радиаль-
ных колебаний. Таким образом, достаточно упру-
гая внешняя жидкость сдерживает радиальные
движения включения.

На рис. 4 представлены зависимости радиуса
пузырька пара от времени при различных време-
нах релаксации несущей фазы. Видно, что увели-
чение времени релаксации упругой несущей фа-
зы приводит к более слабому затуханию радиаль-
ных колебаний пузырька и к его более быстрому
росту. Время релаксации – это время, необходи-
мое вязкоупругой среде или материалу для возврата

60.5 10aP = × 68 10af = × 2aN =
7

10 10R −=
6

20 10R −=
0.006lμ =

в начальное ненапряженное состояние. Таким об-
разом, малые времена релаксации упругой жидко-
сти подавляют радиальные движения пузырька, по-
скольку несущая фаза допускает быстрый возврат в
начальное ненапряженное состояние.

На рис. 5 приведены зависимости радиуса пу-
зырька пара от времени при испарении капли ок-
тафторпропана, находящейся в вязкоупругой жид-
кости, с учетом различных линейных реологиче-
ских моделей и при разных временах релаксации
несущей жидкости. Так, для модели Кельвина–
Фойгта пузырек пара растет меньше из-за упруго-
сти несущей жидкости, а его колебания сильно
затухают (рис. 5а). Однако для моделей, в кото-

Рис. 2. Сравнение зависимости радиуса пузырька па-
ра от времени (кривая) с экспериментальными дан-
ными [8] (маркеры); крестик – момент полного испа-
рения капли.
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Рис. 3. Зависимости радиуса пузырька пара от време-

ни при  Па с,  и различных моду-

лях сдвига: 1 – , 2 – , 3 – , 4 –  Па.
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рых присутствует время релаксации, рост пузырь-
ка и его колебания становятся более интенсивны-
ми. При текущем значении времени релаксации в
1 мкс упругость играет лишь небольшую роль в
модели Зенера, но частота колебаний увеличива-
ется по сравнению с моделью Максвелла. Время
ретардации в модели Олдройда ослабляет рост
пузырька пара и усиливает затухание его радиаль-
ных колебаний. При меньшем значении времени
релаксации  (рис. 5б) амплитуда колебаний пу-
зырька пара существенно уменьшается, а затуха-
ние этих колебаний происходит быстрее. Но в на-
чальный промежуток времени все же происходит
более быстрый рост пузырька пара. При этом по
мере уменьшения  и с течением времени кри-
вая  по модели Зенера начинает ближе приле-
гать к кривой, построенной по модели Кельви-
на–Фойгта. Соответствующая тенденция наблю-
дается и для двух кривых (2 и 4) по моделям
Максвелла и Олдройда. Все дело в том, что, если

1lλ

1lλ
1( )R t

обратиться к формуле (7), то при  модель
Зенера переходит в модель Кельвина–Фойгта. Из
физических соображений , поэтому в
данном случае и , тогда модель Олдройда
переходит в модель Максвелла. Таким образом,
учет релаксации в модели вязкоупругости несу-
щей фазы вызывает на начальном промежутке
времени более быстрый рост пузырька пара внут-
ри капли жидкости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Теоретически исследована динамика роста па-

рового пузырька под действием акустического
давления внутри капли перфторуглерода, находя-
щейся во внешней вязкоупругой жидкости. Про-
веденные расчеты позволяют сделать следующие
выводы.

– С увеличением модуля сдвига упругой не-
сущей фазы происходит меньший рост парово-
го пузырька, а его радиальные колебания быст-
ро затухают.

– Увеличение времени релаксации упругой
несущей фазы приводит к меньшему затуханию
радиальных колебаний пузырька и к его более
быстрому росту.

– С использованием модели Кельвина–Фойг-
та рост пузырька пара уменьшается из-за упруго-
сти несущей жидкости, а его колебания сильно
затухают. При больших временах релаксации упру-
гость играет лишь небольшую роль в модели Зене-
ра, но частота колебаний увеличивается по срав-
нению с моделью Максвелла. Время ретардации в
модели Олдройда по сравнению с моделью Макс-
велла снижает рост пузырька пара и усиливает за-
тухание его радиальных колебаний. При малых
временах релаксации в рассматриваемых моделях
амплитуда колебаний пузырька пара существен-
но уменьшается, а затухание этих колебаний про-
исходит быстрее.

– Учет релаксации в моделях вязкоупругости
несущей фазы вызывает в начальный период вре-
мени более быстрый рост пузырька пара внутри
капли жидкости.

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда (проект № 21-71-00025).
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