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В рамках термодинамической теории фазовых равновесий в дисперсных системах получены раз-
мерные зависимости скачков энтропии и теплоты плавления частиц (в том числе нанометрового
диапазона) при строгом и последовательном учете поверхностных явлений при подходе с разделя-
ющими поверхностями. Рассмотрение проведено при учете размерных зависимостей молярного
объема, температуры плавления и межфазного натяжения. По полученным соотношениям выпол-
нены расчеты для сферических наночастиц натрия и олова. Из них следует уменьшение энтропии и
теплоты плавления с уменьшением размера наночастиц. Результаты хорошо согласуются с имею-
щимися в литературе экспериментальными и расчетными данными.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время активно проводятся иссле-

дования по установлению размерных зависимостей
физико-химических характеристик наночастиц и
наносистем. Особый интерес возник к атомным и
молекулярным процессам, которые происходят в
дисперсных частицах или высокодисперсных си-
стемах, где структурные элементы, т.е. фазы име-
ют размеры до 100 нм. На сегодня наиболее изучен-
ными являются размерные зависимости температу-
ры фазового перехода и температуры плавления
наночастиц. Так, к настоящему времени предло-
жено достаточно много уравнений зависимости
температуры плавления наночастиц, которые по-
лучены в рамках термодинамики, электронной тео-
рии и квантовомеханических представлений. Здесь
не приводится обзора работ, посвященных иссле-
дованиям температуры плавления, так как целью
данной работы является рассмотрение влияния
размера на другие важнейшие характеристики фа-
зового перехода, а именно, на калорические вели-
чины, к которым относятся скачки энтропии и теп-
лоты плавления.

Анализ литературы показывает, что изучению
зависимости энтропии плавления от размера по-
священо заметно меньшее число работ по сравне-
нию с другими теплофизическими характеристи-
ками. Ряд авторов обращались к размерной зависи-
мости энтропии плавления в связи с изучением
влияния размера на теплоту фазового перехода.
В [1] очень коротко затрагивается поведение
энтропии канонического и микроскопического
ансамбля.

В работах [2‒4] для энтропии плавления Sαβ
предложено выражение

где D – диаметр частицы, D0 = 6h, h ‒ атомный
диаметр. В [4] приводится еще одно выражение
для энтропии плавления в виде

где R ‒ универсальная газовая постоянная; q ‒ от-
ношения координационных чисел поверхности и
объема; D0 – диаметр, при котором все атомы рас-
положены на поверхности наночастицы. Величи-
на D0 в [4] трактуется и рассчитывается иначе по
сравнению с работами [2, 3]. В отечественных ра-
ботах [5, 6] величина 2D0 трактуется как мини-
мальный размер частицы, при котором отсутству-
ют структурные различия между твердым телом и
жидкостью. При этом D0 соответствует размеру, при
котором различия энтальпии и энтропии макро-
скопической фазы и дисперсной частицы равны
нулю [5]. В [6] вместо D0 используется радиус ча-
стицы D0, при котором ее свойства не отличаются
от свойств массивного материала.

В работе [7] предложена методика расчета раз-
мерной зависимости ряда свойств твердых нано-
частиц, среди которых есть и энтропия плавле-
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ния. Авторы [7] вводят параметр, характеризую-
щий форму частицы в виде x = S1/S, где S = 4πR2 ‒
площадь поверхности наночастицы сферической
формы радиусом R, S1 ‒ площадь наночастицы
несферической формы с тем же объемом, при ко-
тором она имела бы сферическую форму радиу-
сом r. Другим параметром, фигурирующим в тео-
рии, является релаксационный фактор γ со значе-
ниями в интервале от 0 до 1, который характеризует
соотношение чисел связей атома на поверхности
и в объеме образца.

Для расчета энтропии плавления наночастицы
авторы [7] исходят из известного выражения для
вибрационной энтропии плавления массивных
образцов, взятого из работы [8]. Формула записы-
вается для наночастицы сферической формы в
виде [8]

где c – постоянная, Тm – температура плавления
наночастицы. Тогда для энтропии плавления по-
лучается выражение [7]

(1)

Для выражения под логарифмом в правой ча-
сти (1) используется зависимость

где N/n – отношение количества поверхностных
атомов к общему количеству атомов в наночасти-
це. Для данного отношения в [7] приводятся выра-
жения для случаев сферической, тетрагональной,
гексагональной и октаэдрической форм частиц.
Значения N и n для ряда металлов и соединений
приводятся в [9] и используются в [7] для расчетов
искомой размерной зависимости энтропии плав-
ления. Необходимо отметить, что во всех случаях
энтропия плавления монотонно уменьшается с
уменьшением размера наночастицы.

В [10] для предсказания влияния размерного
фактора на энтропию и энтальпию плавления
предложена модифицированная формула на ос-
нове модели Кумара и Шармы [11]. Авторами [10]
получены следующие формулы:

Здесь Smn, Hmn – соответственно энтропия и
энтальпия плавления наночастиц; Smb, Hmb – ана-
логичные величины для массивных кристаллов,
D – размер наночастицы, η – фактор атомной упа-
ковки соответствующей кристаллической структу-
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ры, d – атомный диаметр. Расчеты выполнены
для частиц олова, серебра, меди и индия. Значе-
ния энтропии и энтальпии плавления снижаются
по мере уменьшения размера нанокристаллов.
Получено хорошее согласие между расчетными и
экспериментальными данными.

В отечественной школе физиков хотелось бы от-
метить группу профессора В.М. Самсонова, кото-
рая активно занимается данной проблемой [12‒14].
Так, в работе [12] на основе температурной зави-
симости внутренней энергии получены размер-
ные зависимости теплоты плавления нанокласте-
ров Cu, Au, Al и Co в рамках метода Монте-Карло.
При этом взаимодействие между атомами задава-
лось многочастичным потенциалом Гупта. Пока-
зано, что теплота плавления снижается с умень-
шением размера наночастицы.

Настоящая работа является продолжением ис-
следований размерных зависимостей теплофизи-
ческих свойств наночастиц [15]. Она посвящена
рассмотрению размерной зависимости скачков
энтропии и теплоты при плавлении дисперсных
частиц, в том числе нанометрового диапазона, в
рамках современной термодинамической теории
фазовых равновесий в дисперсных системах при
строгом и последовательном учете поверхностных
явлений в рамках подхода с разделяющими поверх-
ностями. Данный подход особенно важен в случаях,
когда дисперсная частица и дисперсионная среда
способны к взаимному фазовому превращению.
При этом метод разделяющей поверхности поз-
воляет строго сформулировать задачу и просле-
дить всю область состояний малого объекта. Так-
же удается корректно учесть капиллярные эффек-
ты, имеющие место при дроблении фаз. К ним
относится объемно-поверхностный процесс, в ре-
зультате которого все большая часть системы пе-
реходит в состояние поверхностного слоя. Другой
капиллярный эффект, который имеет место при
диспергировании фаз, приводит к изменению со-
стояния поверхностного слоя и объемных фаз, а
также к изменению условий равновесия между
ними. Еще один эффект при диспергировании, ко-
торый надо принимать во внимание, связан с изме-
нениями и взаимозависимостями поверхностных
слоев. Все эти эффекты учитываются в рамках
представлений о разделяющей поверхности.

РАЗМЕРНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ ЭНТРОПИИ 
И ТЕПЛОТЫ ПЛАВЛЕНИЯ СФЕРИЧЕСКИХ 

НАНОЧАСТИЦ ПРИ ПОСТОЯНСТВЕ 
ДАВЛЕНИЯ В МАКРОСКОПИЧЕСКОЙ ФАЗЕ

Зависимости энтропии и теплоты плавления
от размера в однокомпонентной системе можно
наблюдать при различных физических условиях,
таких как постоянство давления в одной из фаз,
постоянство температуры или размера дисперс-
ной частицы, диспергированной в матрице, и т.д.
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КУЗАМИШЕВ и др.

[16]. Рассмотрим размерную зависимость скачка
энтропии при α‒β-фазовом переходе при усло-
вии постоянства давления в макроскопической
фазе. При этом данная однокомпонентная систе-
ма, состоящая из твердой частицы сферической
формы (α-фаза) и макроскопической жидкой β-
фазы, находится в равновесном состоянии. В ка-
честве разделяющей поверхности выбрана в преде-
лах переходного слоя между фазами поверхность
натяжения r, положение которой определяется
условием . В таком случае поверхност-
ное натяжение равно работе образования едини-
цы поверхности. Соотношения, которые связы-
вают основные параметры состояния в данной
системе, имеют вид [17]

(2)

(3)

(4)

Здесь σ – поверхностное натяжение на грани-
це сосуществующих фаз; r ‒ радиус поверхности
натяжения; P – давление; Т – температура; S, υ, ω –
молярные энтропия, объем и площади поверхно-
сти; ,  ‒ части объема поверхностного слоя,
расположенные соответственно со стороны фаз α и
β, которые связаны соотношениями 

 .

Из условий (2)‒(4) и с учетом P(β) = const следует
формула, которая выражает связь между энтропией
плавления и температурой плавления [16]:

(5)

где  ‒ энтропия фазового пере-
хода, т.е. искомая величина; ,

.

Для того чтобы найти величину , входящую
в (5), введем в рассмотрение параметр Толмена
как разность радиуса эквимолекулярной разделя-
ющей поверхности re и поверхности натяжения r:

. Тогда, используя [18], имеем для части-
цы сферической формы

(6)
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Используя (2)‒(6), получаем для искомой ве-
личины S(α→β)

(7)

где

Необходимо заметить, что в выражении (7) ве-
личины σ, , ω, , , T и δ зависят от r.

Численные оценки  и  показывают их сла-
бую зависимость от размера, поэтому, как следует
из термодинамики плоских поверхностей [16],
для разности данных величин можно принять

(8)

где индекс ∞ показывает принадлежность величин
к макроскопическому состоянию, которое соответ-
ствует r → ∞.

Для размерной зависимости поверхностного на-
тяжения при условии P(β) = const можно использо-
вать уравнение из работы [18], а для размерной за-
висимости молярного объема соотношение

где  ‒ поверхностное натяжение α-фазы на
плоской границе с собственным паром,  ‒ коэф-
фициент линейного расширения, который можно
найти с использованием соотношения

(9)

Аналогично (8) индекс ∞ в (9) соответствует
r → ∞, T∞ – температура фазового перехода, N0 –
число Авогадро.

Молярная площадь поверхности ω может быть
найдена с использованием . При этом целесо-
образнее находить отношение данных величин, т.е.
υ(α)/ω, которое непосредственно фигурирует в (7):

где ΔD/D – скачок плотности при α–β-фазовом пе-
реходе, n – число монослоев в переходном слое.
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Для нахождения производных  и
 можно воспользоваться зависимостями

(10)

(11)

где   ‒ теплота фазового пере-
хода для макроскопического случая.

Для Δδ воспользуемся соотношением

(12)

Отметим, что выражение (10) является анало-
гом формулы Толмена. Оно довольно часто исполь-
зуется на практике [17, 18], например, по размерной
зависимости температуры плавления и выводится
из точного дифференциального уравнения при
больших размерах и постоянстве температуры [16].
Выражение (11) выводится при тех же предположе-
ниях, при которых выводится известное уравне-
ние Гиббса‒Томсона для размерной зависимости
температуры плавления.

С учетом (10) и (11) из (7) можно получить ис-
комое выражение при условии постоянства дав-
ления в массивной β-фазе

(13)

Совместимое с (12) соотношение для размерной
зависимости теплоты фазового перехода имеет вид

(14)

Из полученных соотношений (13) и (14) следу-
ет уменьшение искомых калорических величин
при уменьшении радиуса поверхности натяжения
монодисперсных частиц, в том числе нанометро-
вого размера.

РАЗМЕРНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 
ЭНТРОПИИ И ТЕПЛОТЫ ПЛАВЛЕНИЯ 

ОДНОКОМПОНЕНТНЫХ НАНОЧАСТИЦ 
С ЗАДАННОЙ СТЕПЕНЬЮ 

ДИСПЕРСНОСТИ
Данную задачу можно решать и для системы с

заданной степенью дисперсности, т.е. при r = const.
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Исходными также являются выражения (2)‒(4),
из которых получаем

(15)

Для макроскопической фазы можно допустить,
что . Также примем, что 

 Данное допущение уже использовалось при
рассмотрении макроскопической фазы с посто-
янным давлением. С учетом изложенного имеем

Теплота фазового перехода системы с задан-
ной степенью дисперсности и постоянной темпе-
ратурой равна

Обратим внимание на знак знаменателя в выра-
жении (15). Он определяется в соответствии с выра-
жением (8) знаком температурного коэффициента
межфазного натяжения  При продолже-
нии линии плавления в однокомпонентной систе-
ме в область температур ниже тройной точки по
[19] межфазное натяжение проходит через макси-
мум на границе кристалл‒жидкость. Следова-
тельно, в соответствии с теоремой Нернста, имеет
место уменьшение скачка энтропии, что приво-
дит к положительному знаку  При вы-
соких же температурах (выше температуры трой-
ной точки) температурный коэффициент стано-
вится отрицательной величиной в связи с ростом
амплитуды колебаний атомов. В соответствии с
таким поведением  меняет знак в выра-
жении (8) и Δδ – в (15).

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
По формуле (13) выполнены расчеты размер-

ной зависимости энтропии плавления наноча-
стиц олова. Для расчета параметра Толмена δ
можно воспользоваться методом, предложенным
в [20, 21]. При расчете Δδ по формуле (12) знак
данной величины зависит от температурного ко-
эффициента межфазного натяжения. В данном
случае температурный коэффициент межфазно-
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КУЗАМИШЕВ и др.

го натяжения является положительной величи-
ной (0.1 мДж/м2 К) [22]. Значения теплоты плав-
ления для макроскопического случая и изобариче-
ского коэффициента объемного расширения олова
(6987 Дж/моль и 81.5 × 10–6 К–1 соответственно)
взяты из работ [23, 24]. Результаты расчетов раз-
мерной зависимости энтропии плавления нано-
частиц олова представлены на рисунке.

Результаты расчетов хорошо согласуются с экс-
периментальными данными [25] в области больших
размеров. В области малых размеров данные срав-
нивались с результатами расчетов, выполненных
в работах [10, 11]. Наилучшее совпадение данных
наблюдалось с результатами [10]. Максимальная
погрешность при этом составляет порядка 10%.

Результаты расчетов размерной зависимости
теплоты плавления по формуле (14) для наноча-
стиц Na и Sn сферической формы представле-
ны в таблице.

Расчеты демонстрируют уменьшение скры-
той теплоты плавления с уменьшением размера.
Сравнение с экспериментом [26] для олова демон-
стрирует хорошее совпадение при больших разме-
рах. При малых размерах погрешность составляет
около 14%. Это можно объяснить особенностями
эксперимента. В нем частицы олова получались пу-

тем конденсации на инертной подложке SiN. На-
стоящие расчеты справедливы для металлических
наночастиц сферической формы, а в эксперименте
их форма неизвестна. Если предположить, что они
были правильной кубической формы (r – длина
ребра), то в расчетной формуле (14) необходимо
вводить множитель 4 вместо 2, что снижает теп-
лоту плавления Sn. В таком случае результаты
данной работы лучше совпадают с полученными
в работе [26] экспериментальными данными.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Результатом настоящей работы являются новые

выражения для зависимостей скачков энтропии и
теплоты плавления дисперсной частицы сфериче-
ской формы для двух случаев: когда сохраняются
постоянными, соответственно, давление в мак-
роскопической фазе или радиус поверхности на-
тяжения. Рассмотрение проводилось в рамках
термодинамики дисперсных систем с использо-
ванием поверхности натяжения [16]. Из получен-
ных соотношений следует, что абсолютные зна-
чения калорических величин  и 
уменьшаются при уменьшении радиуса поверхно-
сти натяжения монодисперсных величин (в том
числе нанометрового размера). Показано, что
при повышении степени дисперсности (дробле-
нии) одной из двух сосуществующих в равнове-
сии фаз имеет место уменьшение энтропии и теп-
лоты плавления. С использованием полученных в
работе выражений рассчитаны данные, которые
достаточно хорошо согласуются с имеющимися
литературными результатами.
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