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Рассматривается отклик газовых (воздушных) пузырьков в сферическом кластере на повышение
давления окружающей жидкости (воды). Наблюдение проводится лишь до тех пор, пока какой-ли-
бо пузырек кластера не разрушится или не столкнется с другим пузырьком. Исследуется влияние
амплитуды повышения давления жидкости, а также положения пузырьков в кластере, взаимодей-
ствия между пузырьками. Центры пузырьков кластера располагаются в узлах кубической сетки,
один из которых находится в центре кластера. Влияние взаимодействия пузырьков оценивается
сравнением с откликом одиночного пузырька. Кластер состоит из 123 пузырьков, давление жидко-
сти ‒ 1 бар. Первоначально пузырьки сферические с радиусом 0.1 мм, радиус кластера ‒ около 3 мм.
Применяется дискретная модель, в которой наряду с радиальными колебаниями пузырьков моде-
лируются также их перемещения в жидкости и их малые деформации. Установлено, что максимум
давления в пузырьках, достигаемый до разрушения или столкновения каких-либо из них, реализу-
ется при повышении давления жидкости на 10 бар и оказывается примерно в 6500 раз больше их на-
чального давления и примерно в 30 раз больше, чем при отклике одиночного пузырька.
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ВВЕДЕНИЕ
Динамика парогазовых пузырьков в жидко-

сти представляет значительный интерес для мно-
гих приложений. Их образование может приво-
дить как к разнообразным проблемам, так и к
различным полезным результатам. Так, возникно-
вение кавитационных пузырьков вызывает повре-
ждения лопаток гидротурбин [1], гребных винтов
водных движителей [2], клапанов и мембран, ре-
гулирующих потоки жидкости [3], лопастей гид-
ронасосов, перекачивающих жидкость [4], и др.
Вместе с тем возникновение кавитационных пу-
зырьков способствует ультразвуковой очистке раз-
личных твердых поверхностей от загрязнений (сте-
нок промышленных теплообменников [5], мем-
бранных фильтров [6], чипов микросхем [7] и др.),
наноструктуризации твердых поверхностей [8],
ультразвуковой стирке изделий из тканей [9], дроб-
лению камней в почках фокусированными ударно-
акустическими импульсами [10, 11], обеззаражи-
ванию воды [12] и т.д.

К настоящему времени наиболее изученной яв-
ляется динамика одиночных пузырьков (например,
[13–17]). Изложение фундаментальных закономер-
ностей динамики одиночных пузырьков (и пузырь-
ковых жидкостей) можно найти в монографиях
[13–15]. Динамика неодиночных пузырьков (пу-
зырьков в кластерах) может оказаться существен-

но иной. В частности, максимальные давления
внутри пузырьков кластеров могут быть значитель-
но выше, чем в одиночных пузырьках в аналогич-
ных обстоятельствах [18–20]. По этой причине счи-
тается [21, 22], что наличие соседних пузырьков
необходимо для достижения их сверхсжатия до
реализации в их полости термоядерных условий.

При изучении динамики пузырьков в класте-
рах зачастую предполагается, что пузырьки явля-
ются чисто сферическими, а выполнение этого до-
пущения никак не проверяется. Такой подход ис-
пользовался, например, в континуальных моделях
пузырьковых кластеров в [19, 20, 23–26], в дис-
кретных моделях пузырьковых кластеров [27–29].
Он применялся также в работах [30, 31], где кла-
стер интерпретировался как большая капля жид-
кости со множеством микропузырьков. Ясно, что
если деформации пузырьков будут не малыми (а
особенно, если они приведут к разрушению пу-
зырьков), то выявленные закономерности могут
оказаться существенно иными. Это продемонстри-
ровано, например, в [32], где при использовании
допущения о сферичности пузырьков экстремаль-
ные давления в пузырьках получаются более чем
в 10 раз выше, чем когда пузырьки принимаются
деформируемыми.

В настоящей работе рассматривается динами-
ка пузырьков в сферическом кластере при повы-
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шении давления окружающей жидкости. Основное
внимание направлено на изучение влияния ампли-
туды повышения давления. При этом рассмотрение
динамики пузырьков проводится лишь до тех пор,
пока какой-либо пузырек кластера не разрушится
или не столкнется с другим пузырьком. Исследо-
вание проводится с помощью дискретной модели
[33], в которой наряду с радиальными колебания-
ми каждого из пузырьков явно описываются так-
же его перемещения в жидкости и несферические
деформации. Явное описание перемещений и де-
формаций пузырьков позволяет контролировать
выполнение условий нестолкновения и неразру-
шения пузырьков. В этом смысле результаты при
условиях настоящей работы являются более досто-
верными, чем тогда, когда допущения о нестолкно-
вении и неразрушении пузырьков применяются, но
не контролируются. Влияние повышения давления
жидкости на различие динамики пузырьков в ли-
нейных, плоских и сферических кластерах иссле-
довалось в [34]. В отличие от настоящей работы
повышение давления в указанных исследованиях
было малым, так что пузырьки в ходе отклика
принимались чисто сферическими, а справедли-
вость данного предположения проверялась кон-
трольными расчетами по модели [33], используе-
мой в настоящей работе.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается динамика газовых (воздушных)
пузырьков в кластере (рис. 1) в результате повыше-
ния давления окружающей жидкости (воды) в ком-
натных условиях (температура ‒ 20°С, давление ‒
1 бар). До начального момента времени t = 0 пу-
зырьки и жидкость покоятся, радиусы пузырьков
Rk (k – номер пузырька, 1 ≤ k ≤ K, K = 123 – коли-
чество пузырьков в кластере) равны R0 = 0.1 мм,

давление жидкости pL = 1 бар. Кластер имеет ку-
бическую структуру: пузырьки расположены в уз-
лах кубической сетки. Кластер сферический в том
смысле, что центры пузырьков находятся внутри
сферической области, при этом один из пузырь-
ков располагается в центре этой области. Радиус
кластера Rcl, под которым понимается расстояние
между центром кластера и центром наиболее уда-
ленного от него пузырька, в начальный момент вре-
мени t = 0 равен Rcl,0 ≈ 30R0, начальное расстояние
между центрами ближайших пузырьков d0 ≈ 10R0.

Давление pk внутри k-го пузырька определяет-
ся выражением

(1)

где pg,0 – начальное давление газа в пузырьке; γ –
показатель адиабаты газа (γ = 1.4);  – давление
пара окружающей жидкости, находящегося в со-
стоянии насыщения при температуре жидкости
TL∞ = 20°С (  = 0.023 бар). Отметим, что масса газа
в пузырьке при его расширениях/сжатиях не меня-
ется и остается равной своему начальному значе-
нию (4/3)πρg,0 , а масса пара варьируется как

(4/3)πρv  в результате изменения радиуса пу-
зырька. Здесь ρg,0 – плотность газа при температу-
ре TL∞.

Давление жидкости pL∞ меняется следующим
образом:

(2)

где Δ – приращение (ударное) давления. Началь-
ное давление в пузырьках pb,0 определяется выра-
жением , где σ – коэффициент
поверхностного натяжения (σ = 0.0725 Н/м). Из (1),
(2) следует, что 

Основное внимание направлено на изучение
влияния ударного скачка давления Δ (в диапазоне
0 < Δ ≤ 30pL, для которого модель настоящей рабо-
ты достоверна) на величину максимальных давле-
ний, достигаемых в пузырьках, до тех пор, пока
какой-либо из них не разрушится или не столк-
нется с другим пузырьком.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Применяется дискретная математическая мо-

дель совместной динамики пузырьков [33], в ко-
торой учитываются их радиальные колебания,
пространственные перемещения и деформации,
принимаются во внимание эффекты вязкости и
сжимаемости жидкости, поверхностного натяже-
ния. В этой модели поверхность k-го пузырька в сфе-
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Рис. 1. Сферический кластер пузырьков кубической
структуры.
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рической системе координат (rk, θk, ϕk) с началом
отсчета в центре этого пузырька записывается как

Здесь  – сфериче-

ская функция с номером n порядка m,  – при-
соединенный полином Лежандра степени n по-
рядка |m|,  – амплитуда отклонения сфериче-
ской поверхности rk = Rk в виде сферической
функции , i – мнимая единица.

Положение k-го пузырька определяется ради-
ус-вектором его центра , где i, j,
k − направляющие векторы осей декартовых ко-
ординат x, y, z c началом отсчета в центре кластера.
Отклонение поверхности k-го пузырька от сфери-
ческой в виде гармоник степени n характеризует-
ся величиной , определяемой как

где  – максимум положи-

тельного отклонения,  –

максимум отрицательного отклонения,  =

 – величина отклонения от
сферической поверхности  в точке θk, ϕk в
виде гармоник степени n ( , если от-
клонение наружу пузырька, и , если
отклонение внутрь), .

Деформации пузырьков считаются малыми:
 1 при любых n и k.

Изменение радиуса k-го пузырька кластера,
положения центра этого пузырька и его несфе-
ричности описывается уравнениями
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Здесь ρL − плотность жидкости (ρL = 998 кг/м3);
; ; dk j – расстояние между

центрами k-го и j-го пузырьков;  – дельта
Кронекера; , точка сверху и штрих
около выражений в круглых скобках (abc)' озна-
чают производные по времени; 

, , , , ,  −
числа, определяемые следующими выражениями:
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 – слагаемые, учитывающие влияние
вязкости жидкости;

где νL – коэффициент вязкости жидкости (νL =
= 10−6 м2/с),  − слагаемое, учитывающее влия-
ние сжимаемости жидкости:

где cL – скорость звука в жидкости (cL = 1500 м/с).
Наличие сомножителей с повторяющимися верх-
ними индексами со штрихами (одним или двумя)
подразумевает суммирование в диапазонах, опреде-
ляемых соответствующими индексами, напри-

мер, , 

.

РЕЗУЛЬТАТЫ

Согласно принятой постановке задачи, отклик
пузырьков кластера на повышение давления жид-
кости рассматривается только до тех пор, пока ка-
кой-либо из них не разрушится или не столкнется
с другими пузырьками. В качестве критерия от-
сутствия столкновения пузырьков применяется
следующее неравенство:
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а в качестве критерия отсутствия разрушения пу-
зырьков:

(7)

В рамках модели совместной динамики пу-
зырьков (3)–(5) критерии (6), (7) являются наи-
более естественными.

Характерные сценарии динамики пузырьков. Ис-
следования отклика пузырьков кластера на повы-
шение начального давления жидкости показыва-
ют, что в зависимости от величины приращения Δ
можно выделить три характерных сценария дина-
мики пузырьков до разрушения одного из них
или не столкновения с другим пузырьком.

Первый сценарий реализуется при малых Δ. Дан-
ный сценарий иллюстрируется на рис. 2 (на этом и
следующих рисунках  ≈ 27 мкс). Ос-
новным отличием данного сценария является то,
что пузырьки кластера в ходе отклика мало пере-
мещаются и мало деформируются, так что ни
один из них не разрушается и не сталкивается с
другими пузырьками. В результате акустического
и вязкого демпфирования радиальные и дефор-
мационные колебания пузырьков, а также их пе-
ремещения по жидкости асимптотически стре-
мятся к нулю. В итоге кластер переходит в новое
равновесное состояние, соответствующее давле-
нию жидкости .

По мере повышения приращения начального
давления жидкости Δ первый сценарий сменяется
вторым. Второй сценарий (рис. 3) характеризуется
большими перемещениями пузырьков на фоне все
еще относительно небольших их деформаций. При
этом все пузырьки за исключением центрально-
го, центр которого остается неподвижным, пере-
мещаются к центру кластера. Скорость переме-
щения пузырьков по мере их удаления от центра
кластера уменьшается. В результате через некото-
рое время шесть пузырьков, ближайших к цен-
тральному, сталкиваются с ним (согласно крите-
рию (6)), что фактически означает их коалесценцию
и, соответственно, уменьшение числа пузырьков в
кластере. Модель настоящей работы (3)–(5) не
предусматривает возможность коалесценции пу-
зырьков, поэтому динамика пузырьков после их
столкновения не рассматривается.

При дальнейшем повышении приращения на-
чального давления жидкости Δ второй сценарий
сменяется третьим (рис. 4), который характеризу-
ется интенсивными радиальными пульсациями
пузырьков и быстрым нарастанием их несферич-
ности. В результате этого один из пузырьков раз-
рушается (согласно критерию (7)) раньше, чем
наступает столкновение каких-либо пузырьков
(перемещения пузырьков до момента разруше-
ния остаются относительно небольшими). Разру-
шение пузырьков фактически означает их распад

,max max 1.
k n nkε <ε =

0* /L Lt R p= ρ

L Lp p∞ = + Δ
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на более мелкие пузырьки и, соответственно, уве-
личение количества пузырьков в кластере. Мо-
дель настоящей работы (3)–(5) не предусматри-
вает возможности разрушения пузырьков, поэто-
му рассмотрение динамики пузырьков после их
разрушения не производится. С ростом Δ интенсив-
ность радиальных колебаний пузырьков в рамках
данного режима увеличивается, момент разруше-

ния одного из пузырьков наступает все раньше,
пространственные перемещения пузырьков к это-
му времени все более уменьшаются.

Реализация характерных сценариев динамики
пузырьков. Зависимость трех указанных выше ха-
рактерных сценариев динамики пузырьков до тех
пор, пока какой-либо из пузырьков не разрушит-
ся или не столкнется с другим пузырьком, от ве-

Рис. 2. Временные зависимости (a) относительного давления в пузырьках (кривые для всех пузырьков графически не-
различимы), (б) ‒ относительного расстояния между центрами пузырьков и кластера и минимума относительного
расстояния между пузырьками δmin (6) ‒ 2, (в) ‒ максимальной амплитуды несферичности пузырьков εmax (7) при
Δ = 0.2pL; (б): 1 ‒ пузырьки, соседние к центральному, 3 – периферийные пузырьки.
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Рис. 3. Временные зависимости те же, что и на рис. 2, но для Δ = 0.26pL; вертикальные линии и точка на (б) ‒ момент
столкновения пузырьков.
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Рис. 4. Временные зависимости те же, что и на рис. 2, но для Δ = 2pL; вертикальные линии и точка на (в) ‒ момент
разрушения одного из пузырьков.
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личины начального приращения давления жид-
кости Δ характеризует рис. 5. Видно, что первый
режим, при котором не возникает ни разрушения
пузырьков, ни их столкновения, реализуется при
Δ < 0.23pL. При Δ < 0.1pL пузырьки практически
остаются в своем первоначальном положении, по-
скольку в этой области δmin ≈ 0.8, что соответствует
их расположению в начальный момент времени.
Второй режим отклика пузырьков, при котором ка-
кие-либо пузырьки сталкиваются раньше, чем
один из них разрушится, реализуется в довольно
узком промежутке 0.23pL < Δ < 0.27pL. В этом ин-
тервале максимальная амплитуда несферичности
пузырьков εmax (7) с ростом Δ увеличивается, но
все еще остается малой. При Δ > 0.27pL реализует-
ся третий режим, при котором один из пузырьков
разрушается раньше, чем происходит столкнове-
ние каких-либо пузырьков. С ростом Δ смещения
пузырьков от их начального положения до мо-
мента разрушения одного из них имеют тенден-
цию к уменьшению, а при Δ > 10pL становятся не-
существенными.

Рис. 5 также свидетельствует, что если дефор-
мации пузырьков не учитывать, а продолжитель-
ность рассмотрения ограничивать столкновением
каких-либо пузырьков, то величина минимального
относительного расстояния между пузырьками
δmin (6) в первом режиме и значение Δ, при кото-
ром происходит переход ко второму режиму, в
точности совпадают с теми, что получаются при
отсутствии такого ограничения на деформирова-
ние пузырьков. Это обусловлено тем, что дефор-
мации пузырьков в первом режиме вплоть до его
завершения остаются весьма малыми.

Максимальные давления в пузырьках. Рис. 6 ил-
люстрирует влияние начального приращения дав-
ления жидкости Δ на величину максимальных дав-
лений, достигаемых в пузырьках кластера. Макси-
мум давления во всех пузырьках кластера pmax
(кривая 1) определяется следующими выражениями:

(8)

где pk,max – максимум давления в k-м пузырьке.
Согласно кривой 1, величина pmax с ростом Δ сна-
чала немонотонно возрастает до своего наиболь-

шего значения , достигаемого при
Δ = 9.5pL, а затем резко падает. Немонотонность ро-
ста pmax, выражающаяся в двух резких ее понижени-
ях при Δ ≈ 1.1pL и Δ ≈ 1.9pL, и его резкое падение по-
сле достижения наибольшего значения при Δ =
= 9.5pL обусловлены сложным характером влия-
ния взаимодействия пузырьков на формирование
локальных максимумов у временных зависимостей
давления в пузырьках pk(t) (рис. 4а). Отметим, что
при Δ ≤ 9.5pL максимум давления в пузырьках до-
стигается в центральном пузырьке кластера (т.е.
pmax = pс,max), о чем свидетельствует совпадение
соответствующих кривых 1 и 2.

На рис. 6 также видно влияние взаимодей-
ствия между пузырьками на величину достигае-
мого в пузырьках максимального давления pmax.
Если взаимодействие между пузырьками не учи-
тывать, то все пузырьки ведут себя как одиноч-
ные. Реализующиеся в этом случае значения pmax
представлены кривой 3. До Δ ≈ 17pL величина pmax,
достигаемая у взаимодействующих пузырьков до
тех пор, пока один из них не разрушится или не

max ,max ,maxmax ma, ( ),xk k t kk
p p p p t= =

,max 06500 bp p∗ ≈

Рис. 5. Зависимости минимального относительного
расстояния между пузырьками δmin (6) и максимальной
амплитуды несферичности пузырьков εmax (7) от отно-
сительного приращения начального давления жидко-
сти: 1 ‒ результаты расчетов в предположении, что пу-
зырьки в ходе отклика не деформируются (остаются чи-
сто сферическими); 2 ‒ деформируемые пузырьки.
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Рис. 6. Зависимости от относительного приращения
начального давления жидкости относительных зна-
чений максимальных давлений, достигаемых во всех
пузырьках кластера (pmax ‒ 1) и в его центральном пу-
зырьке (pc,max ‒ 2); 3 ‒ максимумы давлений, дости-
гаемых в одиночном пузырьке; 4 ‒ в пузырьках кла-
стера без учета их деформаций.
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столкнется с другими пузырьками, оказывается
больше, чем у невзаимодействующих пузырьков.
Максимум превышения реализуется при Δ = 9.5pL
и составляет около 30 раз.

Рис. 6 характеризует еще и влияние деформиро-
вания взаимодействующих пузырьков на величину
pmax. Если бы пузырьки были недеформируемыми
(остающимися в ходе отклика чисто сферически-
ми), то до момента столкновения соответствующие
значения pmax (кривая 4) с ростом Δ монотонно
возрастали бы. Достигаемая в этом случае вели-
чина pmax при Δ < pL была бы близкой к достигае-
мой у деформируемых пузырьков. При Δ > pL ве-
личина pmax у недеформируемых пузырьков ста-
новится заметно выше, чем у деформируемых.
Исключение составляет промежуток 7pL < Δ ≤ 9.5pL,
где pmax деформируемых и недеформируемых пу-
зырьков оказывается практически одинаковым.

Рис. 7 иллюстрирует влияние начального при-
ращения давления жидкости Δ на распределения
максимальных давлений в пузырьках pk,max (8) в
зависимости от удаленности пузырьков от центра
кластера в начальный момент времени. Видно,
что при Δ ≤ 9.5pL значения pk,max монотонно растут
от периферии кластера к его центру (за исключени-
ем наиболее удаленных от центра пузырьков). Как
отмечалось выше, при Δ = 9.5pL величина pmax при-

нимает свое наибольшее значение  в
центральном пузырьке кластера (рис. 6). С повы-
шением Δ при Δ > 9.5pL сначала величина pk,max в
центральном пузырьке резко падает. Затем в цен-
тральной части кластера образуется область с бо-

,max 06500 bp p∗ ≈

лее низкими, чем на ее краю, значениями pk,max,
монотонно возрастающими от центра кластера к
периферии. С ростом Δ ширина этой области уве-
личивается, а значения pk,max в ее пределах пони-
жаются. При Δ ≈ 30pL внешняя граница данной об-
ласти достигает внешней границы кластера, так что
значения pk,max монотонно возрастают от центра к
периферии в пределах всего кластера, что противо-
положно возрастанию pk,max при Δ < 9.5pL. Отме-
тим, что важную роль в реализации описанных
изменений играет тот факт, что возрастание Δ
приводит не только к повышению интенсивности
динамики пузырьков, но и к сокращению про-
должительности рассматриваемого отклика пу-
зырьков вследствие того, что момент разрушения
одного из них или столкновения с другим пузырь-
ком наступает раньше.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено численное исследование отклика
воздушных пузырьков в сферическом кластере на
повышение давления окружающей жидкости (во-
ды) на примере кластера радиусом около 3 мм, со-
стоящего из 123 изначально сферических пузырь-
ков (с начальным радиусом 0.1 мм), с центрами в
узлах кубической сетки, один из которых нахо-
дится в центре кластера, а исходное давление жид-
кости pL = 1 бар. Расчет отклика проводился лишь
до тех пор, пока какой-либо пузырек кластера не
разрушится или не столкнется с другими пузырька-
ми. В рамках используемой дискретной модели вза-
имодействия пузырьков выполнение этих условий
контролировалось естественным образом по рас-
считываемым перемещениям и деформациям пу-
зырьков.

Установлено, что в зависимости от величины на-
чального повышения давления жидкости Δ можно
выделить три характерных сценария отклика пу-
зырьков кластера. При малых Δ (при Δ < 0.23pL) ре-
ализуется первый сценарий. Основным его отли-
чием являются малые перемещения и деформации
пузырьков, так что ни один из них не разрушается и
не сталкивается с другими пузырьками вплоть до
завершения отклика. Далее в узком промежутке
(при 0.23pL < Δ < 0.27pL) устанавливается второй
сценарий. Он характеризуется большими переме-
щениями и столкновением пузырьков на фоне их
относительно небольших деформаций. Затем (при
Δ > 0.27pL) реализуется третий сценарий. Для него
характерны быстрое нарастание несферических
деформаций пузырьков и их разрушение на фоне
их относительно небольших перемещений.

Показано, что максимум давления в пузырьках
в ходе рассматриваемого отклика достигается при
Δ = 9.5pL. Его величина оказывается примерно в
6500 раз больше начального давления в пузырь-
ках, а также примерено в 30 раз больше, чем ана-

Рис. 7. Относительные значения максимальных дав-
лений pk,max (8), достигаемых в пузырьках в зависи-
мости от относительного начального расстояния от
центра пузырьков до центра кластера r0 для ряда зна-
чений ΔpL (числа у кривых); крестики ‒ максималь-
ные давления pk,max, полученные в пузырьках класте-
ра при Δ = 9.5pL в предположении, что пузырьки в хо-
де отклика не деформируются.
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логичный максимум давления, достигаемый при
отклике одиночного пузырька (т.е. при отклике
пузырьков кластера без учета их взаимодействия).

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (грант № 21-11-00100).
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