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Предлагается метод отражений электростатики для точечного заряда, расположенного рядом 
с плоскослоистой средой, состоящей из двух пленок на диэлектрическом полупространстве.  
Метод обобщается на случай произвольной системы зарядов и применяется к решению матема-
тически аналогичных задач электростатики и стационарной теплопроводности плоскослоистых 
сред. В предложенном варианте метода отражений используется распределенное представление 
виртуальных зарядов и связанное с ним двойное интегрирование. В качестве примера приме-
нения метода решаются задачи нахождения распределений электростатического потенциала 
вокруг проводящей сферы и тела вращения каплевидной формы, расположенных вблизи пло-
скослоистой структуры из двух диэлектрических пленок на диэлектрическом полупространстве.  
Решаются аналогичные задачи нахождения распределения температур равномерно нагретых тел, 
находящихся вблизи теплопроводящей плоскослоистой структуры, состоящих из двух теплопро-
водящих пленок, расположенных на теплопроводящем полупространстве.
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ВВЕДЕНИЕ
Очень часто в технических приложениях воз-

никает необходимость анализа электромагнитных 
полей и теплообмена в плоскослоистых структурах. 
В задачах теплопроводности в плоскослоистых сре-
дах используется матричный метод [1–4], который, 
как правило, применяется для решения двумерных 
задач. Аналогичные матричные методы успешно 
применяются для задач излучения и распростра-
нения электромагнитных волн в плоскослоистых 
средах [5]. В работах [6–8] предложен оригиналь-
ный вариант строгой электромагнитной теории из-
лучения элементарного диполя, расположенного 
на границе или внутри плоскослоистой структуры, 
который является развитием работ [9, 10]. В част-
ности, в [6–8] предложен метод аналитического 
упрощения решения, имеющий потенциально важ-
ное общетеоретическое значение. Обобщение дан-
ного метода на случай произвольного количества 
пленок в плоскослоистой структуре [11] позволило 
привести формулы для излучаемых полей к одно-
мерным интегралам, что существенно упростило 
анализ задачи и ускорило численные расчеты.

В [12] математические подходы работ [6–
8, 11] применены к нахождению трехмерного 
фундаментального решения электростатики 

(квазиэлектростатики) в плоскослоистых средах, 
т.е. к нахождению поля точечного заряда в пло-
скослоистых средах. На основе полученных резуль-
татов предложена формулировка обобщенного ме-
тода зеркальных отражений для точечного заряда, 
расположенного рядом с плоскослоистой струк-
турой, состоящей из одной пленки на полупро-
странстве. Этот результат обобщен в [12] на слу-
чай произвольного распределения зарядов вблизи 
плоскослоистой структуры и произвольного коли-
чества пленок. На основе развитого обобщенного 
метода зеркальных отражений предложен метод 
решения задачи нахождения электрического поля 
в окрестности нановершины микроострия, распо-
ложенного вблизи плоскослоистой структуры, а 
также аналогичных задач теплопроводности [13].

В данной работе обобщенный метод отражений 
модифицирован применительно к важной частной 
задаче о точечном заряде, расположенном рядом с 
плоскослоистой средой, которая состоит из двух 
пленок на диэлектрическом полупространстве.  
В отличие от работы [13], в данной работе функ-
ция, описывающая реакцию плоскослоистой 
структуры, состоящей из двух пленок, на поле сто-
ронних источников, получена в аналитическом 
виде. В [13] эта задача была решена численно.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ.  
ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 

ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО  
В ПЛОСКОСЛОИСТОЙ СТРУКТУРЕ

Рассмотрим задачу нахождения электростати-
ческого поля от точечного заряда q, расположен-
ного внутри плоскослоистой структуры. Пусть (для 
общности) этот заряд расположен внутри одной из 
пленок плоскослоистой структуры, состоящей из 
нескольких пленок и из двух окружающих полу-
пространств. Далее задача обобщается на случай, 
когда заряд расположен на границе пленок или в 
одном из полупространств.

Пусть общее число пленок равно N f , толщина 
m-й пленки dm  и полная толщина слоистой струк-
туры d dmm

N f
tot = =∑ 1

. Общее число границ пленок 
N N f= +1. Пронумеруем области пространства j = 
1, …, (N + 1) (на рис. 1 показана для примера задача с 
N = 4  и N f = 3). Предположим, что пленки имеют 
абсолютные диэлектрические проницаемости ε j , а 
перед и за слоистой структурой находятся однород-
ные полупространства с проницаемостями ε1  и εN+1. 
Обозначим z j  координаты N  границ пленок по оси 
Z  следующим образом: z1 0=  , z dj mm

j= =
−∑ 1

1  при 
j N= 2,..., .

Уравнения электростатики (или квазиэлектро-
статики) в области с номером j  можно записать 
через электрический потенциал ϕ j  в виде:

	 ∆ = −ϕ ρ εj j,	 (1)

где ∆  – оператор Лапласа, ρ  – объемная плот-
ность заряда, ε j  – абсолютная диэлектрическая 
проницаемость j -й области.

Решая уравнения Лапласа в каждой области с 
учетом граничных условий, найдем электрическое 
поле во всех областях. Рассмотрим сначала вспо-
могательную задачу.

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В СЛОЕ, 
СВОБОДНОМ ОТ ЗАРЯДОВ

Пусть в области с номером j  нет сторонних 
зарядов между границами z j−1  и z j, диэлектриче-
ская проницаемость среды в этой пленке равна ε j . 
Представим электрический потенциал в области в 
виде фурье-разложения:

	 ϕ π ϕ ξ η ξ ηξ η
j

i x i y
jx y z z d d, , , , .( ) = ( ) ( )− +

−∞

+∞

−∞

+∞

∫∫2
2

e �

Подставим в уравнение потенциал в виде фу-
рье-разложения, тогда в рассматриваемой области 
можно записать

	 d dzj j
2 2 2 0� �ϕ γ ϕ− = , 	 (2)

где γ ξ η= +2 2 . Уравнение при фиксированных 
значениях ξ  и η  есть обыкновенное дифферен-
циальное уравнение относительно переменной z . 
Общее решение уравнений (2) в области z zj j−





1,  

запишем в виде [12]
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∫∫ �
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	(3)

где ϕ� j

+
 и ϕ� j

−
 являются функциями только ξ  и η . 

Справа в формуле первое слагаемое представляет 
поле от источников, находящихся слева от левой 
границы слоя. При этом поле уменьшается при 
удалении вправо (при удалении от источников 
слева от слоя). Второе слагаемое представляет поле 
от источников, находящихся справа от правой гра-
ницы слоя (внутри слоя источников нет по усло-
вию). Это поле уменьшается при удалении влево 
(при удалении от источников справа от слоя). 

Из (3) находим фурье-образ электрического 
потенциала и нормальную компоненту индукции 
электрического поля в границах области j:
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Рис. 1. Геометрия плоскослоистой структуры, состоя-
щей из трех пленок.
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где d z zj j j− −= −1 1.
Вводя вектор-столбец F F

T
� � � �

j j j j= ( ) = 






+ −
ξ η ϕ ϕ, ;  

F F
T

� � � �
j j j j= ( ) = 






+ −
ξ η ϕ ϕ, ; , запишем полученные выражения в матрич-

ном виде
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R F  	(4)

где матрицы L j  и R j  имеют вид
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ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ  
В МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ 

БЕЗ СТОРОННИХ ЗАРЯДОВ

Исследуем теперь многослойную структуру, вну-
три которой нет сторонних зарядов. Рассмотрим 
границу z z j=  между областями с номерами j  и 
j +1 . Тангенциальные компоненты напряженно-
стей электрического поля E j x, , E j x+1,  , E j у, , E j у+1,  
и нормальные компоненты электрической индукции 
D zj z j j, = − ∂ ∂( )ε ϕ  и D zj z j j+ + += − ∂ ∂( )1 1 1, ε ϕ  
непрерывны. Граничные условия для тангенциаль-
ных компонент электрического поля можно запи-
сать через соответствующие электрические потен-
циалы ϕ j  и ϕ j+1 , в результате получаем

	 ϕ ϕj x y z j x y zj j, , , ,
,

( ) + ( )
= 1  

	 − ∂ ∂( ) = − ∂ ∂( )( ) + + ( )
ε ϕ ε ϕj j x y z j j x y z

z z
j j, , , ,

,1 1

где электрический потенциал ϕ j+1  в области j +1  вы-
ражается формулой (3), в которой произведена замена 
индексов j j→ +1 . Так как уравнения электроста-
тики (квазистатики) – линейные уравнения, то гранич-
ные условия должны выполняться для каждого члена 
фурье-разложения, т.е. граничные условия выполня-
ются для фурье-образов соответствующих величин:

	 � �ϕ ϕ
ξ η ξ ηj z j zj j, , , ,

,
( ) + ( )

− =1 0  

	 � �D Dj z z j z zj j
, , , , , ,

.
ξ η ξ η( ) + ( )

− =1 0  	

(6)

Записывая (6) с помощью (4), получаем матрич-
ное уравнение на границе z z j=

	 R Lj j j j× = ×+ +F F� �
1 1, 	 (7)

где матрицы R j  и L j+1  выражаются формулами (5).
Уравнение (7) можно записать для j N= −( )2 1,...,

j N= −( )2 1,..., , т.е. для всех границ, исключая пер-
вую ( j = 1) и последнюю ( j N= ) границы: z1 , 
z d dN mm

N= = =
−∑tot 1

1 .
Общее решение для электрического потенциала 

в области j = 1, т.е. в интервале −∞ ]( , z1 , записы-
вается в виде:
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Тогда на границе z z= 1  можно записать

	
�
�

�

�

ϕ

ε γ ε γ
ϕ

ϕ

1

1 1 1

1

11

1 1

D z z z,











=
−

















=

+

−







.

С обозначением F
T

� � �
1 1 1=








+ −
ϕ ϕ;  граничные 

условия на границе z z= 1  принимают вид
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Аналогично общее решение для потенциала в 
области j N= +1  (в интервале zN ,+∞[ ) ) запи-
сывается в виде
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и на границе z zN= :
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а граничные условия (6) на этой границе z zN=  
можно записать в виде
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N× =
−










×

+ +
+� �1 1

1 1
1

ε γ ε γ
. 	 (9)

Уравнения (7)–(9) позволяют связать век-
тор-столбцы F�1  и F�N +1  в первой и последней обла-
стях задачи (т.е. в полупространствах вне плоскосло-
истой структуры) следующим матричным уравнением:
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	 F F� �
1 1

2
1 1= × ×











×

=
+ +∏T T Tm

m

N

N N ,

	 T1
1 1

1
1 1

=
−











−

ε γ ε γ
,

	 T L Rm m m= ×( )−1
,  

	 TN
N N

+
+ +

=
−









1

1 1

1 1

ε γ ε γ
. 	

(10)

Легко показать, что вектор-столбцы в об-
ластях с произвольными номерами S  и P, где 
1 1≤ < ≤ +( )S P N , связаны формулой

	 F F� �
S m

m S

P

PT=










×

=
∏ . 	 (11)

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ  
В МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ  

ОТ ТОЧЕЧНОГО ЗАРЯДА, 
РАСПОЛОЖЕННОГО В ОДНОЙ ИЗ ПЛЕНОК

Исследуем точечный заряд q, расположенный в 
области с номером s, в точке (0, 0, zq). Пусть этот 
заряд определяется распределением плотности 
ρ δ δ δx y z q x y z z q, , ,( ) = ( ) ( ) −( )  где δ x( )   –  дель-
та-функция Дирака. Тогда фурье-образ этого рас-
пределения определяется следующим выражением:

	
�ρ ξ η δ δ

δ δξ η

, ,z q x y

z z dxdy q z zq
i x y

( ) = ( ) ( )×

× −( ) = −

−∞

+∞

−∞

+∞

− +( )

∫∫

e qq( ).

Пусть этот точечный заряд находится в бесконечно 
тонком слое β z z z zq q− +( )∆ ∆2 2, . Тогда из уравне-
ний электростатики rotE = 0, divD = r для фурье-об-
разов полей в пределе при α∆z → 0  можно записать

	 i E
E

zs z
s yη �
�

,
, ,− =

∆
∆

0  
∆
∆

�
�E

z
i Es x

s z
,

, ,− =ξ 0  

	 i E i Es y s xξ η� �
, , ;− = 0

	 i D i D
D

z
q z zs x s y

s z
qξ η δ� �

�
, ,

, .+ + = −( )
∆
∆

Из полученных уравнений находим прираще-
ния полей в слое:

	 ∆ ∆� �E i E zs y s z, , ;= η  ∆ ∆� �E i E zs x s z, , ;= ξ  

	 ∆ ∆ ∆� � �D i D i D z q z z zs z s x s y q, , , .= − +( ) + −( )ξ η δ

Откуда следует, что в пределе при β∆z → 0  скачки 
тангенциальных компонент напряженностей элек-
трического поля и нормальной компоненты индук-
ции электрического поля при переходе через бес-
конечно тонкий слой с зарядом равны β∆ �Es y, → 0 , 
β∆ �Es x, → 0, β∆ �D qs z, → . В матричном виде эти урав-
нения можно записать через электрический потен-
циал в эквивалентном виде следующим образом

	
�
�

�
�

ϕ ϕs

s z z z

s

s z z z
D D q

q q
, ,











−










=



= + = −0 0

0



.  	 (12)

Выразим теперь левую часть граничного усло-
вия (12) через вектор-столбцы F�1  и F�N +1  полу-
пространств снаружи плоскослоистой структуры. 
Для этого разобьем область с номером s  на две 
области и обозначим их индексами l  и r  (левая 
и правая). Введем вектор-столбцы F� l  и F� r  в этих 
областях. Тогда члены слева от знака равенства  
в (12) можно выразить как

�
�

�ϕs

s z z z

l l
D

d
,











= ×
= −0

R F  и 
�
�

�ϕs

s z z z

r r
D

d
,

.










= ×
= +0

L F (13)

Из (7), (11) следует, что

	 F F� �
1

1

1

=










× ×

=

−

∏ T Lm
m

s

l l ,  	 (14)

	 F F� �
r r m

m s

N

N= ( ) ×











×−

= +

+

+∏R T
1

1

1

1,  	 (15)

где 

	 L l

z z

s s
z z

q s

q s

=
−













− −( )

− −( )

−

−

1 1

1

e

e

γ

γε γ ε γ
, 	  

	 R r

z z

s
z z

s

e

e

s q

s q

=
−













− −

− −

γ

γε γ ε γ

( )

( )
.

1

Подставляя (14), (15) в (13) и затем полученные 
выражения в (12), получаем

	 H H VR N L× = × ++F F� �
1 1 , 	  (16)

где V = ( )0,q
T  – вектор-столбец, характеризую-

щий возбуждающее воздействие на плоскослоис-
тую систему точечного заряда; матрицы HR, HL  
характеризуют отклик на внешнее возбуждение 
слоистой структуры справа и слева от заряда и вы-
ражаются следующим образом: 

	 H T TR R m
m s

N

= ×









= +

+

∏
1

1

,



	 О РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ЭЛЕКТРОСТАТИКИ И ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ� 99

ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР том 62 № 1 2024

	  H T TL m
m

s

L=










×











=

−
−

∏
1

1
1

,

	 T L RL l l= ×( )−1
,  T L RR r r= ×( )−1

,

матрицы Tm  определены (10).
В рассматриваемой задаче точечный заряд 

(источник полей) находится исключительно вну-
три плоскослоистой структуры. Поэтому в столб-
цах F�1  и F�N +1  есть только компоненты, опреде-
ляющие поля, которые убывают при удалении от 
плоскослоистой структуры.

Чтобы получить оставшиеся, отличные от нуля, 
компоненты F�1  и F�N +1  разобьем матрицы HR  и 
HL  на элементы HRA, HRB, HRC, HRD  и HLA, HLB, 
HLC , HLD, тогда уравнение (16) принимает вид	

	

H H

H H

H H

H

RA RB

RC RD

N

LA LB

LC










×











=

=

+
+

ϕ� 1

0

HH qLD










×











+







−

0 0

1ϕ
�

.

Данное уравнение можно представить следу-
ющей системой из двух матричных уравнений: 
H HRA N LBϕ ϕ� �

+
+ −

=1 1 , H H qRC N LDϕ ϕ� �
+

+ −
= +1 1 . По-

лученные уравнения можно снова объединить в 
одно матричное 2 × 2 уравнение:

	
−
−











=









H H

H H q
LB RA

LD RC
Fout
� 0

,  	 (17)

где введен вектор-столбец Fout

T
� � �=









−
+

+
ϕ ϕ1 1; N  . 

Решая это уравнение, найдем ϕ�1

−
 и ϕ�N +

+
1, а зна-

чит, убывающие при удалении от плоскослоистой 
структуры поля:

	 ϕ�1

−
= −( )qH H H H HRA RC LB RA LD ,  

	 ϕ�N LB RC LB RA LDH q H H H H+
+

= −( )1 .

Убывающее влево поле в полупространстве 
j = 1  находим по формуле

	

ϕ

π ϕ ξ ηγ ξ η

1

2
12 1

x y z

d dz z i x y

, ,

,

( ) =

= ( )−
− −( ) +( )

−∞

+∞

−∞

+∞

∫∫ � e e
 	 (18)

а убывающее вправо поле в полупространстве 
j N= +1  – по формуле

ϕ

π ϕ ξ ηγ ξ η

N

N
z z i x y

x y z

d dN

+

−
+

+ − −( ) +( )

−∞

+∞

−∞

+∞

( ) =

= ( ) ∫∫

1

2
12

, ,

.� e e
	 (19)

Наконец, при необходимости, зная 1 и N+1, 
можно найти вектор-столбцы потенциалов j в лю-
бой внутренней области с номером j, так как они 
однозначно последовательно связаны граничными 
условиями. После этого электрический потенциал 
в любой из этих областей может быть найден по 
формуле (13). Таким образом, поля будут опреде-
лены во всем пространстве.

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ОТ ТОЧЕЧНОГО 
ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО  

НА НЕКОТОРОМ РАССТОЯНИИ 
ОТ ГРАНИЦЫ ПЛОСКОСЛОИСТОЙ 

СТРУКТУРЫ, СОСТОЯЩЕЙ 
ИЗ ДВУХ ПЛЕНОК

Рассмотрим задачу нахождения электрического 
потенциала от точечного заряда q,  расположен-
ного в полупространстве с диэлектрической про-
ницаемостью ε f  (рис. 2). Заряд находится на не-
котором расстоянии от двух пленок с диэлектри-
ческими проницаемостями ε р1  и ε р2  и толщинами 
h1  и h2 . Пленки нанесены на полупространство с 
диэлектрической проницаемостью εd  (рис. 2).

В системе координат (рис. 2) заряд находится в 
точке с радиус-вектором rq qz= ( )0 0; ;  на расстоя-
нии d z zb q= −( )  вдоль оси Z  от первой пленки. 
Эту задачу можно рассмотреть как задачу нахож-
дения электрического потенциала от точечного за-
ряда, расположенного на поверхности вспомога-
тельной пленки толщиной d z zb q= −( ) , причем 
диэлектрические постоянные этой вспомогательной 
пленки и полупространства слева равны ε f .

X

O Z
q

j = 1

ε1 = εf ε2 = εf ε3 = εp1 ε4 = εp2 ε5 = εd

j = 2 j = 3 j = 4

z1 = zq z2 = zb z3 = h1 + z2 z4 = h2 + z3

j = 5

Рис. 2. Точечный заряд q, расположенный в сво-
бодном пространстве с диэлектрической проница-
емостью ɛf в точке с координатой zq на расстоянии 
(zb – zq) от пленки толщиной h и диэлектрической 
проницаемостью ɛp, расположенной на границе полу-
пространства c диэлектрической проницаемостью ɛd.
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В такой постановке имеется пять областей. Введем 
следующую нумерацию областей: индекс j = 1  соот-
ветствует полупространству c ε f  , j = 2  – вспомога-
тельной пленке c ε ε2 = f  и толщиной d , j = 3  – ре-
альной пленке c ε ε3 1= р  толщиной h1 , j = 4  – ре-
альной пленке c ε ε4 2= р  толщиной h2 , j = 5  
соответствует полупространству c ε ε5 = d  (рис. 2). 

Тогда 
	 N = 4 , z zq1 = , z zb2 = , z h z3 1 2= + , 
z h z4 2 3= + , H T T T TR = × × ×2 3 4 5 , H TL = ( )

−
1

1

и уравнение (16) принимает вид

	 T T T T T V2 3 4 5 5 1
1

1× × ×( )× = ( ) × +−
F F� � ,

где матрицы выражаются следующими формулами:

	 T1

1
1 1

=
−











−

ε γ ε γf f
, T5

1 1
=

−









ε γ ε γd d

,

	

T L R2 2 2
1

1 1

= ×( ) =

=
−











 −

−

−

−

−

−

e

e

e

e

γ

γ

γ

γε γ ε γ ε γ

d

f f
d

d

f
d εε γf













−1

,

	

T L R3 3 3
1

1 1 1

1 11

1

1

= ×( ) =

=
−













−

−

−

−e

e

eγ

γ

γ

ε γ ε γ ε

h

p p
h

h

p γγ ε γγe−

−

−











h
p

1
1

1

,

	

T L R4 4 4
1

2 2 2

1 12

2

2

= ×( ) =

=
−










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−

−

−

−e

e

eγ

γ

γ

ε γ ε γ ε

h

p p
h

h

p γγ ε γγe−

−

−











h
p

2
2

1

,

а вектор-столбец точечного заряда равен V = (0, q)Т. 
В таком случае

	 H TL
f f

= ( ) =
−











−
1
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ε γ ε γ
,
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d

f f
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d

f
d

f

=
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


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−

−

−

1 1e
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e

e

γ
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γ
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×

×
−
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1
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2 2

1







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Если вектор-столбец Fout
� � �=









− +
ϕ ϕ1 5;

T
, уравне-

ние (17) для данной задачи имеет вид
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
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=
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+
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5

H

H q
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f RCε γ
ϕ

ϕ

�

� 
.

Отсюда следует, что

	 ϕ ε γ�
1

−
= +( )qH H HRA RC f RA ,

	  ϕ ε γ�
5

+
= +( )q H HRC f RA . 	  

(20)

В явном виде, можно выразить HRA  и HRC  че-
рез гиперболические синусы и косинусы

	
H d d h dRA

d

f

p

f

d

p
= ( )+ ( )








 ( )+ ( )+ch sh ch sh cγ

ε
ε

γ γ
ε
ε

γ
ε
ε1

1

1
hh sh ch

sh

γ γ γ

ε
ε

γ
ε

d h h

dp

f

d

( )








 ( )
















( ) +

+ ( )+

1 2

2

εε
γ γ

ε
ε

γ
ε ε
ε ε

γ
p

p

p

p d

p f
d h d d

2
1

2

1

1

2
ch ch ch sh( )









 ( )+ ( )+ ( ))









 ( )
















( )sh shγ γh h1 2 ,

	 (21)

	

H d d h d dRC f d p
f d

p
= ( )+ ( )( ) ( )+ ( )+ ( )




γ ε γ ε γ γ ε γ

ε ε
ε

γsh ch ch ch sh1 1
1






 ( )
















( ) +

+ ( )+

sh ch

ch sh

γ γ

γ ε γ
ε ε
ε

γ

h h

d dp
f d

p

1 2

2
2
(( )









 ( )+ ( )+ ( )






ch sh chγ
ε ε
ε

γ
ε ε
ε

γh d df p

p

p d

p
1

2

1

1

2




 ( )
















( )sh shγ γh h1 2 .

	 (22)

Найдем потенциал ϕ1  в полупространстве  
( )j = 1  при z ⩽ zq. Подставляя выражения (21), (22) 
для HRA  и HRC  в (20), после несложных преобра-
зований получаем

	 ϕ
γε γε

γγ�
1

2

2 2

− − −( )= + ( )q q
h

f f

z zb qe R , ,

где 
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	 R γ
ε ε
ε ε

χ γ( ) =
−
+

+ ( )f p

f p

1

1
,

	

χ γ
ε ε

ε ε

γ

γ

γ γ

( ) =
+( )

×

×
+( )

+ +

−

−

− −

4

1

1
2

1
2

1 2
2

1
2

2
2

1

2

1

f p
h

f p

h

h

a a

b b

e

e

e e hh h hb2 1 2
3

2+( )− +( )e γ
,

 	(23)

	 a
p p

p p
1

1 2

2 1

=
−( )
+( )

ε ε

ε ε
,  a

p d

p d
2

2

2

=
−( )
+( )

ε ε

ε ε
,

 	 b
f p p p

f p p p
1

1 1 2

1 1 2

=
−( ) −( )
+( ) +( )

ε ε ε ε

ε ε ε ε
,  

	 b
p p p d

p p p d
2

1 2 2

1 2 2

=
−( ) −( )
+( ) +( )

ε ε ε ε

ε ε ε ε
,  

	 b
f p p d

f p p d
3

1 2

1 2

=
−( ) −( )
+( ) +( )

ε ε ε ε

ε ε ε ε
.

Аналогично для ϕ�5

+
 получаем

	 ϕ
γε

ϑ γγ�
5 2

+ − −( )= ( )q

f

z zb qe ,  	 (24)

где ϑ γ
ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

γ

( ) =
+( ) +( ) +( )

×

×
+

− +( )

−

8

1

1 2

1 1 2 2

1
2

1 2

f p p

f p p p p d

h h

b

e

e γγ γ γh h h hb b1 2 1 2
2

2
3

2+ +( )− − +( )e e
.

 	

(25)

	

ϑ γ
ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

γ

( ) =
+( ) +( ) +( )

×

×
+

− +( )

−

8

1

1 2

1 1 2 2

1
2

1 2

f p p

f p p p p d

h h

b

e

e γγ γ γh h h hb b1 2 1 2
2

2
3

2+ +( )− − +( )e e
.

Из выражения для потенциала (18) получаем

ϕ
π γε γε

γγ γ
1 2

21

2 2 2
x y z

q q
h

f

z z

f

z z zq b q, , ,( ) =
( )

+ ( )



 −( ) − −( )( )

e e R





−∞

+∞

−∞

+∞
+( )∫∫  ei x y d dξ η ξ η.

    

(26)

ϕ
π γε γε

γγ γ
1 2

21

2 2 2
x y z

q q
h

f

z z

f

z z zq b q, , ,( ) =
( )

+ ( )



 −( ) − −( )( )

e e R





−∞

+∞

−∞

+∞
+( )∫∫  ei x y d dξ η ξ η.

Воспользуемся математическим тождеством

q
d d

z z

f

i x x y yq
q q

2 2
2 2 2

2 2

π ε ξ η
ξ η

ξ η
ξ η

( ) +

− + −
−( )+ −( )( )

−∞

+∞

−∞

+∞

∫∫
e

e ==

=
−( ) + −( ) + −( )

q

x x y y z zf q q q4
2 2 2

πε
.

  
(27)

Тогда (26) можно переписать в виде

	

ϕ
πε

ε ε
ε ε

πε
1

2 2 2

1

1 2 24 4 2

x y z
q

x y z z

q

x y z zf q

f p

f p
f b

, ,( ) =
+ + −( )

+
−
+

+ + − − zz

q
d d

q

z z z

f

i x y
b q

( )( )
+

+
( )

( ) − −( )( )
+( )

−∞

+∞

−
∫

2

2

2

2 2π

χ γ
γε

ξ η
γ

ξ ηe
e .

∞∞

+∞

∫

	 (28)

Потенциал ϕ5  в полупространстве (j = 5) при  
z ⩾ h1 + h2 + zb получим, подставляя (24) в (19):

	

ϕ
π γε

ϑ γγ

γ

5 2

1

2 2

1

x y z
q

f

z z

z z h

b q

b

, ,( ) =
( )

( )×

×

− −( )

−∞

+∞

−∞

+∞

− − + +

∫∫ e

e
hh i x y

f

z z h

d d

q

q

2

1

2 22

( )( ) +( )

−∞

+∞

−∞

+∞

− − +

=

=
( )

( )×

×

∫∫

e

e

ξ η

γ

ξ η

π γε
ϑ γ

11 2+( )( ) +( )h i x y d de ξ η ξ η.

Найдем потенциал ϕ4  при (h1 + zb) ⩽ z ⩽ 
⩽ (h1 + h2 + zb), т.е. в слое j = 4  (в пленке).  

Для этого запишем граничные условия (7) на гра-
ничной плоскости z z h h zb= = + +4 1 2 :

	
e

e

−

−

+

−−












×











γ

γε γ ε γ

ϕ

ϕ

h

p
h

p

2

2

1

2 2

4

4

�

� 
=

−










×












+1 1

0
5

ε γ ε γ
ϕ

d d

�
.

Решая это уравнение с учетом (24), получаем

	
ϕ

ε ε
ε

ϕ

ε ε
ε γε

ϑ γ

γ

γ

� �
4

2

2
5

2

2

2

2 2

2

2

+ +

− − −( )

=
+

=

=
+

( )

p d

p

h

p d

p f

z z hq b q

e

e ,

	 ϕ
ε ε

ε
ϕ

ε ε
ε γε

ϑ γγ� �
4

2

2
5

2

22 2 2

− + − −( )=
−

=
−

( )p d

p

p d

p f

z zq b qe .
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Полный потенциал поля внутри слоя j = 4  вы-
ражается из (3) формулой

ϕ π ϕ ϕγ γ
4

2
4 42 1 1 2x y z

z z h z z h hb b, ,( ) = ( ) 

 +− + − − +( )( ) − − + +( )� �e e (( ) +( )

−∞

+∞

−∞

+∞


∫∫ ei x y d dξ η ξ η.

ϕ π ϕ ϕγ γ
4

2
4 42 1 1 2x y z

z z h z z h hb b, ,( ) = ( ) 

 +− + − − +( )( ) − − + +( )� �e e (( ) +( )

−∞

+∞

−∞

+∞


∫∫ ei x y d dξ η ξ η.

Подставляя полученные выражения для ϕ�4

+
 и 

ϕ�4

−
, получаем

( ) ( ) 2
4 , , 2x y z

−ϕ = π ×

( )( )1 2 1 22 2

2 22 2 2
q b qz z h h z z z h hp d p d

p p f
e e e d d

+∞ +∞ −γ − + + γ − − + +

−∞ −∞

ε + ε ε − ε 
× + × ϑ γ ξ η ε ε γε ∫ ∫ ×

( )( ) ( ) ( )1 2 1 22

2 2
.

2 2 2
q b qz z h h z z z h hp d p d i x y

p p f

q
e e e d d
−γ − + + γ − − + + ξ +ηε + ε ε − ε 

× + × ϑ γ ξ η ε ε γε 
×

Найдем теперь потенциал при zb ⩽ z ⩽ zb + h1, 
т.е. в слое j = 3.  Граничные условия (7) на плоско-
сти z z z hb= = +3 1  можно записать в виде

	

e

e

−

−

+

−−












×











γ

γε γ ε γ

ϕ

ϕ

h

p
h

p

1

1

1

1 1

3

3

�

� 
=

=
−












×






−

−

+

−

1 2

2
2 2

4

4

e

e

γ

γε γ ε γ

ϕ

ϕ

h

p p
h

�

�






.

Тогда после несложных вычислений получаем

	

ϕ
ε ε

ε
ϕ

ε ε
ε

ϕ

ε ε

γ γ� � �
3

1 2

1
4

1 2

1
4

1 2

2 2
1 1 2

+ + −( ) −=
+

+
−

=

=
+

p p

p

h p p

p

h h

p p

e e

(( ) +( )
×

× ( )+

+
−( )

− − − −( )

ε ε

ε ε

γε
ϑ γ

ε ε ε

γ

p d

p p

f

z z h h

p p p

q b q

2

1 2

1 2

4

2
1 2e

22

1 24 2
1 2

−( )
( )− − − +( )ε

ε ε γε
ϑ γγd

p p f

z z h hq b qe ,

	

ϕ
ε ε

ε
ϕ

ε ε
ε

ϕ

ε ε ε ε

γ� � �
3

1 2

1
4

1 2

1
4

1 2 2

2 2
2

− + − −
=

−
+

+
=

=
−( ) +

p p

p

p p

p

h

p p p d

e

(( )
( )+

+
+( ) −( )

− − −( )
4 2

4

1 2

1 2 2

1 2

2

ε ε γε
ϑ γ

ε ε ε ε

ε ε

γ

p p f

z z h

p p p d

p p

q b qe

qq

f

z z hb q

2
2

γε
ϑ γγ

e
− − +( ) ( ).

Полный потенциал поля внутри слоя j = 3  выра-
жается формулой :

	 ϕ π ϕ ϕγ γ
3

2
3 32 1x y z z z z z hb b, ,( ) = ( ) +








− + − −( ) − − +( )( )

−

� �e e
∞∞

+∞

−∞

+∞
+( )∫∫ ei x y d dξ η ξ η.

ϕ π ϕ ϕγ γ
3

2
3 32 1x y z z z z z hb b, ,( ) = ( ) +








− + − −( ) − − +( )( )

−

� �e e
∞∞

+∞

−∞

+∞
+( )∫∫ ei x y d dξ η ξ η.

Подставляя сюда полученные выражения для 
ϕ�3

+
 и ϕ�3

−
, получаем

	

ϕ
π

ε ε ε ε

ε ε
γ

3 2

1 2 2

1 2

1

2 4
1 2x y z

p p p d

p p

z z h hq, ,( ) =
( )

+( ) +( )

 − − − −( )e





+

+
−( ) −( )

−∞

+∞

−∞

+∞

− − − +( )

∫∫

ε ε ε ε

ε ε
γp p p d

p p

z z h hq1 2 2

1 24
1 2e ++

−( ) +( )
+

+
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− − + −( )( )ε ε ε ε

ε ε

ε ε ε

γp p p d

p p

z z z h h

p p

b q1 2 2

1 2

2

1 2

4
1 2e

pp d

p p

z z z h h

f

i xb q q2

1 2

2

4 2
1 2

−( ) 






( )− − + +( )( ) +ε

ε ε γε
ϑ γ

γ ξe e ηη ξ ηy d d( ) .

Выражения для ϕ�2

+  и ϕ�2

−
 можно также полу-

чить из ϕ�1

−
 и граничного условия на плоскости 

z z zq= =1  при учете наличия на границе заряда 
(см. (12)):

	 1 2

2

e

e

− −( )

− −( )
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−
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




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γ
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ϕ

ϕ
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
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=
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


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
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
×









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1 1 0
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ε γ ε γ ϕf f �
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q




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


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1 2

2

e

e
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+

−
−
















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γ

γε γ ε γ

ϕ

ϕ

z z

f f
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b q

b q

�
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




=

=
−










×



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




+−

1 1 0

1
ε γ ε γ ϕf f �

00

q








.

Отсюда

	 ϕ
γε

�
2 2

+
=

q

f
,  	 (29)
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ϕ
γε

γ

ε ε
ε ε γε

χ γ

γ

γ

�
2

1

1

2

2

− − −( )

− −( )

= ( ) =

=
−
+
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q

q

f

z z

f p

f p f

z z

b q

b q

e

e

R

qq

f

z zb q

2γε
γ

e
− −( ).

 (30)

Полный потенциал поля внутри слоя j = 2  вы-
ражается формулой (3):
	

ϕ π ϕ ϕγ γ
2

2
2 22x y z

z z z zq b, ,( ) = ( ) +







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2

2
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

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−∞
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+( )∫ ei x y d dξ η ξ η.

Подставляя в последнее уравнение выражения 
(29), (30), получаем 
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Подставляя сюда выражение (23) для χ γ( )  и ис-
пользуя тождество (27), имеем
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 (31)

Заметим, что правая часть (31) полностью со-
впадает с (28), поэтому ϕ ϕ1 2x y z x y z, , , ,( ) = ( ).

Для нахождения ϕind  – потенциала индуциро-
ванных в рассматриваемой плоскослоистой струк-
туре зарядов – надо в области z zb<  вычесть из 
полного потенциала в этой области потенциал ис-
ходного заряда. Тогда, обозначая z z zb qref = −2 , 
получаем из (28), (31) выражение
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 (32)

Отметим, что из (23) сразу следует lim ,
h1

0
→∞

( ) =χ γ   
поэтому интеграл в (32) исчезает и остается только 
первый член, который представляет потенциал инду-
цированных зарядов в методе зеркальных отражений 
для точечного заряда у границы двух диэлектрических 
полупространств с проницаемостями ε f  и ε p1  [14].

ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА ЗЕРКАЛЬНЫХ 
ОТРАЖЕНИЙ НА СЛУЧАЙ ТОЧЕЧНОГО 

ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО 
ВБЛИЗИ ПЛОСКОСЛОИСТОЙ СРЕДЫ, 

СОСТОЯЩЕЙ ИЗ ДВУХ ПЛЕНОК
Продолжая рассмотрение задачи с двумя плен-

ками, можно найти другую форму записи для по-
тенциала ϕind x y z, ,( ), индуцированного точечным 
зарядом q , расположенным в точке rq qz= ( )0 0; ; . 
Введем функцию

	 U x y z q x y zf, , ,( ) = + +4 2 2 2πε  	 (33)

которая является потенциалом точечного заряда q , 
расположенного в начале координат в простран-
стве с диэлектрической проницаемостью ε f . 

Введем функцию h u v,( )  обратного преобразо-
вания Фурье функции χ γ( )  по переменным ξ  и η:

      

h u v

d di u v
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.

( ) =

= ( ) +( )− +( )
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−∞

+∞

∫∫2
2 2 2π χ ξ η ξ ηξ ηe 	 (34)

Применяя теорему о свертке ко второму слагае-
мому в (32), можно записать
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	 (35)

При численном нахождении ϕind  по формуле 
(35) можно устранить четырехкратное интегриро-
вание. Это можно сделать, приводя двойное инте-
грирование в (34) к однократному интегрированию 
с помощью перехода к полярным координатам в 
координатных плоскостях u v,( )  и ξ η,( )  по форму-
лам u = σ ψcos , v = σ ψsin  и ξ λ θ= cos , η λ θ= sin   
и используя тождество 

	
ei d Jσλ ψ θ

π

θ π σλcos .−( )∫ = ( )
0

2

02
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Так получаем 
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,
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∫

2 2
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2 2
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1
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 	 (36)

X

O Z
qk

zq,k

xq,k

j = 1, 2

εf εp1 εp2 εd

j = 3 j = 4

zb zb + h1

j = 5

zb + h1 + h2

Рис. 3. Система точечных зарядов qk у пленки, 
расположенной на границе полупространства.

Функция h σ( )  является плавной, ее можно 
приблизить сплайнами и при численном интегри-
ровании в (35) использовать эту функцию в виде 
сплайн-аппроксимации. Формула (35) определяет 
потенциал, индуцированный в слоистой структуре 
под действием точечного заряда q, расположенного 
в точке rq qz= ( )0 0; ; .  

Формулу (35) нетрудно обобщить на случай то-
чечного заряда q , расположенного в произволь-
ной точке rq q q qx y z= ( ); ; .  Так, полный потенциал 
ϕ ϕ1 2=  в полупространстве j = 1  и области j = 2  
можно записать в виде 

 

причем важно, что универсальная функция h u v,( )  
не зависит от величины и положения заряда, а за-
висит от диэлектрических проницаемостей всех 
областей задачи и толщин всех пленок (от параме-
тров плоскослоистой структуры).

Полученная формула дает обобщение метода 
зеркальных отражений в электростатике на случай, 
когда точечный заряд q  расположен в одном полу-
пространстве рядом с плоскослоистой структурой 
из двух пленок, расположенных на границе другого 
полупространства. Выражение (37) имеет простой 
физический смысл. Первый член в (37) – это по-
тенциал исходного точечного заряда q  (источника 
поля), второй член – это потенциал виртуального 
заряда величиной q f p p fε ε ε ε−( ) +( )1 1 ,  располо-
женного зеркально относительно границы ближай-
шей пленки z zb= , а третий член – это потенциал 
виртуальных зарядов, распределенных по плоско-
сти z z= ref

 с плотностью qh,  распределенных по 
области размером порядка суммы толщин пленок. 
Последний член в (37) весьма быстро убывает с 
ростом толщины плоскослоистой структуры (при 

h h1 2+( ) → ∞).
Из вывода формулы (37) видно, что для случая 

плоскослоистой структуры, состоящей из про-
извольного числа пленок, можно получить по-
добную формулу, но с другим распределением 
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4+( ) −( ) + −( ) + −( )
+

+ ( ) − − −
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h , , qq v z z dudv− −( )
−∞

+∞

−∞

+∞

∫∫ , ,ref

                            (37)

поверхностного заряда qh,  которое будет зависеть 
от всех толщин всех пленок и их диэлектрических 
проницаемостей, а также от параметров полупро-
странств. Следуя предложенным выше рассужде-
ниям, можно численно или аналитически найти 
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функцию h u v,( )  для многопленочной структуры и 
использовать ее при интегрировании в (37).

Аналогично введем функцию t u v,( )  – функцию 
обратного преобразования Фурье ϑ γ( )  по перемен-
ным ξ  и η:

t u v
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∫ ϑ λ λ λd .

 (38)

Для дальнейших обобщений нетрудно полу-
чить формулы вида (37) для потенциала поля то-
чечного заряда q , расположенного в произвольной 
точке rq q q qx y z= ( ); ;  в областях первой пленки  
(j = 3), второй пленки (j = 4) и в полупространстве 
за пленкой (j = 5). Приведем результат вычисле-
ний, используя функции h u v,( )  , t u v,( )  и U(x, y, z), 
определяющиеся (23), (25), (36), (38) и (33):
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ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА  
ЗЕРКАЛЬНЫХ ОТРАЖЕНИЙ  

НА СЛУЧАЙ СИСТЕМЫ ЗАРЯДОВ
Обобщим теперь полученный метод зеркальных 

отражений на потенциал полного поля Φtot x y z, ,( )  
в области z < zb перед плоскослоистой структурой, 
состоящей из двух пленок (рис. 3), произволь-
ной компактной системы Nq зарядов-источников 
qk, расположенных в точках с радиус-векторами 
rq k q k q k q kx y z, , , ,; ;= ( ) , k Nq= 1 2, ,..., . 

Если бы не было плоскослоистой структуры, то 
потенциал этой системы зарядов-источников пред-
ставлялся бы формулой

	 Φs k f q k q k q k
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Суммируя выражения (37) для каждого заряда qk 
по всем Nq зарядам системы и принимая во внима-
ние, что
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получаем обобщение метода зеркальных отраже-
ний в электростатике для произвольных распре-
делений зарядов для полного потенциала системы 
зарядов в полупространстве перед плоскослоистой 
структурой из двух пленок в виде
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Из вывода формулы (42) следует, что потен-
циал индуцированных зарядов Φind , который по-
рождается потенциалом Φs  распределений заря-
дов-источников поля, представляется формулой
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Аналогично учитывая, что
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получаем с учетом (39) выражение для потен-
циала Φ3  системы зарядов в первой пленке при  
zb ⩽ z ⩽ (zb + h1).

Точно так же с учетом (40) потенциал Φ4  пол-
ного поля системы зарядов во второй пленке при 
(zb +h1) ⩽ z ⩽ (zb + h1+ h2) (j = 4) равен
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	 (45)

Аналогично, с учетом (41) потенциал Φ5  пол-
ного поля системы зарядов в полупространстве при  
zb ⩾ (zb + h1+ h2) (j = 5) равен
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Φ
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x y z u v

x u y v z h h dudvs

, , ,

, , .

( ) = ( )×

× − − − −( )
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	 (46)

Отметим, что обобщение метода зеркальных от-
ражений было получено ранее в работе [12] в дру-
гой формулировке и успешно применено при ре-
шении задачи о нанофокусировке поверхностной 
плазмонной волны на вершине металлического 
острия.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА 
ВОКРУГ МЕТАЛЛИЧЕСКОГО ТЕЛА, 

РАСПОЛОЖЕННОГО ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ 
ПЛОСКОСЛОИСТОЙ СТРУКТУРЫ, 

СОСТОЯЩЕЙ ИЗ ДВУХ ПЛЕНОК

Рассмотрим металлическое тело, форму кото-
рого для определенности примем сферической с 
радиусом R. Поверхность сферы представляется 
формулой 

	 x y z z R2 2
0

2 2+ + −( ) = ,

где координаты центра xc = 0, yc = 0  и z zc = 0  
(рис. 4). Пусть вблизи сферы находятся две пленки 
толщинами h1  и h2, причем их границы выглядят 
так: z zb= , z z hb= +( )1  и z z h hb= + +( )1 2 . Ди-
электрические проницаемости внешней однород-
ной среды, первой и второй пленок и полубеско-
нечной среды за пленкой обозначим ε f , ε p1, ε p2  
и εd  соответственно.

Рассмотрим распределение электрического по-
тенциала, которое установится в пространстве во-
круг металлического тела. Как известно, потенциал 
электростатического поля Φ  удовлетворяет в од-
нородном веществе без сторонних зарядов урав-
нению Лапласа ∆Φ = 0 . Будем считать, что на 
границе металлического тела (сферы) потенциал 
U s  постоянный. Кроме того, на плоских границах 
пленок непрерывны тангенциальные составляю-
щие электрического поля и нормальные составля-
ющие электрической индукции. Тогда граничные 
условия можно записать следующим образом:

на поверхности тела Φ =U s,  	 (47)
на границе пленки z zb=  
ε εp n f f nE E1 3, ,=  и E E f3, ,τ τ= , 	 (48)
на границе пленки z z hb= + 1

ε εp n p nE E2 4 1 3, ,=  и E E4 3, ,τ τ= , 	 (49)
на границе пленки z z h hb= + +1 2  
ε εd n p nE E5 2 4, ,=  и E E5 4, ,τ τ= . 	 (50)

Рассматриваемая задача имеет осевую симме-
трию относительно оси Z . Поэтому и решение 
уравнения Лапласа имеет такую же симметрию. 
Пусть потенциал зарядов, находящихся на экви-
потенциальном металлическом теле в простран-
стве с проницаемостью εf ,  описывается функцией 
Φs x y z, ,( ) . 

Тогда полный потенциал Φtot x y z, ,( )  в области, 
заполненной диэлектриком с εf, можно выразить 
через Φs x y z, ,( )  по формуле (42), а полный потен-
циал в пленках и в диэлектрическом пространстве за 

XO
C

Z

εf

εp1

εp2

εd

z = zb

zc = z0

z = zb + h1

z = zb + h1 + h2

Рис. 4. Металлическая сфера у пленки, расположен-
ной на границе полупространства; геометрия задачи.
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ней – по формулам (44)–(46). При этом граничные 
условия (48)–(50) выполняются автоматически. 

Таким образом, задача определения потенциала 
во всем пространстве состоит в том, чтобы найти 
такой потенциал Φs x y z, ,( ) , при котором полный 
потенциал Φtot x y z, ,( )  удовлетворяет на поверхно-
сти тела граничному условию (47). 

Это можно сделать, разложив потенциал 
Φs x y z, ,( )  по подходящим гармоническим функ-
циям, определяя коэффициенты разложения из ус-
ловия (47) для Φtot x y z, ,( )  на эквипотенциальной 
границе металла.

Имея в виду общность дальнейшего изложения, 
рассматривая сферическое тело, перейдем к безраз-
мерным координатам �x x R= , �y y R= , �z z R=  . 
Уравнение Лапласа в безразмерных координатах не 
изменяется. Кроме того, нормируем потенциал на 
его значение U s  на поверхности сферы, т.е. пере-
йдем от размерного к безразмерному потенциалу 
� � � �Φ Φx y z U s, ,( ) =  в безразмерных координатах. 

Тогда граничное условие (47) на сфере записыва-
ется в виде �Φtot = 1.

В рассматриваемом осесимметричном случае 
для выполнения граничного условия на поверх-
ности сферы достаточно удовлетворить его на 
линии пересечения поверхности сферы с любой 
плоскостью симметрии, проходящей через ось Z.  
В качестве такой плоскости выберем пло-
скость � �x z,( )  при �y = 0 . Более конкретно, до-
статочно удовлетворить граничному условию 
� � �Φtot x z, ,0 1( ) =  только на границе пересечения 

полуплоскости �y = 0  при x~ ⩾ 0 и поверхности 
сферы. В безразмерных координатах это кривая 
� � �x z z2

0
2

1+ −( ) = , при �y = 0  и x~ ⩾ 0. 
Будем искать решение, предполагая, что по-

тенциал снаружи сферы �Φs  представляется в виде 
следующего разложения по гармоническим функ-
циям:

	
� �Φs j j

j

j

N

A P r= ( )−
=
∑ 1

1

cos ,θ
	  (51)

где Aj  – постоянные коэффициенты разложе-
ния; Pj cosθ( )  – полиномы Лежандра степени j ; 
угол θ  отсчитывается от оси Z  из центра сферы; 
�r  – безразмерный радиус-вектор точки наблю-
дения, проведенный из центра сферы. В коорди-
натах � � �x y z, ,( )  выражение (51) можно представить 
в виде

	
� � � � � � �Φs j j

j

N

x y z A x y z, , , , ,( ) = ( )
=
∑ F

1
 	 (52)

где 

F j jx y z P z z x y z z x y� � � � � � � � � � �, ,( ) = −( ) + + −( )
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
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2+ −( )
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
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j

.

Отметим, что выбор функциональных зави-
симостей (51) из общего решения уравнения Ла-
пласа обусловлен тем, что снаружи сферы потен-
циал поля должен стремиться к нулю при удале-
нии от ее поверхности, а на поверхности сферы 
полиномы Лежандра образуют полную систему 
функций.

Тогда потенциал индуцированных зарядов в 
плоскослоистой структуре � � � �Φind x y z, ,( )  можно 
представить, учитывая (43), в виде

	
� � � � � � �Φind x y z A x y zj j

j

N

, , , , ,( ) = ( )
=
∑ P

1

где P F h Fj
f p

p f
j b jx y z x y z z u v� � � � � � � � � �, , , , ,( ) =

−( )
+( )

−( )+ ( )
ε ε

ε ε
1

1

2 xx u y v z z dudvb− − −( )
−∞

+∞

−∞

+∞

∫∫ � � � � � � �, ,2

P F h Fj
f p

p f
j b jx y z x y z z u v� � � � � � � � � �, , , , ,( ) =
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ε ε

ε ε
1

1

2 xx u y v z z dudvb− − −( )
−∞

+∞

−∞

+∞

∫∫ � � � � � � �, ,2 .

Так, полный потенциал в среде с ε f  (между сфе-
рой и первой пленкой) можно представить в виде

� � � � � � � � � �Φtot x y z A x y z x y zj j j
j

N

, , , , , , .( ) = ( ) + ( )( )
=
∑ F P

1
 (53)

Граничное условие на сфере � � � �Φtot x y z, ,( ) = 1  
в данной работе удовлетворялось приближенно, 
методом коллокаций [15]. Указанные уравнения 
записывались в равномерно распределенных N  
точках полукруга � � �x z z2

0
2

1+ −( ) =  при �y = 0  и 
�x > 0  на поверхности сферы. При решении N  

линейных алгебраических уравнений с N  неиз-
вестными находились Aj  и по формулам (53) рас-
пределения потенциала в области между сферой и 
передней поверхностью первой пленки.
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Формулы (53)–(56) решают задачу нахождения 
нормированного потенциала в нормированных коор-
динатах снаружи сферы, в слоистой структуре и в по-
лупространстве за ней при известных значениях Aj .

Важное свойство полученных решений  –  они 
зависят от отношений диэлектрических проница-
емостей. Таким образом, если увеличить все диэ-
лектрические проницаемости в k раз, то распреде-
ление нормированного потенциала не изменится.
Отметим, что для разложения искомого потенциала 
можно использовать и другие системы гармониче-
ских функций. Так, для нахождения решения задачи 
в случае осесимметричного тела сложной формы от-
лично зарекомендовал себя метод работы [16].

ПРИМЕРЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛА 
ВОКРУГ ЗАРЯЖЕННЫХ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ 

ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ, РАСПОЛОЖЕННЫХ 
РЯДОМ С ПЛОСКОСЛОИСТОЙ 

СТРУКТУРОЙ ИЗ ДВУХ ПЛЕНОК
В качестве примера применения изложенной 

выше теории были проведены численные рас-
четы распределения нормированного потенци-
ала металлической заряженной сферы, находя-
щейся вблизи плоскослоистой структуры, состо-
ящей из двух пленок. Сфера с центром в точке 
� � �x y z0 0 0 0 0 0 5, , , , .( ) = −( )  находилась в вакууме c 

εf = 1,  рядом с пленками c толщинами �h1 0 5= .   
и �h2 0 5= .  (в нормированных на радиус кривизны 
сферы единицах). Диэлектрические проницае-
мости пленок были выбраны равными ε p1 2=  и 
εp 2 5= .  Полупространство за пленкой имело ди-
электрическую проницаемость εd = 3.  Границы 
пленки определялись уравнениями � �z zb= = 1 , 
� � �z z hb= + =1 1 5.  и � � � �z z h hb= + + =1 2 2  (рис.  4). 
Кратчайшее расстояние от сферы до первой пленки 
было равно ∆z = 0 5. .  

На рис. 5а показано распределение нормиро-
ванного потенциала в плоскости � �x z,( )  при выбран-
ных параметрах. Видна естественная экранировка 
электрического поля в диэлектрике, возникающая 
за счет индуцированных зарядов. Чем больше ди-
электрическая проницаемость, тем сильнее экра-
нировка. Важное свойство полученного распреде-
ления – оно одинаково для всех подобных геоме-
трий и одинаковых соотношений диэлектрических 
проницаемостей.

Кроме задачи о сфере, аналогично была рас-
смотрена задача нахождения нормированного 
потенциала металлического заряженного тела 
каплевидной формы, которое представляет со-
бой полуэллипс, наложенный на полусферу. Тело 
располагалось вблизи той же плоской слоистой 
структуры из двух пленок, что и в предыдущем 
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� � � � � � � � � � � � � � �Φ5 1 2x y z A u v x u y v z h h dudvj j, , , , ,( ) = ( ) − − − −( )
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С учетом (52), (44)–(46) распределения потен-
циала в пленках и в полупространстве за ними 
определяются формулами
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примере. Нормирование координат проводилось 
по отношению к радиусу полусферы. Нормиро-
ванная длина большой полуоси полуэллипса была 
равна 0 3.  . Центр кривизны полусферы находился 
в точке � � �x y z0 0 0 0 0 0 5, , , , .( ) = −( ). Вытянутый по-
луэллипс был направлен от слоистой структуры. 
Кратчайшее расстояние от полусферической ча-
сти тела до первой пленки равно ∆z = 0 5. .  Нор-
мированное распределение потенциала в плоско-
сти � �x z,( )  показано на рис. 5б. Разложение �Φs  
производилось по тем же функциям, что и в пре-
дыдущем случае (52).

Следует отметить, что с увеличением эксцен-
триситета полуэллипса сходимость численного ме-
тода падает. Проблема наилучшей аппроксимации 
�Φs  для тел сложной формы требует дополнитель-

ного исследования.

ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ 
РЕЗУЛЬТАТОВ К ЗАДАЧАМ 

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ПЛОСКОСЛОИСТЫХ СРЕД

Как известно, существует аналогия между зада-
чами электростатики и стационарными задачами 
теплопроводности [17] (гл. 12). Аналогичны не 
только соответствующие уравнения, но и гранич-
ные условия [13, 18, 19]. Если в задачах, рассмо-
тренных в предыдущих разделах, заменить одно-
временно: 1) потенциал ϕ  на температуру T T−( )0  , 
где T0  – температура на бесконечности; 2) диэ-
лектрическую проницаемость ε  на коэффици-
ент теплопроводности K; 3) вектор электрической 
индукции D E= = − ∇ε ε ϕ  на плотность потока 

тепла h = − ∇K T ; 4) точечный заряд q  – на мощ-
ность тепловыделения точечного источника Qh
, то получатся уравнения и граничные условия, 
возникающие при решении задач стационарной 
теплопроводности с равномерно нагретым телом, 
расположенным рядом с аналогичной теплопрово-
дящей плоскослоистой структурой. Такие задачи, 
очевидно, можно решить рассмотренным методом.

Например, чтобы решить задачу распределе-
ния температуры вокруг тела, нагретого до посто-
янной температуры Tm, можно сначала решить 
соответствующую электростатическую задачу 
распределения потенциала в окрестности тела с 
постоянным потенциалом поверхности. Норми-
рованное решение электростатической задачи 
будет также решением аналогичной нормирован-
ной задачи теплопроводности в нормированных 
координатах (при указанной замене величин и 
обозначений). Результат расчетов распределения 
температуры (точнее, превышения температуры 
над внешней температурой T0, выраженного в 
единицах T Tm −( )0 ) в задачах о нагретых сфере 
и каплевидном теле будет идентичен распределе-
ниям на рис. 5. 

Нормированные температурные распределе-
ния так же, как и в случае распределений нор-
мированных электростатических потенциалов, 
обладают следующим свойством: они зависят от 
отношений коэффициентов теплопроводности 
областей. Если увеличить все коэффициенты в k 
раз, то нормированное распределение темпера-
туры не изменится в нормированных координатах. 
Таким образом, на рис. 5 показаны нормирован-
ные температурные распределения при значениях 

Рис. 5. Распределение в нормированных координатах нормированного потенциала вокруг металлических 
заряженных тел: сферы (а) и каплеобразного тела вращения (б). 
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коэффициентов теплопроводности Kf = k, Kp1 = 2k,  
Kp2 = 5k, Kd = 3k, где k – произвольное число.

Особо отметим, что аналогия между электроста-
тической и теплопроводной задачами не означает, 
что распределение электрического потенциала в 
вакууме аналогично распределению температуры 
в вакууме. В рассмотренном случае аналог ва-
куума – среда с некоторым конечным коэффици-
ентом теплопроводности Kf, а коэффициенты Kp1, 
Kp2 и Kd соотносятся с Kf так же, как диэлектриче-
ские проницаемости аналогичной электростатиче-
ской задачи.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработана матричная техника нахождения фун-

даментального решения оператора Лапласа для пло-
скослоистых сред на примере электростатической 
задачи. Предложена новая формулировка обобщен-
ного метода зеркальных отражений для двух пленок, 
расположенных на полупространстве, включающая 
двойное интегрирование по виртуальным зарядам.

Продемонстрировано применение метода для 
нахождения электростатических полей от сим-
метричных тел вращения, расположенных рядом  
с двумя пленками. Показана применимость пред-
ложенного теоретического метода к аналогич-
ным задачам стационарной теплопроводности. 
Рассмотрен пример решения задачи нахождения 
температурного поля вблизи равномерно нагре-
того тела, расположенного у плоскослоистой 
структуры, состоящей из двух теплопроводящих 
пленок на теплопроводящем полупространстве. 
Особо отметим, что развитые методы можно с 
некоторыми изменениями применить и для ре-
шения аналогичных задач нестационарной тепло-
проводности [20].
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