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1. ВВЕДЕНИЕ

Современные технические достижения в обла-
сти экспериментальной физики низких и высоких 
энергий возродили интерес к высокоточным вы-
числениям в квантовой электродинамике (КЭД). 
Для обеспечения точности обработки эксперимен-
тальных данных подобные вычисления зачастую 
должны выходить за рамки ультрарелятивистского 
приближения.

Ярким примером того, насколько подобные 
высокоточные теоретические предсказания стано-
вятся важными, является исследование процесса 
электрон-электронного рассеяния, обычно его на-
зывают меллеровским рассеянием (МР). Посколь-
ку этот процесс сопровождает электронный пучок, 
он был исследован для измерения светимости [1, 2] 
и специальных измерений при низких энергиях 
для изучения массы электронов [3]. Точное знание 
КЭД-эффектов также могло бы быть полезно для 
эксперимента MOLLER [4], в котором будет ис-
следоваться нарушающая четность асимметрия — 
наблюдаемая величина, исследования которой, 
возможно, помогут найти указания на прояв-
ления Новой физики. Основная же мотивация 
к произведенным точным расчетам обусловлена 

экспериментом по измерению радиуса протона 
PRad [5, 6] и его обновленной версии PRad II [7].

Зачастую при изучении эффектов КЭД ограничи-
ваются учетом вклада виртуальных частиц и мягких 
фотонов, см., например, [8], однако современные 
экспериментальные возможности и высокие требо-
вания к точности извлечения данных обуславливают 
необходимость прецизионоого учета также и жестких 
тормозных фотонов в соответствии с возможностями 
детектора (fiducial cuts).

Впервые разработка системного подхода к рас-
чету радиационных эффектов с излучением жест-
ких фотонов (для упругого и  неупругого элек-
трон-протонного рассеяния) была осуществлена 
Мо и Тсаи в 1969 г. в работе [9]. Одним из огра-
ничений в их расчетах был приблизительный спо-
соб учета вклада мягких фотонов, в результате чего 
окончательные выражения зависят от искусствен-
ного параметра ∆, который был введен для раз-
деления фазового пространства (по энергии тор-
мозного фотона) на мягкую и жесткую части. При 
численных расчетах, с одной стороны, этот пара-
метр следует выбирать как можно меньшим, чтобы 
уменьшить область, оцениваемую приблизительно, 
но, с другой стороны, его нельзя выбирать слиш-
ком малым из-за возможной численной нестабиль-
ности при расчете излучения жестких фотонов.

В 1977 г. Бардин и Шумейко в своей статье [10] 
показали, как эта проблема может быть решена 
в рамках ковариантного расчета. Для точного рас-
чета поляризационного МР ковариантный подход 
[10] был применен в работе [11]. Для оценки эф-
фектов зависимости от экспериментальных огра-
ничений на неупругость (или потерянную мас-
су) был сделан дополнительный расчет в [12], на 
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основе которого построен Монте-Карло-генера-
тор [13] для моделирования излучения жестких 
фотонов.

Впервые электромагнитные радиационные по-
правки (ЭМП) к лептонному току в упругом ep-рас-
сеянии и МР были рассмотрены [одним из нас (А. 
Н. И.) в соавторстве] в работе [14] именно с при-
менением ковариантного подхода для обработки 
ИКР [10]. Требуемая высокая точность побудила 
авторов [14] выйти за рамки ультрарелятивистско-
го приближения и удержать в расчете массу элек-
трона. В данной работе был рассмотрен один тип 
экспериментальных ограничений — на неупругость 
(потерянную массу). Существуют и другие расче-
ты радиационных эффектов без пренебрежения 
массой электрона, например, недавний результат 
группы SANC [15], где анализ был сосредоточен на 
поляризационных наблюдаемых и области энергий 
выше Z-резонанса. Стоит упомянуть и работу [16] 
по оценке радиационных поправок (вплоть до вто-
рого порядка) с выделением инфракрасной расхо-
димости ковариантным методом, расчет в которой 
основан на FKSl-методе [17—19].

Альтернативный метод выделения инфракрас-
ной расходимости был предложен одним из нас 
(В. А. З.) в работе [20], где он применялся для рас-
чета наблюдаемых поляризационного МР. Впо-
следствии W-метод (от “whole” — полный, цель-
ный, без разделения на области мягких и жестких 
фотонов) был применен для расчета и других ре-
акций, например, в работе [21] для поляризацион-
ного Баба-рассеяния. С использованием W-метода 
два года назад был выполнен независимый расчет 
ЭМП в  меллеровском рассеянии [22]. Представ-
ленный там численный анализ показал необходи-
мость детальной сверки с авторами [14] в целях по-
лучения более точного согласия.

Данная статья отвечает на запрос, поднятый 
в работе [22]. Подобно работе [14] все вычисления 
выполняются с удержанием массы электрона, а для 
выделения ИКР используется метод Бардина–Шу-
мейко с некоторыми существенными улучшения-
ми. Так, вместо громоздкой функции Sϕ, определя-
емой формулой (A.14) в работе [14], для численной 
оценки используется ее более компактный аналог, 
предложенный в Приложении B работы [23]. Пред-
ставленные детальные выкладки обработки ИКР 
показывают как с помощью несложных манипуля-
ций также избавиться от громоздкого выражения 
δ1

H , определяемого формулой (A.3) работы [14].
Данная работа преследует три цели:

• произвести прецизионный расчет однопетле-
вых электромагнитных радиационных поправок 
для наблюдаемых величин неполяризационно-
го меллеровского рассеяния без привлечения ка-
ких-либо дополнительных параметров (“мягко-
сти”) с удержанием массы электрона на всех этапах 
вычисления;

• произвести численное сравнение радиацион-
ных эффектов с результатами, полученными ранее, 
где для устранения ИКР использовались другие 
подходы: метод Мо–Тсаи и W-метод;

• выяснить кинематическую область, в которой 
для получения точной оценки радиационных эф-
фектов требуется избегать ультрарелятивистского 
приближения.

План работы следующий: в разд. 2 дано общее 
описание процесса в  борновском приближении, 
в разд. 3 приведены выражения виртуальных одно-
петлевых ЭМП, в разд. 4 подробно разобран вклад 
тормозного излучения. Численный сравнительный 
анализ проведен в разд. 5. Технические детали рас-
чета вклада конечной части двухфотонного обмена 
представлены в Приложении.

2. ПРИБЛИЖЕНИЕ ОДНОФОТОННОГО 
ОБМЕНА

Процесс меллеровского рассеяния

	 e p e p e p e p− − − −( )+ ( ) → ( )+ ( )1 2 3 4 	 (1)

( ,p mi
2 2=  i = 1,4)  в приближении однофотонного 

обмена (борновском приближении) описывается 
следующими переменными:
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Поскольку конечные частицы неразличимы, суще-
ствуeт две возможности описания данного процесса 
в рамках КЭД. В первом случае обмен фотона происхо-
дит согласно диаграмме, показанной на рис. 1, а, вслед-
ствиe чего виртуальность равна q p p tt

2
1 3

2= ( ) =- ,   
а  такой процесс называется t-канальным. Во вто-
ром случае обмен фотона происходит соглас-
но диаграмме, представленной на рис.  1, б (име-
ет место замена тождественных частиц p p3 4« ),  
виртуальность фотона теперь определяется как 
q p p p p uu

2
1 4

2
2 3

2= ( ) = ( ) =- - , а процесс называ-
ется u-канальным. Кроме введенных в (2) переменных, 
для описания МР также будет полезно определить сле-
дующие величины:

Рис. 1. Фейнмановские диаграммы для меллеровского 
процесса e–e– → e–e– в приближении однофотонного об-
мена: а – t-канальная, б – u-канальная.
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Сечение однофотонного обмена строится стан-
дартным образом:

	 d
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Матричный элемент борновского процесса 
представляет собой разность t-канального и u-ка-
нального вкладов:
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Элементарный заряд e = 4��,  где α » 1 / 137 —  
постоянная тонкой структуры. Фазовый объем вы-
ражается через косинус угла рассеяния θ детекти-
руемого электрона с 4-импульсом p3  в с. ц. м. на-
чальных электронов p p1 2 = 0+ :
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где cθ θ= cos  (мы перешли в сферическую систе-
му координат и произвели интегрирование по ази-
мутальному углу). Инварианты t и u определяются 
через угол θ  следующим образом:
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Выражая квадраты матричных элементов через 
инварианты:
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запишем борновское сечение в следующем виде:
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3. ВКЛАД ВИРТУАЛЬНЫХ ЧАСТИЦ
Сечение, соответствующее вкладу дополнитель-

ных виртуальных частиц в меллеровское рассеяние, 
состоит из трех слагаемых:

	 d
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где первое слагаемое соответствует вкладу вер-
шинных функций, представленных диаграммами 
Фейнмана на рис. 2, а, б, второе — поляризации 
вакуума, которая изображена на рис.  2, в, а  тре-
тье — двухфотонному обмену (рис. 2, г, д). Каждый 
из представленных вкладов выражается через ин-
терференцию соответствующего матричного эле-
мента с борновским:
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Рис. 2. Фейнмановские t-канальные диаграммы вкладов виртуальных частиц: вершинных функций (а, б), собственных 
энергий (в), прямого (г) и перекрестного (д) двухфотонного обмена в процесс МР.
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где, как и ранее, верхний индекс t у матричных эле-
ментов обозначает t-канальный процесс, а нижние 
индексы в последнем равенстве определяют пря-
мую (d, рис. 2, г) и перекрестную (x, рис. 2, д) со-
ставляющие двухфотонного обмена.

Матричные элементы, соответствующие t-ка-
нальным вершинным функциям и собственным 
энергиям фотона, имеют следующую структуру:
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Выражения ��  и ���
l  содержат ультрафиолето-

вую расходимость, а ��  также и инфракрасно рас-
ходится. Для их вычисления используем метод раз-
мерной регуляризации однопетлевых интегралов:
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где � — свободный параметр размерности массы.
Расчет представленных выше интегралов, как 

и  сокращение ультрафиолетовой расходимости, 
хорошо известны и в данной работе не приводятся. 
Используя общепринятую схему перенормировки 
на массовой поверхности, находим, что:
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Заметим, что вклады, факторизующиеся перед 
борновским сечением, не меняют магнитный мо-
мент электрона. Для вершинной части этот вклад 
имеет вид
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где
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t

t
=

1
1

,ln
ξ
ξ
+
−

	 (19)
а выражение
	 P

n EIR =
1

4
1
2

1

2−
+ +�

�
ln 	 (20)

осуществляет параметризацию инфракрасного по-
люса в n-мерном пространстве. Часть вершинного 
сечения, в которой нет полной факторизации пе-
ред борновским выражением (она обозначена сим-
волом “A”, от “anomalous”), имеет вид
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Наконец, факторизующаяся часть от сечения, 
обусловленного поляризацией вакуума (здесь мы бе-
рем в расчет только поляризацию лептонами (e, �, τ),  
адронная поляризация вакуума хорошо изучена 
и лежит несколько за рамками целей этой работы) 
имеет вид
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Матричныe элементы прямого m d
t
2γ  и  пере-

крестного m x
t
2γ  двухфотонного обмена выража-

ются через однопетлевые интегралы следующим 
образом:
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Инфракрасная расходимость в сечении двухфо-
тонного обмена выделяется методом, предложен-
ным Тсаи в его работе [24], и имеет следующий вид:

	 m m md x
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d x
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l d x
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l q2 { , } 2 { , } 0 2 { , }= | |γ γ γ
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→ →+ .	 (24)
Здесь
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Подробный расчет трехточечных интегралов
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представленный в Приложении A работы [25], по-
казывает, что K p p K p p Kd( , ) = ( , ) =1 2 3 4  - -  явля-
ются комплексными величинами, в то время как 
выражения K p p K p p K x( , ) = ( , ) =1 4 3 2   — веще-
ственные. После подстановки в уравнения (A.12) 
и  (A.13) из работы [25] M m® , S s m→ − 2 2   
и  X m u→ −2 2  мы находим, что
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Для вычитания ИКР произведем эквивалентное 
преобразование:

m m m m m mt t t t t F t
2 2 2 2 2 2= = .γ γ γ γ γ γ− + +IR IR IR   (29)

После подстановки полученного равенства 
в выражение (14) с учетом (25) получаем:
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Явные выражения для
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можно найти в Приложении,
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Таким образом, после выделения инфракрасной 
расходимости в отдельное слагаемое окончательно 
получаем
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где выражение, факторизующееся перед борновским 
сечением и расходящимся членом, выглядит так:
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 (36)

4. ИЗЛУЧЕНИЕ РЕАЛЬНОГО ФОТОНА

Для описания излучения реального фотона, 
представленного в t-канале диаграммами на рис. 3,

e p e p e p e p p− − − −( )+ ( ) → ( )+ ( )+ ( )1 2 3 4 γ      (37)

(p2 = 0), будем использовать три дополнительные 
переменные: ν, τ и ϕp. Неупругость ν определяется 
так: v p p p m= ( )1 2 3

2 2+ − − ; видно, что она стре-
мится к нулю при p ® 0 . 

Далее, введя обозначение для 4-импульса обменного 
фотона q p p= 1 3- , определим величину τ следую-
щим образом: τ = / 2pq pp .  Наконец, ϕp — это угол 
между плоскостями (p1, p3) и (p, q) в системе p2 = 0. 

Поскольку мы рассматриваем зависимость се-
чения от угла в с. ц. м. начальных электронов, для 
радиационного случая переменная t определяется 
следующим образом:

	 t m s v c s s=
1
2

(4 ),2 − + + �� � 	 (38)

где λs s v m s= ( ) 42 2- - .  Учитывая, что подкорен-
ное выражение не должно быть отрицательным, 
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Рис. 3. Фейнмановские t-канальные диаграммы вкладов с излучением тормозного фотона в МР.
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максимальное значение неупругости определяется 
следующим образом:

	 v s m smax = 2 .- 	 (39)

На практике вклад жесткого реального фотон-
ного излучения в наблюдаемое сечение может быть 
существенно подавлен путем наложения ограни-
чения νcut на верхний предел неупругости, которая 
также является измеряемой величиной в упругом 
рассеянии. Поэтому, имея в виду максимальные 
значения неупругости для верхнего предела этой 
величины, мы будем использовать νcut в качестве 
экспериментально наблюдаемой величины.

Введение инвариантной величины τ позволяет 
избавиться от множества радикалов при расчете 
квадратов мартичных элементов, поскольку в си-
стеме p2 = 0 переменная τ имеет простой вид:
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m
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Здесь q v t m0 = ( ) / 2− ( )   — энергия передан-
ного импульса q, а  θp   — полярный угол меж-
ду 3-импульсами q и p. Пределы изменения этой 
переменной определяются через ограничения 
-1 < < 1cosθp  и имеют вид
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где λt v t m t= ( ) 42 2- - .

Сечение радиационного процесса представим 
в виде
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а  матричные элементы mri  имеют следующую 
структуру:
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Здесь ��( )p  — 4-вектор поляризации тормозно-
го фотона, u m s tr = 4 2 - - ,
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Выражение для Rr  получаем стандартными 
способами с помощью систем компьютерной алге-
бры, его вычисленный вид достаточно громоздок 
и в работе не приводится.

Фазовое пространство для процесса (37) опреде-
ляется следующим образом:
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где
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В результате находим, что
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Прямое интегрирование по фазовому простран-
ству фотонов невозможно из-за инфракрасной рас-
ходимости при v ® 0.  Инфракрасный вклад может 
быть извлечен в достаточно произвольной форме, 
ограниченной только асимптотическим поведе-
нием при v ® 0.  Для последовательного выделе-
ния и  сокращения инфракрасной расходимости 
используем подход Бардина–Шумейко [10]. Итак, 
сечение тормозного излучения, содержащее ИКР, 
выделяется следующим образом:
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где

	 f
k

kk
p

kp
k

kk
p

kpIR =
1
4

.1

1

1

1

2

2

2

2

2

+ − −








 	 (51)

Обработка инфракрасной расходимости мето-
дом Бардина–Шумейко требует разделения d Rσ

IR  
на мягкую δS  и жесткую δH  части:
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путем введения бесконечно малой неупругости v:
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Величина δS  находится стандартным образом 
[10, 23, 25] и с использованием метода размерной 
регуляризации имеет вид

�
�

�
�

�

�

S
s

s

s s
s

s

J P
v
m

l l

=
1

2

2

1

0

2

2
2 2

IR

L

+






 +

+
×

× + +
+( )





ln

i










−

−
+

− +
+( )
















−

−
+

 L

 

�
�

�

�

�

t

t
t t

t

t

u

l l
2

2
2 2

2

1
2

2

1

1

i

22
2

1

, , , ,

2
2 2

1 3 4 1 2

�
�

�

� �

u
u u

u

u

l l

S p p p S p p

− +
+( )
















+

+ ( )−

L

 

i

pp S p p p4 2 3 4, , .( )+ ( )�

   (54)

Компактное выражение для величины Sϕ приве-
дено в Приложении B работы [23].

Для расчета δH  будем интегрировать по фотон-
ным переменным ν, τ и ϕk:
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Проинтегрировав по τ и ϕk, получаем
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   (57)

а комбинации инвариантов λ1,2  выглядят так: 

λ1
2 2= 4 ( )u m u v− + , λ2

2 2= ( ) 4 ( )u v m u v+ − + .

Принимая во внимание, что J JH (0) = 0, по-
сле тождественного преобразования интеграл (56) 
можно представить в виде суммы δ δ δH H H= 1 + ,
где подынтегральное выражение

	 δH

v

v

H H
dv
v

J v J1 = 0
cut

∫ ( )− ( )( ) 	 (58)

конечно при v ® 0,  а  δH  имеет довольно простую 
структуру:

	 δH H

v

v

J
dv
v

J
v

v
= 0 = .0( ) ∫

cut cut

ln 	 (59)

Поскольку, как упоминалось выше, произволь-
ность в выборе вычитаемого инфракрасного вы-
ражения ограничена только его асимптотическим 
поведением при v ® 0,  у нас есть возможность не 
вычитать из полного сечения слагаемое δH

1 ,  ана-
литическое выражение которого после интегриро-
вания по ν при удержании массы электрона к тому 
же имеет довольно громоздкий вид (см. формулу 
(A.3) в работе [14]).

В результате вклад от излучения реальных фо-
тонов может быть разделен на конечную и инфра-
красно-расходящуюся части:
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где
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не зависит от параметра разделения v,  введенного 
в выражениях (53).

После вычитания инфракрасного слагаемого, 
содержащего ν-зависимость только в знаменателе, 
из проинтегрированного по τ и ϕp радиационно-
го вклада (49), конечная часть сечения излучения 
жесткого фотона приобретает вид
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где величина a (от “acceptance”) — это тета-функ-
ция, которая (наряду с vcut) определяется ограни-
чениями, накладываемыми на геометрию вылета 
жесткого фотона.

Суммируя выражения для вклада виртуальных 
частиц (34) и вклада излучения жесткого фотона 
(60), окончательно получаем свободное от инфра-
красной расходимости выражение для однопетле-
вых радиационных поправок к меллеровскому рас-
сеянию в следующем виде:
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где
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5. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ
Для численного сравнения радиационных эф-

фектов с результатами, полученными в работе [22], 
определим относительные поправки в следующем 
виде (таком же, как в [22]):

	 �
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�
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/

/
.

d v dc

d dc

A

b

RC cut( ) 	 (65)

Будет рассмотрена зависимость относительной 
поправки δ, определенной выше, от значения –t 
(см. рис. 4 и рис. 5) для трех различных энергий 
электронных пучков [минимального значения экс-
перимента PRad (1.1 ГэВ), на порядок большей ве-
личины энергии MOLLER (11 ГэВ) и еще на по-
рядок большей энергии 110 ГэВ, соответствую-
щей HE-режиму (от “high energy”)]. В работах [14] 
и [22] вместо –t использовалось Q2,  т. е. Q t2 ≡ − .  
Сплошные кривые соответствуют представленно-
му в данной работе расчету, а точки, соединенные 
штриховыми кривыми, соответствуют результату, 
представленному в [22].

На рис.  4 представлены относительные по-
правки для различных ограничений на неу-
пругость vcut в  зависимости от –t. Рисунок ил-
люстрирует превосходное согласие результатов, 
полученных в двух различных подходах во всей 
области, где правомерно применение ультра-
релятивистского приближения. Однако видно, 
что при низких энергиях эксперимента PRad 
для необходимой точности результата требует-
ся удерживать массы уже при значениях пере-
данного импульса –t примерно на два поряд-
ка меньших, чем его максимальное значение: 
− ≤ × −t Qmax

2 210 ,  где Q s m smax
2 2= 4− ≈ .  Ситу-

ация усугубляется (расхождение растет) с  уве-
личением значения ограничения vcut, так, при 
v scut ГэВ≈ × − −10 = 101 4 2  эффект заметен даже 
при максимальных –t. При энергиях MOLLER 
расхождения не видны во всей исследованной 
области, а в HE-режиме хорошо заметны только 
при очень малых значениях vcut (на пять поряд-
ков меньших s), где массы играют роль параметра 
коллинеарной сингулярности.

На рис. 5 представлены относительные поправ-
ки для различных ограничений на максимальное 
значение фотонной энергии, которая в с. ц. м. на-
чальных электронов выражается через ранее опре-
деленные величины следующим образом:

	 p
z v

s
0

1=
1

2 1
.

+( )
+( )τ

	 (66)

Как и  на предыдущем рисунке, видно пре-
восходное согласие результатов от двух подходов 
там, где правомерно применение ультрареляти-
вистского приближения. В основном сохраняют-
ся некоторые общие закономерности проявления 

‒
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Рис. 4. Относительные поправки к сечению для различных энергий электронного пучка в зависимости от –t при разных 
ограничениях на неупругость: сплошные кривые – результат данной работы, точечные кривые – результат, представлен-
ный в [22], вертикальная точная линия – верхняя граница на переменную –t.

–0.30 –0.6

–0.6

–0.8

–0.5

–0.4

–0.4

–0.3

–0.2

–0.2

–0.1

0

0

–0.25

20.0–

–0.15

10.0–

–0.05

0

E = 1.1 ÃýÂ E = 11 ÃýÂ= 11 ÃýÂ

E = 110 ÃýÂ

10–6 10–5 10–5 10–4 10–3 10–210–4 10–3

– , ÃýÂt 2 – , ÃýÂt 2

v = 10–6 ÃýÂ2

v = 10–5 2ÃýÂ

v = 10–5 2ÃýÂ

v = 10–5 2ÃýÂ

v = 10–4 2ÃýÂ

v = 10–4 2ÃýÂ

v = 10–4 2ÃýÂ

s – 4m2 s – 4m2

– .1 0
10–4 10–3 10–2 10–1

– , ÃýÂt 2

s –4m2

cut

cut

cut

cut

cut

cut

cut

v = 10–6 ÃýÂ2
cut

v = 10–6 ÃýÂ2
cut

lab lab

lab

различий от недоучета масс: так, при низких 
энергиях эксперимента PRad для необходимой 
точности результата требуется удерживать массы 
при значениях переданного импульса –t пример-
но на порядок меньших, чем его максимальное 
значение. Расхождение практически не растет 
с увеличением значения ограничения на фотон-
ную энергию. Однако хорошо заметны при мак-
симальных значениях –t для всех катов, посколь-
ку, как известно, именно там снова массы играют 
роль параметра коллинеарной сингулярности.

Кроме вышесказанного, рис. 4 и рис. 5 воспро-
изводят основные закономерности относительных 
поправок, установленные в работах [14] и [22]: па-
дение с ростом –t почти до максимального значе-
ния, стремление к нулю при Q2 0® , наличие ми-
нимума в области больших –t.

Итак, в работе был произведен прецизионный 
расчет однопетлевых электромагнитных радиаци-
онных поправок для наблюдаемых величин неполя-
ризационного меллеровского рассеяния с примене-
нием схемы сокращения ИКР Бардина–Шумейко 
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Рис. 5. Относительные поправки к сечению для различных энергий электронных пучков в зависимости от –t при разных 
ограничениях на максимальную энергию тормозного фотона. Остальные обозначения см. на рис. 4.

и удержанием масс частиц на всех этапах вычисле-
ния. Сделана детальная взаимная сверка с преды-
дущими результатами в целях получения точного 
согласия, которая включила выяснение необходи-
мости удерживать массовые слагаемые в  расчете 
(нужно на краю областей), роль схем выделения 
ИКР (все схемы дали совпадающий результат в об-
ласти применимости) и  анализ в  точном соот-
ветствии с возможностями детектора (обе схемы 

достаточно гибки и соответствуют требованиям со-
временных экспериментальных программ).

Работа выполнена частично при поддержке 
Государственной программы научных исследо-
ваний Республики Беларусь “Конвергенция 2025” 
(подпрограмма “Микромир и  Вселенная”). Ав-
торы признательны И. Акушевичу, А. Афанасье-
ву, Ю. Быстрицкому за обсуждение результатов 
работы.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

РАСЧЕТ КОНЕЧНОЙ ЧАСТИ 
ДВУХФОТОННОГО ОБМЕНА

После некоторых преобразований конечные ча-
сти для прямого d dtd
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   (П. 1)

Здесь и далее символ Re означает, что интеграл 
содержит мнимую часть, которая не дает вклада 
в наблюдаемые величины. Комбинации интегра-
лов имеют следующий вид:
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Таким образом, мы видим, что выражения для 
прямых боксов имеют следующий вид:
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а выражения для перекрестных боксов:
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не содержат расходимости и имеют компактный 
вид. Подставляя последние выражения в  сече-
ния, нетрудно убедиться, что в ультрарелятиви-
стском пределе получается полное совпадение 
с работой [22].
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PRECISE CALCULATION OF ONE-LOOP RADIATIVE CORRECTIONS  
IN MØLLER SCATTERING
V. A. Zykunov1), 2), A. N. Ilyichev3), 4)

1)JINR, Dubna, Moscow region, Russia
2)Francisk Skorina Gomel State University, Belarus

3)Belarusian State University, Minsk, Belarus
4)Institute for Nuclear Problems, Minsk, Belarus

The detailed analytical calcualtion of one-loop electromagnetic radiative corrections (ERC) in Møller 
scattering beyond ultrarelativistic approximation (taking into accout all masses) is presented. The 
infrared divergence (IRD) is extracted using the covariant Bardin–Shumeiko approach. The succesful 
numerical comparison of radiative effects with the well-known results using for IRD extraction 
alternative approaches is done in the wide kinematical range. A kinematic region is found in which it is 
needed to avoid the ultrarelativistic effects in order to get the exact estimation of radiative effects.


