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В рамках Стандартной модели найдены значения парциальных ширин, получены и проанализированы од-
нократные дифференциальные распределения для четырехлептонных распадов 𝐷−

𝑠 → µ
+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

− и 𝐷−
𝑠 →

→ 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
−. При вычислениях учитывались вклады от процессов излучения виртуального фотона 𝑠- и 𝑐-

кварками 𝐷−
𝑠 -мезона и тормозное излучение виртуального фотона заряженным лептоном в конечном состо-

янии. Излучение виртуального фотона 𝑠-кварком описывалось при помощи модели доминантности вектор-
ных мезонов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Распады тяжелых заряженных псевдоскалярных
мезонов на три заряженных легких лептона и нейтри-
но стали изучать сравнительно недавно. Первая тео-
ретическая работа, в которой были получены пред-
сказания для парциальных ширин распадов 𝐵− →
→ ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ

′−, опубликована в 2018 г. [1]. В 2019
г. появилась первая и пока единственная экспери-
ментальная работа коллаборации LHCb [2], содержа-
щая верхний предел на парциальную ширину распада
𝐵− → µ+µ−ν̄µ µ

−. Экспериментальный верхний пре-
дел оказался существенно ниже, чем теоретическое
предсказание работ [1] и [3]. Этот факт стимулиро-
вал появление работ [4–9], в которых обсуждались пу-
ти уменьшения величины теоретических предсказа-
ний. Учет изотопических факторов в работе [4] позво-
лил понизить предсказания для парциальной шири-
ны распада 𝐵− → µ+µ−ν̄µ µ

− почти в 2 раза. В рабо-
те [5] было указано на то, что амплитуда (13) из ста-
тьи [1] содержит лишний полюс при 𝑞2 → 0, который
противоречит калибровочной инвариантности. Нако-
нец в работе [7] была предложена согласованная с
требованием калибровочной инвариантности вычи-
тательная процедура, использование которой позво-
лило еще больше понизить теоретические предсказа-
ния, хотя они и продолжают превышать эксперимен-
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тальный верхний предел [2]. Идея работы [7] будет
использована в настоящей статье для модернизации
формул статей [1] и [4].

Распады 𝐷-мезонов на четыре лептона до настоя-
щего времени не изучались. Такие распады, как и рас-
пады 𝐵-мезонов, можно разделить на два типа. К пер-
вому типу относятся распады, которые связаны с пе-
реходом 𝑐 → 𝑢, т.е. идут за счет нейтральных токов,
нарушающих аромат. Характерным примером таких
распадов является распад𝐷0 → ℓ+ℓ−ℓ′+ℓ′−, где лепто-
ны ℓ и ℓ′ могут быть как разными, так и одинаковыми.
Чтобы не противоречить закону сохранения энергии,
подобные распады могут идти только с участием лег-
ких лептонов: электронов и мюонов. Однако данные
распады чрезвычайно подавлены вследствие унитар-
ности матрицы Кабиббо–Кобаяши–Маскава (ККМ-
матрицы) в Стандартной модели (СМ). Заметим, что
любое отклонение от унитарности ККМ-матрицы мо-
жет сильно повлиять на значения парциальных ши-
рин подобных распадов. Во втором типе распадов ко-
нечное четырехлептонное состояние возникает из-
за большого числа электромагнитных и слабых про-
цессов, которые, тем не менее, идут только на дре-
весном уровне. К таким распадам относятся распа-
ды заряженных 𝐷-мезонов, т.е. распады вида 𝐷−

(𝑠) →
→ ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ

′−. Заметим, что распады 𝐷±
𝑠 -мезонов с

экспериментальной точки зрения имеют явное пре-
имущество перед распадами 𝐷±-мезонов, поскольку
для распадов с легкими лептонами в конечном состо-
янии

Br (𝐷−
𝑠 → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ

′−)

Br (𝐷− → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ′−)
∼ |𝑉𝑐𝑠|2

|𝑉𝑐𝑑|2

(︂
𝑀𝐷𝑠

𝑀𝐷

)︂5
τ𝐷𝑠

τ𝐷
∼ 12,

где τ𝐷(𝑠)
и 𝑀𝐷(𝑠)

– время жизни и масса 𝐷(𝑠)-мезона,
которые можно найти в [10]. Поэтому далее в на-
стоящей работе будем рассматривать только распады
𝐷𝑠-мезонов. Помимо распадов 𝐷−

𝑠 -мезона в три лег-
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ких заряженных лептона и нейтрино, возможен рас-
пад 𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄τ τ
−, который подавлен фактором(︁

𝑀𝐷𝑠
− 𝑚τ

)︁5
/𝑀5

𝐷𝑠
∼ 10−5 по сравнению с распа-

дами 𝐷𝑠-мезонов в легкие лептоны и, следовательно,
не представляет никакого интереса с эксперименталь-
ной точки зрения.

Таким образом, в настоящей работе мы будем
рассматривать распады 𝐷𝑠-мезонов только на три
легких заряженных лептона и нейтрино. Можно
предположить, что основной вклад в такие четы-
рехлептонные распады 𝐷𝑠-мезонов должен вносить
каскадный распад с участием промежуточного
ϕ(1020)-резонанса, т.е. доминирующим является

процесс 𝐷−
𝑠 →

(︁
ϕ(1020) → ℓ+ℓ−

)︁
ν̄ℓ′ ℓ

′−. Дан-

ное предположение основывается на том факте,
что в аналогичные распады прелестных мезонов
𝐵− → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ

′− основной вклад вносит узкий
ω(782)-резонанс [1, 4]. Тогда следующим образом
можно сделать простую оценку величины резонанс-
ного вклада

Brϕ
(︀
𝐷−

𝑠 → µ
+
µ
−
ν̄𝑒𝑒

−)︀ ≈ Br
(︀
𝐷−

𝑠 → ϕ(1020)ν̄𝑒𝑒
−)︀×

× Br
(︀
ϕ(1020) → µ

+
µ
−)︀ ≈ 0.7 × 10−5 (1)

и

Brϕ
(︀
𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µµ
−)︀ ≈ Br

(︀
𝐷−

𝑠 → ϕ(1020)ν̄µµ
−)︀×

× Br
(︀
ϕ(1020) → 𝑒+𝑒−

)︀
≈ 0.6 × 10−5. (2)

Т.е. в обоих случаях для резонансного вклада получаем
Brϕ ∼ 10−5.

Нерезонансный вклад можно оценить, например,
следующим образом:

BrNR

(︀
𝐷−

𝑠 → µ
+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

−)︀ ∼ αem Br
(︀
𝐷−

𝑠 → γ ν̄𝑒 𝑒
−)︀ .

В настоящее время для Br (𝐷−
𝑠 → γ ν̄𝑒 𝑒

−) имеется
только экспериментальный верхний предел 1.3×10−4

на 90% уровне достоверности [11], а теоретические
предсказания варьируются в диапазоне от 10−3 до
10−5 [12–17]. Исходя из экспериментального ограни-
чения можно написать, что

BrNR

(︀
𝐷−

𝑠 → µ
+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

−)︀ < 10−6.

Таким образом, следует ожидать, что нерезонанс-
ный вклад будет минимум на порядок меньше резо-
нансного.

При помощи рассмотренных выше оценок невоз-
можно учесть полюсной вклад тормозного излучения
от заряженного лептона в конечном состоянии. Но
можно ожидать, что подобный дополнительный вклад
только увеличит значение парциальной ширины рас-
падов 𝐷−

𝑠 → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ
′−.

Из [10] известно, что в настоящее время все экс-
периментально открытые распады 𝐷𝑠-мезонов име-

ют парциальные ширины не меньше, чем 10−4, кро-

ме канала 𝐷+
𝑠 → π+

(︁
ϕ(1020) → 𝑒+𝑒−

)︁
, парциаль-

ная ширина которого ∼10−5. Таким образом, приве-
денные выше оценки показывают, что распады 𝐷𝑠 →
→ ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ

′− с легкими лептонами в конечном со-
стоянии находятся в зоне потенциального экспери-
ментального обнаружения, прежде всего, на установ-
ке BESIII [18]. В этом случае теоретические предска-
зания для парциальных ширин таких распадов ста-
новятся особенно актуальными. Анализ аналогичных
распадов заряженных 𝐵-мезонов показывает, что ре-
зультаты аккуратных теоретических вычислений по
порядку величины в целом соответствуют простым
оценкам [1, 3, 4]. Такое же согласие будет продемон-
стрировано и в настоящей работе.

Работа устроена следующим образом. Во Введении
обсуждается актуальность поиска распадов 𝐷−

𝑠 →
→ ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ

′− с легкими лептонами в конечном со-
стоянии и приводятся простые оценки для парциаль-
ных ширин таких распадов. В разд. 2 даются определе-
ния гамильтонианов и адронных матричных элемен-
тов, которые необходимы для вычисления различных
характеристик распадов 𝐷−

𝑠 → ℓ+ ℓ− ν̄ℓ′ ℓ
′−. Раздел 3

посвящен исследованию общей структуры амплиту-
ды распадов 𝐷−

𝑠 → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ
′−, в том числе фиксации

вычитательных членов. В разд. 4 соответствующая ам-
плитуда вычисляется точно с учетом вклада тормоз-
ного излучения и резонансов. Раздел 5 содержит чис-
ленные предсказания для парциальных ширин и од-
нократные дифференциальные распределения, а так-
же обсуждение полученных результатов. В Заключе-
нии представлены основные выводы работы. В При-
ложении А кратко дается кинематика четырехчастич-
ных распадов.

2. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

В терминах фундаментальных полей кварков, леп-
тонов и калибровочных бозонов гамильтониан для
вычисления амплитуды четырехлептонных распадов
𝐷−

𝑠 → ℓ+ ℓ− ν̄ℓ′ ℓ
′− имеет вид

ℋeff(𝑥) = ℋ𝑊 (𝑥) + ℋem(𝑥). (3)

Гамильтониан слабых переходов 𝑐 → 𝑠𝑊− → 𝑠ℓ−ν̄ℓ
записывается следующим образом:

ℋ𝑊 (𝑥) = − 𝐺F√
2
𝑉𝑐𝑠

(︁
𝑐(𝑥) γµ(1 − γ

5) 𝑠(𝑥)
)︁
×

×
(︁
ℓ̄(𝑥) γµ(1 − γ

5)νℓ(𝑥)
)︁

+ h.c.,

где 𝑐(𝑥) и 𝑠(𝑥) – поля кварков, ℓ(𝑥) и νℓ(𝑥) – по-
ля заряженных лептонов и нейтрино соответствен-
но, 𝐺F – константа Ферми, 𝑉𝑐𝑠 – матричный элемент
ККМ-матрицы, матрица γ5 определена согласно γ5 =
= 𝑖 γ0γ1γ2γ3 = γ5.

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 87 № 5 2024



428 ДАНИЛИНА, НИКИТИН

Гамильтониан электромагнитного взаимодействия
записывается как

ℋem(𝑥) = − 𝑒
∑︁
𝑓

𝑄𝑓

(︁
𝑓(𝑥) γµ𝑓(𝑥)

)︁
𝐴µ(𝑥) =

= − 𝑗µem(𝑥)𝐴µ(𝑥).

Элементарный заряд 𝑒 = |𝑒| > 0 нормирован услови-
ем 𝑒2 = 4παem, где αem ≈ 1/137 – постоянная тонкой
структуры,𝑄𝑓 – заряд фермиона аромата 𝑓 в единицах
элементарного заряда, 𝑓(𝑥) – поле фермионов арома-
та 𝑓 и 𝐴µ(𝑥) – 4-потенциал электромагнитного поля.

Для описания вклада промежуточного ϕ(1020)-
резонанса в распады 𝐷−

𝑠 → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ
′− использует-

ся модель доминантности векторных мезонов (VMD).
В рамках этой модели взаимодействие векторного ме-
зона с фотоном задается при помощи эффективного
гамильтониана

ℋVMD(𝑥) = − 𝑒
∑︁
𝑉𝑖

𝑀2
𝑉𝑖

𝑓𝑉𝑖

𝑉
µ

𝑖 (𝑥)𝐴µ(𝑥), (4)

где 𝑉
µ

𝑖 (𝑥) – эффективное поле векторного мезона 𝑉𝑖,
а 𝑀𝑉𝑖

– масса этого мезона. Безразмерная константа
взаимодействия 𝑓𝑉𝑖

определяется как

⟨ 0 | 𝑗µem(0) | 𝑉𝑖(𝑀𝑉𝑖 , 𝑝, ε) ⟩ = 𝑒 εµ
𝑀2

𝑉𝑖

𝑓𝑉𝑖

.

Данное определение однозначно фиксирует знак 𝑓𝑉𝑖
.

Абсолютная величина константы 𝑓𝑉𝑖
вычисляется из

экспериментального значения ширины распада 𝑉𝑖 →
→ ℓ+ℓ− в легкие лептоны, т.е. при 𝑀𝑉𝑖 ≫ 𝑚ℓ. В работе
[19] найдено, что 𝑓ϕ(1020) = −13.2.

Заметим, что определения гамильтонианов ℋ𝑊 (𝑥),
ℋem(𝑥) и ℋVMD(𝑥) в настоящей работе отличаются
знаком от аналогичных определений в работе [1] и
совпадают по знаку с определениями в работе [4].

Для дальнейших вычислений определим следую-
щие адронные матричные элементы:⟨︀

0
⃒⃒
𝑐 γµγ5𝑠

⃒⃒
𝐷−

𝑠 (𝑀1, 𝑝)
⟩︀

= 𝑖 𝑓𝐷𝑠
𝑝µ,⟨︀

0 | 𝑐 γµ𝑠 | 𝐷*−
𝑠 (𝑀𝐷*

𝑠
, 𝑘, ε)

⟩︀
= ε

µ𝑀𝐷*
𝑠
𝑓𝐷*

𝑠
,⟨︀

𝑉 (𝑀2, 𝑞, ε)
⃒⃒
𝑐 γµ𝑠

⃒⃒
𝐷−

𝑠 (𝑀1, 𝑝)
⟩︀

=

=
2𝑉 (𝑘2)

𝑀1 + 𝑀2
εµναβ ε

* ν𝑝α𝑞β, (5)⟨︀
𝑉 (𝑀2, 𝑞, ε)

⃒⃒
𝑐 γµγ

5𝑠
⃒⃒
𝐷−

𝑠 (𝑀1, 𝑝)
⟩︀

=

= 𝑖ε* ν
[︂
(𝑀1 + 𝑀2)𝐴1(𝑘2)𝑔µν −

𝐴2(𝑘2)

𝑀1 + 𝑀2
(𝑝 + 𝑞)µ𝑝ν−

− 2𝑀2

𝑘2

(︁
𝐴3(𝑘2) −𝐴0(𝑘2)

)︁
𝑘µ 𝑝ν

]︂
,⟨︀

𝐷*−
𝑠 (𝑀𝐷*

𝑠
, 𝑘, ε) | 𝑐 γµ𝑐 | 𝐷−

𝑠 (𝑀1, 𝑝)
⟩︀

=

=
2𝑉𝑐(𝑞

2)

𝑀1 + 𝑀𝐷*
𝑠

εµναβ ε
* ν𝑝α𝑘β,

Ds
−(p)

W −(k)

γ*(q)

C

S

S

Рис. 1. Диаграмма, описывающая излучение виртуального
фотона 𝑠-кварком 𝐷−

𝑠 -мезона.

Ds
−(p)

W −(k)

γ*(q)
C

C

S

Рис. 2. Диаграмма, описывающая излучение виртуального
фотона 𝑐-кварком 𝐷−

𝑠 -мезона.

где 𝑀1 – масса 𝐷−
𝑠 -мезона, 𝑝µ = 𝑞µ + 𝑘µ – 4-импульс

𝐷−
𝑠 -мезона, 𝑀2 и 𝑀𝐷𝑠*– массы промежуточных век-

торных мезонов, εµ – поляризации промежуточных
векторных мезонов, а компоненты полностью анти-
симметричного тензора εµναβ заданы условием ε0123 =
= −1.

3. ОБЩАЯ СТРУКТУРА АМПЛИТУД ДЛЯ
РАСПАДОВ 𝐷−

𝑠 → ℓ+ ℓ− ν̄ℓ′ ℓ
′− В ПРЕДЕЛЕ

НУЛЕВЫХ ЛЕПТОННЫХ МАСС

Определим 𝑞 = 𝑘1 + 𝑘2 и 𝑘 = 𝑘3 + 𝑘4. В ампли-
туду ℳ𝑓𝑖

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
распадов 𝐷−

𝑠 (𝑝) → γ*(𝑞)𝑊−(𝑘) →
→ ℓ+(𝑘1) ℓ−(𝑘2) ν̄ℓ′(𝑘3) ℓ′−(𝑘4), когда аромат лептона ℓ
не совпадает с ароматом лептона ℓ′, вносят вклад три
основных типа диаграмм. Первый тип отвечает ситу-
ации, когда виртуальный фотон излучается легким 𝑠-
кварком (см. рис. 1). Второй тип соответствует излуче-
нию виртуального фотона относительно тяжелым 𝑐-
кварком (см. рис. 2). Наконец, третий тип связан с
процессом тормозного излучения, когда виртуальный
фотон излучается заряженным лептоном в конечном
состоянии (см. рис. 3).

Общая структура амплитуды, отвечающей диаграм-
мам рис. 1, рис. 2 и рис. 3, может быть представлена в
виде

ℳ𝑓𝑖

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
∼ 1

𝑞2
𝑇νµ(𝑞, 𝑘) 𝑗ν(𝑘2, 𝑘1) 𝐽µ(𝑘4, 𝑘3), (6)

где
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Ds
−(p)

W −(p)

γ*(q)

C

S
e−

ve

Рис. 3. Диаграмма, соответствующая тормозному излуче-
нию виртуального фотона.

𝑇 νµ(𝑞, 𝑘) = 𝑖

∫︁
𝑑4𝑥𝑒𝑖(𝑞𝑥)

⟨
0
⃒⃒⃒

T
(︁
𝑗νem(𝑥), 𝑉 µ(0)−

−𝐴µ(0)
)︁ ⃒⃒⃒

𝐷−
𝑠 (𝑀1, 𝑝)

⟩
= 𝑇

νµ

𝑉 (𝑞, 𝑘) − 𝑇
νµ

𝐴 (𝑞, 𝑘).

Адронные токи определены как

𝑉 µ(𝑥) = 𝑐(𝑥) γµ 𝑠(𝑥) и 𝐴µ(𝑥) = 𝑐(𝑥) γµ γ5 𝑠(𝑥),

а лептонные токи имеют вид

𝑗ν(𝑘2, 𝑘1) =
(︁
ℓ(𝑘2)γνℓ(−𝑘1)

)︁
и

𝐽µ(𝑘4, 𝑘3) =
(︁
ℓ ′(𝑘4)γµ(1 − γ

5)νℓ ′(−𝑘3)
)︁
.

В выражении (6) для амплитудыℳ𝑓𝑖

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
явно вы-

делен полюс 1/𝑞2 от фотонного пропагатора. Для об-
резания данного полюса в области 𝑞2 → 0 необходимо
учесть, что лептоны имеют ненулевые массы и под-
вергаются различным процедурам кинематического
отбора при регистрации на экспериментальных уста-
новках. Учет производится как при помощи точной
формулы (A.3) для четырехчастичного фазового объ-
ема, так и с помощью эффективного обрезания при
некотором значении 𝑞2min. Для ℓ ≡ µ в качестве величи-
ны 𝑞2min имеет смысл выбрать естественный кинемати-
ческий порог, равный 4𝑚2

µ. В то время как для ℓ ≡ 𝑒 ра-
зумно остановиться на кинематических ограничени-
ях, обусловленных возможностями конкретной экс-
периментальной установки. Например, в электромаг-
нитном калориметре установки LHCb регистрируют-
ся 𝑒− и 𝑒+ с поперечными импульсами 𝑝𝑇 > 200 МэВ.
Это почти на три порядка больше, чем масса электро-
на или позитрона, и по порядку величины совпадает с
массой мюона. В подразделе 5.2 этот вопрос будет об-
суждаться подробнее.

Тензор 𝑇 νµ(𝑞, 𝑘) удовлетворяет условию поперечно-
сти: 𝑞ν 𝑇 νµ(𝑞, 𝑘) = 0. Тогда с учетом данного условия,
следуя работам [4,20], для векторной и аксиальной ча-
стей тензора 𝑇 νµ(𝑞, 𝑘) можем написать:

𝑇
νµ

𝑉 (𝑞, 𝑘) = ε
ν µ 𝑞 𝑘 𝑒 𝑎

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
𝑀1

(7)

и

𝑇
νµ

𝐴 (𝑞, 𝑘) = 𝑖

(︂
𝑔νµ − 𝑞ν 𝑞µ

𝑞2

)︂
𝑒𝑀1 𝑏

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
+

+ 2𝑖𝑒

(︂
𝑘ν − (𝑞𝑘)

𝑞2
𝑞ν
)︂(︃

𝑘µ
𝑑
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
𝑀1

− 𝑞µ
𝑐
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
𝑀1

)︃
+

+ 𝑖 𝑒𝑄𝐷𝑠
𝑓𝐷𝑠

𝑞ν𝑞µ
𝑞2

+ 𝑖 𝑒𝑄𝐷𝑠
𝑓𝐷𝑠

𝑞ν𝑘µ
𝑞2

, (8)

где 𝑄𝐷𝑠
= 𝑄𝑠 − 𝑄𝑐 = −1 – электрический заряд

𝐷−
𝑠 -мезона в единицах положительного элементарно-

го заряда, 𝑎
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
, . . . , 𝑑

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
– безразмерные

формфакторы, которые являются функциями двух
переменных – квадратов переданных 4-импульсов –
𝑞2 и 𝑘2. Заметим, что тензор 𝑇

νµ

𝑉 (𝑞, 𝑘) автоматически
поперечен. Поэтому специально заботиться необхо-
димо только о поперечности тензора𝑇 νµ

𝐴 (𝑞, 𝑘), что на-
шло свое отражение в выражении (8).

Формула (8) содержит кинематическую особен-
ность при 𝑞2 → 0. Как было отмечено в [7], эта особен-
ность не может отвечать реальной частице, поскольку
в канале излучения ℓ+ℓ−-пары отсутствует безмассо-
вый векторный мезон, а полюс фотонного пропага-
тора был явно учтен в формуле (6). Поэтому необхо-
димо, чтобы комбинации формфакторов при лорен-
цевских структурах 𝑞ν𝑞µ/𝑞

2 и 𝑞ν𝑘µ/𝑞
2 при 𝑞2 → 0 стре-

мились к нулю. Если следовать только логике рабо-
ты [4], то из (8) сразу следует, что 𝑏(0, 0) = 𝑐(0, 0) +
+𝑄𝐷𝑠 𝑓𝐷𝑠/𝑀1 и 𝑑(0, 0) = 𝑄𝐷𝑠 𝑓𝐷𝑠/𝑀1. Однако рабо-
та [7] позволяет продвинуться существенно дальше.

Рассмотрим комбинацию формфакторов при
𝑞ν 𝑘µ/𝑞

2. Имеем

𝑄𝐷𝑠 𝑓𝐷𝑠 − 2 (𝑞𝑘)

𝑀1
𝑑
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀ ⃒⃒⃒
𝑞2→0

= 0.

Отсюда

𝑑
(︀
0, 𝑘2

)︀
=

𝑄𝐷𝑠 𝑓𝐷𝑠

𝑀1

1

1 − 𝑥34
, (9)

где 𝑥34 = 𝑘2/𝑀2
1 . Теперь рассмотрим общее выраже-

ние для 𝑑
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
. Имеем:

𝑑
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
= 𝑑

(︀
0, 𝑘2

)︀
+ ∆

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
.

Чтобы согласовать данную формулу с выражени-
ем (9), наложим на функцию ∆

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
дополнитель-

ное условие: ∆
(︀
0, 𝑘2

)︀
= 0.

Если мы ожидаем, что в функцию ∆
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
да-

ет вклад только один промежуточный узкий вектор-
ный резонанс ϕ(1020), то в рамках VMD функцию
∆
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
можно представить в виде

∆
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
=

𝑓(𝑘2)

𝑞2 − δ
,

где δ = 𝑀2
2 − 𝑖Γ2𝑀2 ≈ 𝑀2

2 для узких резонан-
сов вдали от точки 𝑞2 = 𝑀2

2 . Поскольку функция
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∆
(︀
0, 𝑘2

)︀
= −𝑓(𝑘2)/δ не удовлетворяет дополнитель-

ному условию, то необходимо сделать минимум од-
но вычитание и вместо функции ∆

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
рассмат-

ривать функцию

∆̃
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
= ∆

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
−∆

(︀
0, 𝑘2

)︀
≈ 𝑞2

𝑀2
2

∆
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
,

для которой ∆̃
(︀
0, 𝑘2

)︀
= 0. Окончательно

𝑑
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
=

𝑄𝐷𝑠
𝑓𝐷𝑠

𝑀1

1

1 − 𝑥34
+

𝑞2

𝑀2
2

∆
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
. (10)

Теперь рассмотрим комбинацию формфакторов
при 𝑞ν 𝑞µ/𝑞

2. Имеем

𝑄𝐷𝑠 𝑓𝐷𝑠 +
2 (𝑞𝑘)

𝑀1
𝑐
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
− 𝑀1 𝑏

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀ ⃒⃒⃒
𝑞2→0

= 0.

Это дает следующее выражение для функции 𝑐
(︀
0, 𝑘2

)︀
:

𝑐
(︀
0, 𝑘2

)︀
= − 𝑄𝐷𝑠

𝑓𝐷𝑠

𝑀1

1

1 − 𝑥34
+

𝑏
(︀
0, 𝑘2

)︀
1 − 𝑥34

.

Если для вычисления функций 𝑏
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
и 𝑐
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
снова воспользоваться приближением VMD с вычи-
тательной процедурой, то получим:

𝑏
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
=

𝑞2

𝑀2
2

𝑔(𝑘2)

𝑞2 − δ
. (11)

Из (11) следует, что 𝑏
(︀
0, 𝑘2

)︀
= 0. Тогда

𝑐
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
= − 𝑄𝐷𝑠 𝑓𝐷𝑠

𝑀1

1

1 − 𝑥34
+

𝑞2

𝑀2
2

ℎ(𝑘2)

𝑞2 − δ
. (12)

Вопрос о проведении вычитательной процедуры для
функции 𝑎

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
из формулы (7) остается откры-

тым. В данной работе мы предполагаем, что

𝑎
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
=

𝑞2

𝑀2
2

𝑟(𝑘2)

𝑞2 − δ
. (13)

Функции 𝑓(𝑘2), 𝑔(𝑘2), ℎ(𝑘2) и 𝑟(𝑘2) однозначно вы-
числяются в рамках приближения VMD.

При помощи выражений (7), (8) и уравнений дви-
жения в пределе нулевых лептонных масс можно на-
писать следующую общую структуру для амплитуды
(6):

ℳ𝑓𝑖

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
∼ 𝑒

𝑞2

(︃
ενµ𝑞𝑘

𝑎
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
𝑀1

−𝑖𝑔νµ𝑀1𝑏
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
+

+ 𝑖𝑘ν𝑞µ
2𝑖𝑐
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
𝑀1

)︃
𝑗ν(𝑘2, 𝑘1)𝐽µ(𝑘4, 𝑘3). (14)

В этом пределе функция 𝑑
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
выпадает из ам-

плитуды (14). Однако для ненулевых масс заряженных
лептонов вклад от 𝑑

(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
необходимо учитывать.

Последовательное вычисление функций 𝑎
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
,

𝑏
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
и 𝑐
(︀
𝑞2, 𝑘2

)︀
представляет собой сложную за-

дачу. В настоящей работе мы ограничимся рассмотре-
нием только резонансного вклада легчайшего вектор-
ного мезона, который будет записан с учетом вычита-
тельной процедуры, и процессами тормозного излу-
чения.

4. ФОРМУЛЫ ДЛЯ РАСПАДА 𝐷−
𝑠 → ℓ+ℓ− ν̄ℓ′ ℓ

′−

Рассмотрим распады 𝐷−
𝑠 → µ+µ−ν̄𝑒 𝑒

− и 𝐷−
𝑠 →

→ 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
−, когда в конечном состоянии отрица-

тельно заряженные легкие лептоны имеют разный
аромат. В общем виде эти распады можно записать как
𝐷−

𝑠 (𝑝, 𝑀1) → ℓ+(𝑘1) ℓ−(𝑘2) ν̄ℓ′(𝑘3) ℓ′−(𝑘4).
Начнем с вычисления вклада от излучения вирту-

ального фотона 𝑠-кварком, который показан на рис. 1.
Если положить 𝑚ℓ = 𝑚ℓ′ = 0 и воспользоваться яв-
ным видом эффективных гамильтонианов (3) и (4),
то можно найти, что в рамках модели доминантно-
сти векторных мезонов с вычитанием вклад процес-
са рис. 1 описывается при помощи диаграммы рис. 4,
а соответствующая этой диаграмме амплитуда имеет
вид

ℳ(𝑠)
𝑓𝑖 =

𝒜
𝑓𝑉

1

𝑞2 −𝑀2
2 + 𝑖Γ2𝑀2

ℱµν𝑗
ν(𝑘2, 𝑘1)𝐽µ(𝑘4, 𝑘3),

(15)

где 𝒜 =
𝐺F√

2
4παem 𝑉𝑐𝑠. С учетом определения (5) и

уравнений движения для безмассовых лептонов нахо-
дим структуру ℱµν в виде:

ℱµν =
2𝑉 (𝑘2)

𝑀1 + 𝑀2
εµν𝑘𝑞 − 𝑖 (𝑀1 + 𝑀2)𝐴1(𝑘2)𝑔µν +

+ 2𝑖
𝐴2(𝑘2)

𝑀1 + 𝑀2
𝑞µ𝑘ν.

В формуле (15) принимается во внимание вклад толь-
ко одного легчайшего ϕ(1020)-резонанса. Формфак-
торы 𝑉 (𝑘2), 𝐴1(𝑘2) и 𝐴2(𝑘2) являются формфактора-
ми перехода 𝐷𝑠 → ϕ(1020). Данная формула позволя-

Ds
−(p)

W −(k)

γ*(q)

φ(q) μ−(−k1)

μ−(k2)

e−(k4)

ve
−(−k3)

C

S

S

Рис. 4. Диаграмма для вычисления амплитуды ℳ(𝑠)
𝑓𝑖

(см. формулу (15)) на примере распада 𝐷−
𝑠 → µ

+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

−.
Излучение виртуального фотона 𝑠-кварком описывается в
рамках модели доминантности векторных мезонов (4).
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μ−(−k1)

e−(k4)

ve
−(−k3)

W −(k)
Ds

−(p)

Ds
*

C C

S

γ*(q)

μ−(k2)

Рис. 5. Диаграмма для вычисления амплитуды ℳ(𝑐)
𝑓𝑖

(см. формулу (16)) на примере распада 𝐷−
𝑠 → µ

+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

−.

Ds
−(p)

W −(p)

γ*(q)

μ−(−k1)

e−(k4)

ve−(−k3)C

S

μ−(−k2)

Рис. 6. Диаграмма для вычисления амплитуды тормозного
излучения (см. формулу (17)) на примере распада 𝐷−

𝑠 →
→ µ

+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

−.

ет найти явный вид функций 𝑔(𝑘2), ℎ(𝑘2) и 𝑟(𝑘2), ко-
торые были введены в предыдущем разделе. Масса𝑀2

соответствует массе ϕ(1020)-резонанса.
Вклад процесса рис. 2 дается диаграммой рис. 5, ко-

торая является кросс-каналом распада 𝐷*
𝑠 → 𝐷𝑠γ

*

векторного мезона в псевдоскалярный мезон и вир-
туальный фотон. С учетом определения (5) амплитуда
такого процесса может быть записана в виде

ℳ(𝑐)
𝑓𝑖 = − 4

3

𝒜
𝑞2

𝑀𝐷*
𝑠
𝑓𝐷*

𝑠

𝑘2 −𝑀2
𝐷*

𝑠

𝑉𝑐(𝑞
2)

𝑀1 + 𝑀𝐷*
𝑠

εµν𝑘𝑞 ×

× 𝑗ν(𝑘2, 𝑘1) 𝐽µ(𝑘4, 𝑘3). (16)

Мнимая добавка в пропагаторе отсутствует, посколь-
ку 𝑘2 6 (𝑀𝐷𝑠

− 2𝑚ℓ)
2 < 𝑀2

𝐷*
𝑠

.
Перейдем к рассмотрению процесса тормозного из-

лучения виртуального фотона, который описывается
при помощи диаграммы рис. 6. Данный процесс кор-
ректно рассматривать, когда 𝑚ℓ ̸= 0 и 𝑚ℓ′ ̸= 0. В этом
случае амплитуда тормозного излучения имеет вид

ℳ(brem)
𝑓𝑖 = 𝑖

𝒜
𝑞2

𝑓𝐷𝑠
𝑔µν 𝑗

ν(𝑘2, 𝑘1) 𝐽µ(𝑘4, 𝑘3),

где

𝐽µ(𝑘4, 𝑘3) = 𝐽µ(𝑘4, 𝑘3) +
𝑚 ℓ′

(𝑝− 𝑘3)2 −𝑚2
ℓ′

×

×
(︁
ℓ ′(𝑘4) γµ (𝑝 + 𝑚 ℓ′) (1 − γ

5) νℓ ′(−𝑘3)
)︁
.

Поскольку (2𝑚ℓ + 𝑚ℓ′)
2 6 (𝑝 − 𝑘3)2 6 𝑀2

1 , то вто-
рое слагаемое не содержит полюсов во всей кинема-
тически разрешенной области. Второе слагаемое мо-
жет быть сравнимо с первым только в области, где
(𝑝−𝑘3)2 ∼ (2𝑚ℓ+𝑚ℓ′)

2. Но эта область подавлена при
интегрировании по фазовому объему (A.3). Поэтому с
хорошей степенью точности можем положить, что ам-
плитуда тормозного излучения имеет вид

ℳ(brem)
𝑓𝑖 = 𝑖

𝒜
𝑞2

𝑓𝐷𝑠
𝑔µν 𝑗

ν(𝑘2, 𝑘1) 𝐽µ(𝑘4, 𝑘3). (17)

Суммируя результаты предыдущего и данного раз-
делов можем окончательно записать амплитуду рас-
пада 𝐷−

𝑠 → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ
′− в виде

ℳ𝑓𝑖 = ℳ(𝑠)
𝑓𝑖 + ℳ(𝑐)

𝑓𝑖 + ℳ(brem)
𝑓𝑖 =

=
𝒜
𝑞2

[︂
𝑎(𝑞2, 𝑘2)

𝑀1
εµ ν 𝑘 𝑞 − 𝑖𝑀1𝑏(𝑞

2, 𝑘2) 𝑔µν +

+ 2𝑖
𝑐(𝑞2, 𝑘2)

𝑀1
𝑞µ𝑘ν

]︂
𝑗ν(𝑘2, 𝑘1) 𝐽µ(𝑘4, 𝑘3), (18)

где безразмерные функции 𝑎(𝑞2, 𝑘2) ≡ 𝑎(𝑥12, 𝑥34),
𝑏(𝑞2, 𝑘2) ≡ 𝑏(𝑥12, 𝑥34) и 𝑐(𝑞2, 𝑘2) ≡ 𝑐(𝑥12, 𝑥34) заданы
выражениями:

𝑎(𝑥12, 𝑥34) = −2

3

𝑀̂𝐷*
𝑠
𝑓𝐷*

𝑠

𝑥34 − 𝑀̂2
𝐷*

𝑠
+ 𝑖Γ̂𝐷*

𝑠
𝑀̂𝐷*

𝑠

2𝑉𝑐

(︀
𝑀2

1𝑥12

)︀
1 + 𝑀̂𝐷*

𝑠

+

+
1

𝑓𝑉

𝑥12

𝑥12 − 𝑀̂2
2 + 𝑖Γ̂2𝑀̂2

2𝑉 (𝑀2
1𝑥34)

1 + 𝑀̂2

;

𝑏(𝑥12, 𝑥34) = −𝑓𝐷𝑠
+

1

𝑓𝑉

𝑥12

𝑥12 − 𝑀̂2
2 + 𝑖Γ̂2𝑀̂2

× (19)

× (1 + 𝑀̂2)𝐴1(𝑀2
1𝑥34);

𝑐(𝑥12, 𝑥34) =
𝑓𝐷𝑠

1 − 𝑥34
+

+
1

𝑓𝑉

𝑥12

𝑥12 − 𝑀̂2
2 + 𝑖Γ̂2𝑀̂2

𝐴2(𝑀2
1𝑥34)

1 + 𝑀̂2

.

Безразмерные переменные 𝑥12 = 𝑞2/𝑀2
1 и 𝑥34 =

= 𝑘2/𝑀2
1 определены в Приложении А. Входящие

в (19) безразмерные постоянные заданы следую-
щим образом: 𝑓𝐷𝑠

= 𝑓𝐷𝑠
/𝑀1, 𝑓𝐷*

𝑠
= 𝑓𝐷*

𝑠
/𝑀1,

𝑀̂2 = 𝑀2/𝑀1, 𝑀̂𝐷*
𝑠

= 𝑀𝐷*
𝑠
/𝑀1, Γ̂2 = Γ2/𝑀1 и

Γ̂𝐷*
𝑠

= Γ𝐷*
𝑠
/𝑀1. Заметим, что формфакторы 𝑉𝑐(𝑞

2),
𝑉 (𝑘2), 𝐴1(𝑘2) и 𝐴2(𝑘2) также являются безразмерны-
ми функциями.

Дифференциальная парциальная ширина распада
𝐷−

𝑠 → ℓ+ ℓ− ν̄ℓ′ ℓ
′− вычисляется по формуле

1

τ𝐷−
𝑠

𝑑Br (𝐷−
𝑠 → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ℓ

′−)

𝑑Φ4
=

∑︀
𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4

|ℳ𝑓𝑖|2

2𝑀1
, (20)
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где τ𝐷−
𝑠

– время жизни 𝐷−
𝑠 -мезона, 4-частичный фа-

зовый объем 𝑑Φ4 задается выражением (A.3), сумми-
рование происходит по спинам всех конечных леп-
тонов. Номер спина лептона соответствует номеру 4-
импульса этого лептона.

В заключении данного раздела имеет смысл обсу-
дить соответствие между формфакторами 𝐹𝑉 , 𝐹1𝐴 и
𝐹2𝐴 работы [7] и аналогичными им безразмерными
функциями (19). Пусть 𝐹𝑉 = 𝐹𝑉 − вычитательные
члены. Аналогично введем 𝐹1𝐴, 𝐹2𝐴, 𝑏̃ и 𝑐. Наконец
обозначим 𝑎̃ = 𝑎− вклад (16). Тогда имеет место сле-
дующее соответствие: 𝐹𝑉 (. . .) = 𝑎̃(. . .), 𝐹1𝐴(. . .) =
= 𝑀2

1 𝑏̃(. . .)/(𝑘𝑞) и𝐹2𝐴 = 𝑀2
1 𝑏̃(. . .)/(𝑘𝑞)− 2 𝑐(. . .). Вы-

читательные члены и дополнительные вклады в обеих
работах разные и прямо не переходят друг в друга.

5. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

5.1. Выбор численных значений для адронных констант
и формфакторов переходов

Для вычисления парциальных ширин и нахожде-
ния формы дифференциальных распределений ис-
пользуются значения масс, времен жизни, ширин рас-
падов псевдоскалярных и векторных мезонов и мат-
ричные элементы ККМ-матрицы из [10]. Числен-
ная параметризация формфакторов переходов 𝐷𝑠 →
→ ϕ(1020) взята из работы [21]. Лептонная константа
𝑓𝐷𝑠

≈ 220 МэВ [21], что не более чем на 10% отличает-
ся от актуальных результатов, полученных при помо-
щи вычислений на решетке [22]. Поскольку предло-
женный нами метод имеет худшую точность, то дан-
ное численное различие не является критичным.

В выражение (19) для 𝑎(𝑥12, 𝑥34) входят констан-
та 𝑓𝐷*

𝑠
и формфактор 𝑉𝑐(𝑞

2). Чтобы оценить величи-
ну 𝑓𝐷*

𝑠
, воспользуемся подходом эффективной теории

тяжелых кварков (HQET). Тогда

𝑓𝐷*
𝑠

𝑓𝐷𝑠

≈ 𝑓𝐵*

𝑓𝐵𝑢

.

Если взять численные значения лептонных констант
𝑓𝐵* и 𝑓𝐵𝑢

из работы [1], то 𝑓𝐷*
𝑠
/𝑓𝐷𝑠

≈ 0.96. С той
точностью, с которой в настоящей статье проводятся
вычисления, это означает, что фактически можно вы-
брать 𝑓𝐷*

𝑠
= 𝑓𝐷𝑠 .

Аналогично в приближении эффективной теории
тяжелых кварков можем написать

𝑉𝑐(0)

𝑉𝑏(0)
≈ 𝑓𝐷

𝑓𝐵𝑢

.

Заимствуя численные значения константы 𝑓𝐷 из [21],
а величин 𝑓𝐵𝑢

и 𝑉𝑏(0) – из [1], найдем, что 𝑉𝑐(0) ≈ 1.1.
Применяя аргументацию работы [20] к диаграмме
рис. 2, для формфактора 𝑉𝑐(𝑞

2) запишем простую по-
люсную параметризацию:

𝑉𝑐(𝑞
2) =

𝑉𝑐(0)

1 − 𝑞2/𝑀2
𝐽/ψ

.

5.2. Вычисление парциальных ширин распадов
𝐷−

𝑠 → µ+µ−ν̄𝑒 𝑒
− и 𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
−

Согласно (18) амплитуда распадов 𝐷−
𝑠 →

→ ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ
′− может быть записана в виде:

ℳ𝑓𝑖 =
2
√

2π𝐺F αem 𝑉𝑐𝑠

𝑀2
1

∑︁
{𝐿}

1

𝑥12
𝐿µ ν 𝑗

ν 𝐽µ, (21)

где 𝑗ν и 𝐽µ – лептонные токи, а 𝐿µ ν – различные ло-
ренцевы структуры, которые входят в формулу (18).
Тогда из (20) получаем, что

Br
(︀
𝐷−

𝑠 → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ℓ
′−)︀ =

=
τ𝐷−

𝑠

2𝑀1

∫︁ (︃ ∑︁
𝑠1,𝑠2,𝑠3,𝑠4

|ℳ𝑓𝑖|2
)︃
𝑑Φ4 =

=
4π2𝐺2

Fα
2
em|𝑉𝑐𝑠|2

𝑀5
1

τ𝐷−
𝑠
×

×
∫︁ ⎛⎜⎝ ∑︁

𝑠1,𝑠2,𝑠3,𝑠4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
{𝐿}

1

𝑥12
𝐿µν𝑗

ν𝐽µ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2
⎞⎟⎠ 𝑑Φ4. (22)

Для проведения численного интегрирования выраже-
ния (22) по фазовому объему будем использовать про-
граммный пакет EvtGen [23] и перепишем (22) в виде:

Br
(︀
𝐷−

𝑠 → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ℓ
′−)︀ ≈

≈
4π2𝐺2

Fα
2
em|𝑉𝑐𝑠|2

𝑀5
1

τ𝐷−
𝑠

(︁
𝑀6

1 |𝑋|2
)︁ 𝑁0

𝑁tot
Φ4(0) =

=
α2em |𝑉𝑐𝑠|2

3 · 211 · π3
τ𝐷−

𝑠
𝐺2

F𝑀
5
1 |𝑋|2 𝑁0

𝑁tot
, (23)

где 𝑁tot – полное число событий, разыгранных
Монте-Карло генератором EvtGen при помощи ам-
плитуды (21); 𝑁0 – число принятых событий; |𝑋|2 –
максимальное значение безразмерной величины

∑︀
𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︀{𝐿}

1
𝑥12

𝐿µν 𝑗
ν 𝐽µ

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑀6
1

,

а Φ4(0) =
𝑀4

1

3 · 213 · π5
– четырехчастичный фазовый

объем при нулевых значениях лептонных масс. По-
ясним, откуда в знаменателе последней формулы по-
является множитель 𝑀6

1 . В используемом нами мето-
де величина |𝑋|2 должна быть безразмерной. Хорошо
известно, что размерность лептонных токов 𝑗ν(𝑘2, 𝑘1)
и 𝐽µ(𝑘4, 𝑘3) совпадает с размерностью массы. А из
формул (18) и (19) сразу следует, что любая лептонная
структура 𝐿µν также имеет размерность массы. Отсю-
да видно, что обезразмеривать числитель надо шестой
степенью массы.

Используемый нами алгоритм вычисления парци-
альной ширины работает следующим образом. На
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первом шаге следует определить значение констан-
ты |𝑋|2. Для этого проводится генерация событий в
районе предполагаемого максимума матричного эле-
мента. На втором шаге выполняется Монте-Карло
интегрирование методами EvtGen при различных зна-
чениях 𝑁tot, последовательно увеличивая полное чис-
ло событий. Когда численное значение парциаль-
ной ширины, вычисленное при каждой последующей
итерации, стабильно отличается от предыдущей ите-
рации менее чем на 1%, процедура интегрирования
прекращается. Заметим, что основная ошибка чис-
ленного значения парциальной ширины возникает
из неточности непертурбативного вычисления адрон-
ных матричных элементов.

Начнем с вычисления парциальной ширины распа-
да 𝐷−

𝑠 → µ+µ−ν̄𝑒 𝑒
−. В этом случае максимум квад-

рата модуля матричного элемента приходится на об-
ласть ϕ(1020)-резонанса. В качестве кинематических
ограничений снизу выберем 𝑥12 min = 4 𝑚̂2

µ ≈ 0.01

и 𝑥34 min = 𝑚̂2
𝑒 ≈ 0, где 𝑚̂ℓ = 𝑚ℓ/𝑀1. Значение

𝑀2
1 𝑥12 min служит естественным параметром обреза-

ния вклада фотонного полюса ∼ 1/𝑞2 в формуле (18).
Численное интегрирование дает

Br
(︀
𝐷−

𝑠 → µ
+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

−)︀ ⃒⃒⃒
𝑥12 min=0.01

≈

≈ 0.2
τ𝐷𝑠

5.04 × 10−13 с
|𝑉𝑐𝑠|2

0.95
× 10−5. (24)

Результат (24) хорошо согласуется с наивной оцен-
кой (1), что является дополнительным аргументом
в пользу правильности проведенных вычислений.
Неопределенность численного предсказания (24) на-
прямую зависит от неопределенности в величинах и
параметризации адронных формфакторов и составля-
ет примерно 30%.

Теперь рассмотрим парциальную ширину распада
𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
−. Как было отмечено в работе [1], ес-

ли в качестве𝑥12 min для этого случая выбрать значение
4 𝑚̂2

𝑒, то такой выбор не будет соответствовать экспе-
риментальной процедуре отбора событий, поскольку
эффективность регистрации электрон-позитронных
пар мала, если

√︀
𝑞2 меньше примерно 100 МэВ. Таким

образом, область
√︀
𝑞2 от 2𝑚𝑒 до 100 МэВ не детекти-

руется на современных установках и, следовательно,
должна быть исключена из теоретических предсказа-
ний. В свете вышесказанного для вычисления парци-
альной ширины распада 𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
− выберем

𝑥12 min = Λ2/𝑀2
1 . При Λ = 100 МэВ величина 𝑥12 min =

= 0.003. В этом случае численное интегрирование да-
ет

Br
(︀
𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
−)︀ ⃒⃒⃒

𝑥12 min=0.003
≈

≈ 0.5
τ𝐷𝑠

5.04 × 10−13 с
|𝑉𝑐𝑠|2

0.95
× 10−5, (25)

что прекрасно согласуется с наивной оценкой (2).
Если выбрать Λ = 200 МэВ (чему соответствует

𝑥12 min = 0.01), то в рамках 30%-ной точности насто-
ящих вычислений, при которой можно пренебречь
различием в фазовых объемах конечных состояний
µ+µ−ν̄𝑒 𝑒

− и 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
−, имеет место следующее при-

ближенное равенство:

Br
(︀
𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
−)︀ ⃒⃒⃒

𝑥12 min=0.01
≈

≈ Br
(︀
𝐷−

𝑠 → µ
+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

−)︀ ⃒⃒⃒
𝑥12 min=0.01

.

С ростом значения 𝑥12 min парциальные ширины рас-
падов 𝐷−

𝑠 → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ
′− будут убывать и практически

обратятся в нуль при 𝑥12 min > 𝑀2
ϕ(1020)/𝑀

2
1 ≈ 0.3.

При выборе 𝑥12 min > 0.3 представленная в настоящей
работе теория, по всей видимости, неприменима, по-
скольку в данной области следует учитывать нерезо-

нансный вклад от распада 𝐷−
𝑠 →

(︁
γ* → ℓ+ℓ−

)︁
ν̄ℓ′ ℓ

′−

и резонансный вклад отϕ(1680)-мезона. Отметим, что
учет данных вкладов практически не скажется на чис-
ленных результатах (24) и (25). Похожая ситуация об-
суждалась в работах [1, 4] применительно к распадам
𝐵− → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ

′−.

5.3. Дифференциальные распределения в распадах
𝐷−

𝑠 → µ+µ−ν̄𝑒 𝑒
− и 𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
−

Рассмотрим распределения по переменной 𝑥12, ко-
торые представлены на рис. 7. В связи с тем, что дан-
ные распределения имеют фотонный полюс и полюс в
области ϕ(1020)-резонанса, эти распределения удоб-
но строить в логарифмическом масштабе. Распреде-
ления по переменной𝑥12 представлены вплоть до зна-
чения 0.4, что соответствует области применения рас-
сматриваемой в настоящей работе теории. Для рас-
пада 𝐷−

𝑠 → µ+µ−ν̄𝑒 𝑒
− значение квадрата инвари-

антной массы µ+µ−-пары ограничено снизу величи-
ной 4𝑚2

µ, что соответствует 𝑥12 min = 0.01. В распа-
де 𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
− квадрат инвариантной массы

𝑒+𝑒−-пары ограничен снизу параметром Λ2, где Λ =
= 100 МэВ ∼ 𝑚µ. Поэтому на рис. 7a резонансный
вклад доминирует над вкладом фотонного полюса, в
то время как на рис. 7b вклад фотонного полюса до-
минирует над резонансным вкладом.

Перейдем к распределениям по переменной 𝑥34,
которые изображены на рис. 8. Исходя из свойств
рассматриваемой модели, в которой данные распре-
деления в основном определяются интегрированием
по резонансному вкладу, распределения по 𝑥34 имеют
следующий качественный вид:

𝑑Γ

𝑑𝑥34
∼ 𝑔(𝑥34)

(1−√
𝑥34)

2∫︁
𝑥12min

𝑑𝑥12
𝑓(𝑥12)(︁

𝑥12 − 𝑀̂2
2

)︁2
+ Γ̂2

2𝑀̂
2
2

≈

≈ 𝑔(𝑥34)

(︃
𝐶1 + 𝐶2 arctg

(︃
(1 −√

𝑥34)2 − 𝑀̂2
2

Γ̂2𝑀̂2

)︃)︃
.

(26)
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Рис. 7. Нормированные дифференциальные распределения
1

Γ

𝑑Γ

𝑑𝑥12
для распадов 𝐷−

𝑠 → µ
+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

− при 𝑥12 min = 0.01 (а)

и 𝐷−
𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ

− при 𝑥12 min = 0.003 (б).

a

Ds
− e−e

á

Ds
− e−e

Рис. 8. Нормированные дифференциальные распределения
1

Γ

𝑑Γ

𝑑𝑥34
для распадов 𝐷−

𝑠 → µ
+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

− (a) и 𝐷−
𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ

−

(б).

При вычислении интеграла в (26) мы положили
𝑓(𝑥12) ≈ 𝑓(𝑀̂2

2 ), поскольку основной интеграл на-
бирается в области узкого пика ϕ(1020)-резонанса.
Из формулы (26) видно, что ”скачок” распределений
1

Γ

𝑑Γ

𝑑𝑥34
должен происходить при

𝑥34 = (1 − 𝑀̂2)2 ≈ 0.23.

Рис. 8 подтверждает данный качественный анализ.
Помимо распределений по переменным 𝑥12 и 𝑥34

с экспериментальной точки зрения имеет смысл вве-
сти безразмерный квадрат инвариантной массы всех
заряженных лептонов в четырехлептонных распадах
𝐷−

𝑠 -мезонов. Данная переменная задается формулой

𝑥124 = (𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘4)2/𝑀2
1 .

На рис. 9 показаны нормированные распределения по
𝑥124. Из рисунка видно, что форма представленных
распределений чувствительна к кинематике распада и
выбору значения 𝑥12 min. На рис. 10 и 11 даны распре-
деления по угловым переменным cos θ12 и cos θ34, ко-
торые задаются формулами (A.2). Эти распределения
также проявляют чувствительность к выбору конеч-
ного лептонного состояния.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе

• в рамках Стандартной модели получено предска-
зание для парциальной ширины распада 𝐷−

𝑠 →
→ µ+µ−ν̄𝑒 𝑒

− на уровне

Br
(︀
𝐷−

𝑠 → µ
+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

−)︀ ⃒⃒⃒√
𝑞2=2𝑚µ

≈

≈ 0.2
τ𝐷𝑠

5.04 × 10−13 с
|𝑉𝑐𝑠|2

0.95
× 10−5.

Неопределенность данного предсказания состав-
ляет порядка 30%;

• в рамках Стандартной модели найдена парциаль-
ная ширина распада 𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
−

Br
(︀
𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
−)︀ ⃒⃒⃒√

𝑞2=100 МэВ
≈

≈ 0.5
τ𝐷𝑠

5.04 × 10−13 с
|𝑉𝑐𝑠|2

0.95
× 10−5.

Неопределенность данного предсказания также
оказывается порядка 30%;
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Рис. 9. Нормированные дифференциальные распределения
1

Γ

𝑑Γ

𝑑𝑥124
по безразмерному квадрату инвариантной массы всех

заряженных лептонов в распадах 𝐷−
𝑠 → µ

+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

− (a) и 𝐷−
𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ

− (б).

a

Ds
−

ee
−

á

Ds
− e−e

Рис. 10. Нормированные дифференциальные распределения
1

Γ

𝑑Γ

𝑑 cos θ12
для распадов 𝐷−

𝑠 → µ
+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

− (a) и 𝐷−
𝑠 →

→ 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
− (б).

a

Ds
−

ee
−

á

Ds
− e−e

Рис. 11. Нормированные дифференциальные распределения
1

Γ

𝑑Γ

𝑑 cos θ34
для распадов 𝐷−

𝑠 → µ
+
µ
−
ν̄𝑒 𝑒

− (a) и 𝐷−
𝑠 →

→ 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
− (б).

• показано, что распады 𝐷−
𝑠 → µ+µ−ν̄𝑒 𝑒

− и 𝐷−
𝑠 →

→ 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
− можно попытаться зарегистриро-

вать на установке BESIII;

• построены и проанализированы однократные
дифференциальные распределения для различ-
ных кинематических переменных в распадах
𝐷−

𝑠 → ℓ+ℓ−ν̄ℓ′ ℓ
′−.
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Рис. 12. Кинематика распада 𝐷−
𝑠 (𝑝) →

→ µ
+(𝑘1) µ

−(𝑘2) ν̄𝑒(𝑘3) 𝑒
−(𝑘4). Угол θ12 определяется в

системе покоя µ+(𝑘1) µ−(𝑘2)-пары; θ34 определяется в си-
стеме покоя ν̄𝑒(𝑘3) 𝑒−(𝑘4)-пары; угол ϕ задается в системе
покоя 𝐷−

𝑠 -мезона.

ные распады тяжелых мезонов в Стандартной модели
и ее расширениях”.

Приложение А:
Кинематика четырехлептонных распадов

𝐷𝑠-мезонов

Обозначим через 𝑘𝑖 4-импульсы конечных леп-
тонов в четырехлептонном распаде 𝐷−

𝑠 (𝑝, 𝑀1) →
→ ℓ+(𝑘1) ℓ−(𝑘2) ν̄ℓ′(𝑘3) ℓ′−(𝑘4) , где 𝑖 = {1, 2, 3, 4}.
Введем следующие 4-импульсы:

𝑞 = 𝑘1+𝑘2; 𝑘 = 𝑘3+𝑘4; 𝑝 = 𝑞+𝑘 = 𝑘1+𝑘2+𝑘3+𝑘4

и 𝑝2 = 𝑀2
1 . При дальнейших вычислениях удоб-

но пользоваться безразмерными переменными 𝑥𝑖𝑗 =
= (𝑘𝑖 + 𝑘𝑗)

2/𝑀2
1 , для которых справедливо равенство

𝑥𝑖𝑗 = 𝑥𝑗𝑖. В данной статье используются 𝑥12 = 𝑞2/𝑀2
1

и 𝑥34 = 𝑘2/𝑀2
1 . Практически во всех вычислениях на-

стоящей работы, кроме вычисления вклада тормозно-
го излучения, лептоны можно считать безмассовыми,
т.е. полагать 𝑘2𝑖 = 0. Поэтому, вообще говоря, следу-
ет учитывать зависимость четырехчастичного фазово-
го объема от масс конечных лептонов. Интервалы из-
менения переменной 𝑥12 и переменной 𝑥34 (при фик-
сированном значении переменной 𝑥12) следующие:

4 𝑚̂2
ℓ 6 𝑥12 6 (1 − 𝑚̂ℓ′)

2; (А.1)

𝑚̂2
ℓ′ 6 𝑥34 6 (1 −

√
𝑥12)

2
,

где 𝑚̂ℓ = 𝑚ℓ/𝑀1 и 𝑚̂ℓ′ = 𝑚ℓ′/𝑀1. Если лептон ℓ или ℓ′

совпадает с электроном, то с экспериментальной точ-
ки зрения не имеет смысла задавать нижнюю границу
переменной 𝑥12 или 𝑥34 в терминах массы покоя элек-
трона. Действительно, в любом современном экспе-
рименте происходит отбор по поперечным импульсам
частиц, для которого справедливы условия 𝑝𝑇 min ∼
∼ Λ ≫ 𝑚𝑒.

Введем угол θ12 между направлением импульса по-
ложительно заряженного лептона ℓ+(𝑘1) и направле-
нием движения 𝐷𝑠-мезона (ось 𝑧) в системе покоя
ℓ+ℓ−-пары и угол θ34 между направлением движения
антинейтрино ν̄ℓ′(𝑘3) и направлением движения 𝐷𝑠-
мезона (ось 𝑧) в системе покоя ℓ′−ν̄ℓ′-пары. На рис. 12
показаны соответствующие углы для ситуации, когда
ℓ ≡ µ и ℓ′ ≡ 𝑒. В случае безмассовых лептонов для уг-
лов θ𝑖𝑗 можем написать следующие формулы:

𝑦12 ≡ cos θ12 =
1

λ1/2(1, 𝑥12, 𝑥34)
(𝑥23 + 𝑥24 − 𝑥13 − 𝑥14) ,

(А.2)

𝑦34 ≡ cos θ34 =
1

λ1/2(1, 𝑥12, 𝑥34)
(𝑥14 + 𝑥24 − 𝑥13 − 𝑥23) ,

где λ(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑎2 +𝑏2 +𝑐2−2𝑎𝑏−2𝑎𝑐−2𝑏𝑐 – треуголь-
ная функция. Углы θ12 ∈ [0, π] и θ34 ∈ [0, π]. Поэтому
𝑦12 ∈ [−1, 1] и 𝑦34 ∈ [−1, 1]. Отсчет углов производит-
ся от оси 𝑧. Кроме того, в системе покоя 𝐷𝑠-мезона
определим угол ϕ ∈ [0, 2π) между плоскостями, кото-
рые образованы парами векторов (k1, k2) и (k3, k4).
Для этого введем вектор a1 = k1 × k2, перпендику-
лярный плоскости (k1, k2), и вектор a3 = k 4 × k 3,
перпендикулярный плоскости (k3, k4). Тогда

cosϕ =

(︁
a1, a3

)︁
|a1| |a3|

.

Используя технику из книги [24], данный угол можно
выразить через переменные 𝑥𝑖𝑗, 𝑦12 и 𝑦34 [4, 25]. От-
метим, что в настоящей работе определение перемен-
ных 𝑦𝑖𝑗 отличается знаком от определения аналогич-
ных переменных в статье [25].

Четырехчастичный фазовый объем имеет вид

𝑑Φ4 = 𝑀4
1

𝑑𝑥12

2π

𝑑𝑥34

2π
𝑑Φ

(𝑞𝑘)
2 𝑑Φ

(12)
2 𝑑Φ

(34)
2 ,

где с учетом ненулевой массы лептонов ℓ± и ℓ′ − мож-
но написать

𝑑Φ
(𝑞𝑘)
2 = 2πδ

(︀
𝑞2 − 𝑥12𝑀

2
1

)︀ 𝑑4𝑞

(2π)4
2πδ

(︀
𝑘2 − 𝑥34𝑀

2
1

)︀
×

× 𝑑4𝑘

(2π)4
(2π)4δ4 (𝑝− 𝑞 − 𝑘) ,

𝑑Φ
(12)
2 = 2πδ

(︀
𝑘21 −𝑚2

ℓ

)︀ 𝑑4𝑘1
(2π)4

2πδ
(︀
𝑘22 −𝑚2

ℓ

)︀
×

× 𝑑4𝑘2
(2π)4

(2π)4δ4 (𝑞 − 𝑘1 − 𝑘2) ,

𝑑Φ
(34)
2 = 2πδ

(︀
𝑘23
)︀ 𝑑4𝑘3

(2π)4
2πδ

(︀
𝑘24 −𝑚2

ℓ′
)︀
×

× 𝑑4𝑘4
(2π)4

(2π)4δ4 (𝑘 − 𝑘3 − 𝑘4) .

При вычислении четырехчастичного фазового объема
в качестве независимых переменных интегрирования
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удобно выбрать 𝑥12, 𝑥34, 𝑦12, 𝑦34 и ϕ. Тогда

Φ
(𝑞𝑘)
2 =

1

23 π
λ
1/2 (1, 𝑥12, 𝑥34)

и

𝑑Φ
(12)
2 =

1

24 π

√︃
1 −

4𝑚̂2
ℓ

𝑥12
𝑑𝑦12;

𝑑Φ
(34)
2 =

1

25 π2

(︂
1 − 𝑚̂2

ℓ′

𝑥34

)︂
𝑑𝑦34 𝑑ϕ.

Это дает

𝑑Φ4 =
𝑀4

1

214 π6
λ
1/2 (1, 𝑥12, 𝑥34)

√︃
1 −

4𝑚̂2
ℓ

𝑥12
×

×
(︂

1 − 𝑚̂2
ℓ′

𝑥34

)︂
𝑑𝑥12 𝑑𝑥34 𝑑𝑦12 𝑑𝑦34 𝑑ϕ. (А.3)
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THE RARE 𝐷𝑠-MESONS’ DECAYS INTO THREE CHARGED
LEPTONS AND NEUTRINOS IN THE FRAMEWORK

OF STANDARD MODEL

A. V. Danilina1),2), N. V. Nikitin1),2),3),4)
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In the framework of the Standard Model, the values of branching ratios and differential distributions for
four-lepton decays 𝐷−

𝑠 → µ+µ−ν̄𝑒 𝑒
− and 𝐷−

𝑠 → 𝑒+𝑒−ν̄µ µ
− are found. In our calculations we took into

account the processes of a virtual photon emission by 𝑠- and 𝑐-quarks of the𝐷−
𝑠 -meson and bremsstrahlung.

The emission of a virtual photon by 𝑠-quark have been described using the vector mesons dominance model.
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