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Sn-АНОМАЛИЯ В КУЛОНОВСКИХ ЭНЕРГИЯХ И АНАЛОГОВЫЕ
РЕЗОНАНСЫ НЕЙТРОННО-ИЗБЫТОЧНЫХ ИЗОТОПОВ ОЛОВА
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Поступила в редакцию 24.11.2022 г.; после доработки 21.12.2022 г.; принята к публикации 26.12.2022 г.

Определена аномалия в распределении кулоновских энергий изотопов олова (Sn-аномалия), которая
проявляется в том, что в зависимости ΔECA

1/3 от A для изотопов 112−132Sn наблюдается линейная
зависимость экспериментальных данных по ΔEC, близкая к Const. Разность кулоновских энер-
гий ΔEC(A,Z) соседних ядер-изобар Sn−Sb аппроксимируется с помощью двухпараметрической
формулы. Рассчитаны энергии изобар-аналоговых резонансов EAR как с помощью полученной
аппроксимации в феноменологической модели, так и в рамках микроскопической теории конечных
ферми-систем для изотопов 110−140Sn. Проведено сравнение с экспериментальными данными поEAR

и с другими известными расчетами в самосогласованных подходах.Показано, что феноменологическая
модель описывает энергии EAR с хорошей точностью, как и новая самосогласованная релятивистская
модель.

DOI: 10.31857/S0044002723030133,EDN: RLFZWC

1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование кулоновских энергий атомных
ядер EC(A,Z) было стимулировано в начале 1960-
х гг. открытием аналогового резонанса (АR) [1].
Появилась возможность с большой точностью в
реакциях перезарядки измерять разницу кулонов-
ских энергий соседних ядер-изобар:

ΔEC(A,Z) = EC(A,Z + 1)− EC(A,Z). (1)

Оказалось, что АR имеет малую ширину и его
энергия измеряется с хорошей точностью [1, 2].

Феноменологическая теория аналоговых состо-
яний была построена Лейном [2, 3], и было вве-
дено новое квантовое число— изоспин, значение
которого в основном состоянии соответствует T0 =
= (T0)Z = (N − Z)/2. Согласно Лейну, при воз-
буждении АR в зарядово-обменных реакциях изо-
спин должен сохраняться.

Микроскопическая теория аналоговых состо-
яний развивалась в то время в методе Хартри–
Фока группой японских авторов [4, 5] и в тео-
рии конечных ферми-систем (ТКФС) [6] группой
А.Б. Мигдала [7, 8].

В последние годы интерес к изобарическим со-
стояниям резонансного типа, в том числе и к АR,
возрос как в связи с развитием новых теоретиче-
ских самосогласованных методов расчета [9–12]

1)Национальный исследовательский центр “Курчатовский
институт”, Москва, Россия.
*E-mail: lutostansky@yandex.ru

(см. ниже), так и в связи с развитием эксперимен-
тальных возможностей [13], а также появлением
новых данных по зарядово-обменным резонансам,
в частности по изотопам олова [14, 15].
Действительно, наиболее полные эксперимен-

тальные исследования зарядово-обменных воз-
буждений в девяти изотопах олова с A = 112–124
были проведены в [14], где исследовалась реакция
перезарядки Sn(3He, t)Sb при энергии E(3He) =
= 200 МэВ. Энергии возбуждения (Ex), ширины
(Γ) и сечения dσ/dΩ (мбн/ср) были измерены
для гигантского гамов-теллеровского, аналогового
и трех пигми-резонансов. Относительно недавно
были проведены исследования зарядово-обменных
резонансов в реакции 132Sn(p, n)132Sb при энергии
E(p) = 216 МэВ на дважды магическом очень
нейтронно-избыточном изотопе 132Sn [15]. В этом
эксперименте была также получена константа
локального спин-изоспинового взаимодействия
Ландау–Мигдала, которая сравнивается с насто-
ящими расчетами.
В настоящей работе исследуются кулоновская

энергия и связанная с ней энергия аналоговых ре-
зонансов изотопов олова, по которым имеется наи-
более полный набор экспериментальных данных.
Полученные зависимости сравниваются с работой
[16], в которой ранее было представлено феноме-
нологическое описание кулоновских энергий для
более чем 400 ядер. Определена аномалия в рас-
пределении кулоновских энергий изотопов олова
(Sn-аномалия). В настоящей работе новая аппрок-
симация кулоновских энергий для цепочки изото-
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Рис. 1. Зависимость величиныΔECA
1/3 от массового числаA для ядер в диапазонеA = 90–140.

пов Sn отличается от аппроксимаций, полученных
ранее, что позволило рассчитать энергии АR для
большого количества изотопов олова, в том числе
и короткоживущих ядер с большим нейтронным
избытком.
В настоящей работе также анализируются па-

раметры изоспин-изоспинового взаимодействия из
сравнения расчетных значений с эксперименталь-
ными данными по энергиям аналоговых резонан-
сов. Зарядово-обменные резонансы исследуются
в настоящей работе в рамках микроскопической
теории конечных ферми-систем [6] с параметрами
взаимодействия, полученными недавно [17, 18].

2. КУЛОНОВСКАЯ ЭНЕРГИЯ
ИЗОТОПОВ ОЛОВА

В капельной модели ядра кулоновская энергия
ядра с учетом обменных эффектов имеет вид [19]:

EC(A,Z) =
3

5

Z2e2

RC

[
1− 5

(
3

16πZ

)2/3
]
= (2)

= aC
Z2

RC

(
1− 0.76Z−2/3

)
,

где обычно полагается RC = r0A
1/3. Если поло-

жить r0 = 1.25 фм, то aC/RC = 0.7/A1/3 как в [19]

(соотношение (2.19)). В работе [20] была пред-
ложена поправка к RC с учетом поверхностных
эффектов RD = RC(1 + Δ), где

Δ =
5π2

6

d2

r20A
1/3

− 1

1 +A1/3/k

N − Z

6Z
. (3)

Здесь d≈ 0.55 фм, 3/(4πr30) = 0.16 фм−3, k < 1
[21] и для A > 60, Z � 30 величина Δ� 1, и в
дальнейшем мы ее учитывать не будем.
Соответственно для энергетической разности

ΔEC(A,Z) получается:

ΔEC(A,Z) =
aC
RC

Z̄
(
1− 0.500Z−2/3

)
, (4)

где Z̄ = Z + 1/2.

Слагаемое с 0.50 Z−2/3 соответствует обменному
члену в кулоновской энергии (2) и мало в тяжелых
ядрах. Так, для изотопов Sn с Z = 50 — это будет
0.5/502/3 ≈ 0.037� 1, и, следовательно, имеем:

ΔEC(A,Z = 50)RC = r0ΔECA
1/3 = (5)

= aC(Z + 1/2) = Const.

Это хорошо видно на графике рис. 1, где ли-
нейная зависимость ΔECA

1/3 от A наблюдается
для всех представленных изотопических цепочек в

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 86 № 3 2023
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Рис. 2. Зависимость разности кулоновских энергий ΔEC от параметра x = (Z + 1/2)A1/3. Кривые (см. формулу (6)):
1— для A = 5–244 [16], где a = 1.425 МэВ и b = −0.969 МэВ, 2— для изотопов 112−132Sn, где a = 1.2262 МэВ и
b = 1.1540МэВ.

диапазоне 90 < A < 140, а для всех изотопов Sn
наблюдается линейная аномалия, близкая к Const
(Sn-аномалия). Расчеты для Sn с эксперименталь-
ными данными поΔEC дают:ΔECA

1/3 = 67.606 ±
± 0.124МэВ, т.е. отклонения от Const составляют
<0.20%. Такое исключительное поведение изото-
пов олова позволяет использовать в дальнейших
расчетах упрощенный феноменологический под-
ход.
Известна простая двухпараметрическая ап-

проксимационная формула для энергииΔEC:
ΔEC(A,Z) = axf(A) + b [МэВ], (6)

где x = (Z + 1/2)A1/3 и f(A) — функция коррек-
ции радиуса, в данном случае связанная с дефор-
мацией. Для f(A) = 1 соотношение (6) переходит в
известную формулу J. Jänecke [22], впервые пара-
метризованную в [23]. Для более чем 400 ядер (точ-
нее 413) в интервале массовых чисел A = 5–244 в
работе [16] было получено, что a = 1.425МэВ и b =
= −0.969МэВ со среднеквадратичным отклонени-
ем ΔEC от экспериментальных значений 102 кэВ.

Если взять экспериментальные данные по ΔEC

[24] только для изотопов Sn, то получим:

ΔEC(A,Z = 50) = 1.2262x + 1.1540 [МэВ], (7)

что отличается от общей зависимости в силу Sn-
аномалии (см. рис. 2). Среднеквадратичное откло-
нение полученных из этой зависимости величин
ΔEC от экспериментальных значений составляет
δ(ΔEC) = 0.024МэВ, т.е. <0.2% от минимального
значения ΔEC для 132Sn из рассматриваемой це-
почки изотопов.

Рассчитанные согласно (7) энергииΔEC для 31
изотопа олова 110−140Sn представлены на рис. 3
в зависимости от массовых чисел A. Получена
зависимость

ΔEC(A,Z = 50) = 17.70 − 0.033A. (8)

Видно хорошее согласие с экспериментальными
данными и линейный характер полученной зависи-
мости, что связано с Sn-аномалией.
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Рис. 3. Зависимость разности кулоновских энергий ΔEC от массового числа A для изотопов олова. Кружки— расчет
ΔEC по формуле (7); сплошная синяя линия—фитирование (8), штриховая кривая (крестики)— экспериментальные
данные.

3. АНАЛОГОВЫЕ РЕЗОНАНСЫ
ИЗОТОПОВ ОЛОВА

Энергии изобарических аналоговых состояний
EIAS нейтронно-избыточных материнских ядер
A(N,Z), наблюдаемые в дочерних ядрах-изобарах
A(N − 1, Z + 1), связаны с энергией ΔEC извест-
ным соотношением [23]:

EIAS = ΔEC +M(A,Z)−M(A,Z + 1) + (9)

+M(H)−M(n),

которое для короткоживущих нейтронно-избыточных
изотопов олова имеет вид:

EIAS = ΔEC(Sn) +Qβ−(Sn)−Δnp, (10)

Δnp = Mn −MH = 0.782МэВ,

где Qβ−(Sn)— энергия β−-распада материнского
изотопа олова [25]. Таким образом, зная энергию
ΔEC, например, из феноменологического подхода
и энергию Qβ [25], можно определять энергию
EAR = EIAS. В рамках развитой феноменологи-
ческой модели (FM) рассчитаны энергии изобар-
аналоговых резонансов EAR для Sn-изотопов с
A = 110–140, наблюдаемых в зарядово-обменных
реакциях (см., например, [14]) как для четных зна-
чений A, так и для нечетных. Полученные таким

образом энергии EAR для изотопов олова с N > Z
представлены ниже в табл. 1, 2.
В микроскопической теории изобарические—

зарядово-обменные возбуждения— рассчитыва-
лись в теории конечных ферми-систем [6] и первые
предсказания энергий аналоговых резонансов для
72 ядер были получены 50 лет тому назад в работе
автора [8].
В микроскопической ТКФСзарядово-обменные

возбуждения описываются системой уравнений
для эффективного поля [6]:

Vpn = eqV
ω
pn +

∑
p′n′

Fω
np,n′p′ρp′n′ , (11)

V h
pn =

∑
p′n′

Fω
np,n′p′ρ

h
p′n′ ,

где Vpn и V h
pn — эффективные поля квазичастиц и

дырок в ядре, V ω
pn — внешнее зарядово-обменное

поле. Энергии возбужденных состояний дочернего
ядра определялись системой секулярных уравне-
ний ТКФС для эффективного поля [6]. Расчеты
проводились в координатном представлении с уче-
том спаривания в одночастичном базисе, как в
[17]. Пренебрегалось эффектами изменения спари-
вательной щели во внешнем поле, т.е. полагалось
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Таблица 1.Энергии аналоговых резонансов изотопов Sn, отсчитываемые в МэВ от основного состояния дочернего
ядра Sb (приведены экспериментальные данные [14, 15] и результаты различных расчетов)

Ядро
нач./конечн.

EAR, Эксп.
[14, 15]

Расчет [8],
1972 г.

Расчет
ТКФС

Расчет
FM

Расчет
DF3-f [9]

Расчет
DF3-f [31]

110Sn–110Sb 5.09 4.904 5.13 5.21

112Sn–112Sb 6.16 6.26 6.163 6.27 6.31

114Sn–114Sb 7.28 6.91 7.12 7.080 7.15 7.16

116Sn–116Sb 8.36 8.47 8.45 8.365 8.56 8.39

117Sn–117Sb 11.27 11.34 11.275

118Sn–118Sb 9.33 9.23 9.28 9.340 9.60 9.46

119Sn–119Sb 12.36 12.42 12.373

120Sn–120Sb 10.24 10.20 10.20 10.246 10.49 10.34

122Sn–122Sb 11.24 11.17 11.17 11.252 11.41 11.31

124Sn–124Sb 12.19 12.05 12.15 12.178 12.16 12.30

126Sn–126Sb 13.12 13.102 13.08 13.03

128Sn–128Sb 13.83 13.927 13.94 13.94

130Sn–130Sb 14.82 14.749 14.87 14.77

132Sn–132Sb 15.6 15.71 15.623 15.6 15.61

d1pn = d2pn = 0, что оправдано для внешних полей
с нулевыми диагональными элементами (см. [6],
с. 200).
Система секулярных уравнений (11) решалась

для разрешенных переходов с локальным нуклон-
нуклонным взаимодействием Fω в форме Ландау–
Мигдала:

Fω = C0

(
f ′
0 + g′0 (σ1σ2)

)
(τ1τ2) δ (r1 − r2) , (12)

где C0 = (dρ/dεF)
−1 = 300 МэВ фм3 (ρ — сред-

няя плотность ядерной материи), f ′
0 и g′0 — па-

раметры соответственно изоспин-изоспинового и
спин-изоспинового взаимодействий квазичастиц.
Эти константы взаимодействия являются фено-
менологическими параметрами и подбираются из
сравнения с экспериментальными данными (см.,
например, [17]).
Энергия аналогового резонанса EAR линейно

зависит от параметра изоспин-изоспинового взаи-
модействия f ′

0 (11), определяющего наклон в зави-
симости

EAR = f ′
0ΔEF = f ′

0

4

3
εF

N − Z

A
, (13)

εF ≈ 40MэВ.

Такая линейная зависимостьEAR от изотопическо-
го параметра (N − Z)/A получается в расчетах с
использованием ТКФС [17], и такая же зависи-
мость наблюдается в эксперименте, как видно из

рис. 4 для четных изотопов олова. Как видно из
рис. 4, недавно измеренный экстремальный изотоп
132Sn [15] хорошо ложится на эту зависимость,
но для изотопов 112,114Sn наблюдается неболь-
шое отклонение, связанное с их деформацией [26]
(см. ниже). В настоящих расчетах использовалось
значение f ′

0 = 1.351 ± 0.027, полученное недавно
[17], мало отличающееся от значения f ′

0 = 1.35,
полученного ранее [8, 27].

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

В настоящей работе энергии аналоговых резо-
нансов рассчитывались в рамках ТКФС для изото-
пов 112−132Sn с известными экспериментальными
значениями EAR, а также для четно-четных изо-
топов Sn с A = 110–132, которые рассчитывались
ранее в работе [9]. Результаты наших расчетов по
EAR представлены на рис. 5 вместе с расчетами
по феноменологической модели и с эксперимен-
тальными данными. Как видно из рис. 5, значения
энергий EAR в зависимости от массового числа A
аппроксимируются линейно для четных и нечетных
значений A, что является следствием Sn-аномалии
и наличием энергийQβ для соседних ядер-изобар.
Энергии аналоговых резонансов изотопов

110−132Sn представлены в табл. 1, где приведены
эксперименталььные данные [14, 15] и результаты
различных расчетов, в том числе предсказания
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Рис. 4. Зависимость энергии аналогового резонанса от параметра ΔE = (4/3)εF(N − Z)/A, εF ≈ 40 MэВ для четно-
четных изотопов олова. Квадраты— экспериментальные данные, кружки— расчеты по ТКФС.
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Рис. 5. Зависимость энергии аналогового резонанса EAR от массового числа A для изотопов олова с A = 110–
132. Кривые: сплошная красная— четные изотопы Sn, штриховая синяя— нечетные изотопы Sn. Точки: крестики—
экспериментальные данные, кружки— расчеты по ТКФС (см. табл. 1), красные ромбики— расчеты по FM (см. табл. 1).

автора 50-летней давности [8]. Результаты настоя-
щих расчетов по ТКФС и FM также представлены
на рис. 5. В табл. 1 приведены результаты расчетов

из работы [9], проведенные в рамках развиваемого

И.Н. Борзовым и С.В. Толоконниковым самосо-
гласованного подхода со спариванием, исполь-
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Рис. 6. Разности рассчитываемых и экспериментальных [14, 15] энергий аналоговых резонансов. Представлены расчеты
по ТКФС, по FM, в самосогласованном DF3-f [9, 31] подходе и расчеты в релятивистской модели DD-PCX + RQRPA
[11, 12].

зующего квазичастичное приближение случайных
фаз с учетом континуума. Этот подход основан на
новой модификации энергетического функционала
плотности, предложенного ранее С.А. Фаянсом
[28–30]. Также представлены результаты по-
следних расчетов в этом подходе с уточненными
параметрами теории [31].

Сравнение экспериментальных данных по EAR
с различными расчетами, представленными в
табл. 1, показывает неплохую точность предска-
заний 1972 г. и хорошую точность расчетов по
FM. Результаты сравнения нескольких расчетов
с экспериментальными данными представлены
на рис. 6. Дополнительно к табл. 1 на рис. 6
представлены расчеты [11, 12], использующие
релятивистскую модель, зависящую от плотности
со спариванием DD-PCX + RQRPA. Как видно из
рис. 6 два расчета: по FM и расчеты DD-PCX +
+ RQRPA [11, 12] имеют примерно одинаковую
рекордную точность со средними отклонениями
от эксперимента, меньшими 50 кэВ, а ТКФС и
самосогласованные DF3-f расчеты [9, 31] имеют
бо́льшие расхождения с экспериментом. Отметим
расхождения для изотопов 112Sn и особенно
для 114Sn, которые, скорее всего, связаны с их
деформацией [26].

Расчеты для более тяжелых короткоживущих
нейтронно-избыточных изотопов олова 132−140Sn

представлены в табл. 2. Для этих изотопов харак-
терны большие энергии бета-распадов Qβ− , что
определяет и большие энергии АR, измеряемые
в соседнем ядре-изобаре Sb. Так, для изотопов
133−140Sn EAR превышает 20 МэВ, хотя кулонов-
ские энергии ΔEC изменяются для этих тяжелых
изотопов не сильно (см. также рис. 3). Отметим
и резкое уменьшение периодов полураспада при
переходе от 132Sn к 133Sn [32], что объясняется
увеличением энергии Qβ− при переходе на новую
одночастичную оболочку в структуре 133Sn. Более
того, в новой оболочке возможны сильные дефор-
мации, которые в микроскопической теории пока не
учитываются.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе определена аномалия в
распределении кулоновских энергийΔEC изотопов
олова, которая проявляется в том, что в зависимо-
сти ΔECA

1/3 от A для изотопов 112−132Sn наблю-
дается линейная зависимость экспериментальных
данных по ΔEC, близкая к Const (Sn-аномалия).
Такое упрощение позволило с хорошей точностью
аппроксимировать разность кулоновских энергий
ΔEC(A,Z) соседних ядер-изобар Sn–Sb с помо-
щью двухпараметрической формулы. Рассчитыва-
ются разность кулоновских энергийΔEC соседних
ядер-изобар Sn–Sb и связанная с ней энергия
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Таблица 2. Энергии кулоновских энергий и аналоговых резонансов короткоживущих нейтронно-избыточных
изотопов 132−140Sn

Ядро
нач./конечн.

T1/2, с
[32]

Qβ− ,
МэВ± кэВ

[25]

ΔEC

Расчет
FM

EAR

Расчет
FM

132Sn–132Sb 39.7 3.0890± 3 13.316 15.623
133Sn–133Sb 1.46 8.054± 4 13.285 20.553
134Sn–134Sb 1.070 7.585± 4 13.255 20.058
135Sn–135Sb 0.510 9.058± 4 13.225 21.501
136Sn–136Sb 0.369 8.340± 200 13.196 20.754
137Sn–137Sb 0.204 9.910± 300 13.166 22.294
138Sn–138Sb 0.158 9.140± 500 13.137 21.495
139Sn–139Sb 0.114 10.740± 570 13.108 23.066
140Sn–140Sb – 9.900± 670 13.080 22.198

аналоговых резонансов EAR изотопов олова, по
которым имеется наиболее полный набор экспери-
ментальных данных. РасчетыEAR проводились как
с помощью полученной аппроксимации в феноме-
нологической модели, так и в рамках микроскопи-
ческой теории конечных ферми-систем для изото-
пов 110−140Sn. Проведено сравнение с эксперимен-
тальными данными поEAR и с другими известными
расчетами в самосогласованных подходах. Пока-
зано, что феноменологическая модель описывает
энергии EAR с хорошей точностью, как и новая
самосогласованная релятивистская модель [11, 12]
со средними отклонениями от эксперимента, мень-
шими 50 кэВ, а ТКФС и самосогласованные DF3-
f расчеты [9, 31] имеют бо́льшие расхождения с
экспериментом.
В настоящей работе также анализируются па-

раметры ТКФС— изоспин-изоспинового взаимо-
действия f ′

0, и из сравнения расчетных значений
EAR с экспериментальными данными по энергиям
аналоговых резонансов для изотопов олова пока-
зано, что практически нет расхождений со значе-
ниями параметра f ′

0, полученными ранее [8, 27] и
недавно [17].
Разработанная методика в рамках феномено-

логической модели позволяет также рассчитывать
энергии гамов-теллеровского [27, 33] и пигми-
резонансов [34] с хорошей точностью и не только
для изотопов олова.
Автор благодарен И.Н. Борзову, А.Н. Фазлиах-

метову, Г.А. Коротееву, В.Н. Тихонову и С.В. Толо-
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Sn-ANOMALY IN COULOMB ENERGIES AND ANALOG RESONANCES
OF THE NEUTRON-RICH TIN ISOTOPES

Yu. S. Lutostansky1)

1)National Research Center “Kurchatov Institute”, Moscow, Russia

An anomaly in the distribution of Coulomb energies of tin isotopes (Sn-anomaly) is determined, which
consists in the fact that in the dependence of ΔECA

1/3 on A for 112−132Sn isotopes, a linear dependence
is observed for experimental data on ΔEC close to Const. The difference between the Coulomb energies
ΔEC(A,Z) of neighboring Sn–Sb isobar nuclei is approximated using a two-parameter formula. The
energies of isobar-analog resonances EAR are calculated both using the obtained approximation in the
phenomenological model and in the framework of the microscopic theory of finite Fermi systems for
110−140Sn isotopes. A comparison is made with the experimental data on the EAR and with other well-
known calculations in self-consistent approaches. It is shown that the phenomenological model describes
the EAR energies with good accuracy, as well as the new self-consistent relativistic model.
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Исследованы пространственные распределения частиц в широких атмосферных ливнях (ШАЛ) на
Якутской установке наземными и подземными сцинтилляционными детекторами с порогом Eμ ≈
≈ 1.0 sec θ ГэВ от космических лучей с энергией E0 ≈ 1018 эВ за период непрерывных наблюдений
1986–2016 гг. Использованы все данные c зенитными углами θ � 60◦ в пяти интервалах с шагом
Δcos θ = 0.1. Экспериментальные величины сравниваются с расчетными, выполненными по модели
развития ШАЛ QGSJET-01-d из пакета программ CORSIKA. Вся совокупность рассмотренных
данных указывает на вероятный состав космических лучей, близкий к чисто протонному.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Космические лучи (КЛ) сверхвысоких энергий
(E0 � 1015 эВ) активно исследуются во всем ми-
ре более 50 лет [1]. До сих пор точно не из-
вестен их массовый состав, без знания которого
трудно понять характер ядерных взаимодействий в
этой области энергий и источники происхождения
первичных частиц. Для его оценки используются
различные параметры ливней d, чувствительные к
массовому составу КЛ. На Якутской установке это
делается с помощью функций пространственного
распределения (ФПР) электронной, мюонной и че-
ренковской компонент ШАЛ (см., например, [2–
7]). Ключом к решению проблемы состава КЛ слу-
жит простое соотношение, вытекающее из принци-
па нуклонной суперпозиции:

lnA = ((dp − dexp)/(dp − dFe)) ln 56,

где A — атомный номер первичной частицы, d —
любой чувствительный к составу КЛ параметр, по-
лученный в эксперименте (exp) и расчетным путем
для первичных протонов (p) и ядер железа (Fe).
Здесь не обойтись без теоретических представле-
ний о развитии ШАЛ. В [8] рассчитаны ФПР от-
кликов наземных и подземных сцинтилляционных
детекторов Якутской установки от первичных ча-
стиц сE0 � 1017 эВ по моделям QGSJET-01-d [9],
QGSJET-II-04 [10], EPOS-LHC [11] и SIBYLL-
2.1 [12] в рамках пакета программ CORSIKA [13].

1)Институт космофизических исследований и аэрономии
Якутского научного центра им.Ю. Г.Шафера Сибирского
отделения Российской академии наук, Якутск, Россия.
*E-mail: glushkov@ikfia.ysn.ru
**E-mail: vs.tema@gmail.com

На рис. 1 приведены оценки состава первич-
ных частиц мировыми установками ШАЛ. Они
показывают противоречивую картину в этом во-
просе. Установки NEVOD-DECOR и Auger, ре-
гистрирующие мюоны в наклонных ливнях, дают
значения A при E0 � 3× 1017 эВ, выходящие за
рамки традиционных представлений на этот счет.
Это привело к появлению проблемы “muon excess”
[14, 15], которая ставит под сомнение существу-
ющие модели развития ШАЛ. В этой связи мы
анализируем данные Якутской установки при E0 ≈
≈ 1018 эВ, которые имеют большую статистику и
хорошие точности измерений.

2. ОТБОР И ОБРАБОТКА ЛИВНЕЙ

Были рассмотрены средние плотности всех ча-
стиц ШАЛ 〈ρs,R(θ)〉 и мюонов 〈ρμ,R(θ)〉 с порого-
вой энергиейEμ ≈ 1.0 sec θ ГэВ, измеренные назем-
ными и подземными сцинтилляционными детекто-
рами на расстояниях R = 300, 600 и 1000 м от оси
в ливнях со средними зенитными углами 〈cos θ〉 =
= 0.95, 0.90, 0.85, 0.75, 0.65 и 0.55. В табл. 1 при-
ведена статистика использованных ливней. Экс-
периментальные ФПР обеих компонент строились
в интервалах Δcos θ = 0.1 с шагом по энергии
Δ logE0 = 0.2. Зенитные углыШАЛ были θ � 60◦.
Их оси отбирались в центральный круг установки
с радиусом 1 км и были найдены с точностью не
хуже 50 м. Первичная энергия ливней находилась
из соотношений:

E0 = (3.76 ± 0.3) × 1017 × (1)

× (ρs,600(0
◦))1.02±0.02 [эВ],
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Рис. 1. Энергетические зависимости массового состава КЛ, полученные на разных установкахШАЛ. Пустые кружки—
оценки, полученныенаЯкутской установке по данным наземных детекторов (SD) [16, 17], закрашенные кружки— оценки
по мюонной компоненте ШАЛ (μ) [18]. Здесь же приведены оценки, полученные из масштабного параметра z [19] для
экспериментов IceCube [20], NEVOD-DECOR [21, 22],ШАЛ-МГУ [23] и РАО (Auger) [24–26]. Также приведеныданные
установок KASCADE [27], Тунка-133 [28], флуоресцентной части PAO (FD) [29] и TA [30, 31].

ρs,600(0
◦) = ρs,600(θ)× (2)

× exp((sec θ − 1)h/λ) [м−2],

с пробегом поглощения λ, показанным на рис. 2;
h = 1020 г/см2 — глубина атмосферы Якутской
установки. Точность определения ρs,600(θ) в инди-
видуальныхШАЛбыла не хуже 10%. Соотношение
(1) однозначно связывает ρs,600(0◦) иE0 при любом
составе КЛ благодаря тому, что на расстоянии
≈600 м от оси ФПР всех заряженных частиц

Таблица 1

〈cos θ〉 0.95 0.90 0.85 0.75 0.65 0.55

Число ливней 2835 1774 983 637 461 246

пересекаются между собой. Это видно на рис. 3,
где в качестве примера показаны ФПР в ливнях с
E0 = 1018 эВ и cos θ = 0.9 для первичных протонов
(светлые кружки) и ядер железа (темные кружки),
вычисленные по модели QGSJET-II-04.
Координаты оси и ρs,600(θ) находились по пре-

образованной функции Линсли [32]:

fs(R, θ) = ρs,600(θ)(600/R)α × (3)

× ((RM + 600)/(RM +R))bs−α ,

где RM — мольеровский радиус, α = 1. Последний
зависит от температуры (T ) и давления (P ):

RM ≈ (7.5 × 104/P )(T/273) [м]. (4)

Значение RM определялось в каждом ливне (для
Якутска 〈T 〉 ≈ −18◦С и 〈RM〉 ≈ 70 м). В формуле
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Рис. 2. Значения пробегов поглощения в (2) при пересчете ρs,600(θ) от наклонных к вертикальным ливням по модели
QGSJET-01-d для первичных протонов (p), смешанного состава и ядер железа (Fe) в зависимости от E0. Цифры—
предельно допустимые значения cos θ.

10−1

100

100 600 1000

p

Fe

R, м

ρs, м−2

101

102

103

Рис. 3.ФПР заряженных частиц в ливнях сE0 = 1018 эВ и cos θ = 0.9 для первичных протонов (светлые кружки) и ядер
железа (темные кружки), вычисленные по модели QGSJET-II-04 [8].

(4) bs — параметр, определенный ранее [33]:

bs = 1.38 + 2.16 cos θ + 0.15 log(ρs,600(θ)). (5)

При построении ФПР плотности частиц в
отдельных ливнях умножались на нормировочный
коэффициент 〈E0〉/E0 (〈E0〉 — средняя энергия
в группе) и усреднялись между собой в бинах
Δ log(R) = 0.04. Средние плотности частиц нахо-
дились по формуле

〈ρs(Ri)〉 =
(

N∑
k=1

ρk(Ri)

)
/N, (6)

где N — число показаний детекторов на расстоя-
ниях от оси в интервалах (log(Ri), log(Ri) + 0.04).
Полученные ФПР аппроксимировались функцией

ρs(R, θ) = fs(R, θ)((600 +R1)/(R +R1))
g, (7)

где a = 2, RM = R0 = 8 м, R1 = 104 м и g = 10.
Второй сомножитель (7) корректирует крутизну
ФПР на периферии ливня. В этой функции был
сделан переход от мольеровского радиуса RM к
формальному параметру R0, который в совокуп-
ности с другими параметрами аппроксимации (7)
обеспечивает ее наилучшее согласие с усреднен-
ными плотностями (6) в широком диапазоне рас-
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Рис. 4. Относительные вклады частиц ШАЛ в суммарный отклик наземного сцинтилляционного детектора на расстоя-
ниях от оси R = 30–2000 м в ливнях с разными зенитными углами, вычисленные по модели QGSJET-01 для первичных
протонов [8].

стояний от оси ливня. Величины ρs,600(θ) и bs
были свободными параметрами, которые находи-
лись методом наименьших квадратов с помощью
χ2-минимизации. С помощью построенных таким
образом средних ФПР находились окончательные
значения энергии по пересмотренному калоримет-
рическому методу [34].
ФПР мюонов строились аналогично сказанному

выше. Средние плотности находились по формуле

〈ρμ(Ri)〉 =
(

N1∑
n=1

ρn(Ri)

)
/(N1 +N0), (8)

где N1 и N0 — число ненулевых и нулевых по-
казаний мюонных детекторов на расстояниях от
оси в интервалах (log(Ri), log(Ri) + 0.04). Нулевые
показания N0 относятся к случаям, когда детек-
торы не зарегистрировали ни одного мюона, но
находились в режиме ожидания. ФПР аппрокси-
мировались функцией

ρμ(R, θ) = fμ(R, θ)((600 +R1)/(R +R1))
g, (9)

где R1 = 2000 м и g = 6.5, с соотношением Грейзе-
на [35]

fμ(R, θ) = ρμ,600(θ)(600/R)0.75 × (10)

× ((R0 + 600)/(R0 +R))bμ−0.75,

где R0 = 280 м, bμ — параметр. Наиболее подхо-
дящие значения bμ и ρμ,600(θ) в (10) находились
методом наименьших квадратов с помощью χ2-
минимизации.

3. ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
И ОБСУЖДЕНИЯ

Пространственные распределения частицШАЛ
измеряются на Якутской установке в единицах
энерговыделений вертикальных релятивистских
мюонов в пластическом сцинтилляторе (плотность
1.06 г/см2) толщиной 5 см. Эта энергия E1 = 5×
× 1.06 × 2.217 = 11.75 МэВ расходуется мюоном
на ионизацию вещества пластика и превращается
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Рис. 5. Зенитно-угловые зависимости откликов наземных (кружки) и подземных с порогом 1.0 sec θ ГэВ (квадраты) сцин-
тилляционных детекторов на разных расстояниях от осиШАЛ с энергией 1018 эВ, нормированные на экспериментально
измеренную первичную энергию (1). Линии— расчеты, выполненные по модели QGSJET-01-d для первичных протонов
(сплошные) и ядер железа (штриховые).

в световую вспышку (отклик), прямо пропорцио-
нальную числу прошедших через детектор частиц
(электронов, мюонов и фотонов). На практике
измеряют суммарное энерговыделение этих частиц

ΔEs(R) в виде условной плотности в единицах:
ρs(R) = ΔEs(R)/E1 [м−2]. Фотоны регистрируют-
ся при распаде на электрон-позитронную пару и за
счет рождения комптоновских электронов отдачи.
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Рис. 6. Зенитно-угловые зависимости доли мюонов с порогом 1.0 sec θ ГэВ от полного числа наземных частиц на разных
расстояниях от осиШАЛ с энергией 1018 эВ. Линии— расчеты по моделям QGSJET-01-d для первичных протонов (p)
и ядер железа (Fe) соответственно.

Они вносят существенный вклад в ФПР наземных
детекторов Якутской установки.

На рис. 4 показаны относительные вклады S(R)
этих частиц в суммарный отклик на расстояниях

от оси R = 30–2000 м в ливнях с зенитными уг-
лами θ = 25.8◦ и 56.6◦, вычисленные по модели
QGSJET-01 для первичных протонов [8]. В ка-
честве модели низких энергий была использова-
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на FLUKA [36]. Сначала рассчитывались отклики
Uk(E, θ) от одиночных частиц k-типа (где k —
электрон, мюон или гамма-квант) c энергией E.
При этом учитывались все процессы выделения и
поглощения энергии в экране и сцинтилляторе и
сечения их взаимодействий. Затем развитие ШАЛ
в реальной атмосфере оценивалось с помощью
кода CORSIKA. Для каждого набора первичных
параметров (масса первичной частицы, энергия,
зенитный угол) было разыграно по 200 ливней.
С целью ускорения расчетов был задействован ме-
ханизм статистического прореживания (hinning) со
следующими параметрами: Ei/E0 = 10−5, wmax =
= 104. При пересчете в плотность учитывалось
число частиц, приходящих на детектор заданной
площади. Ливни усреднялись между собой. Вы-
числялись энергетические спектры dk(E,R, θ) всех
типов частиц в интервалах расстояний Δ logR =
= 0.04. Их совместный отклик определяется сум-
мой

ρs(R) =

3∑
k=1

Ik∑
i=1

Uk(Ei, θi)dk(Ei, R, θi), (11)

где Ik — число частиц типа k, которые попали в
детектор. Плотность D на рис. 4 состоит из суммы
электронов и фотонов (чистая электромагнитная
компонента ШАЛ). В сумме с мюонами (E) она
формирует полный отклик S(R). В наклонных лив-
нях при R � 300 м наземные сцинтилляционные
детекторы регистрируют более 80% мюонов.

Далее рассмотрим величины 〈ρs,R(θ)〉 и 〈ρμ,R(θ)〉,
найденные вычислением из аппроксимаций (7)
и (10). Мы приводим суммарные ошибки, кото-
рые включают в себя как статистические, так и
методические. На практике разделить их между
собой бывает трудно и не всегда целесообразно.
На рис. 5 показаны зенитно-угловые зависи-
мости плотностей log((〈ρs,R(θ)〉/〈E0〉)× 1019) и
log((〈ρμ,R(θ)〉/〈E0〉)× 1019), нормированных на
энергию (1). Экспериментальные значения срав-
ниваются с расчетными, выполненными по модели
QGSJET-01 для первичных протонов и ядер
железа. Видно, что все измеренные плотности
обеих компонент ШАЛ в разных угловых интер-
валах не противоречат предположению о том, что
космические лучи с энергией ∼1018 эВ состоят
из протонов. Мюоны показывают ≈10% нехватку
плотности по сравнению с расчетами.
На рис. 6 показана доля мюонов

log(〈ρμR(θ)〉/〈ρs,R(θ)〉), которая напрямую зависит
от состава первичных частиц. Она имеет лучшее
согласие модели QGSJET-01 с экспериментом. Из
этого можно предположить, что общая для всех
данных первичная энергия на рис. 5, найденная

по формуле (1), вероятно, завышена в ≈1.1 раза.
Эта гипотеза имеет пока право на существование,
но нуждается в глубоком и всестороннем дальней-
шем исследовании. Глубины максимума развития
каскадной кривой в ливнях с энергией 1018 эВ
от первичных протонов и ядер железа в рамках
модели QGSJET-01 соответственно равны 721± 3
и 636± 2 г/см2. В последнем угловом интервале
с sec θ = 1.818 во всех данных наблюдаются
заниженные экспериментальные плотности на
≈20% по сравнению с расчетными значениями. Это
обусловлено тем, что найденная по формуле (1)
первичная энергия оказалась больше (одинаковой
во всех первых пяти угловых интервалах энергии)
в ≈1.1 раза. Вероятно, эта тенденция в более
наклонных ШАЛ может усиливаться. Из рис. 6
видно, что доля мюонов на расстояниях от оси
R≈ 300 м в ливнях с зенитными углами ≈60◦

близка к единице. Это свидетельствует о том, что
наземные и подземные детекторы регистрируют
практически одни и те же частицы: а именно—
мюоны с энергией �2 ГэВ. В этих условиях
результаты экспериментов NEVOD-DECOR и
Auger, которые согласуются на рис. 1 с аномально
тяжелым составом первичных частиц с энергией
∼1018 эВ, могут быть обусловлены этим обсто-
ятельством. Они регистрируют мюоны в сильно
наклонных ШАЛ (с θ > 60◦), где правильные
измерения плотностей мюонов и оценка первичной
энергии космических лучей являются актуальными
и трудными задачами.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Многолетние измерения пространственной
структуры частиц ШАЛ на Якутской установке
наземными и подземными мюонными детекторами
и их сравнение с расчетными ФПР позволило еще
раз критически оценить массовый состав косми-
ческих лучей в области энергий E0 ≈ 1018 эВ, где
на установке накоплен значительный эксперимен-
тальный материал. Совместный анализ зенитно-
угловых зависимостей этих двух компонент, кото-
рые измеряются однотипными сцинтилляционными
детекторами и одинаково калибруются по частоте
фоновых частиц ШАЛ, показал их удовлетвори-
тельное согласие с моделью QGSJET-01-d с про-
тонным составом первичных частиц рассмотренной
энергии. Вывод основан на измерениях 6× 3 =
= 18 независимых плотностей 〈ρs,R(θ)〉 и такого же
числа независимых плотностей 〈ρμ,R(θ)〉, у которых
порог регистрации мюонов увеличивался от ≈1000
до 1800 МэВ в наклонных ливнях. В расчетах, как
и в эксперименте, находились отклики— условное
число частиц в единицах вертикальных реляти-
вистских мюонов под слоем свинца толщиной 35
см. Модель QGSJET-II-04 не рассматривалась,
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так как она ранее (см., например, рис. 1) не про-
тиворечит сказанному выше о составе первичных
частиц [16–18]. Мы планируем продолжить эти
исследования с другими энергиями ШАЛ. А также
рассмотрим более детально модели EPOS-LHC и
Sibyll-2.3d, которые хуже согласуются с данными
Якутской установки, особенно последняя из них
[16–18].
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ZENITH-ANGULAR CHARACTERISTICS OF AIR SHOWER PARTICLES
IN COSMIC RAY EVENTS WITH ENERGY∼1018∼1018∼1018 eV ACCORDING

TO THE DATA OF THE YAKUTSK ARRAY

A. V. Glushkov1), K. G. Lebedev1), A. Saburov1)

1) Yu. G. Shafer Institute of Cosmophysical Research and Aeronomy of Siberian Branch
of the Russian Academy of Science, Yakutsk, Russia

We present the results of the analysis of the extensive air shower particle lateral distribution obtained from
the data of the Yakutsk array. Events were selected with preliminary energy estimation above 1018 eV and
with fired underground muon detectors with Eμ ≈ 1.0 sec θ GeV energy threshold. The analysis covers the
period of continuous observation from 1986 to 2016 and includes all events with arrival direction zenith
angles θ � 60◦. Experimentally measured values were compared to those obtained in simulation performed
with the use of CORSIKA code within the framework of the QGSJET-01-d hadron interaction model. The
whole set of data hints of a probable pure protonic cosmic ray mass composition.
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В работе предложен способ измерения сечений на e+e−-коллайдерах с пучками, сталкивающимися
под углом. В данном подходе энергетический ход сечения извлекается из углового распределения
продуктов взаимодействия. На примере процесса e+e− → nn̄ продемонстрирована чувствительность
метода. Предложенный способ открывает принципиальную возможность для изучения тонкой струк-
туры сечения вблизи порога, на масштабах, много меньших энергетического разброса в пучках.
Подобные измерения могут быть реализованы в экспериментах на Супер Чарм-Тау фабрике.

DOI: 10.31857/S0044002723030042,EDN: RKGBBN

1. ВВЕДЕНИЕ

Основным методом измерения сечений на
электрон-позитронных коллайдерах является ме-
тод прямого счета. Используя процессы с боль-
шими сечениями, описываемые квантовой элек-
тродинамикой, e+e− → e+e−, e+e− → γγ и др.,
измеряется интегральная светимость, полученная
в эксперименте. Сечение исследуемого процесса
определяется с использованием количества заре-
гистрированных событий за вычетом фона и инте-
гральной светимости в каждой точке по энергии. В
таком традиционном подходе разрешение к узким
или быстро меняющимся с энергией структурам в
сечении определяется разбросом энергии пучков.
Существующие e+e−-коллайдеры имеют весьма

высокую степень монохроматичности
δEb

Eb
∼ 10−3,

где Eb — энергия пучков. Если сечение σ как
функция W инвариантной массы рожденных
частиц (W � 2Eb) меняется относительно быстро
в сравнении с разбросом по инвариантным массам

δW
(
δW �

√
2δEb

)
, т.е.

dσ

σdW
� 1

δW
, то изучение

энергетической зависимости сечения методом
прямого счета будет затруднено или невозможно.
Предлагаемый метод преодолевает эти трудности.

Если система центра инерции (С.Ц.И.) движет-
ся в лабораторной системе (Л.С.), угол вылета

1)Институт ядерной физики им. Г.И. Будкера СО РАН,
Новосибирск, Россия.

2)Новосибирский государственный университет, Новоси-
бирск, Россия.
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тяжелой рожденной частицы относительно направ-
ления движения С.Ц.И. связан с импульсом и, сле-
довательно, кинетической энергией этой частицы
в С.Ц.И. Измеряя угловое распределение рож-
денных тяжелых частиц в лабораторной системе
отсчета, можно существенно улучшить разрешение
по энергии при измерении энергетической зави-
симости сечения рождения пары тяжелых частиц.
Рассматриваемый в работе метод предполагает, что
по каким-то причинам величину импульса рож-
денной тяжелой частицы измерить невозможно,
например, в случае рождения nn̄-пары или pp̄, ко-
гда энергия протонов недостаточна, чтобы пройти
вакуумную камеру ускорителя, и можно измерить
лишь направление вылета по точке аннигиляции
античастицы в детекторе.

Движение С.Ц.И. обеспечивается применением
схемы CrabWaist [1]. В данном подходе изменяется
организация места встречи таким образом, что пуч-
ки пересекаются с относительно большим углом
в горизонтальной плоскости. Этот угол, например,
равен 82 мрад в случае Super KEKB фабрики.
Если энергии сталкивающихся пучков равны, то
система центра инерции движется в лабораторной
системе по направлению биссектрисы угла пересе-
чения практически перпендикулярно направлению
движения начальных пучков3). Величина скорости
С.Ц.И. равна синусу половинного угла пересече-
ния в единицах скорости света. Важным парамет-
ром является точность измерения средней энергии
и энергетического разброса пучков. Для того чтобы
измерить сечение на масштабах, много меньших

3)В настоящее время рассматриваются два схожих проекта
Супер Чарм-Тау фабрики в Китае [2, 3] и Новосибирске
[4]. Оба позволяют реализовать предлагаемую схему из-
мерения сечения e+e− → NN̄ на пороге рождения.
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δW , абсолютная точность измерения этих величин
должна быть много меньше δW . Метод обратного
комптоновского рассеяния, который применяют на
существующих коллайдерах, имеет точность по-
рядка 100 кэВ (на пороге рождения nn̄) и удовле-
творяет данному критерию [5].

Имеющиеся в настоящий момент эксперимен-
тальные данные указывают на интересное поведе-
ние сечения рождения пары барион–антибарион
(NN̄ ) вблизи порога в e+e−-аннигиляции. Веро-
ятно, взаимодействие барионов в конечном состо-
янии приводит к тому, что сечение быстро рас-
тет непосредственно вблизи порога [6–9]. Харак-
терный масштаб, на котором изменяется сечение,
возможно, существенно меньше δW . Для проверки
теоретических предсказаний [10–13] требуется по-
вышение точности экспериментальных измерений
зависимости сечений от энергии, в том числе и на
масштабах энергий, заметно меньших энергетиче-
ского разброса пучков.

Данная работа посвящена изучению разрешаю-
щей способности метода и возможных ограничений
на точность с помощью численного моделирования.

2. ОПИСАНИЕ МЕТОДА

Рассмотрим предлагаемый метод на примере
процесса e+e− → nn̄ при энергии сталкиваю-
щихся пучков вблизи порога рождения нейтрон-
антинейтронной пары. Вблизи порога (даже с
учетом того, что С.Ц.И. движется в Л.С. со скоро-
стью, много меньшей скорости света) вероятность
регистрации нейтрона много меньше регистрации
антинейтрона, который с высокой эффективностью
может быть зарегистрирован по его аннигиляции
в калориметре. По координатам центра кластера в
калориметре и места встречи пучков угол вылета
антинейтрона может быть измерен с достаточно
хорошей точностью. Положение места встречи
пучков известно с высокой точностью, поскольку
они пересекаются под большим углом и размер
области светимости существенно ограничен.

В случае фиксированной инвариантной массы
рожденной пары W (меньше критического значе-
нияW � = mn

(
2 + v2

)
) максимальный угол вылета

антинейтрона относительно направления скорости
С.Ц.И.αmax ограничен и связан сWпростым соот-
ношением (формула получена в нерелятивистском
приближении):

αmax =

√
W − 2mn

mnv2
, (1)

где mn — масса нейтрона, а v — скорость С.Ц.М.,
равная v = sin γ, γ — половинный угол пересече-
ния пучков. Предполагая, что распределение по
углу вылета антинейтрона в системе центра масс

известно, можно получить распределение событий
по углу вылета в лабораторной системе отсчета в
пределах от 0 до αmax. Полное угловое распределе-
ние можно получить, суммируя угловые распреде-
ления для всех интервалов энергий с весом, равным
интегральной светимости, умноженной на сече-
ние для данного интервала энергий. Точные выра-
жения для критического угла распределений для
фиксированной инвариантной массы приведены в
Приложении. В предложенном методе зависимость
сечения от энергии извлекается статистически по
всему ансамблю событий, как и в методе прямого
счета. В каждомже отдельном событии инвариант-
ная масса рожденной пары не определяется.

Для изучения процесса реконструкции сечения
e+e− → nn̄ по угловому распределению использо-
валась программа быстрого моделирования. Энер-
гии и углы начальных частиц в пучках разыгрыва-
лись с учетом следующих предположений. Энер-
гия частиц в пучке имеет нормальное распреде-
ление с относительным разбросом δEb/Eb = 10−3.
Угловой разброс в пучке составляет 10−3 рад.
Угловое распределение антинейтронов в С.Ц.И.
соответствует рождению в S-волне4). Половинный
угол пересечения пучков был выбран γ = 0.05. Мо-
делировалось рождение нейтрон-антинейтронных
пар в 10 точках по энергии пучков в интерва-
ле от [939.75; 942.0] МэВ с шагом 0.25 МэВ.
Порогу рождения пары nn̄ соответствует энергия
940.74 МэВ. Энергетическая зависимость сечения
рождения нейтрон-антинейтронной пары описыва-
лась либо Θ-функцией Хевисайда со скачком на
пороге рождения (величина сечения 1 нбн), либо
растущим монотонно сечением с дополнительным
вкладом одного или двух гипотетических резонан-
сов вблизи порога. Ширины резонансов предпола-
гались равными 100 кэВ.

Для получения сечения события моделирования
разделялись на статистически независимые набо-
ры. Одна группа данных использовалась для опре-
деления формы угловых распределений как функ-
ции инвариантной массы W . Затем полученные
угловые распределения использовались для описа-
ния распределений другой части данных, которая
выполняла роль “экспериментальных”. Величины
сечений измерялись несколько раз на независимых
наборах “экспериментальных” данных. Точность
измерения определялась из среднеквадратичного
отклонения этих измерений.

4)Что представляется вполне оправданным, поскольку ме-
тод применим в узкой области энергий выше порога рож-
дения. Существенный вклад D-волны будет проявлять-
ся в φ-асимметрии относительно направления движения
С.Ц.И в лабораторной системе отсчета.
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Функция распределения событий по инвари-

антным массам
dN

dW
определялась из минимиза-

ции распределений
d2N

dnydnz
и

d2N

d cosαdEb
. Здесь

ni — проекции направления движения антинейтро-

на (вектор
p

|p| , где p — вектор импульса антиней-

трона) на соответствующие оси (С.Ц.И. движет-
ся по оси x), α — угол между скоростями ней-
трона и С.Ц.И. Подгоночная функция линейно

зависела от искомых параметров
dN

dW
. Сечение

же определялось по следующей формуле: σ (W ) =

=
dN

dW
/
dL
dW

(здесь L — интегральная светимость).

Функция распределения светимости в зависимости

от инвариантной массы
dL
dW

считалась известной.

На эксперименте она вычисляется из энергии пуч-
ков и энергетического разброса.

3. РАЗРЕШЕНИЕ ПО ИНВАРИАНТНОЙ
МАССЕ

Как уже отмечалось, между углом вылета анти-
нейтрона и инвариантной массой пары nn̄ нет пря-
мой функциональной зависимости. Если выразить
разность W − 2mn через максимальный угол рас-
сеяния α, то получится следующее соотношение:

W − 2mn = mnv
2 sinα.

Эта формула получена в приближении, что от-
клонения 4-импульса пары рожденных нуклонов
δPi от значения Pi, вычисленного по средним
значениям 4-импульсов начальных частиц, имеют
только параллельную δPi||-составляющую (При-
ложение). Отличие от 0 δPi⊥ перпендикулярной
составляющей приводит к ошибкам в измерении
угла α. На пороге α = 0, поэтому в формуле пе-
реноса ошибок нужно использовать разложение до
второго порядка по малому параметру δα.

δW

mn
= υ2

√
4α2 (δα)2 + (δα)4. (2)

Нужно отметить, что слагаемое, содержащее
первую производную, начинает приводить к отно-
сительно быстрому ухудшению разрешения. Дей-
ствительно, когда критические углы становятся по-
рядка разрешения по углу, вклады от первого и
второго порядка сравниваются.

Получим численную оценку разрешения по ин-
вариантной массе, используя эту формулу. Для
этого рассмотрим следующие основные факторы,
которые дают вклад в разрешение по инвариантной
массе:

• Точность измерения угла вылета антинейтро-
на;

• Энергетический разброс частиц в пучках;
• Радиационные поправки;
• Точность измерений энергии и энергетическо-

го разброса пучков.
Характерный поперечный размер кристалла

электромагнитного калориметра примерно 5 см, а
расстояние от места встречи (для частиц, выле-
тевших по направлению скорости С.Ц.И.) около
одного метра. Предполагая, что точку аннигиляции
антинейтрона в электромагнитном калориметре
можно определить с точностью до одного кристал-
ла, угловое разрешение будет ∼1/20 рад. После
подстановки в (2) относительное разрешение
по инвариантной массе получается около 10−5.
Рассеяние антинейтрона в веществе детектора до
взаимодействия в калориметре может дополни-
тельно ухудшать угловое разрешение направления
вылета антинейтрона, однако согласно оценкам,
это не дает существенного вклада в разрешение по
инвариантной массе.

Энергетический разброс приводит к тому, что
направление скорости движения С.Ц.И. и ее вели-
чина меняются от события к событию. Характер-

ный угловой разброс будет δα =
δEb√
2Ebv

. Подста-

новка в формулу (2) дает соответственно квадра-
тичную зависимость разрешения по инвариантной
массе от относительного энергетического разброса
на пороге рождения:

δW

mn
=

(δEb)
2

2E2
b

∼ 10−6. (3)

Влияние радиационных поправок в случае из-
мерения сечения рождения тяжелых частиц вблизи
порога подавлено по двум причинам. Во-первых,
излучение в конечном состоянии медленных тяже-
лых частиц мало. А во-вторых, энергия излученных
фотонов начальными электронами ограничена раз-
ностью энергий между энергией e+e− и энергией
порога рождения тяжелых частиц и порядка энер-
гетического разброса пучков. Поэтому влияние ра-
диационных поправок на точность измерения сече-
ния тогоже порядка, что и влияние энергетического
разброса.

4. СИСТЕМАТИЧЕСКИЕ
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

ПРИ ИЗМЕРЕНИИ СЕЧЕНИЯ

Наибольшая проблема, ограничивающая точ-
ность измерения сечения рождения нейтрон-
антинейтронной пары, заключается в определе-
нии эффективности регистрации антинейтрона в
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Рис. 1. Зависимость относительной точности измерения сечения от инвариантной массы и интеграла светимости.
Горизонтальные усы показывают ширину бинов, разбиение на бины табл. 1, энергия пучков 940.75 МэВ.

детекторе. Существующие в настоящий момент
программы, рассчитывающие взаимодействие ан-
тинейтронов с веществом при низких энергиях, не
позволяют достоверно получить как вероятность
аннигиляции антинейтрона, так и отклик детектора
в этом случае. Единственным надежным способом
получения эффективности регистрации остается
калибровка детектора мечеными антинейтронами
в процессе e+e− → Λ0Λ̄0 → pπ− + n̄π0.

Кроме того, как отмечалось выше, предполага-
емая точность измерения энергии пучков и энер-
гетического разброса методом обратного компто-
новского рассеяния примерно 100 кэВ или 10−4Eb

[5] и слабо сказывается на разрешении по инва-
риантной массе. Однако, как показало моделиро-
вание, ошибки в измерении энергии и особенно
энергетического разброса вносят вклад в точность
измерения сечения. При точности измерения энер-
гетического разброса в 10% (абсолютная точность
130 кэВ) относительные систематические сдвиги в
сечении достигали 10%. Это влияние может быть
частично уменьшено оптимизацией распределения
интеграла светимости по инвариантной массе (име-
ется в виду средняя инвариантная масса, вычис-
ленная по равновесным параметрам начальных ча-
стиц). При наборе в фиксированной точке по энер-

гии функция распределения
dL
dW

имеет гауссов-

ский вид
Lexp(− (W −W0)

2 /
(
2δ2W

)
)√

2πδW
, где W0 —

среднее значение инвариантной массы. Здесь мы
не делаем различий между инвариантной массой
начальных e+e− и конечных nn̄, пренебрегая ради-
ационными поправками. Если функция распреде-

ления
dL
dW0

равномерная, то итоговое распределе-

ние
dL
dW

, получаемое после свертки с гауссовским

распределением, тоже будет равномерное. В таком
сценарии набора интеграла светимости вклад в
ошибку сечения от точности измерения энергии
и энергетического разброса подавлен потому, что
dL
dW

не зависит от энергии пучков и энергетическо-

го разброса.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ

По результатам моделирования удалось уста-
новить, что чувствительность метода достаточно
высокая, если большинство событий удовлетворя-
ют условию: инвариантная масса рожденной пары
меньше критической энергии W < mn(2 + v2) =
= W �. В обратном случае разрешение по инвари-
антной массе ухудшается скачком в несколько раз.
Реализация режима с высоким разрешением тре-
бует, чтобы количество событий с W > W � было
относительно мало. Это накладывает ограничения

на параметр R =
W � − 2mn

δW
. Если он мал, то ре-

жим высокого разрешения недоступен. В нашем
моделировании этот параметр был равен 1.7.

Таблица 1. Размер бинов по инвариантной массе
для постоянного сечения

Бин 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

W − 2mn, кэВ 10 40 90 160 250 360 490 640 810 1170∞
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Таблица 2. Разбиение бина по инвариантной массе для гипотетических резонансов

Бин 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

W − 2mn, кэВ 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400

Бин 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

W − 2mn, кэВ 440 480 520 560 600 640 3680 720 760 800

Бин 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

W − 2mn, МэВ 0.96 1.12 1.28 1.44 1.60 1.76 1.92 2.08 2.24 2.4

Бин 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

W − 2mn, МэВ 3.34 4.28 5.22 6.16 7.10 8.04 8.98 9.92 10.86 11.80

0.2
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0.6

0.8

1.0

0

реконструкция

моделирование

видимое сечение
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σ, нбн

W, МэВ/с2

Рис. 2. Реконструкция сечения для одного гипотетического резонанса вблизи порога. Тонкая структура сечения надежно
идентифицируется предложенным методом. Разбиение на бины по инвариантным массам приведено в табл. 2.

На рис. 1 приведена относительная точность
измерения сечения в зависимости от инвариантной
массы и интегральной светимости в случае, когда
форма сечения в моделировании была Θ-функцией
Хевисайда. Для области до 10 кэВ характерное
значение разрешения составляет 0.5–0.25% при
интегральной светимости 31.2 фбн−1. Разбиение
по интервалам инвариантных масс приведено в
табл. 1. Интересно сравнить полученную точность
измерения сечения с предельно возможной точ-
ностью измерения на “идеальном” (с монохрома-
тическими пучками) коллайдере методом прямого
счета. При том же интеграле светимости (раз-
деленном на 11 точек по энергии) в идеальном
случае точность измерения сечения порядка 0.06%
в каждой точке. На рис. 2 и 3 представлен ре-
зультат реконструкции сечения с гипотетическими
резонансами. Здесь полная интегральная свети-

мость составляет 70 фбн−1, распределенная рав-
номерно по семи точкам по энергии от Eb = 940.25
до Eb = 941.75 МэВ, с шагом 0.25 МэВ. Можно
заметить, что в зависимости сечения от энергии,
полученной методом прямого счета, резонансные
структуры не наблюдаются. Однако при использо-
вании углового распределения антинейтронов эти
узкие пики становятся различимы.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенный подход позволяет получить раз-
решение по инвариантной массе nn̄ (а значит, и
точность измерения сечений) много лучше, чем при
использовании метода прямого счета. Что позволя-
ет изучать структуру сечений на масштабах, много
меньших, чем энергетический разброс. Этот подход
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Рис. 3. Реконструкция сечения для двух гипотетических резонансов вблизи порога. Видимое сечение слабо меняется при
переходе к двум резонансам, а измерения по угловому распределению имеют существенное различие. Разбиение на бины
по инвариантным массам приведено в табл. 2.

можно обобщить и на другие процессы с использо-
ванием информации о скорости реконструирован-
ной частицы в Л.С.

Статистическая точность измерения сечения из-
меняется в пределах 0.5–0.25% при инвариантных
массах ниже критической W � при интегральной
светимости порядка 30 фбн−1 и сечении иссле-
дуемого процесса 1 нбн. Основным параметром,
который задает область с высокой точностью из-
мерения сечения, является скорость С.Ц.И. и, сле-
довательно, величина угла пересечения сталкива-
ющихся частиц.

Вклад в точность определения сечения от энер-
гетического и углового разброса начальных частиц
в пучке пренебрежимо мал по сравнению с другими
факторами. Среди них нужно выделить следующие:

• Точность измерения угла вылета антинейтро-
на;

• Эффективность регистрации;
• Рассеяние антинейтронов до их аннигиляции в

калориметре;
• Доступный интеграл светимости и абсолютная

величина сечения;
• Абсолютная точность измерения средней

энергии и энергетического разброса в пучках;
• Отличие углового распределения в С.Ц.И. от

изотропного;
• Эффекты, связанные с радиационными по-

правками;
•Фоновые условия.
Для аккуратного учета этих эффектов необхо-

димо полное моделирование детектора, процессов

взаимодействия антинейтронов с веществом, их
реконструкции, а также процесса рождения парnn̄.
Однако качественное рассмотрение этих эффектов
показывает, что их учет не меняет основных выво-
дов работы.

Оба проекта Супер Чарм-Тау фабрик [2–4]
рассматривают возможность набора данных на по-
роге рождения nn̄ для изучения этого процесса.
Получение высокой светимости на низких энер-
гиях усложняет проект коллайдера. В текущем
состоянии светимость на пороге рождения nn̄ со-
ставляет около 1034 см−2 с−1. Из приведенных
выше оценок точности измерения сечения следует,
что при интеграле светимости порядка 3 фбн−1

(предполагая, что величина сечения изучаемого
процесса 1 нбн) достижимая точность измерения
сечения будет составлять 1–2%. Для сравнения
точность, полученная в работе коллаборации СНД
[8], составляет ∼10–20% на масштабе разрешения
порядка 1 МэВ.

Приложение

Рассмотрим случай рождения nn̄-пары при
условии, что угол вылета n̄ измеряется в экспе-
рименте. Угловое распределение n̄ в Л.С. можно
определить из углового распределения и скорости
в С.Ц.И.

Пусть Pi — 4-импульс начального состояния,
вычисленный без учета отклонений 4-импульсов
начальных частиц от средних значений. Если δPi —
это самое отклонение, его можно разложить на
параллельную и перпендикулярную составляющие
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к начальному Pi, δPi = δPi|| + δPi⊥. Возмущение
δPi можно считать малым, а ведущее слагаемое

по δW — это
PiδPi||
W

. Не учитывая изменение ско-

рости С.Ц.И., мы отбрасываем слагаемое
δP 2

i⊥
2W

,
что является оправданным с точки зрения теории
возмущений.

Рассмотрим преобразованияЛоренца изС.Ц.И.
в Л.С. (скорость света примем равную 1). Вме-
сто двух осей, перпендикулярных направлению
движения С.Ц.И., можно оставить одну. Пусть
T — кинетическая энергия нуклона в Л.С., W —
инвариантная масса пары нуклон–антинуклон,
mn — масса нуклона, v — скорость С.Ц.И. в
Л.С., α — угол между направлением движения
нуклона и осью x в Л.С. (по направлению которой
движется С.Ц.И.), ω — угол рассеяния в С.Ц.И.
относительно направления скорости С.Ц.И. в
Л.С. В нерелятивистском пределе преобразования
имеют следующий вид:⎡

⎢⎢⎢⎣
1 + υ2/2 −υ 0

−υ 1 + υ2/2 0

0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣

mn + T
√
2mnT cosα

√
2mnT sinα

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

=

⎡
⎢⎢⎢⎣

W/2√
W 2/4−m2

n cosω√
W 2/4−m2

n sinω

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

Верхнее уравнение наW :

W/2 =
(
1 + υ2/2

)
(mn + T )− (П.1)

− υ
√

2mnT cosα.

Из уравнения (П.1) можно вычислить кинети-
ческую энергию нуклона T в Л.С. как функцию
угла вылета антинейтрона α и инвариантной массы

системы двух нуклоновW :

T − υ cosα
√
2mnT

1 + υ2/2
+mn − W

2 (1 + υ2/2)
= 0.

Решим это квадратное уравнение относительно√
T :

√
T =

υ cosα
√
2mn

2 (1 + υ2/2)
± (П.2)

±
√

υ2 cos2 αmn

2 (1 + υ2/2)2
−mn +

W

2 (1 + υ2/2)
.

При условии равенства нулю подкоренного вы-
ражения (П.2) получаем следующее соотношение
(1) между максимальным углом рассеяния и инва-
риантной массой.

Используя вполне разумные начальные при-
ближения, можно получить формулу, которая

определяет зависимость
dN

dW
по распределению

dN

d cosα
(мы специально используем

dN

dW
, чтобы

подчеркнуть необходимость перехода к сечению,

через
dL
dW

). Условия, описывающие это прибли-
жение, следующие:

•Не учитывается угловое разрешение;
•Изменение скорости С.Ц.И. из-за отклонений

начальных частиц от средних значений не учитыва-
ется;

• Пренебрегаем событиями с инвариантной
массой вышеW �;

• Угловое распределение рожденных частиц в
С.Ц.И. изотропное;

• Радиационные поправки не учитываются.
В данном приближении мы можем записать уг-

ловое распределение в Л.С. относительно направ-
ления скорости С.Ц.И.:

dρ (cosα, β)

d cosα
= (П.3)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Θ

(
cosα−

√
1− sinh2 β/ sinh2 ψ

)(
sinh2 β − sinh2 ψ sin2 α+ cos2 α cosh2 β tanh2 ψ

)
cosh2 ψ sinhβ

(
1− cos2 α tanh2 ψ

)2√
sinh2 β − sinh2 ψ sin2 α

,

если β � ψ,(√
sinh2 β − sinh2 ψ sin2 α+ cosα cosh β tanhψ

)2

2 cosh2 ψ sinhβ
(
1− cos2 α tanh2 ψ

)2 √
sinh2 β − sinh2 ψ sin2 α

, если β > ψ.
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PRECISIONMEASUREMENT OF THE e+e− → nn̄e+e− → nn̄e+e− → nn̄ CROSS SECTION
NEAR THRESHOLDWITH HIGH ENERGY RESOLUTION

А. V. Bobrov1),2), А. Е. Bondar1),2)

1)Budker Institute of Nuclear Physics of Siberian Branch of Russian Academy of Sciences,
Novosibirsk, Russia

2)Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russia

In this article new technique of the cross section measurement at e+e− collider, in case if c.m.s. is moving
in the laboratory frame, is suggested. The cross section is calculated from the angular distribution in the
laboratory frame as a function of beam energy. This method was tested in the process of e+e− → nn̄. The
new approach allows one to study the fine structure of the cross section at threshold at scales smaller than
the beam energy spread. Such measurements can be done at the Super Charm-Tau factory.
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В работе представлены результаты определения примесей, содержащихся в искусственном источнике
нейтрино в эксперименте BEST. Источник 51Cr активностью 3.6 МКи был получен облучением
обогащенного хрома тепловыми нейтронами в ядерном реакторе. Количество примесей оценивалось
по линиям в спектре фотонов от источника. Показано, что вклад радиоактивных изотопов от примесей
в тепловыделение источника пренебрежимо мал по сравнению с тепловыделением 51Cr. Показана
высокая чистота материала, из которого изготовлен источник. Проведены оценки сечений захвата
нейтронов рядом элементов.

DOI: 10.31857/S0044002723030108,EDN: RLAEBK

1. ВВЕДЕНИЕ

В эксперименте BEST с искусственным источ-
ником нейтрино исследовалась возможность суще-
ствования стерильных состояний нейтрино [1, 2].
Эксперимент проводился в лаборатории Галлий-
германиевого телескопа Баксанской нейтринной
обсерватории ИЯИ РАН. Для проведения экспе-
римента BEST в научно-исследовательском ин-
ституте атомных реакторов (НИИАР, г. Димитров-
град Ульяновской области) был изготовлен ком-
пактный искусственный источник монохроматиче-
ских нейтрино на основе изотопа 51Cr активностью
3.6 МКи [3]. Источник помещался в центр мишени
из 50 т жидкого металлического галлия, разде-
ленной на две зоны — внутреннюю и внешнюю —
с примерно равной толщиной галлия в каждой
зоне. В такой геометрии нейтрино проходят разные
расстояния от точки рождения в источнике до вза-
имодействия в двух зонах. Поэтому если существу-
ют стерильные состояния, в которые электронные
нейтрино от источника переходят через осцилляции
с короткой базой (Δm2 ∼ 1 эВ2), то скорости взаи-
модействия нейтрино с галлием в двух зонах будут
различными, либо будет наблюдаться подавление
скорости взаимодействия в обеих зонах.

В настоящей работе мы описываем результаты
измерений спектров фотонов от источника, опре-
деление фотонных линий в спектрах и идентифи-
кацию радиоактивных элементов, с которыми эти
линии связаны.

Определение радиоактивных примесей является
частью работ по измерению активности источника,

1)Институт ядерных исследований РАН, Москва, Россия.
*E-mail: vvgor_gfb1@mail.ru

неопределенность которой существенно влияет на
ошибку эксперимента BEST в целом.

Основной метод измерения активности источ-
ника — калориметрический, основанный на изме-
рении его тепловыделения. В источнике активно-
стью 3 МКи выделяется около 650 Вт тепла [3,
4], т.е. энергии, которая не уносится нейтрино.
Тепло от распада элементов радиоактивных приме-
сей вносит ошибку в калориметрическое измерение
активности источника.

Другой метод измерения активности связан с
измерением спектра внутреннего тормозного из-
лучения (ВТИ) 51Cr [5]. ВТИ имеет непрерывный
спектр от 0 до 750 кэВ и суммарную интенсивность
порядка 5× 10−4 фотонов/распад [6]. Фотоны раз-
ных энергий с разной вероятностью выходят из
источника и по-разному регистрируются в детек-
торе. Зная спектр ВТИ в источнике, можно по
форме измеренного спектра вычислить активности
разных частей источника и, соответственно, источ-
ника в целом. При этом каждая фотонная линия
от радиоактивных примесей влияет на форму ре-
гистрируемого спектра в области меньших энергий
из-за неполного поглощения взаимодействующих с
веществом защиты источника и детектора фотонов.

2. ИЗМЕРЕНИЕ СПЕКТРОВ ФОТОНОВ

Измерения спектров фотонов от источника про-
водились после каждого облучения источником
галлиевой мишени. С 5 июля 2019 г. в эксперименте
BEST было выполнено 10 облучений. По окон-
чании каждого облучения длительностью 9 сут в
течение 1 сут проводились процедуры извлечения
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Рис. 1. Схема измерений спектров фотонов от источника. Расстояние от внешней стенки свинцового коллиматора до
германиевого кристалла полупроводникового детектора (ППД) 35 см; h = 117 см; L = 22 м.

атомов 71Ge, образующихся в результате взаимо-
действия нейтрино с галлием мишени. В это же
время проводились измерения спектров фотонов от
источника и калориметрические измерения тепло-
выделения.

Всего было выполнено 16 измерений спектров
в различных условиях. Изменение условий озна-
чает либо поворот источника около вертикальной
оси, либо удаление коллиматора для регистрации
фотонов всей поверхностью детектора со стороны
излучающего источника. Длительность измерений
составляла около 1 ч при скорости счета детектора
30–50 с−1. Измерения с поворотом источника око-
ло вертикальной оси применялись для определения
активности источника по форме ВТИ [5].

3. ГЕОМЕТРИЯ ИЗМЕРЕНИЙ

В источнике 51Cr фотоны рождаются в резуль-
тате двух разных процессов: во-первых, в 10%
распадов излучаются фотоны с энергией 320 кэВ,
когда ядро 51Cr распадается с предварительным
переходом на возбужденный уровень; и, во-вторых,
с вероятностью около 5× 10−4 рождаются фотоны
ВТИ с непрерывным спектром до 750 кэВ. По-
давляющая часть фотонов поглощается в защит-
ной оболочке источника, и интенсивность фотонов
вне оболочки от источника активностью 3 МКи
составляла порядка 5× 1010 с−1. Для измерений
спектров использовался германиевый полупровод-
никовый детектор (ППД), который без искаже-
ний разрешения регистрирует импульсы порядка
102 в секунду. Источник располагался в 22 м от
ППД, излучение от источника попадало в кристалл
детектора через отверстие в свинцовом коллима-
торе (рис. 1). Коллиматор толщиной 10 см, во-
первых, ограничивал скорость счета ППД, во-
вторых, фотоны одинаковых энергий, попадая в
область кристалла ППД, ограниченную отверсти-
ем коллиматора, регистрировались с одинаковой

вероятностью. И, в-третьих, применение коллима-
тора является условием, позволяющим определить
активности разных частей источника [5]. Исполь-
зовались коллиматоры с отверстиями от 3 до 10 мм
в диаметре, которые менялись по мере уменьшения
активности источника (T1/2(

51Cr) = 27.7 сут).

4. ИСТОЧНИК И ЕГО ЗАЩИТА

Хромовый источник — это сборная герметичная
цилиндрическая конструкция, состоящая из непо-
средственно источника 51Cr и элементов его за-
щиты. Центральная часть состоит из 26 хромовых
дисков (дисковых колец) толщиной около 4 мм,
общей высотой 10.7 см, по 13 дисков с диаметрами
(внешний диаметр × диаметр внутреннего отвер-
стия) ∅88× 22 мм и ∅84× 6 мм, чередующихся по
высоте. Диски, спрессованные из хрома плотно-
стью 6.62 г/см3, обогащенного до 96.5% по изотопу
50Cr, общей массой 4007.5 г, облучались в ядерном
реакторе тепловыми нейтронами. Хромовые диски
помещены в стальной стакан с толщиной стенки
3 мм, который помещен в биологическую защиту из
вольфрамового сплава (W — 95%, Ni — 3%, Cu —
2%, ρ = 17.6 г/см3) толщиной 2.8 см, который, в
свою очередь, помещен в стальной стакан с толщи-
ной стенки 2.5 мм.

Таким образом, фотон, рожденный в источнике,
перед тем как зарегистрироваться в ППД, прохо-
дит через вещество самого хрома, защитных обо-
лочек, а также воздушного слоя толщиной 22 м.

Во время измерений источник устанавливал-
ся на горизонтальную площадку, находившуюся
на высоте 117 см относительно горизонтальной
плоскости, проходящей через горизонтальную ось
кристалла ППД.
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Рис. 2. Спектр фотонов от источника.

5. ГЕРМАНИЕВЫЙ
ПОЛУПРОВОДНИКОВЫЙ ДЕТЕКТОР

Для измерений использовался германиевый
ППД с цилиндрическим кристаллом, ось которого
направлена горизонтально, перпендикулярно на-
правлению на источник. Размер кристалла∅5.36×
× 4.95 см. ППД со всех сторон окружен пассивной
защитой из свинцовых кирпичей толщиной 20 см.
Шкала АЦП (8092 канала) выставлена для из-
мерений фотонов с энергией до 3 МэВ. Скорость
счета фотонов в отсутствие источника составляет
около 1.5 с−1 по всему спектру. Энергетическая
разметка шкалы ППД производилась по измере-
ниям фотонных линий от стандартных источников
ОСГИ (60Co, 22Na, 152Eu и др.), а также фотонных
линий в измерениях фона. Энергетическая шкала
с хорошей точностью линейна во всем диапазоне
измеряемых энергий. Разрешение ППД R = 0.13%
на линии 1.46 МэВ (примерно 0.16% на линии
1МэВ) заметно не ухудшается при скоростях счета
до 100–200 событий в секунду.

6. ИЗМЕРЕННЫЕ СПЕКТРЫ ФОТОНОВ

На рис. 2 приведен спектр фотонов от источни-
ка, полученный в измерениях, когда кристалл ППД
не был защищен коллиматором.

Измерения спектра, который использовался для
данного анализа, проводились через 135 сут после
начала первого облучения галлиевой мишени в
эксперименте BEST, когда активность хромового

источника упала примерно в 30 раз. В таких усло-
виях в спектре становятся видны линии элементов
радиоактивных примесей, которые были скрыты
ранее на фоне относительно высокой скорости
счета фотонов ВТИ 51Cr и наложенных друг на
друга импульсов ВТИ и линии 320 кэВ. На рис. 3
приведен спектр фотонов в области энергий от 650
до 900 кэВ. Все линии элементов в этой области
энергий практически однозначно указывают на из-
лучающий изотоп.

7. ИЗОТОПЫ И ПРИМЕСИ В МАТЕРИАЛЕ
ИСТОЧНИКА

Обнаруженные по найденным в измеренных
спектрах фотонов линиям радиоактивные элемен-
ты в источнике образовались во время облучения
хрома в ядерном реакторе. Оценки загрязнения
исходного материала примесями, которые привели
в результате к измеренному количеству радиоак-
тивных элементов, сделаем, исходя из среднего
значения потока тепловых нейтронов в реакто-
ре, которое оценим из образовавшейся активности
51Cr. В постоянном потоке тепловых нейтронов
51Cr образуется из 50Cr по закону

n(t) =
Φσ0N0

λ1 +Φ(σ1 − σ0)
× (1)

× (e−Φσ0t − e−(λ1+Φσ1)t),

где Φ — поток тепловых нейтронов, облучающих
50Cr; σ0 = 15.9 бн и σ1 = 10.2 бн — сечения захва-
та тепловых нейтронов ядрами 50Cr и 51Cr; λ1 —
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Рис. 3. Часть спектра фотонов от источника 51Cr в линейном масштабе с указанием изотопов, излучающих найденные
фотонные линии.

постоянная распада 51Cr;N0 — начальное количе-
ство 50Cr в реакторе. По калориметрическим из-
мерениям активность источника в конце облучения
в ядерном реакторе составила 3.6 МКи. За время
облучения около 100 сут такая активность из 4007 г
50Cr могла быть наработана при среднем пото-
ке Φ = 2.1 × 1014 см−2 с−1. Это значение потока
тепловых нейтронов использовалось для оценок
количества примесей в хроме.

В оценках считалось, что примеси распреде-
лены равномерно по объему активной части ис-
точника. Считалось также, что любое взаимодей-
ствие приводит к изменению энергии фотона и,
следовательно, удаляет фотон из области энергий
вблизи рассматриваемой линии. При этом реги-
страция фотона в линии означает полное поглоще-
ние фотона в кристалле ППД. Считалось, что все
фотоны, которые попадают в область кристалла
ППД, выходят из источника в направлении центра
кристалла ППД, а в кристалле ППД они проходят
через случайную точку, равномерно распределен-
ную по сечению кристалла, проходящему через
ось кристалла. Соответственно, длина пути фотона
в кристалле составляет длину хорды окружности
цилиндра кристалла ППД с центром в найденной
случайной точке.

На рис. 4 приведена зависимость вероятности
регистрации фотонов от источника в ППД от энер-
гии фотонов с учетом прохождения слоев защиты и
воздуха.

Рисунок 4 получен методом Монте-Карло для
фотонов с энергиями от 300 до 2700 кэВ с ин-
тервалом 10 кэВ. Особенности полученной зави-
симости, которые видны в районе энергий 1000,
1500, 2000 кэВ, связаны с линейной аппроксима-
цией табличных значений коэффициентов взаимо-
действия [7].

Вероятность регистрации фотонов, дошедших
до ППД без взаимодействия (рис. 4), начинает
быть заметной только для энергий выше 500 кэВ,
поэтому оценка активности 51Cr по линии 320 кэВ
таким способом здесь не проводилась. Для энергий
выше 500 кэВ определялись линии в спектре и
измерялось число событий в них.

На рис. 5 приведена зависимость числа фото-
нов, которые выбывают из пучка во взаимодей-
ствии с воздухом, от энергии. Зависимость получе-
на методом Монте-Карло для давления воздуха на
уровне установки 620 мм Hg (1750 м над уровнем
моря) на длине пути фотонов в воздухе 22 м.

7.1. Определение числа событий в линиях спектра

Для определения числа импульсов в линии E
считалось число событий в интервалах между точ-
ками (x1, x2, x3, x4) = E((1 − 4R), (1− 2R), (1 +
+ 2R), (1 + 4R)) (здесь значения точек получают-
ся умножением величины энергии E на коэффи-
циент): ns1 = N(x2, x3) и nf = N(x1, x2) +N(x3,
x4). Величина R — разрешение ППД на линии E.
Интервал (x2, x3) включает в себя практически
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Рис. 5. Часть фотонов, которая взаимодействует с воздухом на пути 22 м при давлении 620 мм Hg.

все импульсы, регистрируемые в линии, если их
амплитуды распределены по нормальному закону.
Длины интервалов, по которым определялось чис-
ло ns1 и сумма интервалов для определения чис-
ла фоновых импульсов nf , равны, поэтому число
импульсов в линии получалось как разность: ns =

= ns1 — nf . Ошибка определения числа импульсов
σ =

√
ns1 + nf .

Пример определения числа событий в линии
приведен на рис. 6 для линии 835 кэВ.

Вертикальные отрезки определяют границы
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Таблица 1

Изотоп, T1/2
Энергия

в линии, кэВ
Выход

линии,% ns nf
Активность

на 5.07.2019, мКи W , мВт

1 137Cs 662 85 229 1268 8.5× (1± 0.23) 0.06

30.05 г

2 95Zr 724 11.1 356 768 60× (1± 0.12) 2.1

64 сут 757 54.38 334 748

3 95Nb 766 99.8 1313 682 87× (1± 0.04)

35 сут

4 134Cs 796 85.5 217 626 3.3× (1± 0.18) 0.041

2.06 г

5 58Co 811 99.44 141 632 6.0× (1± 0.27) 0.08

70.85 сут

6 54Mn 835 100 963 570 13× (1± 0.05) 0.10

312 сут

7 46Sc 889 100 254 569 5.2× (1± 0.10) 0.07

83.8 сут 1120 100 346 400

8 59Fe 1099 57 403 401 23× (1± 0.07) 0.22

44.5 сут 1291 43.2 383 97

9 60Co 1173 100 1863 286 6.6× (1± 0.03) 0.11

5.27 г 1332 100 2300 85

10 124Sb 1690 47.5 341 16 5.8× (1± 0.06) 0.10

60.2 сут 2091 5.5 49 3

11 140Ba–140La 1595 95 〈24〉 〈3〉 0.78× (1± 0.30) 0.80

12.76 сут

Σ 3.7

описанных интервалов; горизонтальный отрезок
обозначает среднее значение фона в спектре в
районе данной энергии. Ширина интервала, внутри
которого считается число событий, достаточно
велика для того, чтобы в него попадали все события
данной линии.

В табл. 1 приведены все линии, которые обна-
руживаются в спектрах, набранных без примене-
ния коллиматоров. Интенсивность линий фоновых
источников одинакова для любых измерений спек-
тров фотонов, поэтому здесь они не анализируют-
ся.

Активности элементов в таблице приведены на
5 июля 2019 г., когда источник был установлен в
2-зонную галлиевую мишень для первого нейтрин-
ного облучения. Активности приводятся со значе-
ниями относительных статистических ошибок.

Значения ns и nf для 140Ba–140La, приведенные
в угловых скобках, получены в измерениях спек-
тров с коллиматорами через 30 сут после начала
облучений галлиевой мишени.

8. ПАРА 95Zr–95Nb

В измеренном спектре (рис. 3) обнаруживает-
ся линия 766 кэВ, источником которой является
распад 95Nb. Этот изотоп образуется в источнике
при β-распаде 95Zr. Образование 95Nb в ядерном
реакторе и последующее изменение его количе-
ства внутри сформированного хромового источни-
ка описываются формулами (2) и (3):

nNb(t) =
λ1Φσ0N0

λ1 − Φσ0
× (2)
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Рис. 6.Определение числа событий в линии 835 кэВ.

×
(

1

λ2 − Φσ0
(e−Φσ0t − e−λ2t)−

− 1

λ2 − λ1
(e−λ1t − e−λ2t)

)
,

nNb1(t) = n02e
−λ2t +

λ1n01

λ1 − λ2
(e−λ2t − e−λ1t). (3)

Здесь N0 и σ0 — начальное количество 94Zr в хро-
ме и сечение (n, γ)-реакции на нем; Φ — средний
поток тепловых нейтронов; λ1 и λ2 — постоянные
распада 95Zr и 95Nb; n01 и n02 — количество 95Zr
и 95Nb в источнике в момент окончания облучения
нейтронами.

В момент окончания облучения нейтронами в
реакторе соотношение 95Nb и 95Zr в материале ис-
точника составляло примерно n02/n01 = 0.63. На
рис. 7 приведены зависимости количества 95Zr и
95Nb от времени. Через t = 135 сут, когда произ-
ведено измерение спектра, их количества оказыва-
ются примерно равными.

9. СИСТЕМАТИЧЕСКИЕ ОШИБКИ
И ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИЕ ПРИМЕСЕЙ

Кроме статистических ошибок измерений суще-
ствуют также ошибки определения вероятностей
выхода излучения из защиты источника и реги-
страции его в ППД. Наибольшая систематическая
ошибка связана с неточностью горизонтальной

установки цилиндрического источника, из-за чего
может увеличиться толщина проходимого фото-
нами вещества защиты. Считая, что отклонения
оси источника от вертикали не могут составлять
больше 5◦, когда такие отклонения будут явно за-
метны, ошибка составит до 10% для фотонов от 600
до 1000 кэВ и 2–3% для фотонов более высоких
энергий. Точность определения направления оси
коллиматора на точность оценки количества при-
месей не влияет, поскольку в данной работе оценки
производились в основном по спектру фотонов в
отсутствие коллиматора.

Заметим, что вклад радиоактивных примесей
в тепловыделение источника составляет около

3.7 мВт
650 Вт/3МКи× 3.4МКи

∼ 5× 10−6, т.е. прене-

брежимо мал по сравнению с систематическими
ошибками калориметрических измерений (∼0.5%)
[3].

В первых измерениях спектров на большом
фоне фотонов ВТИ 51Cr различаются некоторые
линии указанных в табл. 1 элементов. При этом
никакие другие линии в спектрах не проявляются,
поэтому влиянием элементов с малым временем
жизни на тепловыделение в источнике мы прене-
брегаем.

10. ОЦЕНКА МАССЫ ПРИМЕСЕЙ
В ОБЛУЧЕННОМ ХРОМЕ

Массу примесных элементов, образующих об-
наруженную активность радиоактивных изотопов,

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 86 № 3 2023



ИЗМЕРЕНИЕ РАДИОАКТИВНЫХ ПРИМЕСЕЙ 403

0.4

0.2

0.6

0.8

1.0

1.2

0

95Zr

95Nb

40 6020 80 100 120 140
T, сут

Рис. 7. Относительное количество изотопов 95Zr и 95Nb в зависимости от времени после окончания облучения хрома в
ядерном реакторе. Приведено также их отношение n(95Nb)/n(95Zr).

находим из уравнения (1), считая везде σ1 = 0 и

t = 100 сут: N =
n(λ1 − Φσ0)

Φσ0(e−Φσ0t − e−λ1t)
. В табл. 2

приводятся родительские элементы, при облучении
которых образовались изотопы, необходимые мас-
сы этих элементов и массы элементов с учетом их
среднего природного содержания.

В последних столбцах табл. 2 приводятся массы
элементов, которые необходимы для образования
радиоактивных изотопов в ядерном реакторе. Эти
массы сравниваются с массами, которые получе-
ны масс-спектрометрическим способом для образ-
ца материала хромового источника до облучения
в реакторе. Масс-спектрометрические измерения,
проведенные в НИЦ “Курчатовский институт” —
ИРЭА в январе 2019 г. [8], показали содержание
70 элементов с точностью 10−7 г/г. Между тем по
некоторым элементам по измерению спектра фо-
тонов удается определить количество примесей до
величины 10−8–10−9 г/г (цезий, скандий, сурьма,
кобальт, европий).

Таким образом, определение масс элементов
примесей по измеренному спектру фотонов оказы-
вается вариантом нейтронно-активационного ана-
лиза. Особенности такого метода определения кон-
центраций примесей связаны с большой массой
облученного материала хромового источника и с
условиями облучения в ядерном реакторе, при ко-
торых чувствительность к массам примесей ока-
зывается столь высокой. При этом те же усло-

вия ограничивают список примесей, которые мо-
гут быть таким образом изучены. Причина такого
ограничения в том, что фотонные линии в спек-
тре проявляются только после распада основного
элемента. Поэтому наблюдаемые изотопы имеют
относительно большое время жизни. Кроме того,
изотопы должны излучать фотонные линии доста-
точно больших энергий, чтобы проходить сквозь
защиту и выявляться в спектре.

Значения сечений (n, γ)-реакций приведены из
справочника [9]. Массы элементов получены из
(n, γ)-реакций с учетом природного содержания
стабильных изотопов. В скобках приведены значе-
ния масс, которые определялись из анализа других
реакций. Например, масса железа для изотопа
54Mn (150 мг) была определена из реакции (n, γ)
для изотопа 59Fe.

11. ПРОТИВОРЕЧИЯ В ИЗМЕРЕНИЯХ
СПЕКТРОВ

Почти все фотонные линии можно однозначно
связать с излучающими элементами, и анализ их
образования в атомном реакторе выглядит вполне
удовлетворительно. Вместе с тем есть линии, ис-
точники которых также можно определить, но при
этом остается неясным, как эти элементы образо-
вались в хромовом источнике.

В наших спектрах есть три группы линий с
неоднозначной интерпретацией.
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Таблица 2

Изотоп
Родительский изотоп,

содержание
в природной смеси,%

Реакция облучения
на изотопе, сечение

σ1, бн

Масса роди-
тельского
изотопа

Масса
элемента

Масса из
масс-спектр

1 137Cs 136Xe, 8.9 (n, γ)+ распад, 0.26 22 мг 246 мг –
137Ba, 11.23 (n, p) – – <400 мкг

2 95Zr 94Zr, 17.33 (n, γ), 0.05 54 мг 312 мг 1.6 мг

3 95Nb 95Zr β−−распад

4 134Cs 133Cs, 100 (n, γ), 29 53 мкг 53 мкг <400 мкг

5 58Co 58Ni, 68.27 (n, p) 6.8 мг 10 мг 10 мг
59Co, 100 (n, 2n) (189 мкг) (189 мкг) <400 мкг

6 54Mn 54Fe, 5.8 (n, p) (8.7 мг) (150 мг) 360 мг

7 46Sc 45Sc, 100 (n, γ), 17 7.8 мкг 7.8 мкг <400 мкг

8 59Fe 58Fe, 0.28 (n, γ), 1.26 419 мкг 150 мг 360 мг
59Co, 100 (n, p) (189 мкг) (189 мкг) <400 мкг

9 60Co 59Co, 100 (n, γ), 18.7 189 мкг 189 мкг <400 мкг

10 124Sb 123Sb, 42.7 (n, γ), 4.1 83 мкг 195 мкг <400 мкг

11 140Ba–140La 138Ba, 71.7 (n, γ) + (n, γ), 0.4 бн+ 6 бн – – <400 мкг

Первая — линия 662 кэВ, которая указывает
на распад 137Cs. Этот изотоп в реакторе может
образовываться в (n, γ)-реакции при облучении с
последующим распадом 136Xe или в (n, p)-реакции
из 137Ba. Но рождение 137Cs из 136Xe кажется
невозможным из-за отсутствия ксенона в глубоко
очищенном облучаемом материале. Тем более, что
необходимое количество ксенона (40 см3) оказы-
вается чрезвычайно большим. Также маловероятно
рождение 137Cs из 137Ba по (n, p)-реакции, по-
скольку количество 137Cs, обеспечивающее най-
денную активность (8.5 мКи/λ = 4.2× 1017 ато-
мов), оказывается больше верхней границы массы
бария в материале 400 мкг, полученной в масс-
спектрометрических измерениях [8]. Поэтому при-
ходится предположить, что 137Cs либо рождается
во взаимодействии космического излучения с тя-
желыми элементами материала мишени, либо он
занесен в хромовый источник извне.

Другая группа состоит из трех линий, кото-
рые однозначно связываются с 95Zr–95Nb. При
этом оцененная масса циркония оказывается в
200 раз больше значения, полученного в масс-
спектрометрических измерениях. Связано это мо-
жет быть с тем, что из циркония были сделаны
формы, в которых хромовые диски помещались в
ядерный реактор для облучения нейтронами. При
площади касания хромовых дисков и циркониевой

оболочки порядка 1800 см2 средняя толщина цир-
кония, который перешел в хром, составила 27 мкм
или 1000 атомных слоев. При том, что температура
плавления циркония 1852◦С, условий для столь
интенсивной диффузии скорее всего не было, и
цирконий, видимо, переносился на поверхность
хрома механическим путем в местах с повреждени-
ями кристаллической решетки.

Третья группа линий — это одна линия 1596 кэВ,
которая наблюдалась во всех измеренных спек-
трах, начиная с самых первых, и, учитывая раз-
меры отверстий коллиматоров, интенсивность ее
уменьшалась со временем с периодом полураспада
от 10 до 20 сут. Единственный элемент, с которым
можно связать линию 1596 кэВ, который имеет
похожее время жизни, — 140La. Это единственная
интенсивная линия в спектре 140La; 140La нахо-
дится в равновесии с 140Ba, период полураспада
которого 12.76 сут. Возможный канал образования
140Ba в реакторе — захват теплового нейтрона
стабильным 138Ba (содержание в природном барии
71.7%) с последующим захватом еще одного
нейтрона изотопом 139Ba. В существующих усло-
виях облучения, однако, для получения нужного
количества 140Ba необходимо облучить в реакторе
около 0.7 кг природного бария, при том, что его
количество в материале источника по данным
масс-спектрометрии не превышало 400 мкг. По-
этому объяснить появление такого элемента в
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хромовом источнике можно тоже либо наработкой
космическими лучами по неизвестному каналу,
либо тем, что этот элемент был внесен в источник
извне.

12. ОЦЕНКА СЕЧЕНИЙ (n, p)-
И (n, 2n)-РЕАКЦИЙ

По результатам измерения спектров можно оце-
нить сечения некоторых возможных реакций с теп-
ловыми нейтронами. Облучение одного элемента
иногда приводит к образованию разных изото-
пов. Поэтому, полагая известными сечения (n, γ)-
реакций [8], можно оценить сечения некоторых
реакций (n, p) и (n, 2n).

Например, количество облучаемого железа в
образце определяется из реакции 58Fe(n, γ)59Fe
(150 мг). Считая, что соотношение стабильных
изотопов железа в образце соответствует при-
родному соотношению, получаем, что реакция
54Fe(n, p)54Mn должна идти с сечением 0.13 бн.

Таким же образом оцениваем сечение ре-
акции (n, 2n) на 59Co. Определяя по реак-
ции 59Co(n, γ)60Co массу облучаемого кобальта
(189 мкг), находим верхнее значение сечения
реакции 59Co(n, 2n)58Co (0.92 бн). Получить кон-
кретное значение сечения этой реакции не удается
из-за того, что изотоп 58Coможет рождаться также
из 58Ni в (n, p)-реакции. Масса никеля в образце
по результатам масс-спектрометрического анализа
составляет 10 мг, что дает верхний предел на
сечение (n, p)-реакции на 58Ni σ(n, p) � 26 мбн.

Заметим, что в отличие от сечений (n, γ)-
реакций, в которых ядра в основном захватывают
тепловые нейтроны, в реакциях (n, p) и (n, 2n)
больший вес могут иметь нейтроны высоких
энергий. Поэтому полученные сечения можно,
скорее, считать оценками средних сечений по всему
спектру нейтронов в реакторе.

13. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Искусственный источник монохроматических
нейтрино 51Cr в эксперименте BEST являет-
ся уникальным инструментом для исследования
свойств нейтрино. Компактный (объемом менее
1 л) и интенсивный (3.6 МКи = 1.3× 1017 Бк)
источник может быть использован в измерениях
с практически любым современным нейтринным
детектором.

Особые условия источника для эксперимента
BEST — большое количество материала (4 кг),
облучаемого в атомном реакторе длительное вре-
мя (100 сут) в плотном потоке тепловых нейтро-
нов (2.1 × 1014 см−2 с−1) — позволили определить

концентрации ряда примесей по энергетическим
линиям в фотонном спектре с точностью, превыша-
ющей точность масс-спектрометрических измере-
ний более чем на порядок.

Измерения спектров фотонов от источника 51Cr
в эксперименте BEST подтвердили высокую чи-
стоту материала, из которого изготовлен источник.
Вклад радиоактивных изотопов от примесей в теп-
ловыделение источника составил в начале счета
около 5 х 10−6. По результатам измерений спек-
тров фотонов оценен элементный количественный
состав примесей. Показана возможность выявле-
ния некоторых примесей нейтронной активацией на
уровне 10−8–10−9 г/г.
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MEASUREMENT OF RADIOACTIVE IMPURITIES IN THE 51Cr SOURCE
BY PHOTON RADIATION IN THE BEST EXPERIMENT

V. N. Gavrin1), V. V. Gorbachev1), T. V. Ibragimova1), A. A. Shikhin1)

1)Institute for Nuclear Research of the RAS, Moscow, Russia

The paper presents the results of the determination of impurities contained in an artificial neutrino source in
the BEST experiment. A source of 51Cr with an activity of 3.6 MCi was obtained by irradiation of enriched
chromium with thermal neutrons in a nuclear reactor. The amount of impurities was estimated by the lines
in the photon spectrum from the source. It is shown that the contribution of radioactive isotopes from
impurities to the heat release of the source is negligible compared to the heat release of 51Cr. The high
purity of the material from which the source is made is shown. Estimates of neutron capture cross sections
by a number of elements have been carried out.
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Подробно рассматривается вклад электромагнитных характеристик нейтрино в упругое рассеяние
нейтрино на протоне. Электромагнитные свойства нейтрино вводятся через зарядовый, магнитный,
электрический и анапольный формфакторы в базисе массовых состояний нейтрино. При этом учиты-
ваются эффекты смешивания трех нейтринных состояний и эффекты изменения флейвора нейтрино,
движущегося от источника к детектору. Также учитываются слабые нейтральные и электромагнитные
формфакторы нуклона. Проведено сравнение численных результатов для дифференциального сечения
упругого рассеяния нейтрино на протоне с учетом нейтринных зарядового радиуса и магнитного
момента с предсказаниями Стандартной модели для реакторных и ускорительных нейтрино.

DOI: 10.31857/S0044002723030121,EDN: RLDCSF

1. ВВЕДЕНИЕ

ВСтандартной модели (СМ) нейтрино считают-
ся безмассовыми нейтральными частицами, кото-
рые слабо взаимодействуют с веществом за счет
обмена W±- и Z0-бозонами. Однако ненулевая
масса и смешивание нейтрино указывают на нали-
чие нейтринных свойств и взаимодействий за пре-
делами СМ. В этой связи, в частности, представля-
ет интерес поиск электромагнитных характеристик
нейтрино [1–3]. Действительно, уже в СМпредска-
зывается отличный от нуля нейтринный зарядовый
радиус [4–6], а в минимально расширенной СМ —
еще и ненулевой нейтринный магнитный момент [7].
В представленном ниже исследовании рассматри-
вается наиболее общий случай электромагнитных
свойств нейтрино: наряду с зарядовым радиусом и
магнитным моментом мы также учитываем элек-
трический миллизаряд, анапольный и электриче-
ский дипольный моменты.

Эффекты электромагнитных свойств нейтрино
могут проявляться как в астрофизических процес-
сах, когда нейтрино распространяются в сильных
магнитных полях и плотных средах, так и в лабо-
раторных экспериментах с потоками нейтрино от
различных источников. В последнем случае весьма
чувствительным и широко используемым методом
является измерение сечений рассеяния нейтрино на

1)Московский государственный университет имени М.В.
Ломоносова, физический факультет, Москва 119991,
Россия.
*E-mail: kouzakov@srd.sinp.msu.ru
**E-mail: lazarev.fm15@physics.msu.ru
***E-mail: studenik@srd.sinp.msu.ru

различных мишенях. Так, в работах [8, 9] обсужда-
ется рассеяние нейтрино на нуклонах и ядрах при
разных энергиях, а также указывается на необхо-
димость проведения точных теоретических расче-
тов для нужд экспериментов. Для эксперименталь-
ного исследования процессов рассеяния нейтрино
на нуклоне или ядре необходимо учитывать ра-
диационные поправки [10–12], детали внутренней
структуры нуклона и ядра как для упругих [13–15],
так и для неупругих столкновений [16].
В последнее время особый интерес представ-

ляют исследования когерентного упругого рассе-
яния нейтрино на ядре (CEνNS), которое было
предсказано почти 50 лет назад [17] и впервые
зарегистрировано в эксперименте только недав-
но — в 2017 г. коллаборацией COHERENT [18].
CEνNS является не только новым инструментом
для исследования свойств нейтрино, но и позволяет
изучать структуру ядра [19–21]. Кроме того, этот
процесс может давать вклад в фоновый сигнал в
экспериментах по поиску частиц темной материи.
Одними из ожидаемых проявлений новой фи-

зики в CEνNS-экспериментах могут быть эф-
фекты электромагнитных взаимодействий нейтри-
но. Данные CEνNS-экспериментов COHERENT,
CONUS и Dresden-II уже использовались для
получения ограничений на нейтринные миллизаряд,
зарядовый радиус и магнитный момент [22–26].
Ожидается, что в ближайшем будущем появятся
данные ряда других новых экспериментов по ис-
следованию процесса CEνNS.
Для исследования электромагнитных свойств

нейтрино в CEνNS-экспериментах требуется раз-
работка теоретического аппарата, учитывающего
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различные электромагнитные формфакторы ней-
трино и ядра. Реализацию такой задачи целесо-
образно начать с процесса упругого рассеяния
нейтрино на протоне, представляющем собой про-
стейшую ядерную мишень. Кроме того, упругое
нейтрино-протонное рассеяние является много-
обещающим инструментом для обнаружения ней-
трино от сверхновых [27].

Статья организована следующим образом. В
разд. 2 обсуждается структура вершинной функции
для частицы со спином 1/2, учитывающая исполь-
зуемые слабые нейтральные формфакторы нуклона
и электромагнитные формфакторы нуклона и ней-
трино. Также в этом разделе приводится парамет-
ризация нуклонных формфакторов, которые затем
используются в численных расчетах. В разд. 3
представлен расчет сечения упругого рассеяния
нейтрино на нуклоне при условиях, характерных
для лабораторных экспериментов по рассеянию
нейтрино на мишени. В разд. 4 обсуждаются ре-
зультаты численных расчетов нейтрино-протонных
сечений на основе полученных формул для раз-
личных значений электромагнитных характеристик
нейтрино, а также проводится сравнение с пред-
сказаниемСМ.ВЗаключении приведены основные
выводы данной работы.

2. ФОРМФАКТОРЫ НЕЙТРИНО
И НУКЛОНА

Кратко остановимся на общем подходе к опи-
санию свойств электромагнитного и слабого вза-
имодействия фермиона со спином 1/2 (подробное
изложение данного вопроса для случая электро-
магнитного взаимодействия нейтрино содержится
в [1]). Параметры взаимодействия фермиона с фо-
тоном и Z0-бозоном задаются вершинной функ-
цией Λfi

μ (pi, pf ) (здесь pi(f) — импульс начальной
(конечной) частицы с массой mi(f) и спином 1/2),
которая определяет матричный элемент фермион-
ного тока:

〈pf |jμ(0)|pi〉 = ūf (pf )Λ
fi
μ (q, l)ui(pi), (1)

где ui(pi) и uf (pf ) — биспинорные амплитуды
свободных частиц. Используя 4-импульсы qμ =
= pμi − pμf , l

μ = pμi + pμf , метрический тензор gμν и

антисимметричный тензор Леви-Чивиты εμναβ , 4×
× 4-матрица Λfi

μ (q, l) может быть представлена в
виде линейной комбинации 16 матриц: , γ5, γμ,
γμγ5 и σμν = i

2 [γ
μ, γν ]. Из условия эрмитовости,

т.е. j†μ = jμ, следует, что

[Λfi
μ (q, l)]† = γ0Λif

μ (−q, l)γ0. (2)

В результате с помощью соотношений Гордона
можно прийти к виду [28]

Λfi
μ (q) = f fi

1 (q2)qμ + f fi
2 (q2)qμγ5 + (3)

+ f fi
3 (q2)γμ + f fi

4 (q2)γμγ5 + f fi
5 (q2)σμνq

ν +

+ f fi
6 (q2)εμναβq

νσαβ.

Здесь шесть формфакторов f fi
1,2,3,4,5,6(q

2) в си-
лу требования лоренц-инвариантности являются
функциями q2. При этом f fi

2,3,4 принимают веще-

ственные значения, а f fi
1,5,6 принимают мнимые зна-

чения.

В случае электромагнитного тока из калиб-
ровочной инвариантности следует его сохранение
∂μj

μ = 0. Отсюда имеем

qμūf (pf )Λ
fi
μ (q, l)ui(pi) = 0. (4)

Это условие (вместе с соотношениями Гордона)
приводит к

f fi
1 q2 + f fi

3 (mf −mi) = 0, (5)

f fi
2 q2 + f fi

4 (mf +mi) = 0.

Таким образом, электромагнитную вершину фер-
миона в общем случае можно записать в виде

Λ(EM)fi
μ (q) = (6)

=

(
γμ − qμ/q

q2

)[
f fi
3 (q2)− q2

mi +mf
f fi
2 (q2)γ5

]
+

+ σμνq
ν [f fi

5 (q2)− 2if fi
6 (q2)γ5].

2.1. Электромагнитные формфакторы нейтрино

Как следует из (6), электромагнитную вершин-
ную функцию нейтрино можно представить в виде
(см. также [1]):

Λ(EM;ν)fi
μ (q) = (7)

= (γμ − qμ/q/q
2)[f fi

Q (q2) + f fi
A (q2)q2γ5]−

− iσμνq
ν [f fi

M (q2) + if fi
E (q2)γ5],

где f fi
Q , f

fi
A , f

fi
M , f

fi
E — зарядовый, анапольный,

магнитный и электрический формфакторы диаго-
нального (f = i) и переходного (f �= i) типов в
базисе массовых нейтринных состояний. Причем
вследствие справедливости условия эрмитовости
(2) имеем

f fi
Q,A,M,E(q

2) = (f if
Q,A,M,E(q

2))∗. (8)
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При взаимодействии с реальным фотоном (q2 =
= 0) электромагнитные формфакторы определяют
стационарные свойства нейтрино

f fi
Q (0) = efi, 6

df fi
Q (q2)

dq2

∣∣∣∣∣
q2=0

= 〈r2〉fi, (9)

f fi
A (0) = afi, f fi

M (0) = μfi, f fi
E (0) = εfi,

где efi, 〈r2〉fi, afi, μfi, εfi есть соответственно
миллизаряд, зарядовый радиус (устоявшийся в ли-
тературе термин для квадрата среднеквадратиче-
ского зарядового радиуса), анапольный, магнитный
и электрический моменты нейтрино.

Нейтриннные электромагнитные формфакторы
играют фундаментальную роль. В частности, элек-
тромагнитные свойства нейтрино способны про-
лить свет на дираковскую или майорановскую при-
роду нейтрино: например, дираковские нейтрино
могут иметь как диагональные, так и недиагональ-
ные зарядовый, магнитный и электрический форм-
факторы, в то время как майорановские нейтрино
могут иметь только недиагональные формфакторы
указанных типов.

Магнитный и электрический дипольные момен-
ты являются наиболее теоретически изученными из
электромагнитных свойств нейтрино. Минимально
расширенная СМ, учитывающая правые массив-
ные нейтрино, предсказывает следующие значения
магнитного и электрического дипольных моментов
(диагонального типа) для дираковского нейтри-
но [7]:

μD
kk ≈ 3.2× 10−19μB

( mk

1 эВ

)
, εDkk = 0, (10)

где μB — магнетон Бора. Вследствие про-
порциональности нейтринным массам, значения
магнитных моментов на много порядков мень-
ше имеющихся экспериментальных ограничений
μν � 10−12 − 10−11 μB (см. [29]). Тем не менее, эти
электромагнитные свойства являются предметом
поиска различных экспериментов, так как некото-
рые теории за пределами минимально расширенной
СМ предсказывают для них гораздо большие
значения.
Отметим, что в настоящее время единственное

указание на конкретный диапазон, в которомможет
быть заключена величина магнитного момента ней-
трино, следует из возможного объяснения данных
эксперимента XENON1T по детектированию пото-
ков нейтрино от Солнца: (1.4, 2.9) × 10−11μB [30].
Также укажем на механизм возникновения инду-
цированного магнитного момента массивного ней-
трино, движущегося в плотном вырожденном элек-
тронном газе, эффективная величина которого мо-
жет на порядки превышать (10) (см. [31, 32]).

Зарядовый и анапольный электромагнитные
формфакторы нейтрино также представляют ин-
терес. В некоторых теориях за пределами СМ
рассматривается возможность существования
ненулевого электрического заряда (миллизаряда)
нейтрино. Однако, даже если миллизаряд равен
нулю, у нейтрино может быть ненулевой зарядовый
радиус, который будет вносить вклад в рассеяние
нейтрино на мишени. Также нейтрино может
иметь и анапольный момент, эффект которого в
рассеянии нейтрино на мишени аналогичен эф-
фекту зарядового радиуса (подробно этот вопрос
обсуждается в [1]).
В СМ электрическая нейтральность нейтрино

обусловлена сокращением калибровочных анома-
лий в случае электрослабого взаимодействия. Если
же, например, рассматривать теории с правыми
массивными дираковскими нейтрино, являющими-
ся синглетами группы слабого изоспина SU(2) и
имеющими ненулевой гиперзаряд, то становятся
возможными сценарии с отличным от нуля ней-
тринным электрическим зарядом [33]. В результате
для сокращения калибровочных аномалий требует-
ся соответствующий сдвиг значений зарядов заря-
женных лептонов и кварков, а значит, электрона,
протона и нейтрона. Следовательно, заряд нейтри-
но должен быть достаточно мал, чтобы не наруша-
лось условие нейтральности вещества. Последнее
дает ограничение [34]

|eνe | � 3× 10−21 e. (11)

Даже если электрический заряд нейтрино равен ну-
лю, зарядовый формфактор f fi

Q (q2) может содер-
жать нетривиальную информацию об электриче-
ских свойствах нейтрино, а именно о его зарядовом
радиусе. Вычисления зарядового радиуса нейтрино
в рамках СМ приводят к [4–6]

〈r2〉ν� =
GF

4
√
2π2

[
3− 2 log

m2
�

m2
W

]
, (12)

где mW и m� — массы W -бозона и заряженного
лептона (	 = e, μ, τ). Из (12) следуют численные
оценки:

〈r2ν〉e = 4.1 × 10−33 см2, (13)

〈r2ν〉μ = 2.4× 10−33 см2,

〈r2ν〉τ = 1.5 × 10−33 см2,
что лишь где-то на порядок меньше современ-
ных экспериментальных ограничений |〈r2〉ν� | �
� 10−32 см2 [29].

2.2. Электромагнитные и слабые нейтральные
формфакторы нуклона

При описании рассеяния нейтрино на нуклоне
будет использоваться электромагнитная вершин-
ная функция нуклона в традиционном виде [35]
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(полагая mf = mi = mN в (7), где mN — масса
нуклона)

Λ(EM;N)
μ (q) = γμF

N
Q (q2)− (14)

− i

2mN
σμνq

νFN
M (q2) +

1

2mN
σμνq

νγ5F
N
E (q2)−

−
(
q2γμ − qμ/q

)
γ5

FN
A (q2)

m2
N

.

Здесь FN
Q,M,E,A есть зарядовый, магнитный, элек-

трический и анапольный формфакторы, соответ-
ственно, для протона (N = p) и нейтрона (N = n).
В случае нейтрального слабого тока мы прене-

брегаем токами второго рода, нарушающими изо-
топическую инвариантность сильного взаимодей-
ствия (т.е. полагаем f1 = f6 = 0 в (3)), и в резуль-
тате получаем [36, 37]

Λ(NC;N)
μ (q) = γμF

N
1 (q2)− (15)

− i

2mN
σμνq

νFN
2 (q2)− γμγ5G

N
A (q2) +

+
1

mN
GN

P (q2)qμγ5,

где FN
1 , F

N
2 , G

N
A и G

N
P называются соответственно

дираковским, паулевским, аксиальным и псевдо-
скалярным слабыми нейтральными формфактора-
ми нуклона. Ниже мы опускаем псевдоскалярный
формфактор GN

P , поскольку его вклад в нейтрино-
нуклонное сечение исчезает в пределе нулевой мас-
сы нейтрино.
Ограничиваясь при описании внутренней струк-

туры нуклона легкими кварками u, d и s, для кото-
рых приближенно справедлива флейворная SU(3)
симметрия, на основе гипотез сохранения вектор-
ного тока и частичного сохранения аксиального
тока можно получить связь слабых нейтральных
токов нуклона с его электромагнитными токами.
Отсюда вытекают соотношения между соответ-
ствующими формфакторами [36, 38] (здесь мы
ограничиваемся только зарядовым и магнитным
формфакторами в случае электромагнитного тока):

F p
1,2(q

2) = (16)

=

(
1

2
− 2 sin2 θW

)
F p
Q,M − 3

2
Fn
Q,M − 1

2
FS
1,2,

Fn
1,2(q

2) =

=

(
1

2
− 2 sin2 θW

)
Fn
Q,M − 3

2
F p
Q,M − 1

2
FS
1,2,

Gp
A(q

2) =
1

2
GA(q

2)− 1

2
GS

A(q
2),

Gn
A(q

2) = −1

2
GA(q

2)− 1

2
GS

A(q
2),

где GA — аксиальный формфактор; FS
1,2, G

S
A —

странные формфакторы нуклона.

2.3. Параметризация нуклонных формфакторов

В литературе зависимость нуклонных формфак-
торов от q2 часто описывается с помощью ди-
польного приближения. Однако для проведения
детального анализа экспериментальных данных по
рассеянию лептонов на нуклонах параметризация
нуклонных формфакторов в рамках дипольного
приближения оказывается не всегда достаточной и
по этой причине в нашем исследовании мы исполь-
зуем более точный подход [37, 38].
Введем заксовские электромагнитные форм-

факторы GN
E,M :

FN
Q (q2) =

GN
E (q2)− q2

4m2
N
GN

M (q2)

1− q2

4m2
N

, (17)

FN
M (q2) =

GN
M (q2)−GN

E (q2)

1− q2

4m2
N

,

которые параметризуются как

GN
M (q2)

μN
= (18)

=
1− q2

4m2
N
aNM

1− q2

4m2
N
bNM1 +

(
q2

4m2
N

)2
bNM2 −

(
q2

4m2
N

)3
bNM3

,

Gp
E(q

2) =

=
1− q2

4m2
N
apE

1− q2

4m2
N
bpE1 +

(
q2

4m2
N

)2
bpE2 −

(
q2

4m2
N

)3
bpE3

,

Gn
E(q

2) =
− q2

4m2
N
λ1

1− q2

4m2
N
λ2

(
1− q2

M2
V

)−2

,

где μN — магнитный момент нуклона в ядерных
магнетонах. Для аксиального формфактора ис-
пользуем следующую параметризацию:

GA(q
2) = gA

(
1− q2

M2
A

)−2

. (19)

Приведем численные значения всех используемых
параметров [37]

mN = 938МэВ, (20)

μp = 2.793, μn = −1.913,

MV = 843МэВ, gA = 1.267, MA = 1049МэВ,

apE = −0.19, bpE1 = 11.12,
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bpE2 = 15.16, bpE3 = 21.25,

apM = 1.09, bpM1 = 12.31,

bpM2 = 25.57, bpM3 = 30.61,

λ1 = 1.68, λ2 = 3.63,

anM = 8.28, bnM1 = 21.3,

bnM2 = 77, bnM3 = 238.

Приведем также параметризацию для странных
формфакторов [39]:

FS
1 (q

2) =
q2

6 〈r2S〉(
1− q2

4m2
N

) (
1− q2

M2
V

)−2

, (21)

FS
2 (q

2) =
μS(

1− q2

4m2
N

) (
1− q2

M2
V

)−2

,

FS
A (q

2) = gSA

(
1− q2

M2
A

)−2

,

где 〈r2S〉 — странный радиус нуклона, μS — стран-
ный магнитный момент нуклона, gSA — странный
вклад в спин нуклона. В нашем исследовании будет
проведено сравнение сечений рассеяния как с уче-
том указанных странных формфакторов, так и без
их учета. При этом будет использоваться только
один ненулевой параметр gSA = −0.15 ± 0.07.

3. СЕЧЕНИЕ РАССЕЯНИЯ НЕЙТРИНО
НА НУКЛОНЕ

Рассмотрим процесс, в котором ультрареляти-
вистское нейтрино с энергией Eν , родившееся в
источнике (реакторе, ускорителе, Солнце и т.д.),
распространяется до мишени и упруго рассеивает-
ся в ней на нуклоне с передачей 4-импульса q =
= (T,q). Если нейтрино родилось в источнике во
флэйворном состоянии |ν�〉, тогда его состояние в
мишени перед моментом рассеяния будет

|ν�(L)〉 =
3∑

k=1

U∗
�ke

−i
m2

k
2Eν

L|νk〉, (22)

где L — расстояние от источника до мишени. Мат-
ричный элемент процесса ν�(L) +N → νj +N за
счет слабого взаимодействия дается выражением

M(w)
j = −GF√

2
U∗
�je

−i
m2

j
2Eν

Lū
(ν)
j,λ′(k

′)× (23)

× γμ(1− γ5)u
(ν)
j,λ(k)J

(NC)
μ ,

здесь J
(NC)
μ — слабый нейтральный ток нуклона;

ū
(ν)
j,λ′(k′) = u

(ν)†
j,λ′ (k′)γ0, где u

(ν)
j,λ(k) — биспинорная

амплитуда массивного нейтринного состояния |νj〉

с 4-импульсом kμ и спиральностью λ. Вклад элек-
тромагнитного взаимодействия в амплитуду рассе-
яния есть

M(γ)
j =

4πα

q2

3∑
k=1

U∗
�ke

−i
m2

k
2Eν

Lū
(ν)
j,λ′(k

′)× (24)

× Λ
(EM;ν)μ
jk (q)u

(ν)
k,λ(k)J

(EM)
μ ,

где J (EM)
μ — электромагнитный ток нуклона. Пред-

полагая нуклон свободным, нуклонные токи можно
разложить следующим образом:

J (NC)
μ (q) = ū(N)(p′)Λ(NC;N)

μ (−q)u(N)(p) = (25)

= FN
1 (q2)JV

μ (q)−GN
A (q2)JA

μ (q) +

+
i

2mN
FN
2 (q2)JM

μ (q),

J (EM)
μ (q) = ū(N)(p′)Λ(EM;N)

μ (−q)u(N)(p) =

= FN
Q (q2)JV

μ (q)−
(
δλμq

2 − qλqμ

) FN
A (q2)

m2
N

JA
λ (q) +

+
i

2mN
FN
M (q2)JM

μ (q)− FN
E (q2)

2mN
JE
μ (q),

где

JV
μ (q) = ū(N)(p′)γμu

(N)(p), (26)

JA
μ (q) = ū(N)(p′)γμγ5u

(N)(p),

JM
μ (q) = ū(N)(p′)σμλq

λu(N)(p),

JE
μ (q) = ū(N)(p′)σμλq

λγ5u
(N)(p).

Здесь u(N)(p) — биспинорная амплитуда нуклона с
4-импульсом p.
Так как интерес представляет рассеяние уль-

трарелятивистских нейтрино, то в расчетах сечения
мы пренебрегаем нейтринной массой. Поскольку
конечные состояния нейтрино не регистрируются,
дифференциальное сечение рассеяния дается фор-
мулой

dσ

dT
=

|M|2

32πE2
νmN

(27)

со следующим квадратом модуля матричного эле-
мента:

|M|2 =
3∑

j=1

∣∣∣M(w)
j +M(γ)

j

∣∣∣2 , (28)

где, как обычно, предполагается усреднение по
начальным и суммирование по конечным спиновым
состояниям частиц. Заметим, что мы рассматри-
ваем типичную ситуацию, когда нейтрино рожда-
ется в источнике и распространяется до мишени
в левокиральном состоянии. После вычисления
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спиновых сумм получаем дифференциальное се-
чение, которое содержит как сохраняющую, так
и меняющую спиральность нейтрино компоненты
(для краткости опускаем аргумент q2 = −2mNT
при записи формфакторов):

dσ

dT
=

dσhp
dT

+
dσhf
dT

, (29)

dσhp
dT

=
G2

FmN

2π

[
(CV − 2ReCV&A + CA) +

+ (CV + 2ReCV&A + CA)

(
1− T

Eν

)2

+

+ (CA − CV )
mNT

E2
ν

+

+ CM
T

2mN

(
2 +

mNT

E2
ν

− 2T

Eν

)
−

− CE
T

2mN

(
2− mNT

E2
ν

− 2T

Eν

)
+

+ 2
T

Eν
ReCA&M

(
2− T

Eν

)
− 2ReCV&M

T 2

E2
ν

]
,

dσhf
dT

=
πα2

m2
e

|μν(L, Eν)|2
[(

1

T
− 1

Eν

)
F 2
Q +

+

(
1

T
− 1

Eν
− mN

2E2
ν

)
4T 2

m2
N

F 2
A −

− T

2E2
ν

FQFM +

(
2− T

Eν

)2
− 2mNT

E2
ν

8mN
F 2
M −

−

(
2− T

Eν

)2

8mN
F 2
E +

(2− T
Eν

)T

EνmN
FA(FM − FQ)

]
,

где [40]

CV = (30)

=
∑
j

∣∣∣∣∣
∑
k

U∗
�ke

−i
m2

k
2Eν

L(−δjkF1 + FQQjk)

∣∣∣∣∣
2

,

Qjk =
2
√
2πα

GF q2

(
fQ
jk − q2fA

jk

)
,

CV&A =

=
∑
j

(∑
k

U∗
�ke

−i
m2

k
2Eν

L(−δjkF1 + FQQjk)

)
×

×
(∑

n

U�ne
i
m2

n
2Eν

L(δjnGA − FA
q2

m2
N

Qjn)

)
,

CA =
∑
j

∣∣∣∣∣
∑
k

U∗
�ke

−i
m2

k
2Eν

L(GAδjk − FA
q2

m2
N

Qjk)

∣∣∣∣∣
2

,

CM =
∑
j

∣∣∣∣∣
∑
k

U∗
�ke

−i
m2

k
2Eν

L(−iF2δjk + iFMQjk)

∣∣∣∣∣
2

,

CA&M = −i×

×
∑
j

(∑
k

U∗
�ke

−i
m2

k
2Eν

L(δjkGA − FA
q2

m2
N

Qjk)

)
×

×
(∑

n

U�ne
i
m2

n
2Eν

L(iF2δjn − iFMQjn)

)
,

CV&M =

= −i
∑
j

(∑
k

U∗
�ke

−i
m2

k
2Eν

L(−δjkF1 + FQQjk)

)
×

×
(∑

n

U�ne
i
m2

n
2Eν

L(iF2δjn − iFMQjn)

)
,

CE =
∑
j

∣∣∣∣∣
∑
k

U∗
�ke

−i
m2

k
2Eν

LFEQjk

∣∣∣∣∣
2

,

|μν(L, Eν)|2 =

=
∑
j

∣∣∣∣∣
∑
k

U∗
�ke

−i
m2

k
2Eν

L2me(f
M
jk − ifE

jk)

∣∣∣∣∣
2

.

Дифференциальное сечение (29) определяет форму
спектра нуклонов отдачи, который может быть
измерен в эксперименте.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ УПРУГОГО
РАССЕЯНИЯ НЕЙТРИНО НА ПРОТОНЕ

Очевидно, что при рассеянии нейтрино на про-
тоне следует ожидать гораздо более сильного про-
явления электромагнитных свойств нейтрино, чем в
случае его рассеяния на нейтроне. В целях иллю-
страции характерных эффектов этих свойств ни-
же представлены результаты численных расчетов
дифференциального сечения упругого нейтрино-
протонного рассеяния.
На рис. 1 показаны сечения для случаев реак-

торных и ускорительных нейтрино с учетом и без
учета зарядовых радиусов нейтрино диагонального
и переходного типов. Расчеты выполнены в пред-
положении достаточно малого расстояния между
источником и мишенью, чтобы эффектами осцил-
ляций можно было пренебречь (L = 0). Результаты
в рамках СМ показаны как с учетом, так и без
учета странного вклада в формфакторы протона
согласно подходу, изложенному в разделе 2.3. В
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Рис. 1. Дифференциальное сечение упругого рассеяния нейтрино на протоне: а — электронное антинейтрино с
характерной для реакторного источника энергиейEν = 1МэВ; б —мюонное нейтрино с характерной для ускорительного
источника в эксперименте COHERENT энергией Eν = 30 МэВ [18]; в — мюонное нейтрино с характерной для
ускорительного источника в эксперименте MicroBooNE энергией Eν = 1 ГэВ [41]. Черная сплошная кривая — сечение
в рамках СМ, темно-серая область— СМ-сечение с учетом странного вклада в спин протона (см. разд. 2.3), а светло-
серая область— сечение с учетом переходного зарядового радиуса нейтрино (31).

случае диагональных зарядовых радиусов нейтри-
но использованы значения, предсказываемые СМ
(13). Однако вклад их настолько мал, что соот-
ветствующие результаты визуально неотличимы от
результатов без их учета. В случае переходных
зарядовых радиусов, исходя из имеющхся экспери-
ментальных ограничений [24, 26, 29], использованы
значения в диапазоне

0≤ |〈r2ν〉eμ| < 3× 10−31 см2. (31)

На рис. 2 вместо зарядового радиуса учитывается
магнитный момент нейтрино в интервале

10−12μB < μν < 2.8× 10−11μB, (32)

отражающем характерный диапазон верхних огра-
ничений на его величину, которые получены из
данных лабораторных экспериментов и астрофизи-
ческих наблюдений [24, 26, 29, 30]. Так как сечение

(29) сингулярно при отличном от нуля магнитном
моменте нейтрино, то показана область малых зна-
чений переданной энергии T 
Eν . При этом в
данном кинематическом режиме сечение не зависит
от Eν .
Как видно на рис. 1 и 2, электромагнитные свой-

ства нейтрино могут давать существенный вклад в
сечение упругого рассения нейтрино на протоне. В
то же время, для полноценного поиска этих свойств
важно обеспечить в эксперименте измерение диф-
ференциального сечения в достаточно широком
интервале переданных энергий. Это позволит, во-
первых, отделить эффекты электромагнитных вза-
имодействий нейтрино от эффектов, связанных с
нуклонными формфакторами, а, во-вторых, уста-
новить, какими именно электромагнитными харак-
теристиками нейтрино обусловлены наблюдаемые
эффекты.
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Рис. 2. То же, что и на рис. 1, но светло-серая об-
ласть— учет магнитного момента нейтрино (32).

Отметим также, что в рассмотренных выше
сечениях в случаях ненулевых нейтринных пере-
ходного зарядового радиуса и магнитного момента
отсутствует интерференцияZ0-бозонного и фотон-
ного каналов взаимодействия нейтрино с протоном.
Это означает, что знак (плюс или минус) указанных
нейтринных электромагнитных характеристик не
играет роли в обсуждаемом процессе рассеяния.
В случаях же таких нейтринных электромагнитных
свойств, как миллизаряд, диагональные (во флей-
ворном базисе) зарядовый радиус и анапольный
момент играет роль не только их абсолютное зна-
чение, но и знак.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе развивается теория упругого рассе-
яния нейтрино на нуклоне с учетом электромаг-
нитных взаимодействий массивных нейтрино. Рас-
сматриваемый процесс имеет два канала взаимо-
действия: посредством обмена Z0-бозоном и фо-
тоном. В обоих случаях в развитом формализме
учтены нуклонные формфакторы. Кроме того, учте-
ны эффекты смешивания и осцилляций нейтрино
при движении от источника к мишени. Получены
общие выражения для дифференциального сечения
упругого рассеяния нейтрино на нуклоне и на их
основе выполнены численные расчеты для рас-
сеяния реакторных и ускорительных нейтрино на
протонной мишени. Проиллюстрированы возмож-
ные проявления в сечении эффектов магнитного
момента и переходного (во флейворном базисе)
зарядового радиуса нейтрино.
Полученные выражения для сечений содержат

информацию как о нейтринных, так и о нуклон-
ных электромагнитных формфакторах. Это обсто-
ятельство позволяет применять их для анализа

результатов различных экспериментов. Среди них
такие, как нейтринные эксперименты с короткой и
длинной базой, изучение взаимодействий и осцил-
ляций нейтрино в веществе, регистрация нейтрино
от взрывов сверхновых с помощью упругого рассе-
яния нейтрино на протонах, изучение анапольного
момента нуклона, поиск электрического дипольно-
го момента нейтрона.
Результаты работы также вносят вклад в разви-

тие систематического подхода к изучению электро-
магнитных свойств нейтрино в его упругом рассе-
янии на сложных мишенях (ядрах, атомах, конден-
сированных средах).
Исследование выполнено за счет гранта Рос-

сийского научного фонда (проект№ 22-22-00384).
Ф.М. Лазарев выражает признательность за под-
держку со стороны Национального центра физики
и математики (Саров, Россия).
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5. J. Bernabéu, J. Papavassiliou, and J. Vidal, Phys. Rev.
Lett. 89, 101802 (2002).
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NEUTRINO ELECTROMAGNETIC PROPERTIES IN ELASTIC
NEUTRINO-PROTON SCATTERING

K. Kouzakov1), F. Lazarev1), A. Studenikin1)

1)Lomonosov Moscow State University, Faculty of Physics, Moscow 119991, Russia

The contribution of the electromagnetic characteristics of the neutrino to the elastic neutrino-proton
scattering is considered in detail. The electromagnetic properties of neutrinos are introduced through the
charge, magnetic, electric, and anapole form factors in the basis of neutrino mass states. This takes into
account the mixing effects of the three neutrino states and the effects of changing the flavor of the neutrino
moving from the source to the detector. The weak neutral and electromagnetic form factors of the nucleon
are also taken into account. The numerical results for the differential cross section of elastic neutrino-proton
scattering with the neutrino charge radius and magnetic moment taken into account are comparedwith the
predictions of the Standard Model for reactor and accelerator neutrinos.
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В работе осуществлен поиск связанных состояний систем Ξ−nn, Ξ−pn и Ξ−pp с использованием
решений связанных однородных интегральных уравнений Фаддеева, записанных относительно ком-
понент T -матрицы. В данных уравнениях вместо традиционного парциально-волнового разложения
используется прямое интегрирование по угловым переменным, с точным учетом связывания в фазовом
пространстве трехчастичных каналов в каждой из системΞ−nn–ΛΣ−n–Σ−Σ0n, Ξ−np–ΛΛn–ΛΣ0n и
Ξ−pp–ΛΛp–ΛΣ0p. Единственными ингредиентами представленного метода являются двухчастичные
t-матрицы, которые в случае парного Ξ−N-взаимодействия находились путем решения связанных
интегральных уравнений Липпмана–Швингера для систем ΞN–ΛΛ–ΣΣ в состоянии (I = 0, 1S0),
ΞN в состоянии (I = 0, 3S1), ΞN–ΛΣ в состоянии (I = 1, 1S0) и ΞN–ΛΣ−ΣΣ в состоянии (I =
= 1, 3S1). Для получения парных Ξ−N-, YY- и YN-взаимодействий, генерирующих t-матрицы,
используется обновленный вариант ESC16 микроскопической модели. Парное NN-взаимодействие
восстанавливалось на основе зарядово-зависимой Боннской модели. Прямые численные расчеты
энергий связи рассматриваемых систем ясно свидетельствуют о существовании по одному связанному
состоянию с энергиями связи 4.5 и 5.5 МэВ для Ξ−nn- и Ξ−np-систем соответственно и двух
состояний с энергиями связи 2.7 и 4.4 МэВ для системы Ξ−pp.

DOI: 10.31857/S004400272303008X,EDN: RKUYYC

1. ВВЕДЕНИЕ

Последние два десятилетия получило дальней-
шее развитие направление ядерной физики, по-
священное исследованию барион-барионного вза-
имодействия в секторе со странностью S = −2.
Подверженные слабому распаду гипероны не могут
выступать в роли бомбардирующих частиц и, также
как в двухбарионном секторе S = −1, построение
гиперон-нуклонных и гиперон-гиперонных взаи-
модействий опирается, во многом, на теоретиче-
ские расчеты и опыты со вторичными пучками
каонов в реакциях (K−,K+) и (K−, π±).

С экспериментальной точки зрения существует
крайне мало данных для двухбарионного сектора
S = −2, ограниченных одной точкой полного сече-
ния неупругих Ξ−p → ΛΛ и Ξ−p → Ξ0n процессов
и упругого Ξ−p → Ξ−p рассеяния при лаборатор-
ном импульсе Ξ−-гиперона pЛАБΞ ≈ 0.5 ГэВ [1–3].
В отличие от обнаруженного в 1968 г. в опытах
с эмульсиями связанного состояния S = −1 ги-
пертритона 3

ΛH с энергией Λ отщепления SΛ =
= 0.13 МэВ экспериментальный поиск связанных

1)Томский государственный университет, физический фа-
культет, Томск, Россия.
*E-mail: egorovphys@mail.ru

ΞNN-состояний еще не увенчался успехом. Пер-
вое экспериментальное подтверждение существо-
вания связанных Ξ−-ядерных состояний было по-
лучено в опыте E373 в KEK-PS [4] с помощью ре-
акции Ξ− + 14N→ 10

Λ Be+
5
ΛHe. Эксперименталь-

ная оценка энергии отщепления Ξ−-гиперона в эк-
зотической 14

Ξ−N-системе составила SΞ− = 4.38±
± 0.25 МэВ с точностью до поправки на энергию
возбуждения конечного Λ-гиперядра 10

Λ Be. В свя-
зи с указанным недостатком экспериментальных
данных в двухбарионном секторе S = −2 большой
интерес представляет планируемая коллаборацией
J-PARC [5] серия опытов по прецизионному поиску
экзотических гиперядерных состояний.

Теоретические работы за последние пять
лет демонстрируют определенный оптимизм от-
носительно существования связанной ΞNN-
системы, характеризующейся различными спин-
изоспиновыми квантовыми состояниями (I, JP ) =

= (1/2, 1/2+) [6–8], (I, JP ) = (1/2, 3/2+) [9–
12], (I, JP ) = (3/2, 1/2+) [9, 10]. Существенный
скепсис ожиданию связанных состояний в системе
ΞNN придает тот факт, что величина энергии
связывания Eb системы крайне чувствительна к
выбору модели ΞN-взаимодействия. В результате
чего в одном и том же подходе с использованием
одного и того же вычислительного инструмента,
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но с разными моделями двухбарионного ΞN-
взаимодействия можно получить как связанное,
так и не связанное ΞNN-состояние. Иллюстра-
тивным примером являются расчеты с HAL QCD-
потенциалом [11, 12] системы ΞNN в состоя-
нии (I, JP ) = (1/2, 3/2+), которая оказывается
несвязанной. Расчеты с киральной составной
кварковой моделью CCQM и с микроскопическим
ESC08c-потенциалом дают [8] энергию связи
системы ΞNN в обоих состояниях (I, JP ) =

= (1/2, 3/2+) и (3/2, 1/2+). Можно отметить, на
сегодняшний день только расчеты с киральной
составной кварковой моделью [6, 7] приводят к
связанному состоянию ΞNN-системы в состоянии
(I, JP ) = (1/2, 1/2+), тогда как такие же микро-
скопические расчеты с ΞN-потенциалом Jülich
Ch-EFT [12] не дают связанного состояния в этом
же состоянии. Расхождения между различными
микроскопическими расчетами можно связать не
столько с недостатком сведений о реалистичном
поведении двухбарионного ΞN-потенциала (что
отражается в постоянном обновлении барион-
барионных моделей, например, Nijmegen extended-
soft-core model2) от ESC08с [13] к ESC16 [14]
и др.), но и со сложной динамической природой
взаимодействия в системе ΞNN . Динамические
особенности можно условно разделить на те,
которые связаны с двухбарионными взаимодей-
ствиями и те, которые продиктованы трехчастичной
природой системы ΞNN . Двухбарионное ΞN-
взаимодействие уже на пороге рождения Ξ ввиду
его большой массы приводит к открытию неупругих
каналов ΛΛ, ΛΣ и ΣΣ. Причем переходы в
неупругие каналы устроены таким образом, что
вклады с I = 0 возникают в системе ΞN–ΛΛ–ΣΣ
в синглетной 1S0-волне и только в системе ΞN
в триплетных волнах 3S1–3D1. Вклады с I = 1
устроены иначе и возникают в системе ΞN–ΛΣ в
синглетной 1S0-волне и в системе ΞN–ΛΣ–ΣΣ в
триплетных волнах 3S1–3D1. Такие двухчастичные
особенности парных взаимодействий вместе с
высокой массой Ξ-гиперона приводят к тому,
что система ΞNN уже на пороге рождения Ξ-
гиперона представляет собой связанную систему
целого ансамбля частиц. В представлении частиц
ΞNN выглядит как связанные системы Ξ−nn–
ΛΣ−n–Σ−Σ0n и Ξ−pn–ΛΛn–Σ0Λn–Σ+Σ−n.
В обоих системах каналы с ΣΣ лежат примерно
на 80 МэВ выше по энергии каналов с частицами
ΣΛ и открываются последними. Канал с ΛΛ уже
является открытым в области порога Ξ−n, что с

2)Отметим, что представленные в работах [13] и [14] па-
раметризации действительно отличаются, что несомненно
будет влиять на результаты цитируемых выше работ, в
которых используется потенциал ESC08c.

самого начала не позволяет рассматривать систему
Ξ−pn изолировано от канала ΛΛn. Аналогично
Ξ−nn устроено наполнение системы Ξ−pp. Учет
расширенного фазового пространства состояний
системы ΞNN на каналы YYN проводился только в
работах [6, 7] для состояния (I, JP ) = (1/2, 1/2+),
которое соответствует системе Ξ−np–ΛΛn. Было
показано, что влияние других неупругих каналов
NΛΣ и NΣΣ сводится к снижению энергии связи
системы Ξ−np–ΛΛn в среднем на 80–150 кэВ,
оставляя при этом систему в связанном состоянии.
В остальных теоретических работах система ΞNN
рассматривалась в микроскопических подходах
изолировано от влияния других трехчастичных
каналов.
В настоящей работе проводятся микроско-

пические расчеты энергий связи систем Ξ−nn–
ΛΣ−n–Σ−Σ0n, Ξ−pp–ΛΣ0p–Σ+Σ−p и Ξ−pn–
ΛΛn–Σ0Λn. Данные трехчастичные системы ча-
стиц описываются связанными по типам каналов
уравнениями Фаддеева [15]. Необходимость про-
должения теоретических исследований в данной
области следует из недостатка эксперименталь-
ных сведений и противоречивых теоретических
данных относительно существования связанных
состояний у системы ΞNN . В отличие от преды-
дущих микроскопических расчетов энергий связи
ΞNN-системы в данной работе решается система
трехчастичных уравнений Фаддеева относительно
компонент трехчастичных T -матриц без исполь-
зования парциально-волнового разложения [16].
Данный подход к решению фаддеевских уравнений
позволяет избавиться от дополнительного связы-
вания уравнений по орбитальным волнам путем
прямого интегрирования по угловым переменным
в выбранной системе координат. Данный подход
прямого численного интегрирования трехчастич-
ных уравнений обладает бóльшей предсказатель-
ной способностью, чем решения фаддеевских
уравнений в форме АГС (Альт-Грассбергер-
Сандхас), поскольку задействует двухчастичные t-
матрицы без их трансформации в форму матричных
элементов операторов перехода, что позволяет
использовать локальные потенциалы в самой
общей форме, не допускающие сепарабельного
представления. Кроме того, в алгебраической мат-
ричной форме однородная система уравнений Фад-
деева относительно компонент T -матрицы в точке,
соответствующей связанному состоянию E = Eb,
имеет собственный вектор, компоненты которого
описывают связанное состояние системы. Поиск
таких собственных состояний на основе решения
уравнений Фаддеева относительно компонент T -
матриц без использования парциально-волнового
разложения положительно зарекомендовал себя
в задачах о гиперон-ядерном и каон-ядерном
взаимодействиях [17].
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Работа построена следующим образом. В разд. 2
приведены уравненияФаддеева для трех тел разной
массы и описана процедура нахождения энергий
связи трехчастичных систем без использования
парциально-волнового разложения. В разд. 3 опи-
сана процедура получения двухчастичных t-матриц
для гиперон-нуклонного, гиперон-гиперонного и
нуклон-нуклонного взаимодействий. В разд. 4
приведены численные значения энергий связи
всех рассмотренных систем и дано сравнение с
имеющимися в литературе данными. В Заключении
кратко сформированы полученные в данной работе
результаты.

2. УРАВНЕНИЯ ФАДДЕЕВА
ДЛЯ T -МАТРИЦЫ БЕЗ ПАРЦИАЛЬНО-

ВОЛНОВОГО РАЗЛОЖЕНИЯ

В операторной форме для компонент трехча-
стичной T -матрицы уравнения Фаддеева имеют
вид

T |Ψ〉 = tP |Ψ〉+ tPR0T |Ψ〉 . (1)

Полная волновая функция трехчастичной си-
стемы |Ψ〉 может быть найдена решением одно-
родного аналога уравнения (1) при фиксированной
энергии E = Eb < 0, соответствующей связанному
состоянию системы. Взаимодействия между части-
цами вводятся в систему (1) через двухчастичные
t-матрицы, поведение которых, как правило, хо-
рошо известно на массовой поверхности. Во вне
массовой поверхности, когда in- и out-импульсы
t-матрицы не совпадают с импульсом, диктуемым
законом сохранения энергии для взаимодейству-
ющей пары частиц, начинает играть роль анали-
тическое продолжение данной t-матрицы. Наибо-
лее естественно такое продолжение заложено в
кинематике трехчастичного уравнения (1), когда
границы интервалов двухчастичных энергий z ∈
∈ [E,−∞) не могут принимать произвольных зна-
чений в каждой взаимодействующей паре частиц,
что выгодно отличает [18] фаддеевский подход от
традиционных вариационных исчислений. Кроме
того, без ограничения общности известные анали-
тические функции t-матриц, полученные, напри-
мер, суммированием диаграмм Фейнмана, могут
быть использованы в уравнении (1) без введения
сепарабелизующей процедуры (т.е. без преобразо-
вания уравнения (1) в форму АГС). Свободная от
взаимодействия резольвентаR0 = (E + iε−H0)

−1

(гдеH0 — оператор кинетической энергии трех тел)
зависит только от текущей энергии системы E, пе-
ребор значений которой задается. Трехчастичный
аспект уравнения (1) возникает из-за операторов
циклической перестановки частиц P = P12P23 +
+ P13P23 [19]. В фазовом пространстве действие

этого оператора сводится к перебору промежу-
точных бра- и кет-состояний для Ψ и t-матрицы
соответственно

〈qp|tPΨ〉 =
∫

d3q′d3p′d3q′′d3p′′
〈
pq |t|p′q′〉, (2)〈

p′q′ |P |p′′q′′〉 〈p′′q′′|Ψ
〉
.

Для импульсных состояний в (2) системы трех
частиц принята нормировка〈

p′q′|p′q′〉 = δ3
(
p′ − p

)
δ3
(
q′ − q

)
. (3)

Векторы p и p′ характеризуют относительное дви-
жение в выделенных подсистемах взаимодейству-
ющих пар частиц. Частицы-спектаторы задаются
импульсами q и q′ в бра- и кет-фазовых про-
странствах соответственно. Для того чтобы найти
матричные элементы оператора перестановки ча-
стиц, достаточно ввести набор переменных Якоби.
Перестановка трех частиц с неравными в общем
случае массами m1,m2, m3 приводит к появлению
трех эквивалентных наборов переменных Якоби
для импульсов частиц-спектаторов и импульсов во
взаимодействующих парах:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p3 =
m3

m1 +m2
k1 −

m1

m1 +m2
k2;

q3 =
m1 +m2

m1 +m2 +m3
k3 −

− m3

m1 +m2 +m3
(k1 + k2) ;

p2 =
m1

m3 +m1
k3 −

m3

m3 +m1
k1;

q2 =
m3 +m1

m1 +m2 +m3
k2 −

− m2

m1 +m2 +m3
(k3 + k1) ;

p1 =
m3

m2 +m3
k2 −

m2

m2 +m3
k3;

q1 =
m2 +m3

m1 +m2 +m3
k1 −

− m1

m1 +m2 +m3
(k2 + k3) .

(4)

Нижний индекс у импульсов p и q слева обо-
значает выделенную подсистему частиц, где вза-
имодействие генерирует двухчастичную t-матрицу.
Импульсы трех частиц в общей системе центра
масс обозначены как ki и k1 + k2 + k3 = 0. По-
скольку для каждой выделенной пары перемен-
ных Якоби существуют два эквивалентных способа
представления через оставшиеся две пары других
переменных Якоби, то матричные элементы опе-
раторов перестановки имеют структуру, например,
для разбиения 1 (частицы 2 и 3):〈

p′q′ |P |p′′q′′〉 = 〈p′q′|p′′q′′〉
2
+ (5)
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+
〈
p′q′|p′′q′′〉

3
=

= δ3
(
q′ − q′′)

2
δ3
(
p′ − p′′)

2
+

+ δ3
(
q′ − q′′)

3
δ3
(
p′ − p′′)

3
.

Индексы в правой части (5) указывают на
подсистему частиц, чьи импульсы (переменные
Якоби) определяют функциональные зависимости
q′
1(q

′
2,p

′
2) и q′

1(q
′
3,p

′
3). В явном виде такая

функциональная форма имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

q1 = p3 − q3
m1

m1 +m2
;

p1 = −p3
m3

m2 +m3
−

− q3

(
m2 (m1 +m2 +m3)

(m1 +m2) (m2 +m3)

)
;

(6)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

q1 = −p2 − q2
m1

m1 +m3
;

p1 = −p2
m2

m2 +m3
+

+ q2

(
m3 (m1 +m2 +m3)

(m1 +m3) (m2 +m3)

)
.

Аналогично можно получить выражения для функ-
ций q2(q3,p3), p2(q3,p3), q2(q1,p1), p2(q1,p1),
q3(q1,p1),p3(q1,p1) иq3(q2,p2),p3(q2,p2). При-
нимая во внимание формулу (6), можно получить
для (5) выражение〈

p′q′ |P |p′′q′′〉 = (7)

= δ3
(
−p′

2 − q′
2

m1

m1 +m3
− q′′

)
2

×

× δ3
(
q′′ m2

m2 +m3
+ q′

2 − p′′
)

2

+

+ δ3
(
−p′

3 − q′
3

m1

m1 +m2
− q′′

)
3

×

× δ3
(
− m3

m2 +m3
+ q′′ − q′

3 − p′′
)

3

=

= δ3
(
p′ + q′ m1

m1 +m3
+ q′′

)
2

×

× δ3
(
p′′ − m2

m2 +m3
q′′ − q′

)
2

+

+ δ3
(
p′ − q′ m1

m1 +m2
− q′′

)
3

×

× δ3
(
p′′ + q′ +

m3

m2 +m3
q′′
)

3

.

В последнем равенстве (7) использовалась чет-
ность δ-функции, и индекс подсистемы у импульс-
ных методов был вынесен за скобки.

Две трехмерные δ-функции снимают шесть ин-
тегралов в (2) по переменным p′ и p′′. Интегри-
рование по переменной q′ снимается δ-функцией,
содержащейся в двухчастичных t-матрицах, дей-
ствующих в трехчастичном фазовом пространстве

〈pq|t|p′q′〉 = 〈p|t|p′〉δ3(q− q′). (8)

В выбранной системе координат [16] явная зави-
симость двухчастичных t-матриц от угловых пере-
менных имеет нетривиальный вид

t

(
p,p′, E − q2

2M

)
= (9)

= t

(
p, xp,

√
κ21q

2 + κ22q
′′2 + 2κ1κ2qq′′xq′′ ,

xif, E − q2

2M

)
,

где xp, xq, xq′′ — косинусы углов, ассоциированных
с импульсами p, q и q′′. Азимутальные углы, ассо-
циированные с этими же импульсами, здесь и далее
обозначены как φp, φq и φ′′. Проекция импульса
|κ1q+ κ2q

′′| на вектор p определяется косинусом
полярного угла разлета частиц:

xif =
κ1qypq + κ2q

′′ypq′′√
κ21q

2 + κ22q
′′2 + 2κ1κ2qq′′xq′′

. (10)

Величины ypq и ypq′′ в (10) определяются соотно-
шениями

ypq = xpxq +
√

1− x2p

√
1− x2q cos (φp − φq) ,

(11)

ypq′′ = ypqxq′′ +
√
1− x2q′′

√
1− y2pq cos

(
φp − φ′′) .

Коэффициенты κ1, κ2 в (9), (10) определяются мас-
сами m1-, m2- и m3-частиц. Обратим внимание,
что энергия трехчастичной системы E связана с
относительным импульсом q0 частицы-спектатора
в начальном состоянии

E =
p2

2μ
+

q20
2M

. (12)

Приведенная масса частицы-спектатора и взаи-
модействующей пары частиц массой μ обозначена
в (9) и (12) как M . Таким образом, из формулы
(12) модуль импульса p не является независимой
величиной.
Для системы, допускающей один трехчастичный

канал (например, ΛΛN ), энергия связи Eb полу-
чается решением однородного уравнения Фаддеева
на численной сетке N ×N импульсов (q0, q)

det

⎡
⎢⎢⎢⎣
⎛
⎜⎜⎜⎝
1N×N 0 0

0 1N×N 0

0 0 1N×N

⎞
⎟⎟⎟⎠ − (13)
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−

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 a12 a13

a21 0 a23

a31 a32 0

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎤
⎥⎥⎥⎦
E=Eb

= 0.

Элементы aij получены из формулы (2) с исполь-
зованием приведенной выше процедуры получения
матричных элементов оператора перестановки ча-
стиц P . Матричные элементы aij имеют вид:

a12 =

∫
d3q′′

〈
p,q |t1| − q

m1

m1 +m3
− q′′,q

〉
×

(14)

×
(
− |E| − q2

2μ23
− q′′2

2μ13
− qq′′

m3

)−1

;

a13 =

∫
d3q′′

〈
p,q |t1| − q

m1

m1 +m2
+ q′′,q

〉
×

×
(
− |E| − q2

2μ23
− q′′2

2μ12
− qq′′

m2

)−1

;

a21 =

∫
d3q′′

〈
p,q |t2| − q

m2

m3 +m2
+ q′′,q

〉
×

×
(
− |E| − q2

2μ31
− q′′2

2μ23
− qq′′

m3

)−1

;

a23 =

∫
d3q′′

〈
p,q |t2| − q

m2

m1 +m2
− q′′,q

〉
×

×
(
− |E| − q2

2μ31
− q′′2

2μ12
− qq′′

m1

)−1

;

a31 =

∫
d3q′′

〈
p,q |t3| − q

m3

m3 +m2
− q′′,q

〉
×

×
(
− |E| − q2

2μ12
− q′′2

2μ23
− qq′′

m2

)−1

;

a32 =

∫
d3q′′

〈
p,q |t3| − q

m3

m1 +m3
− q′′,q

〉
×

×
(
− |E| − q2

2μ12
− q′′2

2μ31
− qq′′

m1

)−1

.

Приведенные массы двухчастичных подсистем в
(14) введены символами μij , где i, j — номера
взаимодействующих частиц. Индекс у t-матрицы
определяет тип двухчастичной подсистемы, вза-
имодействие в которой генерирует данную t-
матрицу.

Появление трехчастичных неупругих каналов,
спровоцированное высокой массой рассматривае-
мой системы ΞNN , приводит к дополнительному

суммированию в (2) по промежуточным состояни-
ям

〈qp|tPΨ〉 =
∑
α

∫
d3q′d3p′d3q′′d3p′′ × (15)

×
〈
pq |t|p′q′〉

α
,〈

pq |P |p′′q′′〉
α

〈
p′′q′′ |Ψα

〉
.

Полная волновая функция многоканальной трех-
частичной системы распадается не только по типам
разбиений (индексы 1, 2, 3), но и по типам трехча-
стичных пространств (индекс α)

Ψ =
∑
α

Ψα = (16)

=
∑
α

(φ12φ3 + φ23φ1 + φ31φ2)α .

Волновые функции взаимодействующих пар частиц
в (16) обозначены как φij , частицы-спектатора—
φk, k 	= i, j. В действительности уже для ΛΛN-
канала, учитывая связь импульсов (12), при ко-

торой p ∈
[√

2μ

(
E − q20

2M

)
,+∞

)
при достиже-

нии определенного значения импульса q в двух-
частичных подсистемах возможно открытие других
неупругих каналов. В данной работе для каждой
из рассматриваемых систем Ξ−nn, Ξ−np, Ξ−pp в
расчетах задействовались по три канала

Ξ−nn(3200.7) − ΛΣ−n(3252.7) − (17)

− Σ−Σ0n(3329.6);

Ξ−np(3199.1) − ΛΛn(3170.7) − ΛΣ0n(3252.7);

Ξ−pp(3198.7) − ΛΛp(3169.9) − ΛΣ0p(3251.4).

В скобках в (17) указаны массы систем вМэВ. Для
определенности нумерация масс частиц организо-
вана по следующему принципу:

1 :

2 :

3 :

p Λ Σ+

Ξ− Σ0 Σ−

p p p

1 :

2 :

3 :

n Λ Σ0

Ξ− Σ− Σ−

n n n

(18)

1 :

2 :

3 :

p Λ Λ,

Ξ− Λ Σ0,

n n n.

В каждом столбце (18) указана нумерация по ча-
стицам для систем Ξ−pp, Ξ−nn и Ξ−pn соответ-
ственно. Поскольку волновая функция для трех-
частичной системы с открытыми неупругими трех-
частичными каналами есть разложение по трехча-
стичным каналам (16), то уравнение Фаддеева для
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компонент T -матриц, соответствующих разбиени-
ям (18), на примере системы Ξ−np есть система
трехчастичных уравнений⎛

⎜⎜⎜⎝
T1

T2

T3

⎞
⎟⎟⎟⎠× (19)

×

⎛
⎜⎜⎜⎝
(φ23φ1)Ξ−pn + (φ23φ1)ΛΛn + (φ23φ1)ΛΣ0n

(φ31φ2)Ξ−pn + (φ31φ2)ΛΛn + (φ31φ2)ΛΣ0n

(φ12φ3)Ξ−pn + (φ12φ3)ΛΛn + (φ12φ3)ΛΣ0n

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 t1 t1

t2 0 t2

t3 t3 0

⎞
⎟⎟⎟⎠×

×

⎛
⎜⎜⎜⎝
(φ23φ1)Ξ−pn + (φ23φ1)ΛΛn + (φ23φ1)ΛΣ0n

(φ31φ2)Ξ−pn + (φ31φ2)ΛΛn + (φ31φ2)ΛΣ0n

(φ12φ3)Ξ−pn + (φ12φ3)ΛΛn + (φ12φ3)ΛΣ0n

⎞
⎟⎟⎟⎠+

+

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 t1R0T2 t1R0T3

t2R0T1 0 t2R0T3

t3R0T1 t3R0T2 0

⎞
⎟⎟⎟⎠×

×

⎛
⎜⎜⎜⎝
(φ23φ1)Ξ−pn + (φ23φ1)ΛΛn + (φ23φ1)ΛΣ0n

(φ31φ2)Ξ−pn + (φ31φ2)ΛΛn + (φ31φ2)ΛΣ0n

(φ12φ3)Ξ−pn + (φ12φ3)ΛΛn + (φ12φ3)ΛΣ0n

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Факторизованный вид функций Ψ в (16) и (19)
следует понимать условно как иллюстрацию фак-
та кинематического отделения взаимодействующей
пары частиц от частицы-спектатора. Выделение
взаимодействующей пары частиц отражено в ниж-
нем индексе у t- и T -матриц.
Появление трех конкурирующих каналов рас-

ширяет систему алгебраических уравнений (13) по-
явлением дополнительных произведений вида

∀k = 1, 2, 3 (tkR0) → (tkR0)Ξ−pn + (20)

+ (tkR0)ΛΛn + (tkR0)ΛΣ0n .

Согласно (20) каждая из величин aij для связан-
ных трехчастичных каналов распадается на сумму
интегралов от соответствующих парных t-матриц
и свободных от взаимодействия трехчастичных ре-
зольвент R0, отличающихся для каждого канала
массами частиц разбиений (18). Естественное пе-
рераспределение энергии между частицами в двух-
частичных подсистемах, характерное для фаддеев-
ских уравнений, сводится к простому соотношению

между энергиями zi(jk) двухчастичных подсистем
(jk) трехчастичного канала α с каналом β:(

zi(jk)
)
β 	= α

=
(
zi(jk)

)
α
+ (mj +mk)α − (21)

− (mj +mk)β .

Выполнение равенства (21) соответствует от-
крыванию трехчастичного канала β в уравнении
Фаддеева (19), когда при

(
zi(jk)

)
α
< 0 величина(

zi(jk)
)
α
+ (mj +mk)α − (mj +mk)β < 0 также

меньше нуля. В противном случае трехчастичный
канал β считается закрытым. Связь энергий(
zi(jk)

)
α
с импульсами q гарантирует, что условие

(21) соответствует динамической связи импульсов
частиц-спектаторов в связанных трехчастичных
каналах.
Отличие изложенного выше подхода к построе-

нию и решению связанных трехчастичных уравне-
ний Фаддеева от работ [6, 7] заключается в том, что
в последних приводится нелинейная система фад-
деевских уравнений для связанной ΞNN–ΛΛN-
системы. Решение такой нелинейной системы не
может быть сведено на численной сетке к квад-
ратной матрице (13), что побуждает предположить
итеративный характер полученных в работах [6, 7]
решений.
Для используемого в данных расчетах зарядово-

зависимого Боннского NN-потенциала [20] ве-
рификация развиваемого метода решений одно-
родных интегральных уравнений Фаддеева (13)
проводилась путем поиска связанных состояний
ядер 3H и 3He. Численные значения энергий связи
для тритона и гелия-3 составили [17] близкие к
экспериментальным значения 8.301 МэВ (экспе-
римент 8.480 МэВ) и 7.756 МэВ (эксперимент
7.718 МэВ) соответственно. Кроме того, для энер-
гий отщепления Λ-гиперона из ядра 3

ΛH решение
уравнения (13) с Боннским NN-потенциалом и
гиперон-нуклонным микроскопическим ESC16
[21] и феноменологическим [22] потенциалами
приводит к значениям SΛ = 0.32 МэВ и SΛ =
= 0.265 МэВ, что близко к современной экспе-
риментальной оценке этой энергии SΛ = 0.41±
± 0.12МэВ [23].

3. ДВУХЧАСТИЧНЫЕ t-МАТРИЦЫ

Двухчастичные ингредиенты— t-матрицы—
находились путем решения уравнений Липпмана–
Швингера в импульсном представлении для систем
частиц ΞN–ΛΛ–ΣΣ (I = 0, 1S0), ΞN (I = 1,
3S1), ΞN–ΛΣ (I = 1, 1S0), ΞN–ΛΣ–ΣΣ (I =
= 1, 3S1). Потенциалы ΞN- и YY-взаимодействий
рассчитывались на основе результатов микро-
скопической модели ESC16 [14]. Недостаточно
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подробное представление координатных потен-
циалов модели ESC16 [14] в области нуля ко-
ординат восстанавливалось с помощью сплайн-
экстраполяции. С использованием разложения
группы SU(3) по неприводимым представлениям
в изоспиновом базисе (см. табл. 26, 27 [14]) на
основе приведенных на рис. 8–10 [14] диаго-
нальных потенциалов были получены остальные
недиагональные компоненты3). В качестве YN-
потенциалов использовался результат расчета
координатных гиперон-нуклонных потенциалов
по коду [21], соответствующему модели ESC16.
Дополнительно в расчетах использовался фе-
номенологический зарядово-независимый YN-
потенциал [22]. В качестве зарядово-зависимого
NN-потенциала использовалось сепарабельное
представление четвертого ранга Боннского NN-
потенциала [20], хорошо зарекомендовавшее себя в
описании NN-фазовых сдвигов вплоть до кинети-
ческих энергий EЛАБ = 500 МэВ. Полученные на
основе уравнений Липпмана–Швингера решения
для t-матриц после проверки использовались в
расчетах полных сечений процессов, представлен-
ных на рис. 1. Отметим, что для упругого ΞN-
рассеяния в области pЛАБ ≈ 380МэВ открывается
неупругий ΛΛ-канал, а в области pЛАБ ≈ 600 МэВ
открывается канал ΛΣ. В целом поведение упругих
и неупругих процессов Ξ−N и YY согласуется с
представленными в работе [14] результатами. Для
нуклон-нуклонного рассеяния в настоящей работе
использовался только сепарабельный вариант [20]
БоннскогоNN-потенциала, который в достаточной
мере согласуется с парижским NN-потенциалом в
части описания фазовых сдвигов и отражает реаль-
ную картину поведения полного сечения упругого
np-рассеяния. В секторе YN-рассеяния результат
использования микроскопической модели ESC16,
доступной по коду [21], и простой двухканальной
феноменологической модели [22] также хорошо
соответствует известным в литературе экспери-
ментальным данным по полным сечениям.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Поиск энергий связиEb рассматриваемых трех-
частичных систем Ξ−nn, Ξ−pn и Ξ−pp осуществ-
лялся с помощью решения алгебраической си-
стемы уравнений (13), записанной для связанных
по трем трехчастичным каналам систем уравнений
Фаддеева (19).

3)В исходном виде разложения для “потенциалов” по
неприводимым представлениям не использовались, так
как в этом случае линейные комбинации “потенциалов”
V27, V8s, V8a и др. плохо соответствуют графической
информации рис. 8–10 [14].

В численных расчетах была выбрана сетка им-
пульсов (q0, q) размерностью 35× 35. Число точек
в угловых направлениях в интеграле (14) составило
7× 7 единиц. Расчет одного матричного элемента
всех величин (14) для трех связанных трехчастич-
ных каналов на выбранной сетке с использовани-
ем современного мобильного процессора занимает
около 80 с. Параллельное заполнение элементов
матрицы 35× 35 с использованием навязанного
машинного распараллеливания позволяет в разы
снизить время заполнения таких матриц в зависи-
мости от числа используемых параллельных пото-
ков.

В зависимости от текущего значения трехча-
стичной энергииE определитель (13) принимает то
положительное, то отрицательное значение. Точ-
ки, в которых определитель меняет знак, ассоци-
ируются с собственным значением системы (13),
характеризующим связанное состояние с энер-
гией E = Eb. Поведение определителя алгебра-
ической системы связанных однородных уравне-
ний Фаддеева в зависимости от энергии E пред-
ставлено на рис. 2. В качестве двухчастичных
YN-взаимодействий в расчетах, представленных
на данном рисунке, использовались координатные
функции, полученные на основе кода [21] и соот-
ветствующие YN-модели ESC16. Замена данной
микроскопической модели YN-взаимодействия на
простую феноменологическую [22] не приводит к
видимому изменению кривых рис. 2 в области
|E| < 6МэВ.Мнимые части определителя системы
уравнений (13) возникают вполне естественным
образом из парных t-матриц произведения парных
потенциалов и двухчастичных резольвент, в кото-
рых содержат полюсные вклады благодаря тому,
что двухчастичная энергия z ∈ [E,−∞) в каж-
дой паре пробегает нетривиальный полуинтервал.
Численные значения энергий связи, полученные в
данной работе, представлены в табл. 1. Там же
приведены для сравнения известные в литературе
значения энергий связи систем Ξ−NN для различ-
ных спин-изоспиновых состояний. В цитируемой
литературе, как правило, приводятся значения для
энергий отщепления SΞ− гиперона из ядра. Срав-
нение энергий связи Eb(A− 1Ξ−) в табл. 1 для
рассматриваемых гиперядерных систем AΞ− осу-
ществлялось в том числе с использованием связи
между энергиями связи и энергией отщепления

SΞ− = Eb (A− 1Ξ−)− Eb (AΞ−) . (22)

Энергия связи Eb (A− 1Ξ−) в (22) характеризует
систему, получаемую из исходной ядерной системы
AΞ− путем удаления Ξ−-гиперона. В численных
расчетах по формуле (22) для энергий связи Ξ−N-
подсистем использовалось значение Eb(Ξ

−N) =
= 1.67МэВ [13, 28].
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Рис. 1. Сверху: полные сечения процессов Ξ−p → Ξ−p, Ξ−p → ΛΛ, рассчитанные на основе модели ESC16 [14], в
сравнении с известными экспериментальными данными [1, 2]; полное сечение упругого np-рассеяния, рассчитанное по
Боннскоймодели [20] в сравнении с данными библиотеки оцененныхядерныхданныхENDF.Снизу: полныесеченияΛN-,
ΣN-рассеяния и сечение конверсии ΣN → ΛN . Представлены расчеты с использованием микроскопической модели
ESC16, доступной по коду [21], и феноменологической модели [22]. Экспериментальные данные: ΛN [24, 25]; ΣN [26,
27]; ΣN → ΛN [26].

В данной работе не ставилась цель ассоци-
ировать найденные связанные состояния систем
Ξ−NN с конкретным спин-изоспиновым состоя-
нием. Тем не менее, можно отметить, что, посколь-
ку изоспин нейтрон-протонной пары равен нулю,
система Ξ−np может находиться только в состоя-
ниях (I, J+) = (1/2, 1/2+), (1/2, 3/2+), тогда как
системы Ξ−NN с изоспином I = 3/2 — это либо
Ξ−nn, либо Ξ−pp. Фактически только в данной

работе благодаря процедуре решения фаддеевских
уравнений без парциально-волнового разложения
с полными двухчастичными t-матрицами есть воз-
можность получить весь спектр состояний рас-
сматриваемых систем без необходимости выделе-
ния отдельных квантово-механических состояний в
двухчастичных ингредиентах модели. Тем не менее,
вес различных спин-изоспиновых конфигураций в
общей волновой функции систем Ξ−NN позволяет
практически однозначно идентифицировать эти со-
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Таблица 1. Известные в литературе результаты расчетов энергий связи Eb систем Ξ−NN , находящихся в
фиксированных спин-изоспиновых состояниях с использованием различных моделей ΞN-взаимодействия (здесь
же представлены результаты данной работы для систем Ξ−nn, Ξ−np и Ξ−pp без выделения отдельных спин-
изоспиновых состояний)

Eb, МэВ (I , JP ), система ΞN-модель Литература

9.425
(

1
2 ,

3
2

+
)
,Ξ−np ESC08c E. Hiyama et al. [11]

не связана
(

1
2 ,

1
2

+
)
,Ξ−np ESC08c

не связана
(

1
2 ,

3
2

+
)
,Ξ−np HAL QCD

не связана
(

1
2 ,

1
2

+
)
,Ξ−np HAL QCD

2.237
(

1
2 ,

1
2

+
)
,Ξ−np ESC08c H. Garcilazo [8]

2.886
(

3
2 ,

1
2

+
)
,Ξ−nn,Ξ−pp s-волновая I. Filikhin et al. [10]

17.205
(

1
2 ,

3
2

+
)
,Ξ−np симуляция ESC08c

не связана
(

1
2 ,

1
2

+
)
,Ξ−np Jülich Ch-EFT/HAL QCD K. Miyagawa, M. Kohno [12]

не связана
(

1
2 ,

3
2

+
)
,Ξ−np Jülich Ch-EFT/HAL QCD

3.05
(

1
2 ,

3
2

+
)
,Ξ−np ESC08c

15.74
(

1
2 ,

3
2

+
)
,Ξ−np ESC08c H. Garcilazo, A. Valcarce [9]

2.89
(

3
2 ,

1
2

+
)
,Ξ−nn,Ξ−pp ESC08c

3.37
(

1
2 ,

3
2

+
)
,Ξ−np CCQM

5.23
(

3
2 ,

1
2

+
)
,Ξ−nn,Ξ−pp CCQM

1.892–2.306
(

1
2 ,

1
2

+
)
,Ξ−np CCQM H. Garcilazo et al. [6]

1.814–2.153
(

1
2 ,

1
2

+
)
,Ξ−nn,Ξ−pp CCQM H. Garcilazo et al. [7]

4.50 Ξ−nn ESC16 Настоящая работа

5.50 Ξ−np ESC16

2.70; 4.40 Ξ−pp ESC16

стояния с конкретным набором частиц. Например,
для системы Ξ−np, в которой np-пара формиру-
ет подобное дейтрону состояние веса, составляют(
3− 2

√
2
)
/9 и

(
6 + 2

√
2
)
/9 для состояний с J =

= 1/2 и J = 3/2 соответственно. Поэтому с боль-
шой долей вероятности можно считать найденное в
данной работе связанное состояние системы Ξ−np
как основное с (I, J+) = (1/2, 3/2+). Аналогичные
рассуждения для систем Ξ−nn и Ξ−pp позволяют
идентифицировать их собственные состояния с ве-
совыми множителями

(
3− 2

√
2
)
/9 и

(
6 + 2

√
2
)
/9

для состояний с изоспинами I = 1/2 и I = 3/2
соответственно. Таким образом, с большой долей
вероятности системы Ξ−nn и Ξ−pp находятся в
состояниях с полным изоспином I = 3/2 и полным
угловым моментом, равновероятным между значе-
ниями J = 1/2 и J = 3/2.

Наблюдение за поведением определителя с
энергией решаемой связанной системы однород-
ных уравнений Фаддеева показывает, что для
системы Ξ−np в области |E| < 20 МэВ имеется
только одно связанное состояние с энергией связи
Eb ≈ 5.5МэВ. Эта энергия почти в 3 раза меньше,
чем, например, предсказывается в работах [10,
9] для состояния (1/2, 3/2+), которое можно
идентифицировать с системойΞ−np. Других состо-
яний для системы Ξ−np в области |E| < 20 МэВ
не прослеживается. Для системы Ξ−pp расчеты
предсказывают существование двух состояний
с энергиями связи 2.7 и 4.4 МэВ в области
|E| < 20 МэВ. Иными словами, в области энергий
5 < |E| < 20 система уравнений (13), записанная
для системы частиц Ξ−pp, не имеет решения при
используемом наборе двухчастичных t-матриц.
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Рис. 2. Определители (масштаб произвольный) однородной системы уравнений Фаддеева для рассматриваемых систем
(указаны на рисунках) в зависимости от модуля кинетической энергии трех тел. Сплошная и штрихпунктирная кривые—
вещественная и мнимая части определителя соответственно. Точки пересечения вещественных частей определителя с
осью абсцисс соответствуют связанным состояниям систем с энергией |E| = |Eb|.

В отличие от системы Ξ−pp система Ξ−nn имеет
только одно четко прослеживаемое состояние при
Eb ≈ 4.5 МэВ. Как показали более подробные
расчеты с шагом 20 кэВ в области |E| ≈ 2.17МэВ,
только мнимая часть определителя (13) меняет
знак, тогда как вещественная часть не меняет
знак. Учитывая зарядовую независимость pn- и
nn-взаимодействий в Боннской параметризации
[20], притяжения в системе Ξ−n недостаточно
по сравнению с Ξ−p-системой для генерации
связанного состояния в системе Ξ−nn в области
|E| ≈ 2.17 МэВ. Отметим, что решаемая система
связанных однородных уравнений Фаддеева для
системы Ξ−nn–ΛΣ−n–Σ−Σ0n является точной,
и ее решение в данной работе не включает
каких-либо приближений. Помимо этого, отличием
данной работы от результатов расчета работ [10,
9] является более современный вариант ESC-
модели Ξ−N-взаимодействия, а также использо-
вание соответствующей ESC микроскопической
модели ΛN- и ΣN-взаимодействий [21]. Как
отмечалось во Введении, уже визуальный анализ
потенциалов двух моделей ESC08c и ESC16
свидетельствует о различиях. Важно отметить,
что результаты данной работы с использованием

ESC16-модели Ξ−N-взаимодействия лучше соот-
ветствуют кварковым расчетам CCQM работы [9].
В данной работе не обнаруживаются свидетельства
существования резонансно-подобного состояния
(I = 1/2, I = 1/2+) системы Ξ−NN в области
1.5 < |E| < 2.5 МэВ, найденного в работе [7].
Следует отметить, что с точки зрения состава
по частицам система Ξ−np (в отличие от систем
Ξ−nn и Ξ−pp c энергией связи Eb(Ξ

−N) =
= 1.67МэВ) не может иметь состояния с энергией
связи Eb < 2.225 МэВ меньше, чем энергия связи
дейтрона, поэтому привязку состояния (I = 1/2,
I = 1/2+) в табл. 1 к системе Ξ−np в области
Eb < 2.225 МэВ следует понимать условной. Раз-
личие между значениями энергии связи системы
Ξ−NN в состоянии (I = 1/2, I = 1/2+), получен-
ное в работах [6] и [7], как отмечалось во Введении,
связано только с влиянием трехчастичных каналов
ΛΣN и ΣΣN , которыми пренебрегалось в работе
[6]. С учетом уточненных данных работы [7]
резонансно-подобному состоянию (I = 1/2, I =
= 1/2+) системы Ξ−NN можно приписать как
систему Ξ−nn, так и систему Ξ−pp. Поскольку
в работах [11, 8, 10, 12, 9], в отличие от работ
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[6, 7], не проводился корректный учет связыва-
ния трехчастичных каналов Ξ−NN–ΛΣN–ΣΣN
и Ξ−NN–ΛΛN–ΣΣN , то полученные в этих
работах значения энергий связи не являются в
требуемой степени информативными. Как пока-
зывают расчеты данной работы, пренебрежение
связыванием трехчастичных каналов при прочих
равных условиях существенно меняет положение
и факт наличия корней уравнения (13).

Дальнейший поиск связанных состояний си-
стем Ξ−NN помимо уточнения парных Ξ−N-
потенциалов должен сопровождаться сравнением
вкладов различных моделей гиперон-нуклонных
взаимодействий, неизбежно присутствующих в
расширенном трехчастичном фазовом простран-
стве системы Ξ−NN , возникающем из-за связы-
вания трехчастичных каналов. Также представляет
интерес влияние различных NN-моделей на энер-
гию связи Ξ−NN-систем.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены результаты расчета
энергий связи трехчастичных систем Ξ−nn, Ξ−np
и Ξ−pp на основе решения связанных однородных
интегральных уравнений Фаддеева относительно
компонент трехчастичных T -матриц без исполь-
зования традиционной процедуры парциально-
волнового разложения. Точный учет связывания
уравнений Фаддеева производился в каждой из
рассматриваемых систем Ξ−nn–ΛΣ−n–Σ−Σ0n,
Ξ−np–ΛΛn–ΛΣ0n и Ξ−pp–ΛΛp–ΛΣ0p. Двухча-
стичные t-матрицы для ΞN- и YY-взаимодействий
находились путем решения связанных уравнений
Липпмана–Швингера для фиксированных спин-
изоспиновых состояний. Двухчастичные Ξ−N- и
YY-потенциалы, генерирующие t-матрицы, на-
ходились с использованием микроскопической
ESC16-модели. Рассчитанные по этим потен-
циалам полные сечения Ξ−p → Ξ−p и Ξ−p →
→ ΛΛ, а также ΛN → ΛN , ΣN → ΣN и ΣN →
→ ΛN хорошо согласуются с немногочисленными
экспериментальными данными. В качестве NN-
взаимодействия использовалось сепарабельное
представление четвертого ранга Боннского NN-
потенциала. Прямые численные расчеты энергий
связи рассматриваемых систем подтверждают
существование по одному связанному состоянию у
систем Ξ−nn и Ξ−np с энергиями 4.5 и 5.5 МэВ
соответственно. Кроме того, расчеты свидетель-
ствуют о наличии двух связанных состояний
у системы Ξ−pp с энергиями 2.7 и 4.4 МэВ.
Данный результат можно считать опорным для
последующей модификации ESC и последующих
моделей гиперон-нуклонных взаимодействий в

барион-барионном секторе со странностью S =
= −2.
Автор выражает благодарность Е.Б. Хитрук за

поддержку в подготовке рукописи. Работа выпол-
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J. Golak, Phys. Rep. 274, 107 (1996);
https://doi.org/ 10.1016/0370-1573(95)00085-2

20. J. Haidenbauer, Y. Koike, and W. Plessas, Phys. Rev.
C 33, 439 (1986);
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.33.439

21. M. M. Nagels, Th. A. Rijken, and Y. Yamamoto,
Phys. Rev. C 99, 044003 (2019);
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.99.044003;
http://nn-online.org

22. M. Egorov and V. Postnikov, Nucl. Phys. A 1009,
122172 (2021);
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysa.2021.122172

23. J. Adam et al. (STAR Collab.), Nat. Phys. 16, 409
(2020);
https://doi.org/10.1038/s41567-020-0799-7

24. B. Sechi-Zorn, B. Kehoe, and J. Twitty, Phys. Rev.
175, 1735 (1968);
https://doi.org/10.1103/PhysRev.175.1735

25. G. Alexander, U. Karshon, A. Shapira, and
G. Yekutiely, Phys. Rev. 173, 1452 (1968);
https://doi.org/10.1103/PhysRev.173.1452

26. R. Engelmann, H. Filthuth, V. Hepp, and E. Kluge,
Phys. Lett. 21, 587 (1968);
https://doi.org/10.1016/0031-9163(66)91310-2

27. F. Eisele, H. Filthuth, W. Foehlisch, V. Hepp, and
G. Zech, Phys. Lett. B 37, 204 (1971);
https://doi.org/10.1016/0370-2693(71)90053-0

28. H. Garcilazo, A. Valcarce, and J. Vijande, Phys. Rev.
C 94, 024002 (2016);
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.94.024002

SEARCHING FOR THE BOUND STATES
IN THE Ξ−nnΞ−nnΞ−nn-,Ξ−pnΞ−pnΞ−pn-, ANDΞ−ppΞ−ppΞ−pp-SYSTEMS

M. V. Egorov1)

1)Physics department, Tomsk State University, Russia

Searching for the bound states in the systems Ξ−nn, Ξ−pn, and Ξ−ppwas done with the usage of solution
of coupled homogeneous integral Faddeev equations written with respect to the T -matrix components.
In these equations direct integration over the angular variables with the precise consideration of the
three-body coupling in the phase space of the each systems Ξ−nn–ΛΣ−n–Σ−Σ0n, Ξ−np–ΛΛn–ΛΣ0n
and Ξ−pp–ΛΛp–ΛΣ0p is used instead of the traditional partial-wave decomposition. The only ingredients
of the presented method are two-body t-matrices, which were found by solving the coupled Lippmann–
Schwinger integral equations in the case of paired Ξ−N-interaction for systems ΞN–ΛΛ–ΣΣ in the state
(I = 0, 1S0), ΞN in the state (I = 0, 3S1), ΞN–ΛΣ in the state (I = 1, 1S0), and ΞN–ΛΣ–ΣΣ in the state
(I = 1, 3S1). To obtain two-body Ξ−N-, YY-, and YN-interactions generating t-matrices, an updated
version of the ESC16 microscopic model is used. Two-body NN-interaction was reconstructed on the
basis of the charge-dependent Bonn model. Direct numerical calculations of the binding energies of the
systems under consideration clearly indicate the existence of one bound state with binding energies of 4.5
and 5.5 MeV for Ξ−nn- and Ξ−np-systems, respectively, and two states with binding energies of 2.7 and
4.4 MeV for the system Ξ−pp.
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В настоящей работе получены уравнения квантовой релятивистской гидродинамики из уравнения
Клейна–Гордона, которые в нерелятивистском квазиклассическом пределе сводятся к традиционным
уравнениям гидродинамики идеальной жидкости. Найдено аналитическое решение уравнений гид-
родинамики в приближении солитонов для столкновения ядерных слоев в одномерном и двумерном
случаях. Отмечается важность учета неравновесных процессов. Рассмотрены стадия сжатия, стадия
расширения и стадия разлета в рамках единой формулы для слоев с энергиями порядка десяти МэВ
на нуклон. Такое сведение решений уравнений гидродинамики к солитонным решениям ранее не
рассматривалось. Обобщение на двумерный случай приводит к представлению об образовании на
стадии расширения разреженной области— пузыря. А сам подход может быть использован и в других
областях физики при расчетах нелинейной динамики колебаний сложных систем.

DOI: 10.31857/S0044002723030078,EDN: RKTKBC

1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнения квантовой релятивистской гидроди-
намики можно получить из уравнения Клейна–
Гордона [1, 2] по аналогии с представлением Ма-
делунга [3] для временного уравнения Шрединге-
ра. В квазиклассическом приближении получаются
традиционные уравнение непрерывности и уравне-
ние Эйлера.
В случае атомного ядра, состоящего из нук-

лонов, его свойства могут быть описаны моделью
жидкой капли, предложенной Бором и Уиллером
для описания процесса деления [4]. Штокер и Грай-
нер одними из первых применили гидродинамику к
столкновениям тяжелых ионов [5].
Для исследования столкновений тяжелых ионов

важен выбор уравнения состояния (EOS—
equation of state). В гидродинамическом подходе
в качестве уравнения состояния можно выбрать
локально-равновесное уравнение состояния, от-
вечающее наступлению локального термодинами-
ческого равновесия [5]. В наших работах [6–13]
предложено неравновесное уравнение состояния.
Решение этих уравнений гидродинамики в од-

номерном случае можно получить аналитически с

1)НИЦ “Курчатовский институт” —ПИЯФ, Гатчина, Рос-
сия.

2)Петербургский государственный университет путей со-
общения Императора Александра I, Санкт-Петербург,
Россия.
*E-mail: dyachenko_a@mail.ru

использованием односолитонных решений уравне-
ния Кортевега–де Фриза [14, 15] как в работе [16]
для слабой нелинейности, так и в случае нели-
нейных возмущений большой амплитуды для удар-
ных волн. В рамках единой формулы могут быть
описаны стадии сжатия, расширения и разлета
вещества. Это представляет самостоятельный ин-
терес, поскольку солитоны играют большую роль
в физике элементарных частиц и ядерной физике.
Нам было важно убедиться, что дисперсионные
члены, появляющиеся в уравнениях гидродинамики
и в уравнении Кортевега–де Фриза, не нарушают
представления об образовании горячего пятна hot
spot. Обобщение этого рассмотрения на двумерный
случай приводит к близкой динамике колебаний
сложной системы, а также к возникновению обла-
сти разрежения— пузыря в центре при расшире-
нии системы.
Образование и существование пузырчатых ядер

относится к ядерной экзотике. Поиск и исследова-
ние пузырчатых ядер имеет долгую историю. Этим
занимались, например, Сименс и Бете [17] и Вонг
[18]. В работе [19] в капельной модели с оболочеч-
ными поправками была обоснована возможность
образования устойчивого пузыря только для сверх-
тяжелых ядер с зарядовым числом Z > 120. Но
вот в работе [20] было предсказано с помощью
метода Хартри–Фока–Боголюбова и подтвержде-
но экспериментально существование разрежения
в центре для плотности протонов дважды маги-
ческого ядра 34Si. В работе [21] c помощью ре-
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лятивистского метода Хартри–Фока–Боголюбова
показано существование пузырька в ядре 48Si как
для плотностей нейтронов, так и протонов в центре
ядра. Это статические решения для пузырей. Воз-
никающий динамический пузырь в области разре-
жения в наших расчетах возникает всегда на стадии
расширения гидродинамической системы.
Далее в разд. 2 устанавливается связь эффек-

тивного уравнения Клейна–Гордона с уравнения-
ми квантовой релятивистской гидродинамики иде-
альной жидкости, затем в разд. 3 анализируются
солитонные решения уравнений гидродинамики в
одномерном и двумерном случаях с образованием
горячего пятна и пузыря, в Заключении приведены
основные выводы работы.

2. СВЯЗЬ УРАВНЕНИЙ ГИДРОДИНАМИКИ
С УРАВНЕНИЕМ КЛЕЙНА–ГОРДОНА

Уравнения квантовой релятивистской гидроди-
намики могут быть связаны с уравнением Клейна–
Гордона. Для представления энергии E через не
очень большой импульс p0 и потенциальную энер-
гию U частицы массыm имеем:

E2 = p20c
2 + 2mUc2 +m2c4. (1)

Соответствующее уравнение Клейна–Гордона
имеет вид

− ∂2Ψ

∂x0∂x0
− ∂2Ψ

∂xl∂xl
− 2mU

�
2

Ψ =
m2c2

�
2

Ψ, (2)

где Ψ = Φexp

(
iQ

�

)
— волновая функция с ам-

плитудой Φ и фазойQ, одинаковой для всех частиц
как в приближении Томаса–Ферми, � — постоян-
ная Планка, c — скорость света. Здесь фаза Q =
= (Et− p0r), x0 и xl — временная и простран-
ственная координаты с предполагаемым сумми-
рованием по повторяющимся значкам. Уравнение
(2)— это эффективное одночастичное уравнение
Клейна–Гордона для приближения Томаса–Ферми
с эффективным потенциалом U .
Поскольку

∂2Ψ

∂xk∂xk
= Ψ

[
∂2 lnΨ

∂xk∂xk
+

∂ lnΨ

∂xk
∂ lnΨ

∂xk

]
, (3)

где k = 0, 1, 2, 3, то после подстановки (3) в (2) и

последующего дифференцирования (2) ∇k =
∂

∂xk
имеем

− i�

2m

⎡
⎢⎢⎣
∂2 − i�

m

∂ lnΨ

∂xk
∂x0∂x0

+
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∂ lnΨ
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∂xl∂xl
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−
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+
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i�

m

∂ lnΨ
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∂ lnΨ

∂xk
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⎤
⎥⎥⎦ =

∂U

m∂xk
.

Обозначая

wkc = −i�

m
∇k lnΨ, (5)

имеем

− i�

2m

(
∂2wk

∂x0∂x0
+

∂2wk

∂xl∂xl

)
+ (6)

+ c

(
w0 ∂wk

∂x0
+wl ∂wk

∂xl

)
=

∂U

mc∂xk
.

Выражение (5) можно переписать в терминах
локальной плотности ρ = Φ2 и фазыQ:

wkc = −i�

m

(
∂ ln ρ1/2

∂xk
+

i

�

∂Q

∂xk

)
. (7)

Обозначим далее

ukc = ∇kQ/m. (8)

Здесь uk — четырехмерная скорость, которая для
l = 1, 2, 3 равна ul = υl/c/

√
1− (υ/c)2, ul = −ul,

а u0 = 1/
√

1− (υ/c)2, где υ — обычная трехмер-
ная скорость. Разделяя действительную и мнимую
части уравнения (6), получаем для действительной
части

�
2

2m
ρ∇k

(
∂2ρ1/2

ρ1/2∂x0∂x0
+

∂2ρ1/2

ρ1/2∂xl∂xl

)
− (9)

− c2
(
∂(mρu0uk)

∂x0
+

∂(mρuluk)

∂xl

)
= −ρ

∂U

∂xk
.

Здесь мы использовали уравнение непрерывности

∂ρu0
∂x0

+
∂ρul
∂xl

= 0, (10)

также следующее из уравнения Клейна–Гордона
(2). Если умножить уравнение (2) на комплексно-
сопряженную функцию Ψ∗ и написать его в
комплексно-сопряженном виде, умножив послед-
нее на Ψ, то после вычитания одного уравнения из
другого с учетом (8) для мнимой части получается
уравнение непрерывности (10), действительная
часть равна нулю.
При переходе от уравнения (6) к уравнению (9)

взаимно сокращаются члены, содержащие диффе-
ренцирование вторых производных от Q, и члены,
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содержащие произведения производных от ρ1/2 и
отQ. Это следует из уравнения (2).

Таким образом, мы получили для простран-
ственных компонент k = 1, 2, 3 (uk =

= −υk/c/
√

1− (υ/c)2) релятивистский аналог
уравнения Эйлера, которое содержит квантовый
потенциал, аналогично представлению Маделун-
га [3]

∂(mρυk/(1− (υ/c)2))

∂t
+ (11)

+
∂(mρυkυl/(1− (υ/c)2))

∂xl
=

= −ρ
∂U

∂xk
− ρ

∂

∂xk

�
2

2m

(
∂2ρ1/2

ρ1/2c2∂t2
− Δρ1/2

ρ1/2

)
.

Уравнение для временной компоненты четырех-
мерной скорости является следствием этих урав-
нений. При малых скоростях υ � c уравнение (11)
переходит в нерелятивистское уравнениеМаделун-

га [3] c квантовым потенциалом
�
2

2m
√
ρ
Δ
√
ρ, где

Δ — операторЛапласа (см. также о представлении
Маделунга для уравнения Шредингера [5]). Этот
квантовый потенциал влияет на дисперсию в урав-
нении Эйлера.

3. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ
ГИДРОДИНАМИКИ

С ПОМОЩЬЮ СОЛИТОНОВ

Уравнения (10), (11) отличаются, как и урав-
нения Маделунга [3], от уравнений обычной гид-
родинамики отсутствием членов диссипации. Для
описания процессов взаимодействия в эти уравне-
ния необходимо ввести тепловой член I(r, t). Его
можно ввести как в традиционной гидродинамике
с локально-равновесной функцией распределения
[5]. А можно использовать для этого кинетическое
уравнение.

Мы используем кинетическое уравнение (см.
[7–11]) для нахождения нуклонной функции рас-
пределения f(r,p, t) (r(x1, x2, x3) — простран-
ственная координата, p(p1, p2, p3) — импульс, t —
время). Решение кинетического уравнения для
функции распределения f(r,p, t) ищется в виде

f(r,p, t) = f1q + f0(1− q), (12)

где f0(r,p, t) — локально-равновесная функция
распределения, f1(r,p, t) — неравновесная функ-
ция распределения, q — релаксационный фактор.

В неравновесном случае при q = 1 получают-
ся уравнения длиннопробежной гидродинамики [6],
которые в одномерном случае имеют вид

∂ρ

∂t
+

∂(ρυ)

∂x
= 0, (13)

∂(mρυ)

∂t
+

∂(mρυ2 + P )

∂x
= 0, (14)

∂(e+mρυ2/2)

∂t
+ (15)

+
∂(υ(e +mρυ2/2 + P ))

∂x
= 0.

К этой системе уравнений в нерелятивистском
пределе могут быть сведены уравнения из преды-
дущего раздела с добавлением третьего уравнения
для энергии. Здесь ρ — нуклонная плотность, υ —
скорость, e — плотность энергии, P — давление.

Обычно решение этой системы нелинейных
дифференциальных уравнений в частных произ-
водных находится численно на компьютере. Здесь
развит подход к приближенному аналитическому
решению этих уравнений как в случае слабой
нелинейности путем сведения их к уравнениям
Кортевега–де Фриза, так и в случае возмущений
большой амплитуды, используя солитоноподобные
решения. Проведено обобщение этого подхода
на двумерный случай в случае плотности ρ(x, t),
зависящей только от координаты x и времени t.

Из уравнений (13)–(15) для нахождения нук-
лонной плотности ρ(x, t), скорости υ(x, t), плот-
ности тепловой энергии I(x, t) при q = 1 следует,

что тепловой член I = I1

(
ρ

ρ0

)3

[6], где I1 — не

зависящий от ρ коэффициент, ρ0 — равновесная
плотность. Совместное решение уравнений (13) и
(14) ищем в виде υ = υ(ρ) и получаем два уравне-
ния Кортевега–де Фриза [16].

Т.е. уравнения гидродинамики могут быть све-
дены к двум уравнениям Кортевега–де Фриза. Это
позволяет перейти к представлению столкновения
ядер как столкновению солитонов, если простую
волну уравнения Кортевега–де Фриза проинтегри-
ровать по x1. Т.е. найти

Z =

L∫
0

ζ
dx1
L

, (16)

где L — толщина слоя, Z является простой вол-
ной Кортевега–де Фриза, испущенной этим слоем,
ζ(x− x1, t) — односолитонное решение уравнения
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Кортевега–де Фриза. Такое оказывается возмож-
ным благодаря законам сохранения для уравне-
ния Кортевега–де Фриза, которые выполнены при-

ближенно для слоя конечной длины и
∂Z

∂t
≈ 0.

Это относится к каждому ядерному слою— ис-
точнику простых волн. Учитывая отражения волн
Кортевега–де Фриза от границ системы, мож-
но рассмотреть динамику столкновения ядерных
слоев-слэбов и найти плотности и скорости в си-
стеме [16].
Рассмотрим теперь распространение возмуще-

ний произвольной амплитуды. Для плотности энер-
гии можно использовать простое выражение [5]

e = K(ρ− ρ0)
2, (17)

где ρ0 = 0.15 Фм−3 — равновесная плотность,
плотность энергии e =

∫ ρ
0 Udρ,K × 18ρ20 — модуль

сжатия. Тогда давление

P = −∂(e/ρ)

∂(1/ρ)
= K(ρ2 − ρ20)− α

(
∂ρ

∂x

)2

. (18)

Здесь мы добавили дисперсионный член, связан-
ный с квантовыми членами и поверхностной энер-
гией, с коэффициентом α, где можно выбрать

α

2mc2so
ρ0 = (Фм)2, исходя из ширины поверхност-

ного слоя порядка Фм, скорость звука cs0 ≈ 1/3c≈
≈ 108 м/с. Квантовый вклад потенциалаМаделунга
в давление в выражении (18) будем считать, что

в основном совпадает с зависимостью −α

(
∂ρ

∂x

)2

.

Он равен − �
2

4m

(
(∇ρ)2

ρ
−∇2ρ

)
для плотности

энергии:
�
2

8m

(∇ρ)2

ρ
. Коэффициент K можно пере-

определить.
В случае столкновения двух ядер образуются

ударные волны, распространяющиеся со скоро-
стью D, которую можно найти из уравнений (13) и

(14), полагая
∂

∂t
= −D

∂

∂x
. Тогда из этих уравнений

после интегрирования по скачку плотности получа-
ем

D = − ρ0υ0
ρ− ρ0

, (19)

где υ0 — начальная скорость сталкивающихся
ядер. Полагая скорость D равной зависящей от

плотности скорости звука cs =

√
∂P

m∂ρ
, получаем

с учетом выражения для давления (18) уравнение
для плотности ρ:

±(ρ− ρ0)

(ρ1 − ρ)

dρ

dx

√
α = (20)

=
√

K(2ρ1(ρ− ρ0) + (ρ− ρ0)2),

где ρ1 — максимальная плотность сжатия на удар-
ной волне

2Kρ1 =
(ρ0υ0)

2

(ρ1 − ρ0)2
. (21)

Выражение (20) может быть проинтегрировано
неявно в элементарных функциях, но ответ получа-
ется довольно громоздким. Выделяя главные члены
решения, получаем выражение

(ρ− ρ1)(ρ− ρ0)

ρ21
= − exp

(
±
√

K

α
x

)
, (22)

где знак "+” отвечает решению вблизи ρ1, а знак
"−” — вблизи ρ0. Решения должны быть сшиты
при промежуточном значении плотности в точ-
ке перегиба. Так получается решение “кинк” для
распространяющейся волны. При отрицательных
значениях x рассуждения аналогичны. Однако, по-
скольку нас не интересуют сейчас детали структу-
ры фронта волны, можно аппроксимировать реше-
ние (22) солитоноподобным решением

ρ = ρ0 + 4
(ρ1 − ρ0)

(exp(−λx/2) + exp(λx/2))2
, (23)

где λ =

√
K

α
. Выражение (23) описывает главные

особенности решения (22).
Также как мы делали раньше с солитонами

Кортевега–де Фриза, можно проинтегрировать
выражение (23) по длине слоя и рассматривать
распространение фронта ударной волны и его
отражение от границ. В результате интегрирования
получаем, например, для волны, распространяю-
щейся слева направо

ρ =
1

L

l2∫
l1

ρ′dx = ρ0 + 4
(ρ1 − ρ0)

λL
× (24)

×
[

1

1 + exp(λ(x− l2 −Dt))
−

− 1

1 + exp(λ(x− l1 −Dt))

]
,

где ρ′ — выражение (23), l1 и l2 — границы ядра,
а L = l2 − l1 — его размер. Для максимума плот-
ности ударной волны из уравнений (13) и (14)
получается волновое уравнение, допускающее ре-
шение Даламбера, и законы сохранения для волн,
распространяющихся вправо и влево. Что и было
использовано. При этом скорость υ можно найти
из уравнения (13), используя для плотности выра-
жение (24) с учетом возможных отражений удар-
ных волн от границ системы и движения границ.
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Рис. 1. Мгновенные профили столкновения ядерных слоев-слэбов при энергии E0 = 10 МэВ на нуклон в различные
моменты времени при t = 0, 2, 4, 6, 8 в единицах времени 10−23 с.
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Рис. 2.Мгновенные профили столкновения одинаковых ядер (сплошные кривые) при энергииE0 = 10МэВ на нуклон в
различные моменты времени при t = 0, 2, 4, 6, 8 в единицах времени 10−23 с для двумерного случая, штриховые кривые—
профили плотности для одномерных слоев, как на рис. 1.

Таким образом, с помощью солитонных реше-
ний (23) и (24) можно исследовать динамику столк-
новений ядер в одномерном случае. Так, на рис. 1
представлены профили плотности для столкнове-
ния одинаковых ядер размером L = 5Фм с энерги-
ей E0 = 10МэВ на нуклон в моменты времени t =
= 2, 4, 6, 8 в единицах времени 10−23 с. Можно ви-

деть первоначальное сжатие, образование hot spot
и последующее расширение ядер с образованием
разрежения в центральной области.
Мы также нашли упрощенное решение зада-

чи в двумерном случае. Уравнения получаются
из уравнений гидродинамики при интегрировании
уравнений гидродинамики по поперечной коорди-
нате, считая, что плотность ρ(x, t) не зависит от
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Рис. 3. Профили максимального поперечного размера ядер при энергии E0 = 10 МэВ на нуклон в различные моменты
времени при t = 0, 4, 6 в единицах времени 10−23 с.
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Рис. 4. Зависимость плотности ρ(y, t) от поперечной координаты y для x = 0 при энергии E0 = 10 МэВ на нуклон в
различные моменты времени при t = 6, 7 в единицах времени 10−23 с.

координаты y [6]. Решение дается формулой (23)
заменой ρ1 → ρ1S(x, y, t) и последующим делением
возмущения наS, где S(x, y, t) = (y0(x) + υyt)

2/y20,
y0(x) — начальное положение движущейся попе-
речной координаты, а υy совпадает со скоростью
звука.
Так на рис. 2 представлены профили плотности

для столкновения одинаковых ядер с продольным
размером L = 5 Фм с энергией E0 = 10 МэВ на

нуклон в моменты времени t = 2, 4, 6, 8 в еди-
ницах времени 10−23 с. В этом случае результаты
отмечены сплошными кривыми. Штриховые кри-
вые соответствуют одномерному случаю. Можно
видеть, что в двумерном случае колебания сжатия
и разрежения получаются более сильными.
На рис. 3 представлены зависимости попереч-

ного размера y = y0(x) + υyt в зависимости от
координаты x в моменты времени t = 0, 4, 6 в
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единицах времени 10−23 с. Эти результаты полу-
чены для плотности, не зависящей от координаты
y. Из рис. 2 видно, что по завершении столкно-
вения образуется в центре разреженная область,
а на концах— нормальная плотность. Т.е. можно
ожидать образование пузыря в центре ядра.
Для поперечной координаты y можно видеть

аналогичную ситуацию. На рис. 4 представлено из-

менение плотности ρ(y) = ρ′0

(
1 +

(y − y0)
2

4t2c2s

)
при

x = 0 в различные моменты времени. Эта зави-
симость получена из решения гидродинамического

уравнения Эйлера для скорости υy =
y − y0

t
уже

с учетом поправки на изменение плотности с ко-
ординатой y. Таким образом, оценка для двумер-
ного случая подтверждает образование пузыря в
центре ядра, где образуется разреженная область
с плотностью ρ′0. При низких энергиях сталкива-
ющихся систем в результате колебаний плотности
для чередующихся разрежений и сжатий может
сформироваться устойчивый пузырь в центре.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в настоящей работе были по-
лучены уравнения квантовой релятивистской гид-
родинамики из уравнения Клейна–Гордона и бы-
ло продолжено развитие неравновесного гидро-
динамического подхода для описания столкнове-
ния атомных ядер. Неравновесный подход к гид-
родинамическим уравнениям позволяет описывать
экспериментальные данные лучше, чем уравнение
состояния, соответствующее традиционной гидро-
динамике, предполагающей установление локаль-
ного термодинамического равновесия. При этом
описании существенным было выделение горячего
пятна hot spot. В настоящей работе показано, что
введение дисперсионных членов не нарушает это
представление и при низких энергиях. На стадии
расширения образуется разреженная область в
центре системы— динамический пузырь. Это рас-
смотрение проведено в одномерном и в двумерном
случаях.
Сведение уравнений гидродинамики к решению

двух уравнений Кортевега–де Фриза в виде со-
литонов позволяет найти аналитическое решение
задачи. Обобщение результатов данного подхода
на случай возмущений большой амплитуды и до-
полнительных измерений представляет самостоя-
тельный интерес. Рассмотрение может быть про-
должено при больших скоростях.
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EQUATIONS OF QUANTUM RELATIVISTIC HYDRODYNAMICS
AND SOLITON SOLUTIONS IN DESCRIBING COLLISIONS

OF ATOMIC NUCLEI

A. T. D’yachenko1),2)

1)NRC “Kurchatov Institute” — PNPI, Gatchina, Russia
2)Emperor Alexander I St. Petersburg State Transport University, St. Petersburg, Russia

In the present work, the equations of quantum relativistic hydrodynamics are obtained from the Klein–
Gordon equation, which in the nonrelativistic semiclassical limit is reduced to the traditional equations
of hydrodynamics of an ideal fluid. An analytical solution of the equations of hydrodynamics in the
approximation of solitons for the collision of nuclear layers in the one-dimensional and two-dimensional
cases is found. The compression stage, the decompression stage, and the expansion stage are considered
within the framework of a single formula for layers with energies on the order of tenMeV per nucleon. Such
a reduction of solutions of hydrodynamic equations to soliton solutions has not been considered before. Our
generalization to the two-dimensional case leads to the idea of the formation of a rarefied bubble region at
the stage of expansion. And the approach itself can be used in other areas of physics when calculating the
nonlinear dynamics of oscillations of complex systems.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее время существенно расширились
возможности измерений дифференциальных заря-
довых радиусов, магнитных дипольных и электри-
ческих квадрупольных моментов благодаря разви-
тию методов резонансно-ионизационной лазерной
спектроскопии. В серии экспериментов на уста-
новке RILIS (CERN) были проведены прецизион-
ные измерения изотопической зависимости диффе-
ренциальных среднеквадратичных (ms) радиусов в
среднетяжелых и тяжелых ядрах.

Универсальные (не зависящие от массового
числа A) особенности изотопического поведения
ядерных зарядовых радиусов хорошо известны.
Глобальный рост радиусов определяется жидко-
капельной формулой R ∝ A1/3 и отражает свой-
ства ядерной материи. Он сопровождается локаль-
ными квантовыми флуктуациями — характерным
четно-нечетным “дрожанием” радиусов (odd-even
staggering — OES) в их изотопической зависимо-
сти и изломами (kinks) при пересечении главных
нейтронных оболочек. Недавние систематические
измерения и полностью микроскопические самосо-
гласованные расчеты [1, 2] показывают новый эф-
фект — не зависящий от “силы” оболочки универ-
сальный наклон дифференциальных ms-радиусов

1)Национальный исследовательский центр “Курчатовский
институт”, Москва, Россия.
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(пропорциональныйN −Nmag) при заселении ней-
тронами орбиталей над магическими оболочками с
Nmag = 28, 50.

Особое внимание привлечено к экспериментам
по лазерной спектроскопии тяжелых нейтронно-
избыточных ядер, в которых получена расширен-
ная информация о свойствах основных состоя-
ний. Новые измерения в изотопах Hg [3], во-
первых, подтверждают известный эффект — ано-
мальный рост радиусов в области середины обо-
лочки N = 104, связываемый с “дрожанием фор-
мы” изотопов (shape staggering) [4, 5] при пе-
реходе от четных (квазисферических — а точнее,
слабо сплюснутых) к нечетным (сильно вытяну-
тым) изотопам. Во-вторых, в этих экспериментах
впервые найден характерный излом (kink) в диф-
ференциальных среднеквадратичных (mean square)
ms-радиусах 207,208Hg (Z = 80) приN = 126, ана-
логичный обнаруженному ранее в изотопах свинца
(Z = 82).

Представляют интерес одновременные измере-
ния зарядовых ms-радиусов, магнитных и квадру-
польных моментов. Такие эксперименты были про-
ведены недавно в работе [6] для изотопов 187−191Bi.
Как и в изотопах Hg, при N = 105 также наблю-
дался скачок ms-радиуса относительно соседних
изотопов с N = 104 и 106. Новые измерения маг-
нитных дипольных моментов изотопов платины [7],
золота [8] и их анализ с учетом относительных
коэффициентов сверхтонкой аномалии позволили
пересмотреть существующие экспериментальные
данные для ряда этих изотопов.

Ранее в рамках подхода энергетического функ-
ционала плотности с использованием семейства
ЭФП Фаянса [9–11] была выполнена серия работ
по расчетам ms-радиусов в изотопических цепоч-
ках в областях Ca [12, 13] и Cu [14]. Показано, что

436



ДЕФОРМАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА И ЯДЕРНЫЕ РАДИУСЫ ИЗОТОПОВ Hg 437

OES-эффекты возникают, в основном, за счет спе-
цифической формы спаривания нуклонов, а именно
благодаря его зависимости от градиента нуклонной
плотности. При этом описывается наблюдаемое
уменьшение амплитуды OES при приближении
к заполненным нейтронным оболочкам N = 32 и
N = 50. Аномальный рост ms-радиусов изотопов в
области Z = 20 при пересечении главной нейтрон-
ной оболочки N > 28 был объяснен нерегулярным
вкладом квазичастично-фононной связи [12], кото-
рая, в принципе, может быть учтена самосогласо-
ванным образом.

Для анализа зарядовых ms-радиусов, измерен-
ных в экспериментах ISOLDE(CERN) по колли-
неарной лазерной спектроскопии, широко исполь-
зуются новые модификации функционала Фаянса.
В методических целях исследовался “смешанный”
вариант [15] с нормальной частью функционала
Скирма и аномальной из функционала Фаянса.
Для глобальных расчетов применяются гибридные
варианты оригинального функционала FaNDF0 с
новыми параметрами, определенными в расширен-
ном протоколе фитирования, и получившие назва-
ния Fy(Δr, BCS) [15] и Fy(Δr, HFB) [16, 17].
Масштаб OES-эффектов, полученных с данными
версиями ЭФП для 36−52Ca, 36−52K, 75−81Cu [16,
18, 19] заметнее, чем в наших расчетах, так как
параметры аномальной части в 1.5 раза больше,
чем в оригинальном функционале FaNDF0.

В расчетах rms-радиусов и магнитных моментов
в изотопах Hg, Pb и Bi в подходах релятивист-
ского Хартри–Боголюбова и нерелятивистского
Хартри–Фока–Боголюбова дано альтернативное
объяснение kink- и OES-эффектов, в рамках так
называемого функционала Ринга [20], в том числе в
областиZ = 8–83,N ∼ 126. Был сделан вывод, что
природа этих эффектов не только в специфической
форме плотностной зависимости спаривания нук-
лонов. В значительной степени они определяются
среднеполевой динамикой, в том числе различиями
в заполнении нейтронных орбиталей в A-нечетных
и четных ядрах. Одновременные расчеты rms-
радиусов и магнитных моментов основных и изо-
мерных состояний проводились в изотопах Bi [6],
где также обсуждалось возможное усиление OES-
эффекта за счет связи квазичастиц с фононами.

Новые результаты по характеристикам основ-
ных состояний ядер важны для понимания эволю-
ции свойств основных состояний при возрастании
нейтрон-протонной асимметрии и для установле-
ния ограничений на параметры ядерных функци-
оналов плотности и современных ab initio моде-
лей. Целью настоящей работы являются самосо-
гласованные расчеты в рамках единого функци-
онала плотности энергий отделения, потенциаль-
ных поверхностей, квадрупольных моментов и ms-
радиусов изотопов Hg.

2. МЕТОД

В подходе энергетического функционала плот-
ности (ЭФП) полная энергия атомного ядра пред-
ставима в виде

E =

∫
E [ρn (r) , ρp (r) , νn (r) , νp (r)] d

3r, (1)

а плотность энергии E зависит от распределений
нормальной ρ (r) и аномальной ν (r) плотностей
нейтронов и протонов. В настоящей работе мы
используем ЭФП Фаянса FaNDF0 [10].

Плотность энергии содержит кинетический
вклад и несколько слагаемых, определяющих вклад
сил взаимодействия

E [ρ (r) , ν (r)] = Ekin + Eυ + (2)

+ Es + E + Esl + Epair.

Плотность кинетической энергии имеет обыч-
ный вид

Ekin =
∑
σ,q

〈
ψ+
q (r, σ)

p2

2mq
ψq (r, σ)

〉
, (3)

где ψq — полевые операторы, отвечающие нейтро-
нам q = n и протонам q = p, а усреднение произво-
дится по квазичастичному вакууму.

Объемная часть энергии

Eυ = C0ρ
2
0 × (4)

×
(
aυ+

1− hυ1+x
σ
+

1 + hυ2x
σ
+

x2+ + aυ−
1− hυ1−x+
1 + hυ2−x+

x2−

)

выражается через безразмерные изоскалярную
и изовекторную плотности x± (r) = ρ± (r) /2ρ0,
где ρ± (r) = ρn (r)± ρp (r), 2ρ0 = 0.16 фм−3.
Нормировочный множитель C0 = (∂n/∂ε)−1

F =
= 2εF/3ρ0 — обратная плотность состояний на
поверхности Ферми в равновесной ядерной ма-

терии с энергией Ферми εF =
(
3π2ρ0

)2/3
�
2/2m,

где �
2/2m = 20.73553 МэВ фм2 (m отвечает

среднему значению между нейтронной и протонной
массами). Значения свободных параметров aυ±,
hυ1(2)±, σ приведены в табл. 1.

Поверхностная энергия имеет вид

Es = C0ρ
2
0

as+r
2
0 (∇x+)

2

1 + hs+x
σ
+ + hs∇r

2
0 (∇x+)

2 , (5)

где характерная длина r0 = (3/8πρ0)
1/3. Значения

свободных параметров as+, hs+ приведены в табл. 1.
Кулоновская энергия содержит прямой и моди-

фицированный обменный вклады

ECoul =
1

2
ρch (r)

∫
ρch (r

′)

|r− r′|d
3r′ − (6)
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Таблица 1.Параметры нормальной части ЭФП (2)

Параметр Значение

aυ+ −9.559

hυ
1+ 0.633

hυ
2+ 0.131

σ 1/3

aυ− 4.428

hυ
1− 0.25

hυ
2− 1.30

as+ 0.60

hs
+ = hυ

2+ 0.131

hs
∇ 0.44

hCoul 0.941

κ 0.19

κ′ 0.0

Таблица 2. Динамический зарядовый квадрупольный
момент нечетных изотопов ртути в основном состоянии
(бн), наблюдаемый экспериментально [29, 30] и вычис-
ленный для ЭФП FaNDF0

A Jp Q экс. Q FaNDF0

181 1/2− 0 0

183 1/2− 0 0

185 1/2− 0 0

187 3/2− −0.75(18) −0.793

189 3/2− −0.8(4) −0.794

191 3/2− −0.80(13) −0.781

193 3/2− −0.7(3) −0.754

195 1/2− 0 0

197 1/2− 0 0

199 1/2− 0 0

201 3/2− 0.387(6) −0.529

203 5/2− 0.344(7) 0.259

205 1/2− 0 0

207 9/2+ – −0.293

− 3

4

(
3

π

)1/3

e2ρp (r)
4/3 (

1− hCoulx
σ
+

)
,

где ρch (r) — плотность распределения заряда,

e2 = 1.439978 МэВ фм. Учитывается ядерная
экранировка обменного кулоновского взаимо-
действия, что позволяет устранить известную
аномалию Нолена–Шиффера. Значение соответ-
ствующего параметра hCoul приведено в табл. 1.

Плотность энергии Esl отвечает спин-орбитально-
му локальному двухчастичному взаимодействию

Vsl = C0r
2
0

(
κ+ κ′ττ ′) × (7)

× [∇1δ (r1 − r2) (k1 − k2)] (σ1 + σ2)

и имеет вид

Esl = C0r
2
0

(
κJ+∇ρ+ + κ′J−∇ρ−

)
. (8)

Здесь J± = Jn ± Jp, где нейтронный (протонный)
спин-орбитальный ток Jq = (−i)

∑
σ,σ′

〈
ψ+
q (r, σ)×

×
[
∇× σσ,σ′

]
ψq (r, σ

′)
〉
. Значения параметров κ,

κ′ приведены в табл. 1.
Перечисленные выше слагаемые составляют

нормальную компоненту используемого нами ЭФП
Фаянса FaNDF0, предложенного в работе [10].
Значения соответствующих параметров были
найдены в [10] из описания спин-орбитального
расщепления энергетических уровней 208Pb, масс и
радиусов около 100 сферических ядер в области от
38Ca и до 220Th со средним отклонением 1.2 МэВ и
0.01 фм для масс и радиусов соответственно. Кроме
того, выполнялось требование воспроизведения
уравнения состояния симметричной ядерной и
нейтронной материи, предложенного в [21, 22].
В отличие от [10], в настоящей работе используется
приближение ρch (r) � ρp (r) для прямой компо-
ненты кулоновского взаимодействия в (6).

Аномальная часть ЭФП (2) имеет вид

Epair =
1

2

∑
q

C0f
ξ (x+) |νq (r)|2 , (9)

где аномальная плотность частиц q-го типа νq (r) =
= 〈ψq (r, ↑)ψq (r, ↓)− ψq (r, ↓)ψq (r, ↑)〉. Форма
спаривательного взаимодействия f ξ (x+), предло-
женная в [10], учитывает фононный вклад и дается
выражением

f ξ (x+) = f ξ
ex + hξxγ+ + f ξ

∇r
2
0 (∇x+)

2 . (10)

Свободные параметры аномальной части ЭФП
FaNDF0 были найдены из данных по нейтронным
энергиям отделения и зарядовым радиусам цепочки
изотопов свинца:

f ξ
ex = −2.8, hξ = 2.8 и f ξ

∇ = 2.2. Параметр γ был
фиксирован, γ = 1.

В настоящей работе используется более про-
стая параметризация спаривательного взаимодей-
ствия (10), апробированная в работах [23–25],
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f ξ
ex = −1.433, hξ = 1.375, f ξ

∇ = 0. Данная пара-
метризация позволила успешно описать не только
двухнейтронные энергии отделения и деформаци-
онные свойства изотопов свинца [23, 24], но и
различные характеристики ядер урановой области
[25].

Результаты исследования деформационных
свойств изотопов ртути, представленные в сле-
дующем разделе, получены с использованием
кода HFBTHO [26], адаптированного в [23] для
расчетов с настоящей параметризацией ЭФП
Фаянса FaNDF0. При этом число используемых
осцилляторных оболочек Nsh = 25, а энергия
квазичастичных состояний, вклад которых учи-
тывается при расчетах распределений нуклонных
плотностей, ограничена величиной Ecut = 60 МэВ.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

3.1. Энергии отделения одного и двух нейтронов

Для изотопической цепочки ядер ртути рассчи-
танные энергии отделения одного и двух нейтронов

Sn (N,Z) = B (N,Z)−B (N − 1, Z) , (11)

S2n (N,Z) = B (N,Z)−B (N − 2, Z) , (12)

где B (N,Z) — энергия связи ядра, представлены
на рис. 1 и рис. 2 соответственно. Для изотопов Hg
с A � 202 среднеквадратичное отклонение между
экспериментальными и теоретическими значения-
ми составляет примерно 0.16 МэВ для каждой из
энергий отделения. Более значительно отклонение
(до 1 МэВ для Sn и до 1.5 МэВ для S2n) в области
тяжелых изотопов. Причина этого понятна — на
энергетической кривой изотопа 204Hg возникает
дополнительный локальный минимум, отвечающий
метастабильному состоянию со слабо сплюснутой
формой. Величина барьера между состояниями со-
ставляет всего лишь порядка 50 кэВ. Это должно
приводить к их смешиванию, что не учитывается в
настоящем подходе.

3.2. Деформационные свойства изотопов Hg

На рис. 3 представлен наш расчет потенци-
альных поверхностей (зависимость энергии E (β2)
от параметра β2) для четных изотопов ртути с
202−208Hg. Для каждого ядра энергия отсчиты-
вается от энергии его основного состояния Egs,
обладающего равновесной деформацией β

gs
2 . Вид-

но, что тяжелые изотопы 204,206,208Hg оказываются
сферическими. При этом для 204Hg на энергетиче-
ской кривой возникает дополнительный локальный
минимум, отвечающий метастабильному состоя-
нию со слабо сплюснутой формой, а для изотопа

FaNDF0
Эксп.

9

10

11

12

8

7

6

5

4

3
178 182 186 190 194 198 202 206

Sn, МэВ

A

Рис. 1.Энергия отделениянейтрона для изотопической
цепочки ртути. Экспериментальные значения взяты из
работы [27].

FaNDF0
Эксп.

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

8
178 182 186 190 194 198 202 206

S2n, МэВ

A

Рис. 2. Энергия отделения двух нейтронов для изото-
пической цепочки ртути. Экспериментальные значения
взяты из работы [27].

202Hg основное состояние приобретает сплюсну-
тую форму.

Потенциальные поверхности для более легких
изотопов ртути показаны на рис. 4. Как видно, для
четных изотопов с 188Hg по 200Hg основное состо-
яние характеризуется сплюснутой формой. Кроме
того, у этих изотопов существует метастабильное
состояние с вытянутой формой.

Кривые энергии для самых легких из рассмат-
риваемых изотопов ртути представлены на рис. 5.
Данные изотопы обладают двумя метастабильны-
ми состояниями со слабо и сильно вытянутой фор-
мой наряду со сплюснутым основным состояни-
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208Hg
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204Hg
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Рис. 3.Полная энергия изотопов ртути 202 � A � 208
как функция параметра массовой квадрупольной де-
формации β2.
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Рис. 4. То же, что на рис. 3, но для 188 � A � 200.

ем. Предсказание существования трех конкуриру-
ющих по энергии состояний для изотопов ртути
в этой массовой области согласуется с расче-
тами с энергетическими функционалами Скирма
UNEDF1 и Sly5∗ в работе [5].

3.3. Зарядовые радиусы изотопов Hg

Для изотопов ртути существуют эксперимен-
тальные данные по зарядовым радиусам [4],
включая новые данные по самым легким [5] и тя-
желым [3] изотопам. Зарядовый радиус ядра Rch =

186Hg
184Hg
180Hg
178Hg
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1.5

2.0

3.5

3.0
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0
−0.1−0.2 0 0.1 0.2 0.3

E(β2) − Eg.s., МэВ

β2

Рис. 5. То же, что на рис. 3, но для 178 � A � 186.

Расчет FaNDF0:

Эксп. данные, изотопы Hg основное сост.:
I. Angeli, K. P. Marinova (2013)
B. A. Marsh et al. (2018)
B. Day Goodacre et al. (2021)

Изотопы Hg в основном сост.
слабо вытянутый изомер
сильно вытянутый изомер

5.34

5.36

5.38

5.40

5.42

5.44

5.46
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5.52

178 182 186 190 194 198 202 206

Rch, фм

A

Рис. 6. Зарядовые радиусы изотопов ртути.

=
√

〈R2
ch〉 приближенно определяется выраже-

нием:

〈R2
ch〉 = 〈r2p〉Z + 〈r2ch〉p + (N/Z) 〈r2ch〉n. (13)

Здесь 〈r2p〉Z =
(∫

r2ρp (r) d
3r

)
/Z — средний квад-

рат радиуса, вычисленный по распределению
плотности точечных протонов для данного ядра,
〈r2ch〉p = 0.708 (3)фм2 — средний квадрат радиуса
для распределения заряда в протоне [28], 〈r2ch〉n =

= −0.115 (3)фм2 — средний квадрат радиуса для
распределения заряда в нейтроне [4].

Предсказываемые в расчетах с используемой
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Рис. 7. То же, что на рис. 3, но для A = 181, 183, 185.
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Рис. 8. Собственный зарядовый квадрупольный мо-
мент изотопов ртути.

параметризацией функционала FaNDF0 зарядо-
вые радиусы четных изотопов ртути в основном
и метастабильных состояниях, а также нечетных
изотопов в основном состоянии представлены на
рис. 6 вместе с известными из эксперимента зна-
чениями зарядовых радиусов изотопов ртути в ос-
новном состоянии. Кроме того, на нем нанесе-
ны зарядовые радиусы метастабильных состояний
изотопов 181,183,185Hg. При исключении трех осо-
бых точек A = 181, 183, 185 зарядовые радиусы
в основных состояниях предсказываются со сред-
неквадратичным отклонением 0.01 фм. В нечет-
ных изотопах 181Hg, 183Hg, 185Hg основное со-

стояние, по-видимому, обладает сильно вытяну-
той формой (β2 ∼ 0.2–0.3), поскольку подобные
по величине радиусы предсказываются (зеленая
кривая на рис. 6) для сильно вытянутых, но мета-
стабильных в наших расчетах состояний. Потен-
циальные поверхности для изотопов 181,183,185Hg
со спином и четностью 1/2−, соответствующими
основному состоянию, приведены на рис. 7. Как
видно, сильно вытянутый изомер лежит по энергии
выше основного состояния примерно на 2 МэВ,
как и в соседних четных изотопах. В то же время
рис. 1 и рис. 2 в области 181 � A � 185 показы-
вают неплохое совпадение рассчитанных энергий
отделения с экспериментальными (точность ∼0.1–
0.2МэВ). Таким образом, если ориентироваться на
значения зарядовых радиусов, то энергетический
минимум сильно вытянутого состояния для изото-
пов 181,183,185Hg должен находиться лишь слегка
ниже минимума слабо сплюснутого состояния. На
рис. 7 также приведена потенциальная поверхность
для изотопа 179Hg в состояниях 7/2−. Как видно, у
этого ядра сильно вытянутый изомер отсутствует.

Чтобы убедиться в надежности определения
деформации основного состояния для изотопов
Hg, отличных от трех особых случаев A = 181,
183, 185, обратимся к нашему расчету зарядовых
квадрупольных моментов. В табл. 2 представлено
сравнение экспериментальных значений зарядо-
вых квадрупольных моментов с найденными для
ЭФП FaNDF0. На рис. 8 показаны собствен-
ные зарядовые квадрупольные моменты Q0 =
=

∫
ρp (r) r

2
(
3 cos2 ϑ− 1

)
d3r основного состоя-

ния всех изучаемых изотопов ртути, а также мета-
стабильных состояний всех четных и определенных
нечетных A = 179, 181, 183, 185, 201 изотопов. Из
таблицы видно хорошее согласие для изотопов
187Hg, 189Hg, 191Hg, 193Hg. Это подтверждает
сплюснутую форму деформации основного состо-
яния в этой области. Для изотопа 201Hg экспери-
мент дает положительный квадрупольный момент
в основном состоянии, в то время как расчет
предсказывает отрицательный. Потенциальная
поверхность для изотопа 201Hg в состояниях
с 3/2− представлена на рис. 9. Видно, что у
этого изотопа предсказывается слабо вытянутое
изомерное состояние с квадрупольным моментом
Q = 0.235 бн. По-видимому, это состояние должно
быть основным.

Для изотопа 203Hg наш расчет предсказывает
вытянутую форму основного состояния в согла-
сии с экспериментальными данными. Для изото-
пов 205Hg и 207Hg ЭФП FaNDF0 предсказывает
сферическую и слабо сплюснутую форму соответ-
ственно. Соответствующие потенциальные кривые
приведены на рис. 9. Отметим, что при расчетах
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Рис. 9. То же, что на рис. 3, но дляA = 201, 203.

нечетных ядер блокировалось ближайшее к по-
верхности Ферми одночастичное состояние, отве-
чающее наблюдаемому спину и четности основного
состояния нечетного изотопа. Блокировка прово-
дилась как для частичных, так и для дырочных
состояний. Потенциальная поверхность нечетного
ядра отвечает минимальной энергии в состоянии
с заданными спином и четностью при заданной
деформации β2.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Самосогласованные расчеты квадрупольной
деформации цепочки изотопов ртути показывают
сосуществование слабо вытянутого изомерного
состояния наряду со слабо сплюснутым основным
состоянием в четных изотопах от 188Hg до 200Hg.
Сравнение рассчитанных зарядовых квадруполь-
ных моментов для нечетных изотопов 187Hg, 189Hg,
191Hg, 193Hg с наблюдаемыми согласуется со
сплюснутой формой изотопов в этой области.
Таким образом, подтверждается относительное
расположение рассчитанных энергетических ми-
нимумов на поверхности потенциальной энер-
гии. Рассчитанные зарядовые радиусы четных
изотопов в этой массовой области достаточно
хорошо описывают экспериментальные данные с
типичным средним отклонением от эксперимента,
составляющим 0.01 фм.

В области легких изотопов от 178Hg до 186Hg
наш расчет предсказывает наличие двух метаста-
бильных состояний со слабо и сильно вытянутой
формой наряду со слабо сплюснутым основным
состоянием, что согласуется с другими расчетами

[5]. Зарядовые радиусы четных изотопов в этой об-
ласти также описываются со средним отклонением
от эксперимента, составляющим 0.01 фм.

Экспериментально известные скачки зарядовых
радиусов для нечетных изотопов 181−185Hg не вос-
производятся, поскольку эти нечетные изотопы,
по-видимому, обладают сильно вытянутой формой
в основном состоянии. Это означает, что для близ-
ких четных изотопов, например 182Hg, 184Hg, ме-
тастабильное состояние с сильно вытянутой фор-
мой должно быть близко по энергии к основному
состоянию [5]. Наш подход недостаточно точно
предсказывает положение энергетического мини-
мума сильно вытянутого метастабильного состоя-
ния. Возможно, что деформация такого состояния
более сложная, чем рассмотренная квадрупольная.

Для тяжелых изотопов от 202Hg до 208Hg из
расчета не ожидается существование изомерных
состояний, за исключением изотопа 204Hg, у ко-
торого сферическая форма конкурирует со сла-
бо сплюснутой. Для четных изотопов 204−208Hg и
нечетного 205Hg основное состояние имеет сфе-
рическую форму. Для 203Hg основное состояние
предсказывается слабо вытянутым, что согласу-
ется с наблюдаемым зарядовым квадрупольным
моментом [29, 30]. Для изотопа 207Hg расчет пред-
сказывает слабо сплюснутую форму основного со-
стояния. Зарядовые радиусы в области тяжелых
изотопов воспроизводятся со средним отклонением
от эксперимента, составляющим 0.004 фм.

Суммируя, можно заключить, что универсаль-
ная параметризация функционала FaNDF0 [10],
описывающая уравнения состояния ядерной и ней-
тронной материи [21, 22] и энергии связи около
100 сферических ядер, позволяет описать также
зарядовые ms-радиусы и квадрупольные моменты
для большинства деформированных изотопов рту-
ти, за исключением аномалии в нечетных изотопах
181−185Hg.

В дальнейшем представляют интерес расчеты
этих характеристик для ядер вблизи данной массо-
вой области, в которых основные состояния фик-
сируются блокировкой квазичастичной конфигу-
рации соответствующей спин-четности основного
состояния. Последняя может быть установлена из
сравнения экспериментальных магнитных момен-
тов с рассчитанными для набора возможных зна-
чений Jp. Важен также учет эффектов смешивания
конфигураций.
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DEFORMATION PROPERTIES AND NUCLEAR RADII OF Hg ISOTOPES
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Self-consistent calculations of potential surfaces, quadrupole moments and charge radii for mercury
isotopes 178−208Hg are performed within Fayans energy density functional. The weakly oblate and strongly
prolate isomeric states are shown to occur. The charge radii are predicted with typical accuracy of 0.01 fm
except for the three specific cases of 181,183,185Hg.
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Выполнен вариационный анализ функционала плотности энергии Фаянса с учетом ранее не ис-
пользованного изовекторного параметра h−

2 в объемной части функционала. Сохранено качество
предыдущего фита к ядерным плотностям, массам ядер, одночастичным уровням и зарядовым
радиусам с дополнительным условием описания энергии гигантского дипольного резонанса в ядре
208Pb. Определено влияние вариации изовекторного параметра h−

2 на уравнения состояния (EOS)
бесконечной симметричной ядерной материи (SNM) и чистой нейтронной материи (PNM). Ис-
следована плотностная зависимость энергии симметрии S (ρ) и ее производной L (ρ). Установлен
диапазон параметра h−

2 , согласующийся с оценкой параметров уравнения состояния SNM— энергии
симметрии J = S (ρ0) и ее производнойL0 = L (ρ0) при равновесной плотности ρ0. Она была получена
ранее из совместного анализа величин “нейтронной шубы” ΔRnp ядер 208Pb и 48Ca из экспериментов
PREX-II, CREX, результатов ab initio расчетов EOS и свойств основных состояний ядер, из
астрофизических наблюдений и данных по обнаружению гравитационных волн от слияния двойных
нейтронных звезд коллаборацией LIGO-Virgo в 2017 г.

DOI: 10.31857/S0044002723030066,EDN: RKQJDM

1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнение состояния ядерной материи опреде-
ляет свойства различных ядерных систем в широ-
ком диапазоне барионной плотности— от атомных
ядер до нейтронных звезд. Размеры этих объек-
тов различаются в огромном диапазоне, состав-
ляющем десятки порядков [1, 2]. Ядерное урав-
нение состояния (EOS) определяет функциональ-
ную зависимость нуклонной энергии на одну ча-
стицу (E/A) от полной барионной плотности ρ =
= ρp + ρn и асимметрии δ = (ρn − ρp)/ρ = 1− 2Yq.
Энергия, приходящаяся на один нуклон при плот-
ности, близкой к равновесной ядерной плотно-
сти ρ0 = 0.164 (7) фм−3, и зарядовой (протон-
ной) фракции Yq = ρp/ρ � 1/2 — для симметрич-
ной ядерной материи с δ = 0 — определяется объ-
емной компонентой ядерного функционала плотно-
сти. По мере увеличения нейтрон-протонной асим-
метрии (уменьшении доли протонов Yq) энергия,
приходящаяся на одну частицу, растет и достигает

1)Национальный исследовательский центр “Курчатовский
институт”, Москва, Россия.

2)Лаборатория теоретической физики им. Боголюбова,
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максимума при δ = 0 для чистой нейтронной мате-
рии (PNM).

Разложив E (ρ, δ)/A по параметру асимметрии
δ2, можно показать, что различие между SNM- и
PNM-системами определяется следующими пара-
метрами: энергией симметрии S (ρ) = E (ρ, 1) /N −
−E (ρ, 0) /A и ее производнойL (ρ) = 3ρ∂S (ρ) /∂ρ
при равновесной плотности ρ0 (ниже J , L0 соот-
ветственно), содержащими основную информацию
о зависимости E/A от барионной плотности.
Энергия симметрии характеризует зависимость
EOS от изовекторных потенциалов, имеющих
противоположный знак для нейтронов и протонов и
линейно зависящих от изоспиновой асимметрии δ.

При плотностях вблизи равновесной плотности
ядерного насыщения ρ0 и относительно больших
фракциях протонов оценка значений параметров
энергии симметрии J и наклона L0 вблизи равно-
весной плотности ρ0 дает важную информацию о
реалистичном ядерном уравнении состояния, важ-
ном как для ядерной физики, так и для ядерной аст-
рофизики. Однако неопределенность этих величин
в настоящее время остается достаточно высокой.

Ограничения на параметры EOS могут быть из-
влечены из экспериментов на ускорителях редких
изотопов (FRIB), использующих пучки радиоак-
тивных нуклидов для измерения энергий пигми-
и гигантских дипольного и гамов-теллеровского
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резонансов и дипольной поляризуемости сильно
нейтронно-избыточных ядер [3].

Для более высоких плотностей неопределен-
ность в определении энергии симметрии еще выше.
В этой области используют центральные ядро-
ядерные столкновения при начальных энергиях по-
рядка 300AМэВ, в которых достижимы плотности
до 2ρ0. В экспериментах с пучками редких изо-
топов 132Sn, 124Sn, 112Sn, 108Sn при 270 A МэВ
на изотопически-обогащенных мишенях 112,124Sn
[4] из отношения экстраполированных спектров
заряженных пионов получены также ограничения
на L0 и энергию симметрии J : 42 < L0 < 117,
32.5 < J < 38.1МэВ.

Для меньших зарядовых фракций Yq ∼ 0.1 и
экстремально высоких плотностей ядерное EOS
определяет динамику коллапсирующих сверхно-
вых: критическую плотность, степень нейтрони-
зации и результирующий состав выбрасываемого
вещества, массу и радиус протонейтронной звезды,
спектры эмиссии нейтрино и скорость охлажде-
ния. Сильно нейтронно-избыточное ядерное веще-
ство нейтронных звезд не может быть исследовано
непосредственно в земных условиях. Нейтронные
звезды— уникальная лаборатория для изучения
суперплотной ядерной материи в экстремальных
условиях. И здесь ядерная энергия симметрии
влияет на фундаментальные свойства нейтронных
звезд: прежде всего на соотношение масс и радиу-
сов и моменты инерции. Однако неопределенности
в конструировании EOS ядерной материи вблизи и
выше плотности ядерного насыщения существенно
сказываются на надежности моделирования кол-
лапсирующих сверхновых и нейтронных звезд.

Необходимость в изучении ядерного уравнения
состояния стала более актуальной после обнару-
жения гравитационных волн от слияния двойных
нейтронных звезд коллаборацией LIGO-Virgo в
2017 г. [5] и идентификации этого процесса как
возможного сценария r-процесса нуклеосинтеза.

В последнее время большие усилия были на-
правлены на установление ограничений на пара-
метры J , L вблизи плотности ядерного насыщения
из нарушающего четность электронного рассеяния
(Проекты PREX-II [6] и CREX [7]). Как извест-
но, плотностная зависимость энергии симметрии
и ее производной вблизи равновесной плотности
ρ0 коррелирует с величиной “нейтронной шубы”
ΔRnp в результате конкуренции эффектов поверх-
ностного натяжения и энергии симметрии. При
“жесткой” зависимостиS (большиеL) избыточным
нейтронам выгоднее быть у поверхности, где S
меньше, чем в центре, соответственно “нейтронная
шуба” ΔRnp становится “толще”.

В измерениях изотопических сдвигов ядер ме-
тодами коллинеарной лазерной спектроскопии до-
ступны только зарядовые, но не нейтронные радиу-
сы. Нарушающее четность электронное рассеяние
чувствительно к распределению нейтронной плот-
ности, что открывает путь к прямому определению
величины “нейтронной шубы” ΔRnp стабильных
нейтронно-избыточных ядер. В масштабном экс-
перименте PREX-II [6] для дважды магическо-
го ядра 208Pb была найдена величина ΔRnp =
= 0.283 ± 0.071 фм, что соответствует параметру
L = 106 ± 37 МэВ, появились также результаты
аналогичных измерений в 48Ca [7].

В то же время в обзоре [8] были систематизи-
рованы ограничения на энергию симметрии и ее
производную с использованием данных по массам
ядер, результатов ab initio расчетов со взаимодей-
ствием N3LO в совокупности с величинами ΔRnp,
извлеченными из экспериментов PREX-II, а также
результаты по радиусам нейтронных звезд и данные
по регистрации гравитационных волн. Анализ этих
данных привел к значительно отличающейся оцен-
ке: L = 59± 16МэВ,ΔRnp = 0.19± 0.07 фм.

Расчет параметров EOS с адаптивным функци-
оналом плотности [9] и фитированием к энергиям
связи, зарядовым радиусам и дипольной поляри-
зуемости αD ядра 208Pb привел к близкой оценке:
L = 54± 8МэВ,ΔRnp = 0.19 ± 0.02 фм.

Непараметрический подход к EOS [10, 11] ос-
нован на модели гауссовских процессов, расчетах
в киральной теории эффективного поля (χEFT) и
астрофизических ограничениях из масс тяжелых
пульсаров и измерений LIGO/Virgo и NICER. Как
и в работах [8, 9], была получена более низкая,
чем в PREX-II, величинаΔRnp = 0.17 ± 0.004 фм
и соответствующие параметры J = 33.0+2.0

−1.8 МэВ,
L0 = 53+14

−15 МэВ (с учетом погрешности расчета:
J = 32.7+1.9

−1.8 МэВ, L0 = 49+14
−15 МэВ).

Таким образом, многомерный массив данных по
ядерным экспериментам, астрофизическим данным
и результатам микроскопических и ab initio рас-
четов в нейтронно-избыточных ядрах позволяет
повысить надежность оценок энергии симметрии.

В настоящей работе произведены самосогласо-
ванные расчеты EOS в рамках теории функцио-
нала плотности энергии. Выполнен вариационный
анализ функционала Фаянса DF3-a с добавлением
не использовавшегося до сих пор (свободного)
параметра функционала h−2 . Введено дополнитель-
ное условие на верхний предел энергии максимума
гигантского дипольного резонанса. Сохранено ка-
чество предыдущего фита ЭФП Фаянса к ядерным
плотностям, массам ядер, одночастичным уровням
и зарядовым радиусам. Определено влияние ва-
риации изовекторного параметра h−2 на уравнения
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состояния бесконечной симметричной ядерной ма-
терии и чистой нейтронной материи. Исследована
плотностная зависимость энергии симметрии S и ее
производной L (ρ).

Основная цель работы— установить степень
согласия допустимого интервала изменения пара-
метра h−2 с величинами “нейтронной шубы” Rnp

ядер 208Pb и 48Ca из экспериментов PREX-II,
CREX [6, 7] и с оценкой величин ΔRnp и парамет-
ров уравнения состояния SNM: J = S (ρ0) и L0 =
= L (ρ0), полученных в [8, 10, 11].

Статья имеет следующую структуру. Раздел 1—
Введение. В разд. 2 кратко описаны основы тео-
ретического подхода. В разд. 3 представлены ре-
зультаты наших расчетов, полученных при варьи-
ровании параметра h−2 функционала Фаянса DF3-
a в сравнении с доступными данными. Раздел 4—
Заключение.

2. САМОСОГЛАСОВАННОЕ ОПИСАНИЕ
УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ

Для расчета ядерного уравнения состояния до
плотностей ρ < 2ρ0 и его экстраполяции к экстре-
мальным значениям барионной плотности вплоть
до ρ∼ 1 фм−3 используется самосогласованная
теория конечных ферми-систем (ТКФС). Основ-
ные состояния ядер описываются функционалом
плотности энергии DF3-a, предложенным Фаян-
сом и соавторами. Его отличительная особен-
ность— дробно-линейная зависимость от плотно-
сти— более сложная, чем у стандартного функци-
онала Скирма. Такая зависимость возникает в том
числе из-за эффективного учета 3N-корреляций и
корреляций более высокого порядка.

Плотность энергии и уравнение состояния для
бесконечной ядерной материи имеет вид

E (ρ, δ) /A = E (ρp, ρn) /ρ, (1)

E (ρ, δ) /A = ε0F

{
3

10

(
ρ

ρ0

)2/3

× (2)

×
[
(1− δ)5/3 + (1 + δ)5/3

]
+

1

3
a+

1− h+1(ρ/ρ0)
σ

1 + h+2(ρ/ρ0)
σ ×

×
(

ρ

ρ0

)
+

1

3
a−

1− h−1 (ρ/ρ0)

1 + h−2 (ρ/ρ0)

(
ρ

ρ0

)
δ2

}
.

Здесь εpF, ρp, εnF и ρn — энергия Ферми и
плотность протонов (нейтронов), ρ = ρp + ρn,

ρ0 = 2k0F
3
/3π2 = 0.164 (7) фм−3 — равновесная

плотность симметричной ядерной материи, δ =
= (ρn − ρp) /ρ — параметр асимметрии, �k0F — им-
пульс Ферми нуклонов одного сорта частиц, a+,−

и h+,−
1,2 — безразмерные параметры, определяемые

из сравнения с экспериментальными данными по
основным состояниям; для функционала DF3-a
используется значение σ = 1, C0 = (dn/dεF)

−1 =
= 4ε0F/3ρ0 — обратная плотность состояний нук-
лонов одного сорта на поверхности Ферми в
точке равновесия симметричной материи. Урав-
нение состояния для чистой нейтронной материи
соответствует значению параметра изоспиновой
асимметрии δ = 1.

Уравнение состояния для SNM в тех же обозна-
чениях определяется изоскалярной частью функ-
ционала плотности:

ESNM (ρ) /A = E (ρ, 0) /A = (3)

= ε0F

[
3

5

(
ρ

ρ0

)2/3

+
1

3
a+

1− h+1 (ρ/ρ0)
σ

1 + h+2 (ρ/ρ0)
σ

(
ρ

ρ0

)]
.

Энергия симметрии определяется, как S (ρ) =
= E (ρ, 1) /N −E (ρ, 0) /A, и зависит от изовектор-
ной части функционала:

S (ρ) = ε0F

{
3

5

(
22/3 − 1

)(
ρ

ρ0

)2/3

+ (4)

+
1

3
a−

1− h−1 (ρ/ρ0)

1 + h−2 (ρ/ρ0)

(
ρ

ρ0

)}
.

В простом параметрическом подходе для δ � 1
используется разложение

E (ρ, δ) /A = ESNM (ρ) /A+ S (ρ) δ2 + . . . , (5)

S (ρ) =
1

2

∂2E (ρ, δ) /A

∂δ2

∣∣∣∣
δ=0

.

Для функционала DF3-a:

S (ρ) =
1

3
ε0F × (6)

×
[(

ρ

ρ0

)2/3

+ a−
1− h−1 (ρ/ρ0)

1 + h−2 (ρ/ρ0)

(
ρ

ρ0

)]
.

Для производной энергии симметрии имеем соот-
ветственно:

L (ρ) = 3ρ
∂S (ρ)

∂ρ
= 3S (ρ)

∂lnS
∂lnρ

= (7)

= 3S (ρ)

(
1− 1

1− h−1 (ρ/ρ0)
+

1

1 + h−2 (ρ/ρ0)

)
.

В наших предыдущих расчетах изовекторный па-
раметр h−2 принимался равным изоскалярному h+2
из-за недостатка в данных для его определения.
В настоящих расчетах h−2 считается свободным
параметром.

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 86 № 3 2023



ФУНКЦИОНАЛ ФАЯНСА 447

DF3-a

δ = (ρn − ρp)/(ρn + ρp)

δ = 0
δ = 0.5
δ = 0.7
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δ = 1.0
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Рис. 1. Энергия на нуклон-ядерной материи с различной концентрацией нейтронов как функция плотности. Наш расчет
с DF3-a.

DF3-a

J = 28.7 МэВ h2 = 3−
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J = 31.2 МэВ h2 = 0.5−
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Рис. 2. Энергия симметрии ядерной материи как функция плотности. Расчет с функционалом DF3 для различных
значений параметра h−

2 .

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим зависимость EOS от параметра
асимметрии δ (рис. 1), рассчитанную для функцио-
нала DF3-a. Как можно убедиться, в нашем подхо-
де контролируется правильное описание равновес-
ной плотности ρ0. Видно также, что при изменении
δ описывается постепенный переход к EOS PNM.

Вариационный анализ функционала Фаянса
DF3-a демонстрирует влияние параметра функ-
ционала h2 на зависимость энергии симметрии
ядерной материи S (ρ) от полной плотности
(рис. 2). При изменении h−2 в интервале от 0 до 3
значение J = S (ρ0) спадает от 32.0 до 28.7 МэВ,
что согласуется с интервалом его изменения,
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DF3-a
85.6 МэВ

J = 28.7 МэВ h2 = 3−

J = 29.2 МэВ h2 = 2−

J = 30.5 МэВ h2 = 1−
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Рис. 3.Функция L (ρ) ядерной материи. Расчет с функционаломDF3 для различных значений параметра h−
2 .

оцененным в работах [8, 10, 11]. Важно, что опи-
сание основных характеристик ядер, входящих в
протокол фитирования ЭФП DF3-a, при вариации
h−2 не “портится”.

Рисунок 3 показывает поведение производной
L (ρ) для различных h−2 при изменении полной
плотности (отмечены также значения β и парамет-
ра уравнения состояния L (ρ0)) для равновесной
плотности ρ0. Можно заметить достаточно высо-
кую чувствительностьL (ρ0) к изменению парамет-
ра h−2 . Значению L = 59± 16 МэВ из [8] отвечает
h−2 = 0.5–2.0, а значению L = 49+14

−16 МэВ из [10]
соответствует h−2 = 0.5–3.0. Различие найденных
интервалов параметра h−2 объясняется различием
центральных величин в оценках [8, 10].

Далее был выполнен вариационный анализ с
функционалом Фаянса DF3-a, в который вклю-
чен не использованный ранее изовекторный па-
раметр h−2 . Применено дополнительное условие
на верхний предел энергии максимума гигантского
дипольного резонанса в ядре 208Pb [12]. Он по-
лучен как квадратный корень отношения момен-
тов силовой функции GDR: ωGDR =

√
m3/m1, что

эффективно учитывает необходимость отрицатель-
ной поправки к Eth (GTR) за счет квазичастично-
фотонного взаимодействия, не включенного вRPA-
расчет.

Расчеты “нейтронной шубы” ΔRnp для рефе-
рентного ядра 208Pb проведены для нескольких

значений параметра h−2 (табл. 1), и изучено вли-
яние вариации параметра h−2 на степень корре-
ляции величин ΔRnp и L (ρ0). Также приведены
рассчитанные с функционалом DF3-a характери-
стики ТКФС: β — параметр энергии симметрии в
формуле Вейцзекера и значения интерполирован-
ных изовекторных констант f− (т.е. их значения
в объеме, на поверхности и вне ядра). Следует
учитывать, что при интерполяционном определении
β, приближенно учитывающем конечность ядра в
ТКФС, растет вклад ее поверхностной компоненты
по мере увеличения h−2 (табл. 1).

Видно, что при расчете производной энергии
симметрии дополнительное условие на энергию
максимума гигантского E1-резонанса заметно
сужает интервал допустимых значений параметра
h−2 . Теперь одновременное согласие с величиной
L0 из [8, 10, 11] и с данными по энергии максимума
гигантского E1-резонанса в ядре 208Pb Eexp =

= 14.2 ± 0.1 МэВ [12] достигается уже для h−2 ∼
∼ 1.0–1.5. Результирующее значение производной
энергии симметрии при равновесной плотности
L0 = 50–55 МэВ, что согласуется с величиной
L0 = 49+14

−15 МэВ [8, 11].

Менее жесткое ограничение— только на энер-
гию максимума E1-резонанса в 208Pb— приводит
к более широкому коридору для значений L0 (от
38.3 до 53.4 МэВ). Для параметра энергии сим-
метрии β (в формуле Вейцзекера), учитывающе-
го интерполяцию изовекторной константы ТКФС
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Таблица 1. Расчет с функционалом DF3 для различных значений параметра h−
2 ; ωGDR =

√
m3/m1, m1, m3 —

первый и третий моменты силовой функции GDR

h−
2 J , МэВ f ′

in f ′
ex f ′

surf

ωGDR
(208Pb), МэВ

L (ρ0),
МэВ

ΔRnp
(208Pb), фм

ΔRnp
(48Ca), фм

0 32.0 0.808 0.808 0.808 12.80 85.6 0.228 0.192

0.5 31.2 0.775 1.163 0.969 13.37 64.0 0.204 0.180

1 30.5 0.747 1.494 1.115 13.73 53.4 0.184 0.170

2 29.2 0.694 2.080 1.387 14.11 42.9 0.154 0.154

3 28.7 0.673 2.693 1.687 14.41 38.3 0.137 0.143

f ′ = 1/2 (fnn − fnp), получим J = 30.5 МэВ по
сравнению с 32.1 ± 0.6МэВ [10].

Вариация параметра h−2 достаточно эффективно
влияет как на зависимость величин S и L от плот-
ности ядерного вещества, так и на степень корре-
ляции величин ΔRnp и L0 (см. табл. 1). Важно,
что величина “нейтроннойшубы” для референтного
ядра 208Pb, оцененная в [11], как ΔRnp(exp) =
= 0.183 ± 0.004 фм описывается практически в
том же интервале значений (для h−2 = 1.0–1.5:
ΔRnp (th) = 0.183–0.170 фм). (Величина “ней-
тронной шубы” 208Pb, найденная в PREX-II:
ΔRnp = 0.283± 0.071фм соответствует значениям
h−2 < 0 вне вышеуказанного интервала.) Отметим,
что для h−2 = 2.0 величинаΔRnp (th) = 0.154 фм в
48Ca согласуется с верхним пределом полученного
в CREX экспериментального значения ΔRnp =
= 0.121 (exp)± 0.026 ± 0.024 (mod) фм.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

“Активация” изовекторного параметра h−2 в
функционале Фаянса DF3-a и дополнительное
условие на верхний предел энергии максимума
гигантского дипольного резонанса в ядре 208Pb
позволяют описать величину “нейтронной шубы”
ΔRnp в 48Ca и в 208Pb и параметры уравнения
состояния J = S (ρ0) и L0 = L (ρ0), полученные в
оценках [8, 10, 11] в достаточно узком диапазоне
h−2 . Уточнение данных расчетов будет возможно
после появления результатов эксперимента MREX
(Mainz Radius Experiment) по определению ней-
тронного радиуса 208Pb с точностью до 0.03 фм.

Как было показано в [9], при измерениях в нару-
шающем четность рассеянии электронов (в фикси-
рованных кинематических условиях, определяемых
переданным моментом) безмодельной величиной
является фактор асимметрии APV . Это стимули-
рует расчеты данной наблюдаемой величины (в [9]

использовалось борновское приближение плоских
волн). Также представляют интерес расчеты ди-
польной поляризуемости, высокочувствительной к
распределению нейтронной плотности. Эти вопро-
сы будут рассмотрены в следующей статье.

Авторы выражают благодарность Е.Э. Коло-
мейцеву и С.С. Панкратову за обсуждения. Работа
поддержана грантом РНФ 21-12-00061.
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A variational analysis of the Fayans energy density functional is performed taking into account the
previously unused isovector parameter h−

2 in the volume part of the functional. The quality of the previous
fit to nuclear densities, nuclear masses, singleparticle levels and charge radii is preserved with an additional
condition for describing the energy of the giant dipole resonance in the nucleus 208Pb. An impact of
variation of the isovector parameter h−

2 on the equations of state (EOS) of infinite symmetric nuclear
matter (SNM) and pure neutron matter (PNM) is determined. The density dependence of the symmetry
energy S(ρ) and its derivative L(ρ) is studied. The range of the parameter h−

2 is established, consistent
with the estimation of the parameters of the equation of state of the SNM — symmetry energy J = S(ρ0)
and its derivative L = L(ρ0) at equilibrium density ρ0. It was obtained earlier from the joint analysis of the
values of the “neutron skin” ΔRnp of nuclei 208Pb and 48Ca from the PREX-II, CREX experiments, the
results of ab initio calculations of EOS and properties of the ground states of nuclei, from astrophysical
observations, and data on the detection of gravitational waves from the merger of binary neutron stars by
the LIGO-Virgo collaboration in 2017.
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