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1. INTRODUCTION

The appearance of  sources of  electromagnet-
ic pulses with an intensity and duration compara-
ble to the corresponding atomic values has opened 
up opportunities for studying and controlling the 
states of single atoms and molecules, as well as their 
ensembles. Such capabilities are in demand both 
in  quantum information applications and in  the 
study of new control modes at atomic scales [1–10].

One of the nontrivial effects when a laser pulse with 
a duration of only a few atomic units of time is ap-
plied to an atom is the appearance of vortex structures 
in the electron density. The first theoretical predic-
tion of such structures was made in 2010 in [11]. Lat-
er, in [12, 13], vortex structures were revealed in the 
momentum distribution for a photoelectron torn out 
during the ionization of a helium atom by a  laser 
pulse. Experimental confirmation of vortex forma-
tions appeared in 2017 in [14]. In this experiment, the 
multiphoton ionization of potassium atoms by a se-
quence of femtosecond laser pulses was considered.

Currently, theoretical studies of  such vortices 
are conducted in many scientific groups [15–31]. 

Approaches to the study of these formations are pre-
sented both by the development of original numer-
ical methods for solving the nonstationary Schro-
dinger equation or equivalent equations of quantum 
hydrodynamics (see, for example, [32]) and by find-
ing asymptotic solutions.

In [16–19], we  investigated such vortex forma-
tions as quantum vortices [24] that arise during the 
superbarrier ionization of a  two-dimensional hy-
drogen-like atom by an ultrashort laser pulse. These 
vortices manifest themselves as specific inhomoge-
neities in the spatial distribution of the photoelec-
tron: the center of the vortex is the zero of the wave 
function, around which the velocity vector field cir-
culates (note that the first one who connected the 
appearance of zeros of the wave function with the 
appearance of vortices was Dirac [33]).

Using the nonstationary perturbation theory, 
we obtained an analytical expression for the pho-
toelectron wave function, which allowed us to see 
the interference nature of vortices and analyze their 
dependence on some pulse parameters. The results 
of the analytical approach were confirmed by nu-
merical calculations.
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In the mentioned works, the field of the laser pulse 
was modeled by a cosine dependence on a time in-
terval [0, ]T  (1 < < 10T  a.u.), containing only a few 
oscillation periods. At  the same time, at  the mo-
ments of switching on and off the pulse, the maxi-
mum amplitude value was always set, i.e. a variation 
of the limiting case of a sudden disturbance was re-
alized [34]. Other variations of the effect of the laser 
pulse have not been investigated.

In this paper, remaining within the framework 
of the solutions obtained in [17- 19], the influence 
of the initial phase of the pulse field on the forma-
tion of quantum vortices will be investigated.

All calculations will be performed in the momen-
tum space. In particular, the so-called «symmetric» 
probability flow [19, 35], sensitive to the phase of the 
wave function, will be used to identify quantum vor-
tices in this space.

Attention will also be  paid to  the interference 
effects responsible for the formation of  quantum 
vortices: in the momentum distribution of the pho-
toelectron, we will highlight the corresponding in-
terference term.

The issue of choosing a gauge when finding an ap-
proximate solution to the Schrodinger equation for 
the model under consideration will be considered 
separately.

The article is  structured as  follows. In  section 
2 the derivation of the photoelectron wave function 
is briefly presented and the approximations used are 
discussed. Expressions for probability flows are giv-
en. In section 3 the results of calculations and their 
analysis are shown. In section 4 the use of various 
gauges in describing the interaction of an electron 
with a field is discussed. The last section summariz-
es the work done.

The work uses the atomic system of units:  = 1, 
= 1em , = 1e . 

2.  THEORETICAL APPROACH

The Hamiltonian Ĥ  of a two-dimensional hydro-
gen atom interacting with a laser field has a standard 
form: 

	 + -0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= = ( ),H H V H tdF 	 (1)

where 0Ĥ  is  the unpertubed Hamiltonian of  the 
atom, and the interaction V̂  is written in the dipole 

approximation, where -ˆ ˆ=d r is the operator of the 
dipole moment of the atom and ( )tF is the electric 
field of the laser.

The solution of  the nonstationary Schroding-
er equation is sought in the form of the following 
superposition:

Ψ Ψ Ψ
¥

--
+åò(0) (0)1

1,0 , ,
0

( ) = ( ) .
iE tiE t k

k m k m
m

t e b t e kdk 	(2)

Here, the first term corresponds to  the ground 
(initial) state of  an  atom with energy 1 = 1/2E -  
[36, 37] (we assume the charge number Z = 1/2). 
The subscripts «1,0» of  the vector Ψ ñ(0)

1,0|  indicate 
the main quantum number  = 1n and the projec-
tion of  the moment  = 0m onto the axis  z . The 
second term describes the state of a photoelectron 
and is  represented by a superposition of cylindri-
cal waves. The indices of the corresponding vectors 
Ψ ñ(0)

,| k m  characterize the energy of the photoelectron 

+2 2 2= / 2 = ( ) / 2k x yE k k k

and the projection of the moment = ± ±0, 1, 2,...m .  
Unknown amplitudes ( ),k mb t such that ( ) =, 0 0k mb , 

 ,k m" .
The desired state in the form (2) is similar to the one 

used in Keldysh’s theory [38, 39], except that instead 
of the Volkov functions there are cylindrical waves. 
Such an entry implies that the intensity of the laser 
field should be less than the atomic one, so that the 
probability of ionization of an atom is small. It is also 
assumed that the effect of  the Coulomb potential 
of the residual ion on the photoelectron is negligible.

The study of quantum vortices in the work will 
be carried out in the momentum space. To do this, 
we project the desired state Ψ ñ| ( )t  (2) onto the ei-
genvectors of the momentum operator k̂. Then, us-
ing the explicit form of the necessary wave functions 
[40] 
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where
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ϕ( , )kk  are the polar coordinates of the momentum k,  
we get 
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Further, substituting decomposition (4) into the 
Schrodinger equation, we obtain a system of equa-
tions for finding unknown amplitudes ( ) ,k mb t : 
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	(5)

where ω +2
1 = ( 1) / 2k k  is the transition frequency 

®1 kE E  and the designation is entered

± ±( ) = ( ) ( ).x yF t F t iF t
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Рис. 1. a и b � Плотность распределения фотоэлектрона по импульсам ln(ρ). c и d � Зависимости абсолютных значений

волновой функции bkx , bky от компонент kx, ky соответственно. Параметры импульса: F0 = 0.4, ω = π, α = 0, T = 4

Ψ(k, t) ≡ �k|Ψ(t)� =

=
2Φ0(ϕk)

(k2 + 1)3/2
e−iE1t +

+
∑

m

bk,m(t)(−i)|m|Φm(ϕk)e
−iEkt. (4)

Далее, подставляя разложение (4) в уравнение Шре-
дингера, получаем систему уравнений для нахожде-
ния неизвестных амплитуд bk,m(t):

∂bk,m(t)

∂t
=

=
−i

2
(F−(t)δm,+1 + F+(t)δm,−1)

6keiωk1t
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2
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( ∂
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+
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2
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( ∂
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k

)
bk,m+1(t),

(5)

где ωk1 = (k2 + 1)/2 � частота перехода E1 → Ek и
введено обозначение

F±(t) = Fx(t)± iFy(t).

При выводе (5) было использовано явное выражение
для оператора взаимодействия в импульсном пред-
ставлении:

V̂ = F(t)i∇k, ∇k = ∂/∂k.

Отличие системы (5) от соответствующей си-
стемы уравнений, используемой нами ранее (см.
[17–19]), состоит в учете произвольной поляризации
поля F(t).

Решение системы (5) ищем в виде итерационного
ряда

bk,m(t) =
∞∑

s=0

b
(s)
km,10(t),

где b
(s)
km,10 ∼ F s, а добавленный нижний индекс �10�

указывает на начальное связанное состояние элек-
трона. Отсюда волновая функция фотоэлектрона во
втором порядке теории возмущений равна
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Fig.1. a and b are the density of the momentum distribution of the photoelectron ( )ρln . c and d are the dependences of the absolute values 
of the wave function  

x yk kb b on the components  ,x yk k respectively. Pulse parameters: =0 0.4F , ω = π, α = 0, = 4T
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In the derivation (5), an explicit expression was 
used for the interaction operator in the momentum 
representation: 

Ñ Ñ ¶ ¶ˆ = ( ) , = / .k kV t iF k

The difference between system (5) and the corre-
sponding system of equations used by us earlier (see 
[17–19]) consists in taking into account the arbitrary 
polarization of the field ( )  tF .

We are looking for a solution to system (5) in the 
form of an perturbation series 

¥

å ( )
, ,10

=0
( ) = ( ),s

k m km
s

b t b t

where 

( )
,10

s s
kmb F , and the added subscript “10” in-

dicates the initial bound state of the electron. Hence, 
the wave function of a photoelectron in the second 
order of perturbation theory is equal to 
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ϕ
ππ
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- +
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1,10

(2) (2)
0,10 2,10
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1 2( ) ( )cos(2 ) ,
2

iE tk
k k

iE t iE tk k
k k k

t i b t e

b t e b t e

k
(6)

where the tilde over Ψ indicates that the bound state 
is omitted, i.e. the interference between the initial 
and final states of  the electron is neglected. Note 
that in our previous works [17, 18] the notation was 
used 
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где тильда над Ψ указывает, что связанное состо-
яние опущено, т.е. интерференцией между началь-
ным и конечными состояниями электрона пренебре-
гается. Отметим, что в предыдущих наших работах
[17, 18] использовалось обозначение

Ψ̃(k, t) = b(k, t)e−iEkt.

Также при записи (6) было учтено, что

b
(1)
k1,10(t) = b

(1)
k−1,10(t), b

(2)
k2,10(t) = b

(2)
k−2,10(t).

Для наглядности выпишем явное выражение
для плотности распределения фотоэлектрона по им-
пульсам, которое понадобится нам при обсуждении
интерференционных эффектов

ρ(k, t) ≡ |Ψ̃(k, t)|2 =
1

π
{2 cos2(ϕk)|b(1)k1,10(t)|2 +

+
1

2
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(2)∗

k2,10(t)
]
cos(2ϕk)}, (7)

где Re[z] означает действительную часть z.
Теперь выпишем и обсудим преимущества так

называемого [19, 35] �симметричного� потока веро-
ятности

j̄(k, t) = − 1

2i
[Ψ̃∗(k, t)∇kΨ̃(k, t)−

− Ψ̃(k, t)∇kΨ̃
∗(k, t)]. (8)

Запишем найденную волновую функцию (6) в
виде

Ψ̃(k, t) =
√
ρ(k, t)e−iχ(k,t),
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Fig.2. a and b are the density of the momentum distribution of the photoelectron ln �� �. c and d are the dependences of the absolute values 
of the wave function b bk kx y

on the components k kx y, respectively. Pulse parameters: F0 0 4= . , � �� , � � 0, T = 3
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Рис. 3. Векторное поле для �симметричного� потока j̄. T = 4 (a, c), T = 3 (b,d). b, d � Увеличенные области векторного

поля (красные прямоугольники), содержащие квантовые вихри

где χ(k, t) � фаза. Тогда, подставляя Ψ̃(k, t) в (8),
получаем

j̄(k, t) = −ρ(k, t)∇kχ(k, t).

Таким образом, поток j̄(k, t) чувствителен к фазе
волновой функции Ψ̃(k, t), в то время как стандарт-
ный поток в импульсном пространстве дается выра-
жением

j(k, t) = kρ(k, t).

Также будем использовать нормированный
�симметричный� поток

v̄(k, t) = j̄(k, t)/ρ(k, t) = −∇kχ(k, t),

который будем называть полем скоростей.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЯ

Двумерный атом водорода облучается линейно
поляризованным вдоль оси x лазерным импульсом,
напряженность электрического поля которого имеет
вид

F(t) = exF0 cos(ωt− α) [θ(T − t)− θ(−t)] . (9)

где ex � единичный вектор в направлении оси x, F0

� постоянная амплитуда, ω � частота, α � началь-
ная фаза, θ(t) � функция Хевисайда, T � длитель-
ность импульса.

Плотность распределения (7) и �симметричный�
поток (8) (далее просто поток) будем рассматривать
на временах t > T :

ρ = ρ(kx, ky, t > T ), j̄ = (j̄x, j̄y),

где

j̄i = j̄i(kx, ky, t > T ), i = x, y.

3.1. Интерференционный вклад

Вначале проверим, какой из интерференционных
членов в выражении (7) отвечает за образование
квантовых вихрей. Выберем параметры импульса
близкие к тем, для которых ранее уже идентифи-
цировались вихри [16, 17]: F0 = 0.4, ω = π, α = 0,
T = 4.

На рис. 1 представлены графики плотности рас-
пределения фотоэлектрона по импульсам ρ (для
более четкого отображения графики строятся для

2 ЖЭТФ, вып. 3
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Fig. 3. A vector field for “symmetric” flow j . T = 4 (a, b), T = 3 (с, d). b, d are Enlarged regions of the vector field (red rectangles) con-
taining quantum vortices
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Ψ
-

 ( , ) = ( , ) .
iE tkt b t ek k

Also, when writing (6), it was taken into account 
that 

-

-

(1) (1)
1,10 1,10

(2) (2)
2,10 2,10

( ) = ( ),

( ) = ( ).
k k

k k

b t b t

b t b t

For clarity, we will write out an explicit expression 
for the density of the pulse distribution of a photo-
electron, which we will need when discussing inter-
ference effects.

2
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	(7)

where é ù
ë ûRe z means the real part z.

Now let’s write out and discuss the advantages 
of  the so-called [19, 35] “symmetric” probability 
flow 

Ψ Ψ Ψ Ψé ù- Ñ - Ñê úë û
   

* *1( , ) = ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
2 k kt t t t t

i
j k k k k k 	 (8)

Let’s write the found wave function (6) in the form 

χΨ ρ -


( , )( , ) = ( , ) ,i tt t e kk k

where χ( , )tk  is the phase. Then, substituting Ψ ( , )tk  
in (8), we get 

ρ χ- Ñ( , ) = ( , ) ( , ).kt t tj k k k

Thus, the f low is  ( , )tj k  sensitive to  the phase 
of the wave function Ψ ( , )tk , while the standard flow 
in the pulse space is given by the expression 

ρ( , ) = ( , ).t tj k k k

We will also use a normalized «symmetric» flow 

ρ χ-Ñ( , ) = ( , ) / ( , ) = ( , ),kt t t tv k j k k k  

which we will call the velocity field.

3.  RESULTS AND DISCUSSIONS

A two-dimensional hydrogen atom is irradiated 
by a linearly polarized laser pulse, the electric field 
strength of which has the form 

	 0( ) = cos( ) ( ) ( ) ,xt F t T t tω α θ θé ù- - - -ë ûF e 	 (9)

where xe is the unit vector in the direction of the axis 
x, 0F — constant amplitude, ω— frequency, α— ini-
tial phase, ( )θ t — Heaviside step function, T — pulse 
duration.

The density of the distribution (7) and the «sym-
metric» flow (8) (hereinafter simply the flow) will 
be considered at times  >t T : 

ρ ρ= ( , , > ), = ( , ),x y x yk k t T j jj

where 

= ( , , > ), = , .i i x yj j k k t T i x y

3.1  Interference contribution

First, let’s check which of the interference terms 
in expression (7) is  responsible for the formation 
of quantum vortices. Let’s choose the pulse param-
eters close to those for which vortices have already 
been identified [16, 17]: 0 = 0.4F , ω π= , α = 0, 

= 4T . 
Figure 1 shows graphs of the photoelectron mo-

mentum distribution ρ (for a clearer display, graphs 
are plotted for ρln( )), as well as the following depen-
dences of  the absolute value of  the wave function 
normalized to their maxima: 

Ψ Ψº  ( ,0, > ) / ,k x maxx
b k t T

Ψ Ψº  (0, , > ) / .k y maxy
b k t T

For the selected pulse parameters, two sym-
metrical vortices are formed with centers at points 

0
= 0,xk  π± - » ±

0
= 2 1 2.3yk  (indicated by ar-

rows, Fig. 1a,c). Now, comparing density (7) with 
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the same density, but in which one of the three in-
terference terms is discarded, we find that the last 
term in (7) is responsible for the formation of vor-
tices. This term describes the interference of pho-
toelectron states corresponding to cylindrical waves 
with quantum numbers = ±0, 2m . These states are 
the result of a two-photon transition through inter-
mediate states of a continuous spectrum:

(0) (0) (0)
1, =0 , = 1 , =0, 2 .m k m k m

k
Ψ Ψ Ψ± ±® ®å

In Fig. 1 b, d, graphs are plotted without taking 
into account this interference term. It can be seen 
that there are no vortices.

A similar result on the influence of interference 
terms can be obtained for other values of the pulse 
duration, for example, when T  is odd and two pairs 
of symmetric vortices are observed [16, 17].

In Fig. 2 for  = 3T (the other parameters are the 
same as  in Fig. 1), the ρ and kx

b , ky
b  are present-

ed. The exclusion of the last interference term in (7) 

leads to  the disappearance of  vortices (Fig.  2  b, 
d), the centers of which are given by coordinates 

0
= 0,xk  π± - » ±

0
= 4 / 3 1 1.78yk ,  

0
= 0,xk  

π± - » ±
0

= 8 / 3 1 2.71yk  (fig. 2 a, c). 

3.2  “Symmetric” flow j

As shown in [19], it is convenient to identify quan-
tum vortices in momentum space using «symmetric» 
flow (8). In Fig. 3 vector field is presented for the two 
pulse durations considered above.

Fig. 3a, c shows that in both cases the field j  di-
verges from the center and on large scales this diver-
gence is close to radial. However, in the area where 
quantum vortices are observed, the streamlines are 
curved (highlighted in red rectangles). In Fig. 3b,d, 
these areas are enlarged. 

For a single isolated vortex, which occurs at  = 4T ,  
the presence of a rotational component of the field 
around the center of the vortex is clearly visible (see 
also [19]). At   = 3T  there is no such beautiful pattern 
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Рис. 4. Векторное поле для v̄. α = 0 (a), π/10 (b), π/3 (c), π/2 (d). Для всех графиков F0 = 0.4, ω = π, T = 4

ln(ρ)), а также нормированные на свои максимумы
следующие зависимости модуля волновой функции:

bkx
≡ |Ψ̃(kx, 0, t > T )|/|Ψ̃max|,

bky
≡ |Ψ̃(0, ky, t > T )|/|Ψ̃max|.

Для выбранных параметров импульса образуют-
ся два симметричных вихря с центрами в точках
kx0

= 0, ky0
= ±

√
2π − 1 ≈ ±2.3 (указаны стрелка-

ми, рис. 1a,c). Теперь, сравнивая плотность ρ (7) с
той же плотностью, но в которой отброшен один из
трех интерференционных членов, находим, что за
образование вихрей отвечает последнее слагаемое в
(7). Это слагаемое описывает интерференцию состо-
яний фотоэлектрона соответствующих цилиндриче-
ским волнам с квантовыми числами m = 0,±2.
Эти состояния есть результат двухфотонного пере-
хода через промежуточные состояния непрерывного
спектра:

|Ψ(0)
1,m=0� →

∑

k

|Ψ(0)
k,m=±1� → |Ψ(0)

k,m=0,±2�,

На рис. 1 b, d построены графики без учета этого ин-
терференционного члена. Видно, что вихри отсут-
ствуют.

Аналогичный результат по влиянию интерфе-
ренционных членов можно получить и для других
значений длительности импульса, к примеру, когда
T нечетно и наблюдаются две пары симметричных
вихрей [16, 17].

На рис. 2 для T = 3 (остальные параметры та-
кие же, как на рис. 1), построены ρ и bkx

, bky
.

Исключение последнего интерференционного сла-
гаемого в (7) приводит к исчезновению вихрей
(рис. 2 b, d), центры которых даются координата-
ми kx0

= 0, ky0
= ±

√
4π/3− 1 ≈ ±1.78, kx0

= 0,

ky0
= ±

√
8π/3− 1 ≈ ±2.71 (рис. 2 a, c).

3.2. �Симметричный� поток j̄

Как показано в [19], квантовые вихри в импульс-
ном пространстве удобно идентифицировать с по-
мощью �симметричного� потока (8). На рис. 3 для
двух рассмотренных выше длительностей импульса
T = 3, 4 построено векторное поле j̄ = (j̄x, j̄y).

На рис. 3a,c видно, что в обоих случаях поле j̄

расходится из центра и на больших масштабах это
расхождение близко к радиальному. Однако в обла-
сти, где наблюдаются квантовые вихри, линии тока

322

Fig. 4. A vector field for v . a = 0 (a), π / 10 (b), π / 3 (c), π / 2 (d). For all graphs F0 = 0.4, � �= , T = 4 
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for the case, but the area of the broken streamlines 
is visible. It  is along this narrow region (the light 
arc), as we showed earlier (see Fig. 4 in [16]), that 
two vortices are localized.

3.3  Sensitivity of  quantum vortices to  the 
initial phase of  the field

Figure 4  shows the velocity vector f ield 
ρ ρ= ( / , / )x yj jv  for four cases: α = 0 (a), π / 10 

(b), π / 3 (c), π / 2 (d). The other pulse parameters 
are the same as in Fig. 1.

It can be seen that as the phase increases, the vor-

tex shifts. For a close to the  π
2

characteristic vortex 
behavior of  the field is observed in a significantly 
narrower range of values  xk than in the case when 
α = 0. For sinusoidal dependence, i.e. when the 
switching on and off of the pulse ceases to be sud-
den, it is no longer possible to identify the vortex. 

Figure 5 shows the dependence of the modulus 
of the wave function Ψº 

, ,| ( ; , > ) |k min x min yy
b k k t T  

on  yk  at  different projection values ,x mink  corre-
sponding to the local minimum Ψ . The graph shows 
the displacement of the vortex center with increasing 
phase α .

It is important to note that the strict zero of the 
found wave function Ψ  (6), indicating the center 
of the vortex, takes place only at  0α = . For the oth-
ers considered α ¹ 0 corresponding values ,x mink  
characterize local minima, while ¹, 0k miny

b .

4.  INTERACTION  
OF  AN  ELECTRON WITH A  FIELD  

IN  “VELOCITY GAUGE”

As  is known, the exact solutions of  the Schro-
dinger equation obtained in two different gauges — 
in “length gauge” and in “velocity gauge”, give the 
same predictions for the probabilities of transitions 
in atomic systems. Of course, this is the case only 
when a non-relativistic system interacts with that 
part of the electromagnetic field modes whose wave-
length significantly exceeds the size of the system 
(see, for example, [41]).

In the case of approximate solutions found, for 
example, using perturbation theory, the results ob-
tained in different gauges are not required to coin-
cide [38]. Therefore, it is of interest to consider the 
problem solved here in «velocity gauge».

Let’s write out the corresponding perturbation 
operator 

	 +p 2
2

1 1ˆ ˆ= ( ) ( ),
2

V t t
c c

A A 	 (10)

where the vector potential is

¢ ¢- ò
0

( ) = ( ) ,
t

x xt c F t dtA e

×( ) = ( ),x xF t te F

(see (9)). Taking the desired wave function in the 
form (2) and performing the same manipulations 
as in the case of “length gauge”, we obtain the fol-
lowing equations for unknown amplitudes: 

( )
ω

ω

δ δ

δ

+ -

+ - -
-
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+

¶
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¶ +
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- × - -

-
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2 1
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( ) ( ) ( )
2 2
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.

( 1)

i tkk m x
m m

m m x
k m

m m x x
k m k m

i tk
x

m

b t A t ke
t c k

A t
i k b t

c
A t A t

i k b t i b t
c c

A t ei
c k

	(11)

It can be seen that the system (11) has a simpler 
appearance compared to  the system (5) obtained 
in “length gauge”: there are no derivatives of k, i.e. 
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искривляются (выделено красными прямоугольни-
ками). На рис. 3b,d эти области увеличены.

Для одиночного изолированного вихря, который
имеет место при T = 4, отчетливо видно наличие
вращательной компоненты поля вокруг центра вих-
ря (см. также [19]). Для случая T = 3 такой кра-
сивой картины нет, но видна область слома линий
тока. Именно вдоль этой узкой области (светлая ду-
га), как это было показано нами ранее (см. рис. 4 в
[16]), и локализуются два вихря.

3.3. Чувствительность квантовых вихрей к

начальной фазе поля

На рис. 4 представлено векторное поле скоростей
v̄ = (j̄x/ρ, j̄y/ρ) для четырех случаев: α = 0 (a),
π/10 (b), π/3 (c), π/2 (d). Остальные параметры им-
пульса такие же, как на рис. 1.

Видно, что при увеличении фазы вихрь смещает-
ся. Для α близких к π/2 характерное вихревое пове-
дение поля v̄ наблюдается в существенно более уз-
ком интервале значений kx, нежели чем в случае,
когда α = 0. Для синусоидальной зависимости, т. е.
когда включение и выключение импульса перестают
быть внезапными, идентифицировать вихрь уже не
удается.

На рис. 5 построена зависимость модуля волно-
вой функции bky,min ≡ |Ψ̃(kx,min; ky, t > T )| от ky
при разных значениях проекции kx,min соответству-
ющих локальному минимуму Ψ̃. На графике видно
смещение центра вихря при увеличении фазы α.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
ky

0.0002

0.0004

0.0006

bky,min

Рис. 5. Зависимость модуля волновой функции bky ,min от

проекции ky вблизи центра вихря: α = 0, kx,min = 0 �

сплошная линия, α = π/10, kx,min ≈ 0.04 � штрихи,

α = π/3, kx,min ≈ 0.09 � штрихпунктир. Для всех гра-

фиков F0 = 0.4, ω = π, T = 4

Важно отметить, что строгий нуль найденной
волновой функции Ψ̃ (6), указывающий на центр

вихря, имеет место только при α = 0. Для дру-
гих рассмотренных α �= 0 соответствующие зна-
чения kx,min характеризуют локальные минимумы,
при этом bky,min �= 0.

4. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕКТРОНА С
ПОЛЕМ В �КАЛИБРОВКЕ СКОРОСТИ�

Как известно, точные решения уравнения Шре-
дингера, полученные в двух разных калибровках �
в �калибровке длины� и в �калибровке скорости�,
дают одинаковые предсказания для вероятностей
переходов в атомных системах. Конечно, это имеет
место только в том случае, когда нерелятивистская
система взаимодействует с той частью мод электро-
магнитного поля, длина волны которых существен-
но превышает размер системы (см., например, [41]).

В случае же приближенных решений, найден-
ных, к примеру, с использованием теории возмуще-
ний, результаты, полученные в разных калибровках,
не обязаны совпадать [38]. Поэтому представляет
интерес рассмотреть решаемую здесь задачу в �ка-
либровке скорости�.

Выпишем соответствующий оператор возмуще-
ния

V̂ =
1

c
A(t)p̂+

1

2c2
A2(t), (10)

где векторный потенциал

A(t) = −cex

t∫

0

Fx(t
′)dt′,

Fx(t) = ex · F(t),
(см. (9)). Взяв искомую волновую функцию в виде
(2) и проделывая те же манипуляции, что и в случае
с �калибровкой длины�, получаем следующие урав-
нения для неизвестных амплитуд:

∂bk,m(t)

∂t
=

Ax(t)

2c
(δm,+1 + δm,−1)

2keiωk1t

(k2 + 1)3/2
−

− (i)|m|+1−|m−1|Ax(t)

2c
k · bk,m−1(t)−

− (i)|m|+1−|m+1|Ax(t)

2c
k · bk,m+1(t)−

− i
A2

x(t)

2c2
bk,m(t)−

− i
A2

x(t)

c2
δm,0

eiωk1t

(k2 + 1)3/2
. (11)

Видно, что система (11) имеет более простой вид по
сравнению с системой (5), полученной в �калибров-
ке длины�: отсутствуют производные по k, т. е. эти

323
2*

Fig. 5. Dependence of  the modulus of  the wave function 
bk miny , on  the projection kynear the center of  the vortex: � � 0, 
kx min, = 0 — solid line, α π= /10, kx min, .≈ 0 04 — strokes, α π= /3,  
kx min, .≈ 0 09 — dashpoint. For all graphs F0 0 4= . , � �� , T = 4
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these equations are relatively simple for numerical 
calculations.

As preliminary calculations have shown, the ap-
plication of perturbation theory to the system (11), 
up to and including the second order, makes it pos-
sible to detect the quantum vortices studied in this 
work. The results obtained in two different calibra-
tions are close to each other. The small discrepan-
cies do not affect the main conclusions of the work 
and can be investigated separately.

Note that in obtaining (11), the same basic func-
tions of the unperturbed problem were used as in de-
riving the system (5). This choice is justified by the 
approximation made in  the work of  the sudden 
switching on and off of the field [41].

5.  CONCLUSION

In this article, the influence of the initial phase 
of  an  extremely short ionizing laser pulse on  the 
formation of quantum vortices was theoretically in-
vestigated. It is shown that phase variation can lead 
to both a localized vortex with a well-defined center 
and a “smeared” vortex structure. At the same time, 
an  important aspect here is  the implementation 
of the limiting case of a sudden disturbance, which 
is a kind of “Jarring” type “turn-on” [34].

The interference contribution to the photoelec-
tron distribution density responsible for the forma-
tion of vortices is extracted. This contribution is due 
to the interference of photoelectron states formed 
during a two-photon transition through intermedi-
ate states of a continuous spectrum.

The possibility of  identifying quantum vortices 
in momentum space using “symmetric” flow (8) has 
been confirmed. Unlike the work [19], which con-
sidered the even case T , this work also investigated 
the odd case T , when two pairs of quantum vortices 
appear.

The choice of gauge in describing the interaction 
of an electron with a field is discussed.

The equations for the probability amplitudes 
in “velocity gauge” (11) have a  simpler form than 
in the case of “length gauge” (5) and are relatively 
simple for numerical calculations. The small differ-
ences found between the results of preliminary calcu-
lations obtained in different calibrations do not affect 
the main conclusions of the article.
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