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Методами квантовой химии исследованы изомеры ионно-молекулярных комплексов H+(H2O)n, включа-

ющих до шести молекул воды. Позиции атомов в изомерах, соответствующие глобальному и наиболее

глубоким локальным минимумам потенциальной энергии, рассчитаны с использованием алгоритма слу-

чайного поиска. Выполнена оценка энергий активации некоторых конфигурационных превращений. В

гармоническом приближении определены термодинамические характеристики кластеризации и распа-

да комплексов, которые хорошо согласуются с экспериментальными данными. Показана возможность
упрощения теоретического исследования реакций путем усреднения термодинамических характеристик

по различным каналам для энергетически близких изомеров. Установлена слабая зависимость энтропии

реакции от размера комплекса. Для объяснения результатов вычислений предложена упрощенная мо-

дель, использование которой для оценки энтропии реакций кластеризации и распада комплексов дает

хорошее согласие с экспериментом.

DOI: 10.31857/S0044451023070015
EDN: GDBPTK

1. ВВЕДЕНИЕ

Процессы гидратации ионов во влажном возду-
хе тесно связаны с механизмами зарождения и ро-
ста дисперсных конденсированных частиц, играю-
щих ключевую роль в физике атмосферы [1]. Иссле-
дование равновесного распределения по размерам, а
также кинетическое описание процессов гидратации
ионов и роста аэрозольных частиц необходимы для
моделирования явлений атмосферного электриче-
ства, прогнозирования изменений климата, коррози-
онных процессов [2, 3]. Эволюция распределения по

* E-mail: viktor.reshetnyak84@gmail.com

размерам определяется константами скорости гид-
ратации и диссоциации ионно-молекулярных ком-
плексов, которые исследованы недостаточно [4, 5].

При формировании зародышей аэрозольных час-
тиц в атмосферной плазме значительную роль иг-
рают гидратированные протоны [4, 5], для которых
уравнение реакций захвата молекулы воды и распа-
да кластера имеет вид

H+(H2O)n−1 +H2O+M
kn

⇋
k−n

H+(H2O)n +M. (1)

В формуле (1) и далее в настоящей работе индекс
n обозначает количество молекул воды, связанных
с протоном в комплексе H+(H2O)n. В качестве тре-
тьего тела M в этих процессах могут выступать мо-
лекулы азота, кислорода и других газов, входящих
в состав атмосферы. Константы скорости прямого и

5
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обратного процессов связаны между собой согласно
принципу детального равновесия:

k−n

kn
= Kn−1,n, (2)

где константа равновесия Kn−1,n определена соот-
ношением

Kn−1,n =
[H+(H2O)n−1][H2O]

[H+(H2O)n]
=

=
Qn−1Q0

Qn
exp

(
− ∆E

kBT

)
. (3)

Здесь Qn и Q0 — соответственно статистические
суммы комплекса H+(H2O)n и отдельной молекулы
воды, в квадратных скобках указаны равновесные
концентрации компонентов.

Экспериментально равновесные концентрации
комплексов различных размеров исследовались
в работах [6–12], по полученным данным опре-
делялись значения констант равновесия, были
вычислены энтальпия и энтропия реакций (1)
для n 6 10. Следует заметить, что в природе
часто встречаются и играют важную роль ион-
но-молекулярные комплексы большего размера,
исследование которых также представляет научный
и практический интерес [13–15].

В работах [16, 17] для исследования реакций (1)
применялся метод столкновительно-индуцирован-
ной диссоциации. Измерения проводились для ком-
плексов с количеством молекул воды n < 30, а
затем вычислялись термодинамические характери-
стики реакции диссоциации по модели Клотса [18].
Однако сравнение с данными [6, 10–12] указыва-
ет на существенное расхождение результатов, кото-
рое может быть связано со сложностью эксперимен-
тальной методики и приближениями использован-
ной в [16, 17] модели.

Известно большое количество эксперименталь-
ных работ, посвященных исследованию колебатель-
ных спектров комплексов в широком диапазоне
значений n методом инфракрасной (ИК) спек-
троскопии [19–32]. Наиболее детально изучены и
теоретически описаны ИК-спектры гидрония H3O

+.
Подробное исследование ИК-спектра в области
3200–3700 см−1, проведенное в работах [20,27] с уче-
том колебательно-вращательной структуры полос
поглощения, позволило описать фундаментальные
уровни симметричных ν1 и антисимметричных ν3
валентных колебаний гидрония. Деформационные
колебания ν4 изучены в работе [22], а инверсион-
ные ν2 — в работах [23,24]. Результаты исследований
дали подробное объяснение спектральным особен-

ностям, связанным с ангармоническим характером
движения атомов, и позволили рассчитать струк-
турные и энергетические характеристики иона
гидрония.

Анализ литературных данных свидетельствует
о неправомерности использования гармонического
приближения при расчете частот колебаний ато-
мов комплексов H+(H2O)n [23, 24, 26, 29–36]. Ан-
гармонический характер движения атомов в ком-
плексах проявляется для всех значений n > 1,
а использование гармонического приближения при
расчете частот колебаний приводит к погрешности
до 500 см−1 [29, 34, 35]. Для значений n = 2 и n = 4

в работе [26] наблюдалось расщепление линии ва-
лентных колебаний атомов водорода, которое авто-
ры связали с возможностью вращения молекул во-
ды в составе комплекса вокруг оси симметрии C2

для этих молекул.
Заметим, что необходимость учета ангармониче-

ского характера движения атомов затрудняет тео-
ретическое исследование термодинамики и кинети-
ки химических реакций. Пренебрежение ангармо-
низмом при расчете статистических величин, вхо-
дящих в выражения для констант скорости и рав-
новесия реакций, может внести существенную по-
грешность в результаты вычислений [37]. Исполь-
зование классических методов молекулярной дина-
мики (МД) или Монте-Карло (МК) дает возмож-
ность вычисления статистической суммы ангармо-
нической системы, однако туннельный эффект и
дискретность колебательного спектра при этом не
учитываются [38, 39]. Для реакций (1) данный под-
ход применялся в работе [40], причем энергия и си-
лы, действующие на атомы, вычислялись с исполь-
зованием эмпирических потенциалов, а квантовый
характер движения ядер атомов водорода не учи-
тывался. Поскольку квантовые эффекты оказывают
существенное влияние на характер движения ато-
мов водорода, применимость указанных приближе-
ний при исследовании термодинамики химических
реакций (1) вызывает вопросы. При этом необходи-
мо отметить хорошее согласие результатов вычисле-
ний [40] и экспериментов при n 6 6.

Корректный расчет статистической суммы внут-
римолекулярных движений, учитывающий одновре-
менно ангармонизм и квантовый характер движе-
ния ядер легких атомов, может быть выполнен с
привлечением квантовых методов МД или МК. Тео-
ретическому исследованию влияния квантовой при-
роды атомов на характер их движения в нейтраль-
ных и заряженных кластерах с молекулами воды
и водородными связями посвящены работы [41–43].
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При этом применялись методы классической МД и
МД с интегралами по траекториям (PIMD), рас-
сматривались молекулы с различными изотопами
водорода, выполнялись расчеты при разных тем-
пературах, а затем полученные результаты сравни-
вались между собой. Анализ показал значительное
влияние квантовых эффектов на средние значения
длин водородных связей, валентных углов и дру-
гие структурные характеристики. Отмечается, что
учет туннельного эффекта приводит к существенно-
му увеличению вероятности поворотов молекул во-
ды в кластерах (H2O)n, n = 2, . . . , 4, что сказыва-
ется на спектрах поглощения в дальнем ИК и те-
рагерцевом диапазонах [43]. По-видимому, данные
эффекты могут проявляться в спектрометрии клас-
теров H+(H2O)n, а также других заряженных и ней-
тральных комплексов, содержащих молекулы воды.

С учетом изложенного квантовые методы МД
и МК представляются наиболее пригодными для
исследования термодинамики кластеров H+(H2O)n.
Необходимо заметить, что высокую точность ре-
зультатов можно гарантировать только при обеспе-
чении соответствующей точности расчета сил, дей-
ствующих на атомы, для любой статистически зна-
чимой конфигурации комплекса. Расчет сил ab initio

требует привлечения значительных вычислитель-
ных ресурсов, что в совокупности с использовани-
ем методологии PIMD существенно усложняет за-
дачу. Использование различных аппроксимаций по-
верхности потенциальной энергии (ППЭ) позволяет
ускорить вычисления, однако при таком подходе си-
лы, действующие на атомы, могут быть рассчитаны
с гарантированно высокой точностью только в тех
точках конфигурационного пространства, по кото-
рым выполнялась аппроксимация, а применимость
модельного потенциала для других реализуемых в
вычислениях конфигураций требует проверки.

Согласно литературным данным, гармоническое
приближение также обеспечивает высокую точность
расчета свободной энергии реакции (1). В програм-
ме CP2K реализован алгоритм автоматизированно-
го расчета термохимических характеристик моле-
кул по известной формуле [44]

Gn = Hn − TSn, (4)

где при расчете энтропии S = kB lnQ считается,
что атомы внутри молекулы движутся как неза-
висимые гармонические осцилляторы. Энтальпия
Hn = Un+pv, давление p, средний объем v, приходя-
щийся на одну молекулу, и температура T связаны
уравнением состояния идеального газа pv = kBT .

Внутренняя энергия Un связана с потенциальной
энергией молекулы En выражением

Un =
N + 6

2
kBT + En +

1

2

N∑

i

~ωi, (5)

где N — число внутренних степеней свободы, ωi —
частоты колебаний атомов, суммирование выполня-
ется по всем колебаниям. При расчете статистиче-
ской суммы Q колебания, вращения и поступатель-
ное движение молекулы считаются независимыми,
и Q определяется как произведение колебательной
Qvib , вращательной Qrot и поступательной Qtrans

статистических сумм:

Q = Qvib Qrot Qtrans . (6)

Все внутримолекулярные движения считаются
гармоническими колебаниями квантовых осцилля-
торов, и колебательная статистическая сумма опре-
деляется выражением [44]

Qvib =
N∏

i

[
1− exp

(
− ~ωi

kBT

)]
, (7)

где произведение берется по частотам всех осцил-
ляторов. Учет квантового характера движения ато-
мов при этом обеспечивается использованием выра-
жения (7) и добавлением энергии нулевых колеба-
ний атомов при расчете внутренней энергии моле-
кулы (5). Важно заметить, что оговоренные ранее
эффекты, обусловленные влиянием туннельного эф-
фекта на ангармонизм движения атомов, в данном
приближении не могут быть учтены.

Вклад поступательного и вращательного движе-
ний молекулы как целого в статистическую сум-
му учитывается с использованием формул класси-
ческой статистики [44]:

Qrot = (2kBT/~
2)3/2(πIAIBIC)

1/2,

Qtrans =
ekBT

p

(
mkBT

2π~2

)3/2
.

(8)

При рассмотрении малых кластеров (n 6 6)
рассчитанные ab initio в гармоническом прибли-
жении энергии Гиббса реакций (1) совпадают с
экспериментальными в пределах 1–3 ккал/моль
(0.043–0.13 эВ/кластер) [28, 45, 46]. Важно учесть,
что задача расчета термодинамических потенциа-
лов кластеров имеет в своей постановке некоторую
неопределенность, связанную с существованием
большого количества близких по энергиям изоме-
ров. Сама по себе задача исследования методами
квантовой химии ППЭ комплексов и отыскания
всех наиболее глубоких локальных минимумов ППЭ
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представляет существенные трудности [47]. Кор-
ректный анализ полученных структур и усреднение
термодинамических характеристик по различным
каналам реакций, на наш взгляд, также весьма
проблематичен. С учетом сказанного точность
теоретического расчета свободной энергии Гиббса
до 3 ккал/моль выглядит удивительно высокой.

Различные структуры изомеров исследовались
теоретически в работах [14,28,46,48–52]. При расче-
те энергий комплексов и сил, действующих на ато-
мы, использовались как ab initio модели, так и эмпи-
рические силовые поля. Было показано, что уже для
кластеров H+(H2O)3 существует не менее двух изо-
меров, потенциальные энергии которых мало раз-
личаются. С увеличением размеров кластеров чис-
ло изомеров быстро возрастает, и по данным рабо-
ты [46] достигает 15 при n = 5. Поскольку в боль-
шей части работ исследование структур изомеров
выполнялось с использованием методов локальной
оптимизации, в этих работах рассматривалось весь-
ма ограниченное количество изомеров.

В работе [48] считалось, что структура комплек-
са должна соответствовать глобальному минимуму
на ППЭ, который определялся с применением мето-
да случайного поиска (basin-hopping). Расчет энер-
гий комплексов и сил, действующих на атомы, вы-
полнялся с использованием эмпирических потенциа-
лов межатомного взаимодействия, предложенных в
работах [53, 54]. Позиции атомов, соответствующие
по данным [48] глобальным минимумам ППЭ ком-
плексов, доступны в базе данных [55]. В то же время
результаты работ [28], полученные для комплексов с
использованием ab initio моделей, свидетельствуют
о наличии более глубоких минимумов ППЭ. Пока-
зано существование изомеров, потенциальные энер-
гии которых различаются на несколько ккал/моль,
т. е. в пределах точности соответствия расчетных и
экспериментальных значений энергий Гиббса. При
этом в работе [28] рассматривалось весьма огра-
ниченное количество изомеров H+(H2O)n, исходное
расположение атомов в которых задавалось из об-
щих соображений, после чего оптимизация позиций
атомов выполнялась методами градиентного спус-
ка. Можно предположить, что имеющееся расхож-
дение между данными [48] и [28] может быть обу-
словлено либо использованием в работе [48] эмпири-
ческих силовых полей, либо известными трудностя-
ми, возникающими при поиске глобального миниму-
ма ППЭ многоатомных кластеров. Заметим, что ре-
льеф ППЭ многоатомных систем не упорядочен, по-
этому исследование стабильных конфигураций изо-
меров желательно проводить с использованием ал-

горитмов глобальной оптимизации, которые в рабо-
те [28] не применялись.

Важно заметить также, что поскольку равно-
весный состав газовой смеси при конечной темпе-
ратуре и заданном давлении определяется свобод-
ной энергией Гиббса, в этих условиях концентрация
изомеров, обладающих наименьшей потенциальной
энергией, необязательно максимальна [46, 51, 52]. В
частности, ввиду значительного вклада внутренних
вращений в энтропию молекулы может оказаться,
что вероятность обнаружения в атмосфере комплек-
сов с цепной структурой выше, чем для компакт-
ных структур с наименьшей потенциальной энерги-
ей, найденных в [48]. Однако использование энергии
Гиббса в качестве целевой функции при оптимиза-
ции позиций атомов затруднительно, и нам неиз-
вестны работы, в которых задача оптимизации в
такой постановке была бы решена для комплексов
H+(H2O)n.

Суммируя изложенное выше, можно заключить,
что основные трудности, возникающие при теоре-
тическом исследовании реакций (1), связаны с ан-
гармоническим и квантовым характером движения
атомов, а также со значительным количеством близ-
ких по энергии изомеров, для корректной сортиров-
ки которых необходимо привлечение методов кван-
товой химии высокой точности.

В настоящей работе обсуждается возможность
использования ряда упрощений при исследовании
термодинамики реакций вида (1). В основе предло-
женной упрощенной модели лежат предположения
о возможности усреднения термодинамических ве-
личин по различным конфигурациям комплексов,
об аддитивности энтропии и о малом изменении эн-
тропии фрагмента в результате реакции (1). Для
исследования правомерности сделанных предполо-
жений рассмотрены кластеры H+(H2O)n, количе-
ство молекул воды n в которых находится в диа-
пазоне от 2 до 6. В ходе исследования анализиро-
вались структуры изомеров, их энергии, энергети-
ческие характеристики конфигурационных перехо-
дов, связанных с взаимными превращениями изо-
меров, а также термодинамические характеристи-
ки реакций (1). Для исследования были отобраны
только изомеры, обладающие низкой потенциальной
энергией, при расчете структур которых применял-
ся алгоритм случайного поиска [56]. Энергии клас-
теров и силы, действующие на атомы, вычислялись
ab initio. Обсуждается возможность усреднения тер-
модинамических характеристик реакций (1) по раз-
личным каналам, связанным с участием различных
изомеров H+(H2O)n, а также применимость гармо-
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нического приближения при подсчете статистиче-
ской суммы реагентов и продуктов реакций. Показа-
но хорошее согласие результатов вычислений с экс-
периментальными данными и результатами расче-
тов других авторов, выполненных в различных при-
ближениях. Предложена упрощенная модель, даю-
щая качественное объяснение полученным резуль-
татам и допускающая оценку энтропии реакций в
пределах разброса значений, измеренных в экспери-
ментах разными авторами.

2. ДЕТАЛИ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Все вычисления с использованием методов кван-
товой химии выполнялись в программе CP2K [57].
Комплексы располагались в центре расчетной ячей-
ки, на границах которой задавались апериодические
граничные условия. Размеры расчетной ячейки вы-
бирались таким образом, чтобы расстояния от бли-
жайших атомов до границ ячейки превосходили 10 Å
на каждом шаге вычислений. Обработка резуль-
татов вычислений, автоматизированная генерация
структур и подготовка входных файлов в ходе поис-
ка минимумов ППЭ выполнялась с использованием
средств языка Python и пакета ASE [58]. При сто-
хастическом задании исходных положений атомов
предполагалось, что расстояние dab между двумя
ближайшими соседними атомами сортов a и b не мо-
жет отличаться от соответствующего характерного
значения dab0 более чем в 2 раза: dab0 /2 6 dab 6 2dab0 ,
где для пар атомов O–H и H–H были использо-
ваны расстояния между атомами в молекуле во-
ды: dOH

0 = 0.958 Å и dHH
0 = 1.511 Å. Затем вы-

полнялась оптимизация позиций атомов методом
сопряженных градиентов. Прерывание градиентно-
го поиска осуществлялось при достижении макси-
мальной силы, действующей на атомы, значения
Fmax = 1 · 10−4 ат. ед. (1.4 · 10−3 эВ/Å).

Процедура стохастического выбора начальных
позиций и оптимизации повторялась до выполнения
одного из следующих условий прерывания. Мак-
симальное число циклов оптимизации было задано
равным 1000, кроме того, процедура прерывалась,
если за 100 выполненных подряд циклов не было
найдено ни одного нового минимума. Для сокра-
щения времени вычислений выполнялась предвари-
тельная грубая оптимизация позиций атомов (не бо-
лее 50 шагов, Fmax = 5 · 10−4 ат. ед.), в которой рас-
чет энергии и сил осуществлялся в рамках полуэм-
пирической модели GFN-xTB [59]. Необходимо от-
метить, что тренировочный набор данных, исполь-
зованный при параметризации GFN-xTB, включал

в себя комплексы H+(H2O)n, что позволяет пред-
положить допустимость использованного в ходе оп-
тимизации упрощения. Затем позиции атомов уточ-
нялись в рамках теории функционала плотности
(density functional theory, DFT) с использованием
для учета обмена и корреляции электронов обоб-
щенного градиентного приближения Бэкке – Ли –
Янга – Парра (GGA-BLYP, [60, 61]) и базиса def2-
TZVP [62]. После этого среди полученных структур
отбирались изомеры с наиболее низкой энергией, по-
зиции атомов и свойства которых вычислялись ме-
тодом MP2 [63] в базисе def2-TZVPPD [64].

Расчет энергии взаимодействия молекул H2O

с гидратированными ионами требует корректного
учета поляризации в поле иона, а также диспер-
сионного взаимодействия. Поскольку обозначенные
эффекты связаны с коррелированным движением
электронов, их корректный расчет в рамках DFT
не гарантирован, хотя в отдельных случаях приме-
нение DFT может оказаться успешным. Использова-
ние эмпирических поправок DFT-D, как и функцио-
нала vdW-DF, предложенных для учета дисперсион-
ного взаимодействия в работах [65–67], дает возмож-
ность повысить точность расчета взаимодействия
между нейтральными молекулами в объемной во-
де и кластерах (H2O)n. В то же время, поскольку
эти модели не предназначены для повышения точ-
ности расчета поляризации при взаимодействии мо-
лекул с ионами, их применимость для исследова-
ния комплексов H+(H2O)n требует предварительной
проверки.

Метод MP2 учитывает корреляцию электронов
в рамках теории возмущений второго порядка и
обеспечивает высокую точность расчета взаимодей-
ствия молекул воды с ионами [68–70], а также ней-
тральных молекул в объеме жидкой воды [71, 72].
Поскольку метод MP2 является более требователь-
ным к вычислительным ресурсам, чем DFT, его
использование для исследования многоатомных си-
стем может оказаться затруднительным. Для уско-
рения расчета в программе CP2K реализована ап-
проксимация RI-MP2 [73], позволяющая существен-
но повысить скорость вычислений практически без
потери точности [74]. Детальное описание реализа-
ции данного приближения в программе CP2K, а так-
же результаты тестирования точности и производи-
тельности представлены в работе [74].

Выполненное в настоящей работе исследование
малых кластеров методом RI-MP2 оказывается не
слишком затратным, но при этом позволяет прове-
рить применимость DFT и полуэмпирической мо-
дели GFN-xTB. В ходе тестирования было выпол-
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нено сравнение энергий связи En,n−1 для изомеров
n = 2, . . . , 6 с наименьшей потенциальной энерги-
ей, а также средних расстояний между ближайшими
атомами кислорода в этих изомерах. Энергии связи
молекул воды с фрагментами H+(H2O)n−1 вычисля-
лись по формуле

∆En−1,n = En − (En−1 + EH2O), (9)

где нижние индексы соответствуют обозначениям в
формуле (1).

В ходе тестирования были рассмотрены сле-
дующие обменно-корреляционные функциона-
лы [60, 61, 75–78]: LDA-VWN-5, GGA-PBE, GGA-
BLYP, B3LYP, M06. На примере функционала
BLYP проведено тестирование моделей учета дис-
персионного взаимодействия D3 и vdW-DF. Кроме
того, проанализирована точность метода GFN-xTB.
Сравнение результатов расчетов в рамках DFT с
данными, полученными методом MP2, указывает
на сравнительно низкую точность вычислений
с использованием функционала LDA. Значения
энергии связи, рассчитанные в рамках DFT-LDA,
оказываются завышенными на 4–7 ккал/моль по
сравнению с результатами вычислений методом
MP2, а расстояния между соседними атомами
кислорода — заниженными на 0.05–0.08 Å.

Использование GGA и гибридных функциона-
лов, а также полуэмпирической модели GFN-xTB
для выбранных молекул дает значительно более вы-
сокую точность: рассчитанные энергии связи сов-
падают с результатами вычислений методом MP2
в пределах погрешности 1.8 ккал/моль, а средние
расстояния между ближайшими атомами кислоро-
да — в пределах 0.04 Å. При этом использование
как гибридных обменно-корреляционных функцио-
налов, так и аппроксимаций для учета дисперсион-
ного взаимодействия, позволяет немного повысить
точность расчета энергии и структуры комплексов.
Применение метода GFN-xTB обеспечивает такую
же точность расчета энергии, как DFT-D3, vdW-
DFT, B3LYP и M06: результаты вычисления En−1,n

в рамках перечисленных моделей совпадают с дан-
ными, полученными методом RI-MP2 в пределах
1 ккал/моль. Точность расчета структуры комплек-
сов методом GFN-xTB оказывается ниже, чем DFT-
GGA, но выше, чем DFT-LDA, а скорость вычис-
лений методом GFN-xTB существенно (более чем в
50 раз) выше скорости расчета методом DFT-GGA.

Чтобы исключить повторяющиеся расчеты, по-
сле каждого цикла оптимизации выполнялось срав-
нение структур изомеров по следующему алгоритму.
Для каждой структуры, обозначенной верхним ин-

дексом i, генерировались таблицы расстояний Di
j,k

между парами атомов кислорода с номерами j, k

(j 6= k). Затем эти матрицы были преобразованы
в векторы dil = Di

j,k; l = jmax(k)+ k и отсортирова-
ны. Эквивалентными считались структуры i и m в
случае малого значения разности соответствующих
векторов dl:

[
2

N

N∑

l=1

(
dil − dml
dil + dml

)2]1/2
6 δ, (10)

где N = C2
n — длина вектора dl, равная количеству

всех возможных пар атомов кислорода в комплексе,
а величина δ = 0.03 была подобрана эмпирически.

Подчеркнем, что все предложенные к обсуж-
дению результаты настоящей работы получены с
использованием базисного набора def2-TZVPPD и
модели RI-MP2. Результаты моделирования GFN-
xTB и GGA-DFT использовались исключительно
для расчета входных атомных конфигураций — ра-
зумного начального приближения для последующей
локальной оптимизации, расчета энергии и колеба-
тельных частот методом RI-MP2.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Структуры изомеров H+(H2O)n

Сравнение структур комплексов H+(H2O)n, по-
лученных в результате оптимизации, указывает на
наличие более чем одного локального минимума на
ППЭ даже для сравнительно небольших комплек-
сов, а с увеличением n количество минимумов быст-
ро возрастает. Однако, на наш взгляд, анализ всех
возможных структур изомеров нецелесообразен, в
то время как сокращение количества изучаемых
конфигураций позволит существенно упростить по-
ставленную задачу. Первым шагом на этом пути мо-
жет стать исключение из рассмотрения изомеров,
потенциальная энергия которых существенно выше
глобального минимума ППЭ. Кроме того, анализ
структур комплексов H+(H2O)n показал возмож-
ность сокращения числа изомеров за счет пренебре-
жения малыми различиями их структур и энергий.
Было замечено, что среди множества изомеров мож-
но выделить подмножество близких по конфигура-
ции и энергии кластеров, структуры которых раз-
личаются углом поворота фрагментов относительно
линий водородных связей, соединяющих эти фраг-
менты в комплексе. Пример двух различных изо-
меров H5O

+
2 , образованных при относительном вра-

щении молекул воды, а также график зависимости
потенциальной энергии комплекса от угла поворота
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представлены на рис. 1. Сканирование поверхности
потенциальной энергии при этом проводилось при
изменении угла ϕ с шагом 6◦ с релаксацией позиций
атомов фрагментов на каждом шаге.

Рис. 1. Зависимость потенциальной энергии комплекса

H5O
+
2 от угла поворота молекулы воды при переходе меж-

ду двумя изомерами, слабо различающимися по энергии

и структуре. Ось вращения обозначена стрелкой

Из рис. 1 видно, что исходная (угол поворота
ϕ = 0◦) и конечная (ϕ = 156◦) конфигурации прак-
тически не различаются как по энергии, так и по
структуре. Различие рассчитанных энергий изоме-
ров не превышает 10−4 эВ. Структуры различаются
взаимной ориентацией двух крайних молекул воды,
поэтому изомеры не могут быть совмещены друг
с другом преобразованиями трансляции и поворо-
та. Один из возможных путей перехода между кон-
фигурациями, представленный на рис. 1, указывает
на малость активационного барьера. Это позволяет
предположить равенство концентраций указанных
различных изомеров в атмосферной плазме, а также
высокую вероятность конфигурационных переходов
при движении атомов в комплексе. Заметим, что
сканирование поверхности потенциальной энергии с
релаксацией позиций атомов, выполненное при по-
строении графика на рис. 1, не позволяет точно рас-
считать конфигурацию активированного комплекса
и дает оценку сверху для энергии активации. Кроме
того, преодоление барьера может ускоряться за счет
туннельного эффекта, связанного с квантовым ха-
рактером движения легких атомов. Возможно так-
же существование других координат реакции, кото-
рым в настоящей работе не было уделено внимания.
Однако можно утверждать, что энергия активации
конфигурационного перехода мала, а вероятность
переходов высока при характерных для тропосфе-
ры температурах.

Аналогично путем поворота фрагментов отно-
сительно линий водородных связей можно полу-
чить новые структуры изомеров H+(H2O)n для всех
n > 2. Идентификация подобных структур в хо-
де моделирования затруднительна, а целесообраз-
ность их раздельного исследования неочевидна, по-
этому данные изомеры в настоящей работе счита-
лись идентичными. Не были также учтены разли-
чия структур, переход между которыми связан с об-
меном протоном между соседними молекулами воды
в реакциях вида H−O· · ·H ⇋ H· · ·O−H. Для этого
при расчете значений векторов межатомных рассто-
яний, входящих в выражение (10), были рассмотре-
ны только расстояния между атомами кислорода, а
атомы водорода при установлении идентичных кон-
фигураций исключались из рассмотрения.

При данном подходе к отбору конфигураций
комплексы H5O

+
2 и H+(H2O)3 характеризуются од-

нозначно определенной структурой, для кластеров
H+(H2O)4 было найдено 3 различных изомера, для
H+(H2O)5 — 20 изомеров, а для H+(H2O)6 — 27 изо-
меров. Для дальнейшего упрощения анализа при
n > 4 среди всех рассчитанных структур были ото-
браны изомеры, потенциальная энергия которых от-
личается от энергии глобального минимума ППЭ не
более чем на 0.3 эВ (∼ 10kBT при комнатной тем-
пературе T = 300К; kB — постоянная Больцмана).
Изображения всех отобранных таким образом кон-
фигураций комплексов представлены на рис. 2 1).

3.2. Характер межмолекулярного

взаимодействия в комплексах H+(H2O)n

Взаимодействуя с молекулами воды, протон об-
разует ковалентную связь с одной молекулой (ион
гидрония H3O

+) или двумя молекулами (ион Цун-
деля H5O

+
2 ). На всех структурах на рис. 2 эти ионы

выделены сплошными красными линиями. Положи-
тельный заряд при этом распределяется между ато-
мами водорода, входящими в состав иона, практиче-
ски равномерно. С ближайшими соседними молеку-
лами воды, выделенными на рис. 2 зелеными штри-
ховыми линиями, ионы взаимодействуют преимуще-
ственно электростатически, образуя при этом водо-
родные связи с незначительной долей ковалентной
составляющей. Об этом свидетельствуют небольшой
перенос заряда между фрагментами, который со-
гласно анализу населенностей по Малликену состав-
ляет для данных молекул воды от +0.04e до +0.16e

1) Структурные данные доступны в формате XYZ по ссыл-
ке [79].
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2Z 3H1H 4H_I, 0.00 eV

5H_I, 0.00 eV

6H_I, 0.00 eV 6H_II, 0.006 eV 6H_III, 0.018 eV 6H_IV, 0.038 eV 6H_V, 0.042 eV

6Z_VI, 0.060 eV 6H_VII, 0.10 eV 6H_VIII, 0.11 eV 6H_IX, 0.18 eV 6Z_X, 0.24 eV

5H_II, 0.03 eV 5Z_III, 0.14 eV 5H_IV, 0.17 eV 5H_V, 0.19 eV

4H_III, 0.17 eV4Z_II, 0.15 eV

Рис. 2. Структуры H+(H2O)n, рассчитанные для n = 2–6. Ионы гидроксония H3O
+ и ионы Цунделя H5O

+
2 выделены

красными сплошными линиями. Ближайшие молекулы воды, связанные с этими ионами водородными связями, обозна-

чены зелеными штриховыми линиями. Молекулы воды, не образующие водородных связей с ионами, но связанные с

другими нейтральными молекулами, обозначены синими пунктирными линиями. Для обозначения каждой из структур

использован формат nI_N , где n — количество молекул воды в составе комплекса; I = «H» или «Z», если структура
комплекса включает ион гидрония или ион Цунделя; N — порядковый номер изомера при сортировке по возрастанию

энергии, записанный римскими цифрами. Для конфигураций с несколькими изомерами указано значение энергии дан-

ного изомера относительно глобального минимума ППЭ

(e — элементарный заряд), и небольшие значения
индексов Вайберга – Майера (от 0.14 до 0.24). Дли-
ны водородных связей при этом в среднем состав-
ляют 1.530 Å, что намного больше длины ковалент-
ной связи в ионах Цунделя (1.196 Å) и гидроксония
(0.978 Å).

Начиная с n = 4, в структурах комплекса могут
появляться молекулы воды, не образующие связей с
атомами водорода, входящими в состав центрально-
го иона. Эти молекулы, обозначенные на рис. 2 сини-
ми пунктирными линиями, непосредственно взаимо-
действуют с нейтральными молекулами воды, вхо-
дящими в состав комплекса. Вклад обменного вза-
имодействия в образованные при этом водородные

связи пренебрежимо мал, перераспределения заряда
между молекулой и ионным фрагментом не проис-
ходит, а значения индексов Вайберга – Майера рав-
ны нулю с точностью порядка 10−2. Длина водо-
родной связи между данной молекулой и связанной
с ней молекулой воды, входящей в состав ионного
фрагмента, в среднем составляет 1.849 Å, т. е. боль-
ше, чем для молекул, связанных непосредственно
с центральным ионом H3O

+ или H5O
+
2 . Для ком-

плексов H+(H2O)n длины водородных связей между
нейтральными молекулами изменяются от 1.655 Å
до 2.082 Å, что приблизительно соответствует дли-
нам связей в нейтральных молекулярных кластерах
(H2O)n [80–82].
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Рис. 3. Примеры выбора конфигураций комплексов при

расчете энергии связи

Энергии связи молекулы воды с фрагментом
иона H+(H2O)n−1 вычислялись по формуле (9). При
этом среди всех возможных изомеров H+(H2O)n−1

выбирались структурно наиболее близкие комплек-
су H+(H2O)n после удаления из его состава соот-
ветствующей молекулы воды. Несколько примеров
выбора изомеров при расчете энергии связи пред-
ставлены на рис. 3.

Абсолютные значения энергий связи для моле-
кул, связанных непосредственно с ионом, в среднем
на 0.15 эВ превышают значения, рассчитанные для
молекул, связанных с другими нейтральными моле-
кулами. Это позволяет предположить, что предпо-
чтительными для реакции распада комплексов яв-
ляются каналы, связанные с отделением слабо свя-
занных фрагментов, а именно крайних молекул во-
ды, не имеющих непосредственных связей с цен-
тральным ионом. Энергия водородных связей меж-
ду нейтральными молекулами воды зависит от раз-
мера комплекса и составляет в среднем −0.603 эВ
для n = 5 и −0.531 эВ для n = 6. Эти значения
близки по величине энергиям связи молекул воды
в кластерах (H2O)n при n > 3, которые по дан-
ным [83] составляют −(0.49–0.54) эВ, но заметно от-
личаются от энергии связи молекул воды в димере,
равной −0.23 эВ. Можно предположить, что ввиду
экранирования электрического поля центрального
иона ближайшими соседними молекулами воды на
малых расстояниях вклад этого поля в энергию вза-
имодействия молекулы H2O с ионным фрагментом
H+(H2O)n−1 незначителен.

При увеличении расстояния между ионом
H+(H2O)n−1 и молекулой воды потенциальная
энергия системы монотонно возрастает. Для n = 2

и 3 было выполнено исследование ППЭ при поша-
говом увеличении расстояния между фрагментами
с релаксацией позиций атомов на каждом шаге.

1

2

3

4

Рис. 4. Зависимости потенциальной энергии комплек-

са от расстояния между фрагментами, рассчитанные

по формулам (9) (метод MP2, кривые 1, 2) и (11)

(аналитический расчет, кривые 3, 4). Расчеты мето-

дом MP2 выполнены вдоль предполагаемых коорди-
нат реакций H5O

+
2 → H3O

+ +H2O (кривая 1) и

H+(H2O)3 → H5O
+
2 +H2O (кривая 2), причем в качестве

расстояния между фрагментами принималось расстояние

между их центрами масс. Кривая 3 соответствует распо-

ложению заряда в центре масс фрагмента H+(H2O)n−1, а

при построении кривой 4 предполагалось, что заряд лока-

лизован в центре масс иона гидрония, смещенного отно-

сительно центра масс фрагмента H3O
+ ·H2O

Рассчитанные зависимости потенциальной энергии
комплексов от расстояния между центрами масс
фрагментов представлены на рис. 4, в качестве
нулевой при этом была взята суммарная потенци-
альная энергия невзаимодействующих фрагментов.
Для сравнения на рис. 4 представлена также энер-
гия электростатического взаимодействия точечного
иона с диполем, расположенных на расстоянии rid:

Eid =
ed

r2id
. (11)

Все величины в (11) задаются в атомных едини-
цах, используется рассчитанное в настоящей рабо-
те значение дипольного момента молекулы воды
d = 0.713 ат. ед., которое хорошо согласуется с экс-
периментальным 0.723 ат. ед. [84].

Анализ зависимости потенциальной энергии от
расстояния между фрагментами позволяет сделать
вывод о существенной (более 40%) погрешности
оценки по формуле (11). Для рассмотренных ионов
H+(H2O)n, n = 2, 3, этот эффект наиболее заметен
на малых расстояниях r 6 5 Å и убывает с увели-
чением r. Различие рассчитанных методом MP2 и
полученных с использованием аналитической оцен-
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ки (11) данных может быть связано с пренебреже-
нием в оценках поляризационным и обменным вза-
имодействиями фрагментов, вкладами мультиполь-
ных моментов в электростатический потенциал, от-
талкиванием молекул воды на малых расстояниях
и другими факторами. С учетом того, что вклады
от перечисленных факторов убывают с увеличени-
ем расстояния быстрее, чем 1/r2, причина уменьше-
ния погрешности оценки по формуле (11) на боль-
ших расстояниях становится очевидной. Отметим
также чувствительность результатов оценки по фор-
муле (11) к выбору метода расчета расстояния rid ,
связаного с локализацией точечного иона. В насто-
ящей работе рассматривалось два возможных вари-
анта вычисления rid . В первом случае предполага-
лось, что заряд локализован в центре масс ионно-
го фрагмента, причем rid = r (кривая 3 на рис. 4).
Согласно результатам ab initio вычислений в ком-
плексе H+(H2O)3 заряд преимущественно локали-
зован на ионе гидрония H3O

+, положение которо-
го смещено относительно центра масс фрагмента
H3O

+ ·H2O. Поэтому при оценке по формуле (11)
для данного комплекса считалось, что положение
точечного заряда совпадает с положением центра
масс иона H3O

+. При этом точечный заряд оказы-
вается смещен относительно центра масс фрагмен-
та H3O

+ ·H2O и r 6= rid. Существенное различие
полученных зависимостей (кривые 3 и 4 на рис. 4)
указывает на ограничения модели точечного иона
для комплексов H+(H2O)n. Изменения структуры
ионного фрагмента в процессе диссоциации может
сопровождаться перераспределением заряда меж-
ду соседними атомами, поэтому выбор локализа-
ции точечного заряда в оценках (11) не имеет стро-
гого обоснования. С увеличением расстояния точ-
ность оценки возрастает, и при выполнении условия
r/R > 3 погрешность не превышает 10%. Здесь R —
характерный размер комплекса H+(H2O)n, опреде-
ляемый расстоянием от центра масс до ядра край-
него атома водорода.

3.3. Конфигурационные превращения

изомеров

Хорошо известно, что атомы и молекулы в ней-
тральных нанокластерах воды весьма подвижны
при сравнительно низких температурах. Теоретиче-
ские вычисления [85, 86] и результаты эксперимен-
тов [87] свидетельствуют о том, что кластеры ис-
пытывают плавление уже при температурах менее
200 К. О высокой подвижности молекул воды в ком-
плексах H+(H2O)n для 5 6 n 6 22 известно из ра-

бот [50,52], где было показано, что уже при темпера-
турах 100–150К возможны структурные переходы
между различными изомерами. Этот факт позволя-
ет предположить возможность непрерывных конфи-
гурационных переходов между близкими по энер-
гии изомерами, сопровождаемых практически сво-
бодным движением молекул воды вокруг централь-
ного иона. Учитывая частично ковалентный харак-
тер межатомного взаимодействия, возможно так-
же предположить, что такое движение может быть
ограничено для молекул воды, связанных непосред-
ственно с центральным ионом. При этом движение
молекул воды в ионах и переходы между различны-
ми конфигурациями могут быть замедлены. Веро-
ятности таких переходов при заданной температу-
ре определяются соответствующими энергиями ак-
тивации, величину которых можно оценить путем
сканирования ППЭ. Для комплексов H+(H2O)3 и
H+(H2O)4 конфигурационные переходы между изо-
мерами всегда обусловлены движением связанных
с центральным ионом молекул воды. Сканирование
ППЭ для этих комплексов выполнялось при пошаго-
вом изменении одной из внутренних координат мо-
лекулы (межатомных расстояний или валентных уг-
лов) с релаксацией остальных внутренних коорди-
нат. Результаты вычислений представлены на рис. 5.

Исследование ППЭ свидетельствует о сравни-
тельно низкой энергии активации движения моле-
кул воды вокруг центрального иона, максималь-
ное значение которой составляет 0.3 эВ для ком-
плекса H+(H2O)3. При температуре 300 К значение
аррениусовской экспоненты составляет от ∼ 10−5

для движения в соответствии с рис. 5а до 0.17 при
переходе 4H_III→ 4Z_II (рис. 5c). Поскольку дви-
жения молекул воды, связанные с разрывом силь-
ной водородной связи с ионом гидрония (рис. 5a, b),
характеризуются энергией активации Ea ≫ kBT ,
вероятность таких процессов достаточно низка и
движение вдоль данной степени свободы являет-
ся колебательным. Можно предположить, что при
подсчете статистической суммы для данной степе-
ни свободы допустимо применение гармонического
приближения. Движения, соответствующие перехо-
дам 4Z_II→ 4H_I и 4Z_II→ 4H_III (рис. 5b и 5c),
связаны с разрывом сильной водородной связи с
ионом Цунделя и характеризуются энергией акти-
вации Ea ∼ 0.08 эВ ≈ 3kBT . По-видимому, движе-
ния в этом направлении не могут считаться ни гар-
моническими колебаниями, ни свободными враще-
ниями. Превращение изомеров 4H_III→ 4Z_II свя-
зано с разрывами сравнительно более слабых водо-
родных связей между двумя нейтральными молеку-
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a

b
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Рис. 5. Зависимости потенциальной энергии комплексов

H+(H2O)3 (a) и H+(H2O)4 (b, c) от расположения крайних

молекул воды относительно центрального иона. Сканиро-
вание ППЭ для комплексов выполнялось в направлениях

предполагаемых координат реакций 4H_I ⇋ 4Z_II (b) и

4Z_II ⇋ 4H_III (c)

лами воды и характеризуется энергией активации
Ea ∼ 0.04 эВ ∼ kBT . При расчете статистической
суммы для таких движений приближение свобод-
ных вращений может оказаться более пригодным,
чем гармоническое.

Количество сильных водородных связей, кото-
рые могут возникнуть между ионами и соседними
с ними молекулами воды, не превышает трех для
гидрония и четырех для иона Цунделя. Поэтому с
увеличением размеров комплексов количество моле-
кул воды, связанных более слабыми связями с дру-
гими нейтральными молекулами, возрастает. Так,
структура каждого из изомеров n = 5 включает
не менее одной такой молекулы, а для комплексов
H+(H2O)6 количество таких молекул почти всегда
равно двум. Исключение составляет изомер 6Z_VI,
у которого все четыре крайние молекулы воды свя-
заны с ионом Цунделя непосредственно. Однако
расчеты показывают, что и для этого иона движе-
ние крайних молекул вокруг центра характеризует-
ся сравнительно низкой энергией активации. Пред-
ставленные на рис. 6 результаты сканирования ППЭ
в направлениях предполагаемых координат перехо-
дов 5H_I ⇋ 5H_II и 6H_III ⇋ 6Z_VI показывают,
что энергии активации таких переходов по величине
близки к энергии теплового движения атомов.

Использованная методика оценки энергии акти-
вации конфигурационных переходов и вращатель-
ных движений крайних молекул относительно цен-
трального иона не претендует на высокую точность,
а полученные значения энергий можно рассматри-
вать как оценки сверху. Тем не менее представ-
ленные данные позволяют сформулировать следую-
щие важные утверждения. Гармоническое прибли-
жение неправомерно для описания внутренних дви-
жений молекул воды в комплексах для любых зна-
чений n > 1 при температуре 300 K. Энергии акти-
вации внутренних вращений молекул воды и более
крупных фрагментов комплексов относительно ли-
ний водородных связей соизмеримы по величине со
средней энергией теплового движения атомов. Бли-
жайшие соседние молекулы связаны с центральным
ионом сильными водородными связями, преимуще-
ственно электростатическими с небольшой долей ко-
валентной составляющей. Энергия этих связей до-
статочно высока для ограничения вращения моле-
кул вокруг центрального иона.

С увеличением размеров комплексов до n > 4

в структурах появляются молекулы воды, не свя-
занные с центральным ионом непосредственно. Их
соединение с фрагментом комплекса сопровождает-
ся образованием водородных связей с нейтральны-
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a

b

Рис. 6. Зависимости потенциальной энергии комплексов
H+(H2O)5 (a) и H+(H2O)6 (b) от расположения крайних

молекул воды относительно центрального иона. Сканиро-

вание ППЭ выполнено в направлениях предполагаемых ко-

ординат реакций 5H_I ⇋ 5H_II и 6H_III ⇋ 6Z_VI. На

вставках изображены карты распределения электростати-

ческих потенциалов фрагментов H+(H2O)n−1, построен-

ные на сферах радиусами r = 4.5 Å и r = 5.0 Å, которые

примерно равны расстояниям между центрами масс и наи-

более удаленными от них атомами в ионных фрагментах
H+(H2O)4 и H+(H2O)5

ми молекулами воды, причем вращательное движе-
ние этих молекул относительно ионного фрагмен-
та сравнительно легко активируется. Высокая по-
движность молекул при этом обусловлена преиму-
щественно электростатическим характером взаимо-
действия и малым изменением электростатического
потенциала в направлении движения. По-видимому,
при T = 300К движение таких молекул относитель-
но фрагмента комплекса может считаться колеба-
тельным только в радиальном направлении. При
этом возможны многократные превращения меж-
ду различными изомерами, имеющими близкие по
величине значения потенциальной энергии. Данное

утверждение подтверждают результаты работ [50,
52], где в ходе исследований методом молекулярной
динамики была показана возможность конфигура-
ционных переходов уже при 100–150 К при n > 5.

3.4. Термодинамические характеристики

реакций рождения и гибели комплексов

Корректный расчет статистической суммы ком-
плексов с учетом превращения изомеров, ангармо-
низма и квантового движения ядер легких ато-
мов затруднителен. При этом из литературы из-
вестно, что хорошее согласие с экспериментом дают
как расчеты, использующие для вычисления свобод-
ной энергии комплексов гармоническое приближе-
ние [28, 45, 46], так и вычисления классическим ме-
тодом Монте-Карло [40]. В настоящей работе так-
же уделено внимание возможности использования
гармонического приближения для расчета статисти-
ческих сумм и термодинамических характеристик
реакций (1). Результаты сравнения с эксперимен-
тальными данными работ [6, 10–12] и вычисления-
ми [45, 46] представлены в таблице.

Данные таблицы свидетельствуют о хорошем со-
гласии результатов настоящей работы с данными
расчетов [45, 46] и экспериментов [6, 10–12].

Представленные в таблице значения энтальпии
выше табличного значения энтальпии испарения
воды при нормальной температуре кипения [88]
∆h = 9.96 ккал/моль, однако приближаются к
этому значению с увеличением размера комплекса.
Так, рассчитанное значение −∆H4,5 = 0.57 эВ
(13.14 ккал/моль) отличается от приведенного
справочного значения на 3.1 ккал/моль, а
−∆H5,6 = 0.492 эВ (11.35 ккал/моль) — на
1.4 ккал/моль. Рассчитанные значения энтро-
пии близки по величине к значению постоянной
Траутона ∆s = 21 ккал/моль, которое является
неплохим приближением для энтропии испарения
жидкостей при их температурах кипения при
нормальных условиях [89]. Энтропию испарения
воды при температуре кипения при нормальных
условиях можно рассчитать более точно по из-
вестным значениям скрытой теплоты испарения и
температуры кипения по формуле ∆s = ∆h/T . Под-
ставляя данные для воды из [88], получим значение
∆s = 26 э. е., которое также хорошо согласуется с
расчетными данными из таблицы.

Сравнение с результатами экспериментов позво-
ляет сделать вывод о допустимости в данном слу-
чае усреднения термодинамических характеристик
реакций (1) по всем каналам с одинаковыми веса-
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Таблица. Термодинамические характеристики реакций кластеризации (1), рассчитанные при температуре

300 K, в сравнении с расчетными и экспериментальными данными других авторов (энтропийная единица

1 э. е. = 1 кал · моль−1 · К−1)

Реакция −∆En−1,n, эВ −∆Gn−1,n, эВ −∆Hn−1,n, эВ −∆Sn−1,n, э.е.

H3O
+ → H5O

+
2 1.49a), 1.49–1.60b) 1.12a), 1.05–1.08c) 1.51a), 1.37–1.56c) 30.0a), 24.0–33.3c)

H5O
+
2 → H+(H2O)3 1.01a), 1.03–1.09b) 0.57a), 0.56–0.59c) 0.90a), 0.82–0.97c) 26.2a), 20.9–29.0c)

H+(H2O)3 → 4H_I 0.85a), 0.87–0.93b) 0.43a) 0.76a) 25.8a)

H+(H2O)3 → 4Z_II 0.70a) 0.33a) 0.68a) 26.8a)

H+(H2O)3 → 4H_III 0.68a) 0.12a) 0.59a) 36.4a)

H+(H2O)3 → H+(H2O)4
d)

0.74a) 0.30a), 0.37–0.41c) 0.68a), 0.74–0.78c) 29.7a), 27.1–28.4c)

4H_I → 5H_I 0.616a), 0.59–0.65b) 0.080a) 0.530a) 34.6a)

4H_I → 5H_II 0.586a) 0.171a) 0.525a) 27.2a)

4Z_II → 5H_II 0.738a) 0.265a) 0.606a) 26.2a)

4Z_II → 5Z_III 0.625a) 0.043a) 0.533a) 37.7a)

4Z_II → 5H_IV 0.597a) 0.183a) 0.503a) 24.6a)

4H_III → 5H_I 0.789a) 0.387a) 0.701a) 24.2a)

4H_III → 5Z_III 0.646a) 0.255a) 0.622a) 28.2a)

4H_III → 5H_V 0.603a) 0.188a) 0.541a) 27.0a)

H+(H2O)4 → H+(H2O)5
d)

0.649a) 0.197a), 0.21–0.24c) 0.570a), 0.50–0.66c) 28.7a), 19.9–32.6c)

5H_I → 6H_I 0.558a), 0.56–0.58b) 0.101a) 0.516a) 31.9a)

5H_I → 6H_II 0.551a) 0.169a) 0.485a) 24.2a)

5H_I → 6H_III 0.540a) 0.254a) 0.470a) 16.6a)

5H_I → 6H_IV 0.519a) −0.019a) 0.435a) 34.8a)

5H_I → 6H_VII 0.456a) 0.168a) 0.414a) 18.9a)

5H_II → 6H_III 0.570a) 0.078a) 0.490a) 31.6a)

5H_II → 6H_V 0.554a) 0.156a) 0.511a) 22.3a)

5H_II → 6H_VI 0.527a) 0.220a) 0.511a) 22.3a)

5H_II → 6H_VIII 0.476a) 0.077a) 0.419a) 26.3a)

5Z_III → 6Z_IX 0.526a) 0.140a) 0.439a) 23.0a)

5H_IV → 6H_V 0.686a) 0.245a) 0.579a) 25.7a)

5H_IV → 6Z_X 0.493a) 0.056a) 0.487a) 33.1a)

5H_V → 6H_I 0.743a) 0.300a) 0.676a) 29.0a)

H+(H2O)5 → H+(H2O)6
d)

0.553a) 0.150a), 0.14–0.18c) 0.492a), 0.47–0.56c) 26.3a), 22.2–30.3c)

Примечания.
a) Данные, рассчитанные в настоящей работе.
b) Результаты теоретических работ [45,46].
c) Экспериментальные данные из статей [6,10–12].
d) Усредненные по всем рассмотренным в настоящей работе каналам значения термодинамических характери-

стик реакций.

ми. Имеющаяся погрешность вычисления термоди-
намических характеристик может быть обусловле-
на использованием приближенной квантово-хими-
ческой модели, выбранным способом усреднения, а
также погрешностью гармонического приближения.
Сравнение результатов вычисления энергии ком-
плексов с расчетами других авторов, выполненных
с использованием различных моделей, свидетель-
ствует о том, что погрешность, связанная с выбо-

ром квантово-химической модели в данном случае
составляет от 0.01 до 0.1 эВ. Из-за сильного ан-
гармонизма погрешность вычисления энергии нуле-
вых колебаний и энтропии осцилляторов имеет со-
измеримую величину. При наличии накопительно-
го эффекта для системы осцилляторов эта погреш-
ность может давать существенный вклад в энтро-
пию и энтальпию комплекса. Учитывая сложный
характер относительного движения атомов в ком-

2 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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плексах H+(H2O)n, считаем, что вопрос о физиче-
ских причинах хорошего согласия результатов рас-
чета термодинамических характеристик реакций (1)
в гармоническом приближении с экспериментальны-
ми данными требует дополнительного обсуждения.

Заметим, что вклад в энергию Гиббса реакции
слагаемых, зависящих от внутренних движений ато-
мов, практически не меняется с увеличением раз-
мера комплекса. Согласно таблице, с изменением n

значения энтропии реакции (1) остаются постоян-
ными в пределах погрешности экспериментов. Раз-
личия вычисленных значений энтропии реакций в
большей степени связаны с выбором изомера, чем
с размерами комплексов. Полученные при усредне-
нии по конфигурациям значения энтропии практи-
чески не зависят от n. Потенциальная энергия и
энтальпия реакции уменьшаются с увеличением n,
при этом значение энтальпии реакции обычно ока-
зывается немного больше значения потенциальной
энергии, а разность ∆Hn−1,n − ∆En−1,n в среднем
составляет 0.06 эВ и слабо зависит от n. Следова-
тельно, энергия Гиббса реакции определяется энер-
гией связи молекулы воды с ионным фрагментом и
некоторой поправкой, обусловленной внутримолеку-
лярными движениями и слабо зависящей от размера
комплекса в выбранном диапазоне n.

Независимость температурных слагаемых в
энергии Гиббса от n можно объяснить, учитывая
характер межмолекулярных взаимодействий в
комплексах H+(H2O)n. Для этого предположим,
что присоединение молекулы воды к ионному фраг-
менту H+(H2O)n−1 не оказывает существенного
влияния на внутренние движения молекул и атомов,
которые как до, так и после реакции характери-
зуются большими амплитудами и сопровождаются
конфигурационными переходами. В этом случае
при расчете энтальпии и энтропии реакции вклады
ионного фрагмента в характеристики продуктов
реакции и реагентов взаимно компенсируются.
Тогда для расчета энтропии реакции (1) возможно
использование упрощенной модели, исключающей
из рассмотрения внутренние движения фрагментов
и учитывающей только их относительное движение.
При не слишком малых значениях n ионный фраг-
мент можно считать тяжелым и неподвижным.
Радиальные движения молекулы воды относитель-
но центра масс иона будем считать гармоническими
колебаниями, а вращения молекулы как вокруг
иона, так и вокруг собственного центра масс будем
считать свободными. При этом мы предполагаем
малость соответствующих энергий активации, что
справедливо для n > 5. Внутренние движения

комплекса H+(H2O)n, которые были учтены при
подсчете энтропии реакции (1) в рамках данной
модели, схематически представлены на рис. 7.

Free 

rotation

Harmonic 

vibration

Atoms

H

O

Рис. 7. Внутренние движения комплекса H+(H2O)n, ко-

торые были учтены при расчете энтропии реакции (1) в

рамках упрощенной модели, на примере комплекса 6H_I

Для не слишком малых кластеров (n > 2) час-
тота радиальных гармонических колебаний моле-
кул воды принимает значения примерно от 100 до
300 см−1. Рассчитанные в рамках упрощенной моде-
ли значения колебательной энтропии дают малый
вклад в энтропию реакции, поэтому использование
среднего значения частоты ω ≈ 200 см−1 не приво-
дит к появлению значительной погрешности.

Чтобы определить изменение внутренней энер-
гии комплекса в ходе реакции (1) для оценки эн-
тальпии, воспользуемся выражением (5), которое
без учета внутренней структуры и внутримолеку-
лярных движений фрагментов примет вид

Un−1,n = En−1,n +
~ω

2
. (12)

При этом сразу получаем, что при 300 К
энтальпия Hn−1,n = Un−1,n + kBT будет от-
личаться от энергии связи En−1,n на величину
kBT + 0.5~ω ≈ 0.05 эВ. Эта величина соответствует
разнице 0.06 эВ, рассчитанной ранее с учетом всех
внутренних степеней свободы в гармоническом
приближении.

Поскольку предполагается, что в ходе реак-
ции (1) энтропия фрагмента H+(H2O)n−1 не меня-
ется, энтропия реакции полностью определяется из-
менением энтропии молекулы воды вследствие об-
разования или разрыва связи:

∆Sn−1,n = Svib + Srot − Strans,0 − Srot,0, (13)
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где Svib и Srot — колебательная и вращательная эн-
тропии молекулы воды, связанной с ионным фраг-
ментом H+(H2O)n−1 в комплексе H+(H2O)n, Strans,0

и Srot,0 — энтропии свободных вращательного и по-
ступательного движений молекулы, не связанной с
ионом. Слагаемые из правой части (13) вычисля-
лись с использованием уравнений (6)–(8), опреде-
ляющих значение статистической суммы системы
независимых осцилляторов и ротаторов с учетом по-
ступательного движения, согласно выражениям

Strans,0 = kB ln

[
ekBT

p

(
mkBT

2π~2

)3/2]
,

Srot,0 =
1

2
kB ln

[(
2kBT

~2

)3
I0AI0BI0C

]
,

Srot =
1

2
kB ln

[(
2kBT

~2

)3
I0AI

2

]
,

Svib = kB

{
ln

[
1

1− exp[−~ω/(kBT )]

]
+

+
~ω/(kBT )

exp[~ω/(kBT )]− 1

}
,

(14)

где давление p = 1 бар, I0A, I0B , I0C — главные мо-
менты инерции свободной молекулы H2O, первый из
которых соответствует вращению вокруг оси сим-
метрии, I = mr2 — момент инерции вращения моле-
кулы вокруг фрагмента H+(H2O)n−1, r — расстоя-
ние между центрами масс фрагмента и связанной с
ним молекулы воды в комплексе H+(H2O)n, а m —
масса молекулы H2O.

Значения энтропии поступательного и вра-
щательного движений свободной молекулы,
Strans,0 ≈ 34.7 э. е. и Srot,0 ≈ 10.7 э. е., не зависят
от размеров комплекса. Величина колебательной
энтропии Svib ≈ 2.1 э. е. может меняться с из-
менением n в случае зависимости частоты ω от
размера комплекса. В выбранном приближении эта
зависимость не учитывается, что не может оказать
существенного влияния на результат ввиду того,
что Svib ≪ ∆Sn−1,n. Величина энтропии свободного
вращения молекулы относительно центра масс
фрагмента H+(H2O)n−1 в комплексе H+(H2O)n
определяется моментом инерции I ∝ r2 ∼ n2/3.
Заметим, что ввиду медленного возрастания
логарифмической функции Srot(n), увеличение
размера комплекса в диапазоне n = 2, . . . , 6 сла-
бо сказывается на вращательной энтропии. Для
рассмотренных кластеров при n > 2 значение r

изменялось от 3.3 для H5O
+
2 до 5.1 для структуры

6Z_X , причем значения вращательной энтропии

составляли от Srot ≈ 20.5 э. е. в первом случае до
Srot ≈ 22.2 э. е. во втором. Таким образом, по край-
ней мере для 2 6 n 6 6 , в пределах погрешности
модели и экспериментов можно считать энтропию
не зависящей от n. Анализ экспериментальных
данных [11, 12] указывает на справедливость дан-
ного утверждения и в более широком диапазоне
n 6 9. Используя среднее значение Srot ≈ 21.4 э. е.,
получаем энтропию реакции −∆Sn−1,n ≈ 21.9 э. е.,
что неплохо согласуется с экспериментальными
данными [6, 10–12], с результатами вычислений
в гармоническом приближении, полученными в
настоящей работе и в [45, 46], а также с данны-
ми моделирования методом Монте-Карло [40].
Хорошее согласие результатов моделирования и
экспериментальных данных свидетельствует в
пользу правильности предположения о слабом
изменении энтропии фрагментов H+(H2O)n−1 в
ходе реакции (1) и о незначительном вкладе этого
изменения в энтропию реакции при любых n.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При теоретическом исследовании реакций кла-
стеризации и распада ионно-молекулярных ком-
плексов (1) возникают трудности, связанные с ан-
гармоническим характером внутренних движений
атомов, а также с необходимостью выявления и ана-
лиза большого количества изомеров, слабо различа-
ющихся по энергиям. Полученные в настоящей ра-
боте данные для кластеров малых размеров n = 2–6
указывают на возможность упрощения данной зада-
чи с использованием следующих приближений.

Aнализ характеристик реакции (1) для множе-
ства различных каналов, возникающих для различ-
ных изомеров, может быть заменен анализом усред-
ненных характеристик, при расчете которых вкла-
ды всех близких по энергиям изомеров учитывают-
ся с одинаковым весом. При этом изомеры, струк-
туры которых могут быть совмещены при поворо-
те фрагментов относительно линий водородных свя-
зей, можно приближенно считать эквивалентными.

В ходе реакции (1) изменение энтропии фраг-
мента H+(H2O)n−1 несущественно, поэтому при рас-
чете энтропии реакции может быть использована
упрощенная модель с ограниченным количеством
внутренних степеней свободы. В этой модели ос-
новной вклад в термодинамические характеристики
реакции (1) дает изменение энергии нулевых коле-
баний и энтропии молекулы воды в результате ее
связывания (или разрыва связи) с тяжелым ион-
ным фрагментом. Предположения о колебательном
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радиальном движении молекулы в комплексе
H+(H2O)n и ее свободном вращении относительно
собственного центра масс и центра масс фрагмента
H+(H2O)n−1 позволяют рассчитать энтропию реак-
ции с приемлемой точностью.

Предположение о возможности использования
перечисленных упрощающих допущений подтвер-
ждается хорошим согласием результатов прибли-
женных оценок с результатами экспериментов [6,
10–12]. Также результаты приближенных оценок хо-
рошо согласуются с результатами других расчетов,
использующих различные приближения и методы.
Анализировались теоретические результаты насто-
ящей работы и работ [45, 46], где расчеты выполня-
лись в гармоническом приближении с учетом всех
степеней свободы, а также данные [40], получен-
ные методом Монте-Карло с учетом ангармонизма,
но с использованием псевдопотенциалов и без учета
квантового движения легких атомов. Предложенная
упрощенная модель позволяет объяснить высокую
точность вычисления термодинамических характе-
ристик реакции (1) в рамках гармонического при-
ближения. Данная модель может быть полезна при
исследовании равновесных и кинетических характе-
ристик реакции (1) с участием комплексов больших
размеров, n > 9, для которых применение методов
квантовой химии ограничено быстро возрастающей
с ростом n вычислительной сложностью задачи.

Финансирование. Работа выполнена при
финансовой поддержке Госкорпорации «Рос-
атом» (государственный контракт от 20. 04. 2021
№H.4z.241.09.21.1069).
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Предложен новый метод определения расщепления уровней ∆ в двухъямном одномерном потенциале.

Найдены две функции-«партнеры»: одна симметричная Ψ+, другая антисимметричная Ψ−. По ним из

уравнения Шредингера найдены отвечающие им потенциалы V+(x) и V−(x) и энергии E0
+ и E1

−. Уникаль-

ным свойством Ψ+ и Ψ− является тождественное равенство: E0
+ = E1

−, что дает возможность определить

∆ по теории возмущений по параметру V+(x) − V−(x). Для двухъямного осцилляторного потенциала

получена формула для расщепления уровней, связывающая инстантонный и одноямный пределы. Этот
результат может быть востребован в теории поля, где возможность получения инстантонных решений

по теории возмущений неоднократно обсуждалась. Приведен ряд потенциалов, для которых удается най-

ти ∆ без квазиклассического приближения. Рассмотрены сингулярные потенциалы типа воронок. Дано

сравнение определенной нами ∆ с результатами численного решения уравнения Шредингера для инстан-

тонного потенциала.

DOI: 10.31857/S0044451023070027
EDN: GDEWQV

1. ВВЕДЕНИЕ

Двухъямные или инстантонные потенциалы хо-
рошо известны и изучены как для физических при-
ложений [1–3], так и для теории поля [4]. Анали-
зировать эффект расщепления энергии квантового
уровня на величину ∆ обычно начинают с его опре-
деления в одной из ям потенциала V (x) [5]. Вводят
некоторый затравочный уровень ε0 в одной из ям по-
тенциала, который из-за туннелирования частицы в
другую яму расщепляется на величину ∆. Прохож-
дение частицы через барьер рассматривают в ква-
зиклассическом приближении [5–7]. Точное значе-
ние ∆ можно найти для ряда модельных потенциа-
лов [8] или из численного решения уравнения Шре-
дингера [9–14]. Такой путь от модельного потенциа-
ла V (x) к ∆ оказывается довольно долгим. Извест-
но, что значение ∆ определяется в основном волно-

* E-mail: dyugaev@itp.ac.ru
** E-mail: grigorev@itp.ac.ru

вой функцией частицы при малых x, где потенци-
альный барьер максимален. Детальная зависимость
V (x) не так и важна. Отметим, что сейчас также
активно развиваются алгоритмы и методы решения
уравнения Шредингера с учетом квантовых шумов
на квантовом компьютере [15,16], но их физическая
реализация пока возможна только моделированием
на классическом компьютере.

В настоящее время хорошо известен факт, что в
квантовой механике для потенциалов с двумя и бо-
лее вырожденными минимумами энергия основного
состояния содержит неаналитические члены инстан-
тонного происхождения в дополнение к теории воз-
мущений. Поэтому для изучения таких потенциалов
предлагались различные методы. Чаще всего они
основанны на добавлении (мульти)инстантонных
вкладов, полученных из полуклассического расче-
та, что позволяет выписать приближенное выраже-
ние для энергии частицы в многоямных потенциа-
лах в виде бесконечного ряда [17–19]. Для изучения
инстантонных двухъямных потенциалов был также
использован вариант полуклассической теории, ос-
нованной на так называемых флуктонных периоди-
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ческих траекториях в евклидовом времени, с после-
дующим расчетом пертурбативных поправкок с по-
мощью диаграмм Фейнмана [20,21]. Таким образом,
несмотря на то, что проблема недостаточности тео-
рии возмущений для двухъямных потенциалов была
указана очень давно [5], решение этой задачи до сих
пор актуально.

2. ФОРМУЛИРОВКА МЕТОДА

Мы предлагаем [22] начинать не с моделирова-
ния V (x) и последующего решения уравнения Шре-
дингера для волновых функций частицы, а моде-
лировать эти функции. Потенциал V (x) для каж-
дой функции свой. Он может быть легко найден
из уравнения Шредингера простым дифференциро-
ванием [22, 23]. Оказывается полезным рассматри-
вать не одно уравнение Шредингера, а два для двух
функций-«партнеров», Ψ+(x) и Ψ−(x):

(
V+(x)− E0

+

)
Ψ+(x) = Ψ′′

+(x),(
V−(x) − E1

−

)
Ψ−(x) = Ψ′′

−(x).
(1)

Функция Ψ+ симметрична, Ψ+(x) = Ψ+(−x), и
не имеет нулей. Поэтому энергия E0

+ — это энер-
гия основного состояния в потенциале V+(x). Функ-
ция Ψ− антисимметрична, Ψ−(−x) = −Ψ−(x). Она
имеет узел при x = 0, поэтому E1

− — это энер-
гия первого возбужденного состояния в потенциа-
ле V−(x). Мы хотим добиться тождественного равен-
ства E0

+ = E1
−, которое выполняется в целой области

параметров, характеризующих потенциалы V+(x) и
V−(x). Это позволяет применять теорию возмуще-
ний по параметру V+(x) − V−(x), а не решать се-
кулярное уравнение, так как известно, что уровни
разной симметрии могут пересекаться [5]. Измене-
ние волновых функций не дает поправку к энер-
гии в первом порядке теории возмущений. Поэтому
Ψ−(x) имеет энергию E1

+ в потенциале V+(x), кото-
рую можно выразить через

δV (x) ≡ V+(x)− V−(x),
а именно:

∆+ ≡ E1
+ − E0

+ =

∞̂

−∞

Ψ2
−(x) δV (x) dx. (2)

Аналогично для потенциала V−(x), его энергия ос-
новного состояния E0

− лежит ниже E1
− на величину

∆− ≡ E1
− − E0

− =

∞̂

−∞

Ψ2
+(x) δV (x) dx. (3)

Предлагаемая конструкция может показаться
нефизической, так как пару функций-«партнеров»

Ψ+(x) и Ψ−(x) с указанными свойствами или трудно
найти, или они окажутся слишком экзотическими.
Мы таких функций нашли очень много. Рассмотрим
некоторые из них,

Ψ+(x) = A+ exp[−F (x)] ch(x0x),
Ψ−(x) = A− exp[−F (x)] sh(x0x).

(4)

Четная функция F (x) = F (−x) в уравнении (4)
ограничена только необходимостью определить
нормировочные постоянные A+, A−. Потенциа-
лы V±(x), соответствующие Ψ±(x) в уравнении (4),
находятся из уравнения (1) дифференцировани-
ем [22]:

V+(x)− E0
+ = VF (x) − 2F ′(x)x0 th(x0x) + x20,

V−(x) − E1
− = VF (x) − 2F ′(x)x0 cth(x0x) + x20, (5)

VF (x) = [F ′(x)]2 − F ′′(x).

Из уравнений (5) видно, что важное для нас тожде-
ство E0

+ = E1
− действительно выполняется при лю-

бой функции F (x) в уравнении (4). Из уравнения (5)
можно найти функцию δV (x), которая определяет
величины ∆+, ∆− в уравнениях (2) и (3):

δV (x) = V+(x) − V−(x) =
4F ′(x)x0
sh(2x0x)

. (6)

3. ОСЦИЛЛЯТОРНЫЙ ДВУХЪЯМНЫЙ
ПОТЕНЦИАЛ

Далее рассмотрим подробнее осцилляторный
двухъямный потенциал, который определяет
функцию F (x) в уравнениях (4) и (5):

F (x) = x2/2, E0
+ = E1

− = 1− x20,
V+(x) = x2 − 2x0x th(x0x),

V−(x) = x2 − 2x0x cth(x0x),

δV (x) = 4xx0/ sh(2x0x).

(7)

В выбранной нами системе единиц осцилляторный
спектр En = 1+ 2n, где n целое число. Этим объяс-
няется появление энергии нулевых колебаний, рав-
ной 1, в энергиях E0

+ = E1
− в уравнении (7). Предел

x0 ≫ 1 отвечает потенциалам V+(x), V−(x) с глу-
бокими ямами в точках xM = ±x0 со значениями

V+(x0) ≈ V−(x0) ≈ −x20.
Этот предел сильной «двухъямности» достигается
уже при x0 = 2 в уравнении (7), что видно на рис. 1.
Параметры ∆+, ∆− ≈ 0.1 при x0 = 2. Малость ∆+,
∆− связана с тем, что реальным параметром яв-
ляется не x0, а x20. Поэтому при x0 = 2 величины
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Графики функций V+(x) (сплошная синяя линия), V−(x) (штриховая красная линия) и их

разности δV ≡ V+ −V− (сплошная зеленая линия), определенные в уравнении (7) при x0 = 2. Значения E0
+ = E1

− = −3,
∆+ = 0.07165, ∆− = 0.1091

∆+, ∆− экспоненциально малы. Из уравнений (2)–
(4) и (7) следуют связи ∆+, ∆− с параметром x0:

∆+ = 4x0A
2
−

∞̂

0

exp
(
−x2

)
x th(x0x) dx,

∆− = 4x0A
2
+

∞̂

0

exp
(
−x2

)
x cth(x0x) dx.

(8)

Вычисление нормировочных функций A2
± сводится

к взятию табличных интегралов [24]:

A2
± =

2√
π
[
exp
(
x20
)
± 1
] . (9)

Предел x0 ≫ 1 удобно исследовать, выделив из
функций th(x0x), cth(x0x) единицу:

th(x0x) = 1− 2

exp(2x0x) + 1
,

cth(x0x) = 1 +
2

exp(2x0x)− 1
.

(10)

Из уравнений (8)–(10) получаем

∆± = 2x0A
2
∓(x0)C±(x0),

C±(x0) = 1∓ 1

x20

∞̂

0

exp
(
−z2/4x20

)
z dz

exp(z)± 1
.

(11)

Приведем первые члены разложения C± по пара-
метру «двухъямности» x−2

0 ≪ 1:

C+ (x0) ≈ 1− π2

12x20

(
1− 21

120

π2

x20

)
,

C− (x0) ≈ 1 +
π2

6x20

(
1− π2

10x20

)
.

(12)

Из уравнений (11), (12) видно, что имеет место
«медленное» разложение ∆± по степеням x−2

0 ≪ 1

и «быстрое» разложение по степеням exp(−x20):

∆±(x0) =
4x0 exp

(
−x20

)

1∓ exp
(
−x20

) C±(x0)√
π

. (13)

При переходе от уравнения (8) к уравнениям (11),
(13) не делалось приближений, это одни и те же вы-
ражения для ∆± (x0). Графики функций C±(x0) и
∆±(x0) изображены на рис. 2 и 3.

Осцилляторный потенциал, и только он, обла-
дает замечательным свойством, которое следует из
уравнений (8), (9) в пределе x0 → 0. Парамет-
ры ∆±(x0) имеют конечное предельное значение,
равное 2 при x0 → 0:

∆+ (x0) = 2
(
1− x20

)
,

∆− (x0) = 2
(
1− x20/3

)
.

(14)

1 2 3 4 5
x0
2

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0
c+,c-

Рис. 2. (В цвете онлайн) Функции C+ (сплошная синяя

линия) и C− (штриховая красная линия), заданные урав-

нением (11) и построенные в зависимости от x2
0, поскольку

именно x2
0 входит в уравнение (11). C±(x0) с разных сто-

рон стремятся к значению C± = 1 при x0 → ∞ согласно

уравнению (12)

25



А. М. Дюгаев, П. Д. Григорьев ЖЭТФ, том 164, вып. 1 (7), 2023

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
x00.0

0.5

1.0

1.5

2.0
Δ+,Δ-

Рис. 3. (В цвете онлайн) Графики функций ∆+(x0)

(сплошная синяя линия) и ∆−(x0) (штриховая красная ли-
ния), построенные на основе уравнений (8) и (9)

Это можно увидеть из уравнения (7): при x0 = 0

разница потенциалов δV (x) = 2, а ∆±, определен-
ные в уравнениях (2) и (3), равны 2 вследствие нор-
мировки функций Ψ±(x). Старшие порядки теории
возмущений зануляются из-за ортогональности вол-
новых функций для состояний с разной энергией.
Число 2 — это расстояние между нулевым и первым
возбужденным уровнем в спектре осциллятора, по-
этому E1

+−E0
+ = E1

−−E0
− = 2 при x0 = 0. Волновые

функции Ψ± (x), с учетом (9), имеют при x0 → 0 ко-
нечным пределом правильно нормированные функ-
ции осциллятора. Функции ∆±(x0) изображены на
рис. 3. Здесь мы столкнулись с интересным явлени-
ем, когда конструкция, основанная на теории возму-
щений, оказалась правильной практически во всей
области параметров.

4. ОБОБЩЕНИЕ НА ДРОБНЫЕ СТЕПЕНИ

Обобщение точной модели двухъямного осцил-
лятора возможно аналитически ценой потери экс-
поненциальных и степенных поправок при x0 ≫ 1.
Первые исчезают, если не различать A2

+ и A2
−, а вто-

рые теряются после замены в уравнении (8) функ-
ций th(x0x) и cth(x0x) на 1. Но возникает общность,
связанная со свободой выбора функции F (x) в урав-
нении (4). Обобщение уравнений (4) и (8) имеет вид

∆ = 2x0A
2 exp[−2F (0)] = 2x0Ψ

2
+(0). (15)

Можно также показать, что уравнение (15) верно и
для общего потенциала из уравнения (5):

V0(x) = VF (x) − 2F ′(x)x0 sign(x). (16)

Потенциалы V±(x), V0(x) разные, но расщепления
∆ для них одинаковые в пределе x0 → ∞. Для ос-
циллятора потенциал V0(x) = x2−2x0|x| исследован

при x0 ≫ 1 в [8]. В этом пределе ∆ не отличается от
∆+ = ∆− в уравнении (13).

Применим нашу теорию для частного случая
F (x) = |x|ν/ν в уравнении (4):

Ψν+(x) = Aν exp(−|x|ν/ν) ch(xx0),
Ψν−(x) = Aν exp(−|x|ν/ν) sh(xx0).

(17)

Функции exp(−|x|ν/ν) исследовались нами ра-
нее [22]. Они являются функциями основного
состояния для потенциалов с энергией, равной
нулю при всех ν 6= 2. Потенциалы V0ν , соответству-
ющие функциям в уравнении (17), находятся из
уравнения (16):

V0ν(x) = |x|2ν−2 − 2x0|x|ν−1 − (ν − 1)|x|ν−2, (18)

а энергии, соответствующие функциям (17), равны

E0
ν+ = E1

ν− = −x20.

Нормировочная постоянная Aν , одинаковая для
Ψν± в уравнении (17), вычислена методом перева-
ла при x0 ≫ 1:

A2
ν ≈ 2x

ν/2−1
M

√
ν − 1

π
exp [−2xνM (1− 1/ν)] , (19)

Положение максимума функций xM связано с x0:
x0 = xν−1

M , а расщепление ∆ν = 2x0A
2
ν следует из

уравнения (15).
Интересен случай ν = 3:

∆ν=3 = a0x
5/4
0 exp

(
−4

3
x
3/2
0

)
,

a0 = 4

√
2

π
= 3.2, (20)

V0, ν=3 = x4 − 2x0x
2 − 2|x|.

Потенциал такого типа рассматривался в теории
инстантонов [4] и детально исследован численными
методами [10–14]:

VU (x) = x4 − 2x0x
2. (21)

Мы проанализировали табличные данные для рас-
щепления уровня ∆C в потенциале из уравне-
ния (21), приведенные в [11] в интервале 3 < x0 < 6,
где ∆C меняется на 5 порядков. Выяснилось, что с
точностью в 1% зависимость ∆C(x0) имеет вид из
уравнения (20), но с другой предэкспонентой:

∆C = b0x
µ
0 exp

(
−4x3/20 /3

)
,

b0 = 9.03, µ = 1.41.
(22)
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Рис. 4. (В цвете онлайн) График функции V0,ν=3/2(x) из уравнения (23) при x0 = 1.19 (сплошная синяя линия), x0 = 1.5

(штриховая красная линия), и x0 = 1.8 (пунктирная зеленая линия)

Потенциалы из уравнений (20) и (21) отличаются
членом 2|x|. Но главная экспоненциальная зависи-
мость ∆(x0) одинаковая. Заметим, что теория воз-
мущений по разности потенциалов VU −V0,3 в урав-
нениях (20), (21) безусловно применима: E03 = −50
для x0 =

√
50, а для VU численное решение [13] дает

E0U = −43.78.
Наш метод позволяет найти ∆ и для сингуляр-

ных потенциалов. Один из них отвечает ν = 3/2 в
уравнениях (17), (18):

V0, ν=3/2 = |x| − 2x0|x|1/2 − |x|−1/2/2,

E = −x20, (23)

∆ν=3/2 =
4√
2π
x
1/2
0 exp

(
−2

3
x30

)
.

Его график приведен на рис. 4 при трех значениях
x0 = 1.19, 1.5, 1.9. При x0 < 1.19 потенциал V0, ν=3/2

переходит в потенциал типа воронки при |x| → 0 и
линеен по x при больших |x|. Такие потенциалы по-
пулярны в теории струн [25]. На рис. 4 видно, что
при x0 > 1.19 в потенциале V0,ν=3/2(x) из уравне-
ния (23) появляются две симметричные ямы, однако
сингулярность воронки при |x| → 0 сохраняется.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведем основные результаты и укажем на раз-
ницу с численным расчетом. Мы рассмотрели ряд
примеров, когда возможно моделировать волновые
функции, а не потенциалы. Это позволяет не вычис-
лять экспоненциально малое расщепление уровней
∆, а по его значению определить потенциал V (x).
Выяснилось, что даже сильное изменение V (x) мо-
жет слабо сказаться на величине ∆. Применения
предложенного нами метода очень разнообразны.

Одни связаны с выбором функции F (x) в уравне-
нии (4), другие — с выбором самих функций Ψ±(x)

в уравнении (1).
Наш главный результат для двухъямного осцил-

ляторного потенциала представлен аналитически в
уравнении (8). При этом предэкспонента в инстан-
тонном пределе x20 ≫ 1 может быть получена по
теории возмущений разложением в ряд по степеням
x−2
0 . Однопараметрическая формула (8), связываю-

щая оба предела, может быть востребована в теории
поля, где возможность получения инстантонных ре-
шений по теории возмущений неоднократно обсуж-
далась [4].

Полученный результат интересен тем, что он яв-
ляется существенно непертурбативным, хотя и ис-
пользует своеобразную теорию возмущений в про-
цессе вывода. С другой стороны, он выходит далеко
за рамки стандартного квазиклассического подхода.
Применение метода квазиклассики к двухъямному
потенциалу V (x) в пределе x0 ≫ 1 большого рассто-
яния между ямами дает [4] расщепление уровней в
виде ∆ ≈ Φexp(−φ), где Φ и φ зависят от потенци-
ала V (x). Мы рассмотрели переход от двухъямного
к одноямному потенциалу на примере осциллятор-
ного потенциала V+(x) из уравнения (7) и получили
для расщепления уровней ∆+ выражение (см. фор-
мулы (8), (9)) вида

∆+ = Φ+(x0)
1

exp(x20)− 1
, (24)

применимое на всем интервале 0 < x0 < ∞. Похо-
жая на (24) формула содержится в знаменитой ра-
боте Планка 1900 г., посвященной излучению черно-
го тела [26]. Инстантонный предел x0 ≫ 1 дости-
гается разложением «функции Бозе – Эйнштейна» в
уравнении (24): 1/[exp(x20) − 1] → exp(−x20). Можно
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рассмотреть и другой потенциал V−(x) из уравне-
ния (7), для которого наша формула (13) для ∆−

также применима на всем интервале 0 < x0 < ∞ и
похожа на функцию Ферми – Дирака:

∆− = Φ−(x0)
1

exp(x20) + 1
. (25)

Рассмотренные в литературе [12–14] двухъямные
потенциалы V (x) обычно набраны из целых степе-
ней x. Мы рассмотрели также дробные степени x.
При этом потенциал имеет сингулярность при x = 0,
что видно в наших общих формулах (17), (18) и про-
иллюстрированно на рис. 4 для ν = 3/2. Здесь ба-
рьер имеет структуру, и можно рассмотреть инстан-
тонный предел.

Результаты работы могут найти применение для
моделирования двухъямных квантовых систем, на-
пример, кубитов, особенно если важна не только
точность определения расщепления уровней, но и
наглядная зависимость этого расщепления от раз-
личных параметров потенциала.

Финансирование. Работа автора А. М. Д. вы-
полнена в рамках госзадания 0033-2019-0001 «Раз-
витие теории конденсированного состояния веще-
ства». Работа автора П. Д. Г. поддержана Фондом
развития теоретической физики и математики «Ба-
зис» и программой стратегического академическо-
го лидерства «Приоритет-2030» (грант НИТУ «МИ-
СиС» №К2-2022-025).
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На примере молекулы СО и атомов He теоретически исследовано влияние квантовых поправок к функции

распределения по энергии легких частиц, обусловленных квантовой неопределенностью из-за их частых

столкновений с тяжелыми частицами буферного газа. Исследовано влияние квантовых поправок к кон-

стантам скорости релаксации колебательно возбужденных молекул CO на атомах гелия в зависимости

от состава газовой смеси, плотности и температуры газа. В рамках модели поуровневой колебательной

кинетики рассчитано влияние квантовых поправок на время колебательной релаксации. Сформулирова-

ны предложения по экспериментальной проверке этого нового эффекта, предсказанного теоретически.

DOI: 10.31857/S0044451023070039
EDN: GDJJNQ

1. ВВЕДЕНИЕ

Функция распределения частиц по энергии яв-
ляется одной из важнейших характеристик газо-
вой среды, которая определяет температурную за-
висимость скорости химических реакций и столкно-
вительных процессов энергообмена. В большинстве
случаев функция распределения частиц по энергии
описывается распределением Максвелла. Оказыва-
ется, что при повышении плотности газа возрас-
тет доля частиц с большей энергией. Появляются
так называемые высокоэнергетические «хвосты» в
функции распределения частиц по энергии. Причи-
ной этого является эффект квантовой неопределен-
ности энергии, отмеченный в работе [1], связанный
с частыми столкновениями. Заметим, что этот эф-
фект растет с увеличением плотности и уменьше-
нием температуры газа. Его роль может стать су-

* E-mail: kurnosov@triniti.ru

щественной даже в условиях, когда применимо при-
ближение парных столкновений, т. е. при Nr30 ≪ 1

(N — концентрация молекул, r0 — эквивалентный
радиус молекулы).

В работах [2, 3] изучено влияние квантовых по-
правок к константам скорости химических реакций,
связанных с «хвостами» функции распределения
по энергии на время теплового самовоспламенения
водородосодержащих смесей. Продемонстрировано,
что при высоких давлениях (30 – 100 атм) и темпе-
ратурах в интервале 700 – 900 K учет квантовой по-
правки применительно к реакции инициирования

H2 +O2 → 2OH

приводит к увеличению константы скорости этой ре-
акции и согласию расчетного времени самовоспла-
менения водородосодержащей смеси с опубликован-
ными ранее результатами измерений [4]. Без учета
квантовых поправок расчетное время самовоспла-
менения превышало экспериментальное на 2 – 3 по-
рядка [3].

Если рассчитывать константы скорости реакции

CO+O2 → CO2 +O
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с учетом квантовой поправки по формулам, при-
веденным в работе [2], то их величины и темпе-
ратурная зависимость будут сильно отличаться от
эксперимента [5], давая завышенные значения уже
при низком давлении 0.026 атм и высоких темпе-
ратурах 1300 К. В работе [6] при расчете кван-
товых поправок к функции распределения учтены
конечность массы рассеивающей частицы и обмен
энергией между сталкивающими частицами. Пока-
зано, что при близких массах сталкивающихся час-
тиц квантовыми поправками можно пренебречь. Ис-
пользование полученных в работе [6] формул для
функций распределения по энергии и рассчитан-
ных по ним констант скорости реакции окисления
CO позволило снять серьезные противоречия меж-
ду прежней теорией [2] и экспериментом [5]. Отме-
тим, что в случае реакции инициирования для са-
мовоспламенения водород-кислородной смеси учет
конечности масс хотя и приводит к уменьшению ве-
личины квантовой поправки к константе скорости
реакции инициирования, но она все равно остает-
ся значительной из-за сильного различия масс мо-
лекул водорода по сравнению с молекулами кис-
лорода и азота [6] и по-прежнему позволяет опи-
сать измеренные времена самовоспламенения при
высоких давлениях [4]. Необходимо отметить, что
в работе [7] высказывались сомнения в правомерно-
сти использования функции распределения по ки-
нетической энергии, содержащей высокоэнергетиче-
ские«хвосты», при расчете скорости реакции термо-
ядерного синтеза. Авторы [8] ответили на критиче-
ские замечания и привели аргументы в пользу ис-
пользуемого ими подхода. Сомнение в использова-
нии подхода, предложенного А. Н. Старостиным и
соавторами, было высказано и в работе [9]. Продол-
жение данной дискуссии не является целью нашей
статьи.

В настоящей работе обсуждаются возможные
эксперименты, которые могли бы подтвердить или
опровергнуть результаты, полученные A.Н. Старо-
стиным и соавторами. Согласно результатам [6], в
смеси тяжелого буферного газа с малой примесью
легкого газа можно ожидать формирования высо-
коэнергетического «хвоста» в функции распределе-
ния частиц легкого газа по энергии. Например, та-
кая ситуация будет иметь место в смеси CO (тяже-
лый газ) с небольшой добавкой Не (легкий газ). На-
личие высокоэнергетического «хвоста» в функции
распределения атомов Не по энергии должно при-
вести, в частности, к увеличению констант скоро-
стей колебательно-поступательной релаксации мо-
лекул СО на атомах Не. Для проверки существова-

ния этого эффекта предлагается провести экспери-
менты по измерения скорости колебательной релак-
сации молекул СО на атомах гелия в смеси СО-He с
малым содержанием He. Следует отметить, что ско-
рость колебательно-поступательной релаксации мо-
лекул СО на атомах Не измерялась в ряде работ
[10, 11], но измерения проводились в смесях СО-Не
с большим содержание гелия и малой концентраци-
ей СО. То есть использовались смеси, в которых,
согласно [6], высокоэнергетический «хвост» не фор-
мируется. Сравнения скоростей релаксации, полу-
ченных в смеси СО-He с малым содержанием He,
с данными работ [10, 11] позволит сделать вывод о
корректности теории, развитой в работе А. Н. Ста-
ростина и соавторов [6].

2. ВЛИЯНИЕ КВАНТОВЫХ ЭФФЕКТОВ НА
ФУНКЦИЮ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧАСТИЦ ПО
ЭНЕРГИИ В ПЛОТНЫХ ГАЗОВЫХ СРЕДАХ

При решении разнообразных задач обычно ис-
пользуется максвелловское распределение частиц по
энергии:

fMaxw (ε) =
2
√
ε√

π(kT )3/2
exp

(
− ε

kT

)
. (1)

Здесь ε — кинетическая энергия, T — температу-
ра среды, k — постоянная Больцмана. При перехо-
де к плотным газовым средам могут появляться по-
правки к этой функции распределения, обусловлен-
ные квантовыми эффектами за счет частых столк-
новений. Для вычисления таких поправок можно
использовать функции Грина [12], результаты вы-
числения которых сводятся к функции распределе-
ния частиц по энергии и импульсу. Уравнения для
одночастичной функции Грина могут быть получе-
ны из уравнений Шредингера. При этом они не яв-
ляются полными, поскольку содержат двухчастич-
ную функцию Грина, которую следует определить.
Уравнения, полученные для одночастичной функ-
ции Грина являются интегро-дифференциальными,
поэтому их решение возможно только в приближен-
ном виде. Функции Грина могут вычисляться ме-
тодом итераций. Однако, сходимость этих итера-
ций, согласно заключению, представленному в ра-
боте [12], крайне медленная, поэтому для получения
результатов необходимо использовать эффективный
алгоритм таких итераций.

Для описания влияния квантовых эффектов на
функцию распределения частиц по импульсам в
плотных средах можно воспользоваться аппаратом
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диаграммной техники Келдыша, или обобщенных
функций распределения частиц по энергиям и им-
пульсам [1, 2]. Обобщенная функция распределения
частиц по полной энергии и импульсу имеет следу-
ющий вид [2]:

f (E,p) =

ˆ
eiEr−ipr〈Ψ̂+(x2)Ψ̂(x1)〉dτdr. (2)

Здесь x = (r, t), τ = t1− t2, r = r1− r2, Ψ̂(x) — поле-
вой оператор частицы в гайзенберговском представ-
лении. Эта функция может быть также записана в
виде (см. [2])

f (E,p) = n(E)δγ(E,p). (3)

Здесь n(E) — числа заполнения, а множитель
δγ(E,p) называется спектральной функцией час-
тицы. В случае идеального газа спектральная
функция равна δ(E − ε) и обобщенная функция
распределения может быть представлена в виде

f (E,p) = n(E)δ

(
E − p2

2m

)
. (4)

Для неидеального газа множитель δγ(E,p) может
быть представлен лоренцианом [12]:

δγ(E,p) =
1

π

γ(E,p)

(E − ε−∆(E,p))
2
+ γ2(E,p)

. (5)

Конкретный вид функций γ(E,p) и ∆(E,p) опре-
деляется природой межчастичного взаимодействия.
Такая зависимость δγ(E,p) детально исследуется в
работе [2], где показано, как изменяется стационар-
ная функция распределения при изменении темпе-
ратуры и плотности среды. При этом функция рас-
пределения по импульсу f(p) может быть получена
интегрированием обобщенной функции распределе-
ния (3) по полной энергии E.

Приближенная оценка параметра γa(E,p), вы-
полненная в [2] в рамках модели лоренцевского газа,
в рамках которой рассматривалась малая примесь
легких частиц сорта a , движущихся в буферном га-
зе тяжелых частиц сорта l с концентрацией Nl, при-
вела к следующему выражению (см. также [8]), в ко-
тором суммирование выполняется для учета столк-
новений частиц a с различными компонентами га-
зовой смеси:

γa =
~√
2

∑

l

Nlσal(εal)√
ma

√
E, (6)

где σal — сечение упругого рассеяния частиц a в си-
стеме центра масс. Эта оценка находится в соответ-
ствии с представлением о параметре γa , как о вели-
чине, пропорциональной частоте упругих столкно-
вений. При больших значениях εa (εa ≫ kT ) в той

же работе [2] было сформулировано асимптотиче-
ское выражение для функции распределения легких
частиц по энергии, которое может быть представле-
на в виде суммы:

f(εa) = fMaxw(εa) + fqt(εa),

где fMaxw(εa) описывается выражением (1), а кван-
товая поправка к классической функции распреде-
ления при использовании того же нормировочного
множителя, что и в (1), имеет вид

fqt(εa) =
~√

2π(εa)3/2

∑

l

Nlσal(εal)√
ma

. (7)

В работе [6] выражение для квантовой поправки
fqt(εa) было обобщено на случай учета конечности
массы частиц l и обмена энергией между ними и
примесными частицами a . В [6] использовалась сле-
дующая оценка средней величины энергии, переда-
ваемой частицей a , при pa →∞, в столкновениях с
частицами l :

ω =
εa
νa
,

где
νa =

ml

ma

.

В соответствии с этой оценкой полная энергия Е час-
тицы a должна быть не меньше, чем ω . В работе
[6] была получена оценка величины γa(E, ε):

γa =
~√
2

∑

l

Nlσal(εal)√
ma

√
E − ω, (8)

где σal(εal) — сечение рассеяния в системе центра
масс, как для нейтральных, так и заряженных час-
тиц (конкретный вид см. в [6]). Таким образом, вы-
ражение для квантовой поправки fqt(εa), сформули-
рованное в работе [6], имеет для каждой компоненты
буферного газа тот же вид, что и выражение (7), но
с дополнительным экспоненциальным множителем
с эффективной температурой превышающей темпе-
ратуру среды в νa раз:

fqt(εa) =
~√

2π(εa)3/2

∑

l

Nlσ
0
al√

ma
exp

(
− εa
kTνa

)
. (9)

Квантовая поправка представляет собой сумму
нескольких экспоненциально спадающих функций
от энергии. Причем чем больше масса рассеивающей
частицы l (увеличивается множитель νa = (ml/ma)

в знаменателе показателя экспоненты), тем медлен-
нее спад. Как видно из формулы (9) к экспоненци-
альному спаду еще добавляется степенной. Здесь ис-
пользована следующая оценка сечения рассеяния:

σal(εal) = σ0
al,
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Рис. 1. Функции распределения молекул N2 по кинети-

ческой энергии. 1 — максвелловская функция распреде-

ления. 2 — функция распределения в смеси N2: Ar при

[N2] ≪ [Ar]. 3 — функция распределения в смеси N2: Xe

при [N2] ≪ [Xe]

где σ0
al — газокинетическое сечение столкновения

частиц a и l .
Заметим, что в теории, не учитывающей ко-

нечность массы рассеивающей частицы [2] согласно
формуле (7), есть только степенной спад. Это иллю-
стрирует рис. 1, на котором представлены рассчи-
танные в соответствии с (9) функции распределения
молекул N2 по энергии для чистого молекулярного
азота и для двух бинарных смесей, в которых мо-
лекулярный азот является малой примесью в более
тяжелых газах Ar и Xe. Во всех случаях температу-
ра газа T = 300 K, а плотность N = 2.7 · 1019см−1.
При низких значениях энергии поправки к функции
распределения в этих бинарных смесях, обусловлен-
ные квантовым эффектом, чрезвычайно малы, а для
высоких энергий начинают доминировать и превы-
шают значения, соответствующие максвелловской
функции распределения. Как видно из рис. 1, в сме-
си с ксеноном превышение наступает заметно рань-
ше, чем в смеси с аргоном, для которой величина
параметра νa значительно меньше. Уменьшения на-
клона при замене буферного газа Ar на Xe соответ-
ствует отношению (mAr/mXe).

3. КВАНТОВЫЕ ПОПРАВКИ К
КОНСТАНТАМ СКОРОСТИ

VT-РЕЛАКСАЦИИ

Для экспериментальной верификации высоко-
энергетических «хвостов» функции распределения
вполне подходят измерения констант скорости VT-
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Рис. 2. Функции распределения атомов Не по энергии по-

ступательного движения в двух различных смесях:

1 — CO :He=1 : 99; 2 — CO : He=99 : 1

релаксации. Рассмотрим влияние квантовых попра-
вок к функциям распределения на константы ско-
рости этих процессов в смеси тяжелого молекуляр-
ного газа с легким атомарным газом, в которой наи-
более быстрые процессы VT-релаксации молекул
происходят при столкновениях с атомами. Таким
процессом может быть релаксация колебательно-
возбужденных молекул СО на атомах гелия:

CO(v = 1) + He→ CO(v = 0) + He. (10)

Константы скорости этого процесса неоднократ-
но измерялись и рассчитывались в приближении
максвеловской функции распределения молекул и
атомов, например, в работах [10, 11, 13]. Нами были
рассмотрены две смеси с различным соотношением
легких и тяжелых компонентов:

1) смесь CO : He при [He]≫ [CO];
2) смесь CO : He при [He]≪ [CO].

Был выполнен анализ влияния квантовых поправок
на константы скорости процесса (10) при темпера-
туре газа 300 К. При этой температуре измеренное в
эксперименте значение константы скорости состав-
ляет 1.7 · 10−17см3·c−1 , что хорошо согласуется с
результатами теоретических вычислений [11,13]. На
рис. 2 представлены функции распределения атомов
Не по кинетической энергии для указанных смесей,
рассчитанные с использованием выражений (1) и (9)
при температуре газа 300 К и плотности газовой
смеси N = 2.7 · 1019 см−3. Зависимость 1 на этом
рисунке, расчитанная для смеси CO : He=1 : 99, сов-
падает с классическим максвелловским распределе-
нием. Квантовые поправки к этой функции распре-
деления ничтожно малы. Функция распределения
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в смеси, в которой He является малой примесью в
тяжелом газе, заметно отличается от классической
функции распределения в высокоэнергетической об-
ласти с ε > 4000 см−1, где ее спад в соответствии с
(9) определяется, в основном, экспоненциальной за-
висимостью fqt(ε) от энергии ε с эффективной тем-
пературой превышающей температуру среды при-
мерно в (mCO/mHe) раз. Сечение эндотермического
процесса

CO(v = 0) + He→ CO(v = 1) + He

находилось из принципа детального равновесия:

σ0→1(ε+∆u) = σ1→0(ε)
ε

ε+∆u
, (11)

где σ1→0(ε) — сечения процесса VT-релаксации в
экзотермическом направлении, рассчитанные мето-
дом связанных состояний в работе [11] для энергий
ε < 3657 см−1, ∆u = 2143 см−1 — величина энер-
гии первого колебательного кванта молекулы СО.
Для экстраполяции сечения σ0→1 в область энергий,
превышающих 5800 см−1, использовалось известное
приближение (см., например, [14, 15]), согласно ко-
торому сечение этого процесса можно оценить как

σ0→1 = A exp

(
−2π∆u

αv~

)
.

Здесь α — обратный радиус взаимодействия моле-
кул СО с атомами He, определяющий характерный
размер близкодействующего экспоненциального от-
талкивания ∼ exp(−αx) сталкивающихся молеку-
лы и атома, v — скорость их относительного дви-
жения. Константа A = 1.772 · 10−14 см2, определе-
на из условия сшивки с сечением, взятым из ра-
боты [11]. Значение обратного радиуса взаимодей-
ствия α = 3.37 Å−1 было заимствовано из работы
[16]. Использование аналитической формулы явля-
ется оправданным до энергий ε = 12000 см−1 пока
параметр Месси,

ξ =
π∆u

αv~
,

заметно больше единицы. Расчеты констант скоро-
сти процесса, обратного реакции (10), выполнялись
нами с использованием сечений для энергий, не пре-
вышающих указанное значение. Без учета кванто-
вой поправки константа скорости процесса возбуж-
дения первого колебательного уровня молекулы СО
в столкновениях с атомами гелия вычислялась по
формуле (см., например, [11, 17]):

k0→1
0 (T ) =

∞̂

∆u

σ0→1(ε) v(ε) fMaxw(ε)dε (12)
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Рис. 3. Температурные зависимости константы скорости

процесса CO(v = 0) + He → CO(v = 1) + He. Смесь

CO :He=99 : 1. Квадратные маркеры соответствуют экспе-

риментальным данным работ [11,20]. 1 — расчет без учета

квантовой поправки. 2, 3, 4 — расчет с учетом квантовых

поправок, 2 — N = 2.7·1019 см−3, 3 — N = 1.35·1020 см−3

и 4 — N = 2.7 · 1020 см−3

где v(ε) - скорость относительного движения. Для
расчета константы скорости k0→1(T ) с учетом кван-
товой поправки fqt(ε) использовалось аналогичное
выражение:

k0→1
0 (T ) =

∞̂

∆u

σ0→1(ε) v(ε)(fMaxw(ε) + fqt(ε))dε.

(13)
Здесь fMaxw(ε) и fqt(ε) — классическая и «кванто-
вая» составляющие функции распределения, опре-
деляемые выражениями (1) и (9). Согласно (13),
константу скорости k0→1(T ) можно выразить в виде
суммы

k0→1 = k0→1
0 + k0→1

qt ,

в которой первое слагаемое рассчитано с функцией
распределения fMaxw(ε), а второе — с fqt(ε).

В результате вычислений k0→1
0 и k0→1

qt в
соответствии с выражениями (12) и (13) в сме-
си CO : He=99 : 1 при объемной плотности газа
2.7 · 1019см−3 и температуре 300 К были най-
дены следующие значения констант скорости
VT-процессов:

k0→1
0 = 5.92 · 10−22 см3 · c−1,

k 0→1
qt = 9.48 · 10−21см3 · с−1.

Таким образом, при указанных условиях k0→1
qt пре-

вышает k0→1
0 примерно в 17 раз. Зависимости кон-

стант скорости k0→1 от температуры и плотности

3 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Рис. 4. Расчетная релаксация населенности молекул СО

на первом колебательном уровне в смеси СО :Не=99 : 1.

Зависимости 1, 1
′ — без учета квантовых поправок; 2 ,

2
′ — с учетом квантовых поправок; 1

′ и 2
′ — расчет без

учета спонтанного излучения в уравнениях колебательной

кинетики

смеси CO : He=99 : 1 иллюстрирует рис. 3, из кото-
рого видно сильное возрастание влияния квантовых
поправок на константы скорости при понижении
температуры и кратное увеличение влияния этих
поправок при увеличении плотности. Основываясь
на известном соотношении между константами ско-
рости прямых и обратных процессов,

k0→1 = k1→0exp
(
−∆u

kT

)
,

мы вычислили константы k1→0
qt и k1→0

0 .
При этом значение константы скорости
k 1→0
0 = 1.72·10−17см3·с−1 при T = 300 K хорошо со-

гласуется с экспериментальными и теоретическими
данными работы [11]. Тот факт, что k1→0

qt более чем
на порядок величины превосходит k1→0

0 , указывает
на возможность экспериментальной верификации
влияния квантовой поправки fqt(ε) к функции
распределения на константы скорости k1→0.

При анализе возможностей экспериментальной
проверки сильного влияния квантовых поправок на
константы скорости VT-релаксации k1→0 выполня-
лись расчеты релаксации колебательных населенно-
стей молекул СО после импульсной накачки колеба-
тельного уровня v = 1. Реализация такой накачки в
эксперименте может происходить как в импульсном
несамостоятельном разряде, так и при оптической
накачке. При этом первый вариант представляется
предпочтительным. Осуществление второго вариан-
та накачки может представлять определенную про-

блему, так как для достижения пространственно-
однородной оптической накачки смеси потребуется
согласование рабочей частоты и энергии импуль-
са лазерного источника с коэффициентом поглоще-
ния на выбранной частоте, а также уменьшение по-
глощения излучения за счет частичной замены СО
на более тяжелый инертный газ Ar, Kr или Xe,
которая, в соответствии с выражением (9), долж-
на увеличить квантовую поправку к функции рас-
пределения атомов He. При расчетах релаксации
колебательных населенностей молекул СО в смеси
СО : Не=99 : 1 использовались уравнения поуровне-
вой колебательной кинетики [18], учитывающие про-
цессы одноквантового VV-обмена между молекула-
ми, процессы VT-релаксации и процессы спонтанно-
го излучения. Выбор констант скорости процессов
VV-обмена и коэффициентов Эйнштейна осуществ-
лялся в соответствии с результатами анализа рабо-
ты [19]. Расчеты выполнялись как без учета кванто-
вых поправок к константам скорости процессов VT-
релаксации при столкновениях СО-Не, так и с уче-
том этих поправок. Предполагалось, что при нали-
чии поправок к константам скорости VT-релаксации
зависимость этих констант от номера колебательно-
го уровня остается неизменной. В расчетах величи-
на удельного энерговклада на возбуждение состоя-
ния СО (v = 1) составляла сравнительно малую ве-
личину (2.5 Дж/(л·Амага)), что легко реализуемо в
эксперименте. Расчеты проводились при постоянной
температуре газа, так как при полной релаксации
вложенной энергии нагрев не превысит 3 К. Здесь
используется единица плотности Амага: 1 Амага —
плотность газа при нормальных условиях, составля-
ющая примерно 2.7·1019 см−3. Согласно результатам
выполненных расчетов роль VV-обмена сказывает-
ся лишь на временах ≤ 5 · 10−7c, когда происходит
установление квазиравновесия в процессах

CO(v = 1) + CO(v = 1)→ CO(v = 0) + CO(v = 2).

Дальнейшая релаксация населенности первого коле-
бательного уровня молекулы СО определяется про-
цессами VT-релаксации и спонтанного излучения.
Динамика этой релаксации во всех рассмотренных
случаях хорошо описывается экспоненциальной за-
висимостью. Отметим, что вклад VT-релаксации
молекул с уровня v = 2 в эту динамику являет-
ся ничтожным, так как при используемой в рас-
четах величине энерговклада отношение населенно-
стей на уровнях v = 1 и v = 2 всегда превышает
2 – 3 порядка величины. Характерное время распада
оценивалось по наклону зависимости населенности
первого уровня от времени, построенной в логариф-
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мическом масштабе. На рис. 4 приведены результа-
ты расчетов релаксации населенности молекул СО
на первом колебательном уровне при температуре
300 К и плотности газа 1 Амага. Приведенные на
рис. 4 зависимости нормированы на населенность
на уровне v = 1 в момент окончания быстрой им-
пульсной накачки. Зависимости 1 , 2 на рис. 4 иллю-
стрируют, что при учете квантовых поправок релак-
сация населенности первого колебательного уровня
молекул CO происходит заметно быстрее, чем без
учета этих поправок. Характерное время релакса-
ции уменьшается при этом примерно в три раза с
24.7 мс до 8.83 мс. Эти две зависимости рассчитаны
с учетом спонтанного излучения, что соответствуют
случаю оптически тонкого слоя, т.е. при выполне-
нии условия (æL)≪ 1, где æ — коэффициент погло-
щения, L — длина кюветы по лучу. Выполненные
нами расчеты коэффициентов поглощения спонтан-
ного излучения на переходах R- и P -ветвей полосы
v = 1→0 показали, что при рассматриваемых пара-
метрах газовой смеси для большей части рассмот-
ренных переходов (с J = 3 по J = 20) коэффици-
енты поглощения æ ≥ 10 см−1, так что даже при
L ∼ 1см выполняется условие оптически толстого
слоя (æL) ≫ 1, что свидетельствует об эффектив-
ном поглощении спонтанного излучения в газовой
смеси. О существенной роли поглощения спонтанно-
го излучения при повышении содержания молекул
СО отмечалось, в частности, в работе [10]. Для при-
ближенного учета этого эффекта расчеты динамики
населенности первого колебательного уровня были
выполнены при исключении процессов спонтанного
излучения из кинетических уравнений для колеба-
тельных населенностей. Результаты таких расчетов,
описываемые зависимостями 1′ и 2 ′, также пред-
ставлены на рис. 4. В этом случае релаксация на-
селенности первого колебательного уровня, рассчи-
танная без учета квантовых поправок, значительно
замедляется, а учет квантовых поправок приводит к
уменьшению характерного времени релаксации при-
мерно в 16 раз с 0.21 до 0.013 с. Эффект увели-
чения скорости VT-релаксации должен возрастать
при уменьшении температуры, увеличения плотно-
сти и частичной замене буферного газа на более тя-
желый.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На примере молекул СО и атомов He исследо-
вано влияние квантовых поправок к функции рас-
пределения по энергии лёгких частиц, обусловлен-

ных частыми столкновениями с тяжелыми части-
цами буферного газа. Рассчитаны функции распре-
деления по энергии легких частиц, концентрация
которых мала по сравнению с концентрацией час-
тиц буферного газа. Показано, что при учете кван-
товых поправок константы скорости колебательно-
поступательной релаксации молекул СО на атомах
He в смеси СО : Не=99 : 1 увеличиваются более чем
на порядок при плотности газа 1 Амага и температу-
ре 300 К. Это приводит к уменьшению времени ко-
лебательной релаксации, которое может быть обна-
ружено экспериментально. Степень влияния кван-
товых поправок увеличивается с уменьшением тем-
пературы газа и с увеличением его плотности. Вли-
яние квантовых поправок к функции распределения
по энергии атомов гелия, приводящее к уменьшению
времени колебательной релаксации, возрастает при
добавлениях в смесь СО : Не более тяжелых буфер-
ных газов, например, Ar, Kr или Xe.
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Исследовано влияние диэлектрической пленки на поверхности проводящих пылевых частиц на их элек-

тростатическое взаимодействие. Особое внимание уделено случаю, когда радиус одной из них много

больше радиуса второй и случаю неравномерного распределения поверхностного заряда с вариантами
равномерного распределения свободного заряда на каждой из макрочастиц по всей поверхности, по

левым и/или правым полушариям. Разработана методика расчета медленно сходящихся рядов с исполь-

зованием гипергеометрических функций Гаусса и путем введения новых функций, для которых получены

рекуррентные соотношения и методика численного расчета.

DOI: 10.31857/S0044451023070040
EDN:GDQXYJ

1. ВВЕДЕНИЕ

Пылевая плазма является удобным объектом
для изучения закономерностей развития сильно
неидеальных открытых систем, поэтому ее иссле-
дование представляет значительный фундаменталь-
ной интерес [1–13]. Ее изучение имеет важное зна-
чение также для развития ряда приложений, на-
пример, индустрии производства наночастиц [14] и
их нанесения на материалы с целью формирования
тонких защитных пленок или пленок с уникальны-
ми физическими и химическими свойствами.

В последние годы металлические нано- и микро-
размерные частицы привлекают все большее внима-
ние из-за их многочисленных приложений [15–29].
Для многих из этих приложений, особенно для оп-
тических, необходим регулярный массив частиц, ко-
торый может быть легко сформирован на границе
раздела жидкостей. В отличие от границы раздела
твердое тело–жидкость, на которой возникают то-
пологические дефекты, флюидная природа интер-
фейса из массива частиц позволяет им самовосста-
навливаться без каких-либо внешних воздействий,

* E-mail: fav@triniti.ru

приводя к формированию удивительно однородных
пленок, покрывающих большие площади [30,31]. Бо-
лее того, благодаря своей бездефектности такие кон-
струкции легко воспроизводятся и, будучи текучи-
ми, легко деформируются [31]. Развитие этих при-
ложений требует исследования электростатического
взаимодействия сферических частиц из металла, по-
крытых диэлектрической пленкой [32–34]. Данная
задача является фундаментальной для разработки
электрореологических наножидкостей [35], для чего
требуется точное знание электростатической силы
притяжения во внешнем электрическом поле между
незаряженными частицами с проводящими ядрами,
покрытыми диэлектрической пленкой.

Также в процессе нахождения пылевых частиц в
плазме могут измениться свойства их поверхности,
например, образоваться тонкий слой из материала
с другими диэлектрическими свойствами. При этом
изменится характер их электростатического взаимо-
действия. Заряженные пылевые частицы левитиру-
ют в областях повышенного электрического поля,
которые обычно находятся около электродов или
стенок, ограничивающих плазму. При этом в ВЧ-
емкостном разряде электроды покрыты диэлектри-
ческой пленкой, т. е. имеют двуслойную структуру.
В свете всего сказанного выше представляет интерес
исследование электростатического взаимодействия
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двуслойных частиц, при этом электрод с диэлектри-
ческим слоем может рассматриваться как сфериче-
ская макрочастица большого радиуса. Целью насто-
ящей работы является именно решение данной зада-
чи.

В работе [36] отмечалось, что вычисление силы
между сферой и диэлектрической плоской стенкой
является очень сложной задачей, поэтому электро-
статическая сила вычислялась путем замены плос-
кой стенки большой сферой. В этой работе зада-
ча решалась методом переразложения сферических
функций с полюсом в центре одной из макрочастиц
по сферическим функциям с полюсом в центре дру-
гой. Такой же метод использовался в работе [37].
Трудность решения рассматриваемой задачи мето-
дом переразложения, как отмечалось в работе [38],
связана с тем, что для коэффициентов разложения
потенциала получается система уравнений с квад-
ратной матрицей, порядок которой для достижения
требуемой точности при уменьшении межчастично-
го расстояния быстро растет, а коэффициенты раз-
ложения все медленнее убывают с ростом номера.

При решении задачи о взаимодействии двух
сферических макрочастиц с использованием бисфе-
рической системы координат система уравнений
для коэффициентов разложения потенциала имеет
блочно-диагональный вид и при сравнимых разме-
рах шаров успешно решается, например, методом
матричной прогонки [39].

Такой же метод для решения задачи взаимодей-
ствия сферической макрочастицы с плоской грани-
цей использовался в работах [40–42], причем в по-
следних работах рассматривалось взаимодействие
незаряженной сферической макрочастицы с неза-
ряженной плоской границей во внешнем однород-
ном электрическом поле. В работах [38, 43] было
показано, что при сильно различающихся разме-
рах возникает проблема задания «граничных» зна-
чений коэффициентов разложения со стороны боль-
ших мультипольных моментов (см. также [41]). В
этих работах проблема была решена и был выпол-
нен переход к бесконечному радиусу одной из мак-
рочастиц.

Бисферическая система координат не позволяет
рассмотреть задачу о взаимодействии двух макро-
частиц даже в самом простом случае, когда только
одна из них является двуслойной. Поэтому объяв-
ленная выше задача в настоящей работе будет ре-
шаться методом разложения потенциала по сфери-
ческим гармоникам. При этом будут рассмотрены
варианты либо равномерного распределения свобод-
ного заряда по всей поверхности, либо распределе-

ния по левым и/или правым полушариям (относи-
тельно другой макрочастицы) обеих макрочастиц.

Развитая в настоящей работе методика расче-
та силы электростатического взаимодействия может
быть использована при описании процесса взаимо-
действия наночастиц со стенкой в технологиях про-
изводства наночастиц [44, 45] и в технологии нане-
сения нанослоев [46], при калибровке атомных си-
ловых микроскопов и точном выделении ван-дер-
ваальсовского взаимодействия на малых расстояни-
ях [47–51], при изучении адгезии заряженных час-
тиц [52], моделировании процесса удаления мелких
пылевых частиц из воздуха [53] и т. д. Также она
может найти применение при описании электроста-
тического взаимодействия частиц активной мате-
рии [54–56], в том числе и янус-частиц [57,58]. Про-
блема удаления наночастиц в системах травления
микросхем не теряет своей актуальности и сего-
дня [59], следовательно, актуальными являются и
исследования взаимодействия наноразмерных час-
тиц друг с другом, со стенками и подложкой.

2. ПОСТАНОВКА И МЕТОД РЕШЕНИЯ
ЗАДАЧИ О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ДВУХ
ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЗАРЯЖЕННЫХ

ШАРОВ С СИЛЬНО РАЗЛИЧАЮЩИМИСЯ
РАДИУСАМИ

Геометрия решаемой задачи приведена на рис. 1.
В настоящей работе рассматривается случай, когда
внутренние ядра макрочастиц являются проводни-
ками, при этом для 2-й макрочастицы наличие ме-
таллического ядра будет учтено уже в окончатель-
ных выражениях. Такое строение макрочастиц вы-
брано для того, чтобы эффекты образования ди-

Рис. 1. Геометрия задачи взаимодействия макрочастиц с

радиусами a1 и a2 в однородном внешнем электрическом

поле E0 (a0 — радиус проводящего ядра, ε, ε1, ε2 и εm —

диэлектрические проницаемости однородной среды, 1-й и

2-й макрочастиц и внутреннего ядра соответственно)
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электрических пленок были наиболее заметными во
взаимодействии макрочастиц. Отметим, что в слу-
чае образования металлических пленок на диэлек-
трических макрочастицах свойства электростатиче-
ского взаимодействия полностью определяются ме-
таллической пленкой, поэтому такая задача являет-
ся более простой и она уже решена многими автора-
ми [60, 61].

Распределение потенциала внешнего однородно-
го поля описывается выражением [60,61]

φE = −E0zr cos θ − E0xr sin θ cosϕ =

= E0zr2 cos θ2 − E0xr2 sin θ2 cosϕ− E0zR, (1)

где r, θ и r2, θ2 — радиус и полярный угол в сфери-
ческой системе координат соответственно с началом
в центре 1-й макрочастицы и осью, направленной к
центру другой макрочастицы (см. рис. 1) и наобо-
рот, E0z , E0x — z- и x-компоненты вектора напря-
женности внешнего электрического поля E0, R —
расстояние между центрами макрочастиц.

Потенциал внутри 1-й макрочастицы с учетом
проводящего ядра радиусом a0 определяется выра-
жениями

φ0 (r, φ, ϕ) = V ≡ const, r 6 a0, (2)

φI (r, θ, ϕ) =

∞∑

n=0

n∑

m=0

Pm
n (cos θ)×

×
{
r−(n+1)

[
Fm
n cos (mϕ) + F−m

n sin (mϕ)
]
+

+ rn
[
Cm

n cos (mϕ) + C−m
n sin (mϕ)

]}
, (3)

где r, θ, ϕ — координаты точки наблюдения в сфе-
рической системе координат с полюсом в центре 1-й
макрочастицы (см. рис. 1), a1 — радиус 1-й макро-
частицы, V — постоянная, которая либо определя-
ется из условия отсутствия свободных зарядов на
проводящем ядре 1-й макрочастицы, либо задается
как параметр задачи (если внутреннее ядро зазем-
лено, то V = 0), Pm

n — присоединенные функции
Лежандра, C±m

n и F±m
n — коэффициенты разложе-

ния потенциала.
Внутри 2-й макрочастицы распределение потен-

циала имеет вид

φII (r2, θ2, ϕ) =
∞∑

n=0

n∑

m=0

rn2P
m
n (cos θ2)×

×
[
Dm

n cos (mϕ) +D−m
n sin (mϕ)

]
, (4)

где r2, θ2, ϕ — координаты точки наблюдения в сфе-
рической системе координат с полюсом в центре 2-й

макрочастицы (см. рис. 1), D±m
n — коэффициенты

разложения потенциала.
Распределение потенциала каждой макрочасти-

цы в диэлектрике (вакууме) с проницаемостью ε бу-
дем искать в виде

φ1 (r, θ, ϕ) =
1

r

∞∑

n=0

n∑

m=0

(
R

r

)n

Pm
n (cos θ)×

×
[
Am

n cos (mϕ) +A−m
n sin (mϕ)

]
,

φ2 (r2, θ2, ϕ) =
1

r2

∞∑

n=0

n∑

m=0

(
R

r2

)n

Pm
n (cos θ2)×

×
[
Bm

n cos (mϕ) +B−m
n sin (mϕ)

]
,

(5)

где A±m
n и B±m

n — коэффициенты разложения по-
тенциалов.

Решение в области вне пылевых макрочастиц яв-
ляется суперпозицией (1) и (5):

φ(r, θ, ϕ) = φE(r, θ, ϕ) +

+ φ1(r, θ, ϕ) + φ2(r2, θ2, ϕ). (6)

Граничные условия для диэлектрических макро-
частиц имеют вид [60, 61]

φI(r, θ, ϕ)|r=a0
= φ0(r, θ, ϕ)|r=a0

,

φ(r, θ, ϕ)|r=a1
= φI(r, θ, ϕ)|r=a1

,

φ(r2, θ2, ϕ)|r2=a2
= φII(r2, θ, ϕ)|r2=a2

;

(7)

ε1
∂φI
∂r

∣∣∣∣
r=a1

− ε
∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=a1

= 4πσ1,

ε2
∂φII
∂r2

∣∣∣∣
r2=a2

− ε
∂φ

∂r2

∣∣∣∣
r2=a2

= 4πσ2,

(8)

где σi — распределение плотности свободного заря-
да по поверхности i-й макрочастицы, i = 1, 2.

Разложение сферических гармоник, связанных с
системой координат с полюсом в центре 2-й макро-
частицы, по сферических гармоникам в системе ко-
ординат с полюсом в центре 1-й макрочастицы при
r < R имеет вид [62, 63]

Pm
n (cos θ2)

rn+1
2

=
1

Rn+1

∞∑

k=m

Ck−m
k+n ×

×
( r
R

)k
Pm
k (cos θ) , (9)

где Ck−m
k+n — биноминальный коэффициент (число

сочетаний),

Ck−m
k+n =

(k + n)!

(k −m)! (n+m)!
.

Аналогичное выражение имеет место для разложе-
ния Pm

n (cos θ) /rn+1 при r2 < R.
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В итоге распределение потенциала 2-й макроча-
стицы в системе координат 1-й (при r < R) примет
вид

φ2 (r, θ, ϕ) =
1

R

∞∑

k=0

k∑

m=0

∞∑

n=m

Ck−m
n+k

( r
R

)n
×

×
[
Bm

k cos (mϕ) +B−m
k sin (mϕ)

]
Pm
n (cos θ) . (10)

Для определения силы взаимодействия нам необ-
ходимо найти коэффициенты A±m

n и B±m
n , для на-

хождения которых из граничных условий (7), (8),
используя (1)–(6) и (10), получаем систему уравне-
ний (n = 1, 2, . . . ,∞, m = 0, 1, . . . , n)

β1,nA
±m
n + (ε1ζn − ε)x2n+1 ×

×
∞∑

k=m

Ck−m
n+k B

±m
k =

xn

n
α±m
1,n +

+ a21x (ε1ζ1 − ε) δn1 (E0zδm0 + E0xδm1) , (11)

β2,nB
±m
n + (ε2 − ε) y2n+1 ×

×
∞∑

k=m

Ck−m
n+k A

±m
k =

yn

n
α±m
2,n −

− a22y (ε2 − ε) δn,1 (E0zδm,0 − E0xδm,1) . (12)

Здесь введены следующие обозначения:

ζn =
1 +

(
1 + n−1

)
v2n+1

1− v2n+1
, x =

a1
R
, y =

a2
R
, v =

a0
a1
,

β1,n =
nε1ζn + ε (n+ 1)

n
, β2,n =

ε2n+ ε (n+ 1)

n
,

α±m
1,n = 4πa21σ

±m
1,n , α±m

2,n = 4πa22σ
±m
2,n ,

δn,k — символ Кронекера, который равен 1 при n = k

и 0 при n 6= k.
Для n = 0 коэффициенты разложения определя-

ются выражениями

A0 =
q0 + q1
ε

, B0 =
q2
ε
, (13)

где qi = 4πa2iσi,0, i = 1, 2, q0 — заряд, наведенный на
проводящем ядре 1-й макрочастицы. В случае изо-
лированного ядра q0 = 0 и коэффициент A0, как и
B0, определяется зарядом макрочастицы. В случае
поддержания постоянного потенциала V на прово-
дящем ядре на нем появляется заряд

q0 =
ε1a0

ε+ (ε1 − ε) v

(
εV − q1

a1
− ε

R

∞∑

k=0

Bk

)
. (14)

В этом случае коэффициентA0 уже зависит от окру-

жающих 1-ю макрочастицу зарядов и определяется
уравнением

A0 +
ε1a0x

ε1a0 + ε(a1 − a0)

∞∑

k=0

Bk =

=
q1
ε
− ε1a0
ε1a0 + ε(a1 − a0)

(q1
ε
− V a1

)
. (15)

Следовательно, в этом случае уравнение (15) для A0

должно решаться вместе с системой уравнений (11)
и (12).

3. АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОЕ
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СВОБОДНЫХ ЗАРЯДОВ

Далее подробно рассмотрим аксиально-симмет-
ричное распределение свободных зарядов во внеш-
нем поле, направленном вдоль оси z. В этом случае
для определения коэффициентов разложения потен-
циалов из уравнений (11), (12) получаем систему
(n = 1, 2, . . .)

β1,nAn + x2n+1(ε1ζn − ε)
∞∑

k=1

Ck
n+k Bk =

xn

n
α1,n −

−
(
x2n+1B0 − E0za

2
1xδn,1

)
(ε1ζn − ε), (16)

β2,nBn + y2n+1(ε2 − ε)
∞∑

k=0

Ck
n+kAk =

=
yn

n
α2,n − E0za

2
2 y δn,1(ε2 − ε). (17)

Далее в основном будем изучать случай, когда
a1 ≫ a2, так как решение задачи в случае сравни-
мых размеров макрочастиц не вызывает трудностей.
Ниже везде принято, что 1-й макрочастицей явля-
ется макрочастица с не меньшим радиусом. Для до-
стижения нужной точности в случае сильно разли-
чающихся радиусов требуется значительно меньшее
число коэффициентов Bn для меньшей макрочасти-
цы, чем коэффициентов An для большей макроча-
стицы.

Как видно из уравнений (16) и (17), коэффици-
енты An убывают как x2n+1, а коэффициенты Bn —
как y2n+1. При близко расположенных макрочасти-
цах межчастичное расстояние приблизительно рав-
но сумме радиусов макрочастиц: R ≈ a1 + a2, по-
этому y ≈ a2/a1 ≪ 1 и x ≈ 1 − a2/a1 ≈ 1. Следова-
тельно, для достижения заданной точности δ нужно
учесть следующее число членов разложения:

nB ≈
ln δ

2 ln y
, nA ≈

ln δ

2 lnx
. (18)

При δ = 10−15, L ≪ a2, R ≈ a1 + a2 из (18)
имеем данные, представленные в табл. 1. Видно, что
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чем сильнее отличаются радиусы макрочастиц, тем
меньше членов разложения нужно учитывать для
меньшей макрочастицы. Нужно отметить, что из-за
особенностей членов ряда в сумме для определения
силы требуется существенно большее число членов
для достижения точности в 6–7 знаков. В насто-
ящей работе нужное число членов определялось с
δ = 10−81, т. е. было почти на порядок больше при-
веденных в табл. 1.

Таблица 1. Количество требуемых для достижения задан-
ной точности δ = 10−15 членов разложения потенциа-

лов (5) при L≪ a2, R = a1 + a2

a1/a2 1 10 100 1000

nA 25 181 1736 17280

nB 25 78 4 3

Из уравнений (16) найдем коэффициенты An и
исключим их из уравнений (17). В итоге после про-
стых преобразований с учетом (15) получим

β2,nBn − y2n+1(ε2 − ε)
∞∑

j=1

(Snj + ϑB)Bj = bn, (19)

где введены следующие обозначения:

Snj =

∞∑

k=1

Ck
n+kC

k
j+k

x2k+1

β1, k
(ε1ζk − ε), (20)

bn =
yn

n
α2,n − y2n+1(ε2 − ε)×

×
(
Qn − y2n+1B0Sn0 + ϑA

)
− E0z(ε2 − ε)×

×
[
a22yδn,1 + y2n−1n+ 1

β1,1
(ε1ζ1 − ε)x3

]
, (21)

Qn =

∞∑

k=1

Ck
n+k

α1, k

kβ1, k
xk, (22)

ϑA =





q1/ε, q0 = 0,
ε1a0(a1V − xB0) + (a1 − a0)q1

(ε1 − ε)a0 + εa1
, V = const,

ϑB =





0, q0 = 0,
ε1a0x

(ε1 − ε)a0 + εa1
, V = const.

Из выражения (20) видна сложность нахождения
суммы ряда при близких к единице значениях x, так
как при больших k имеет место асимптотическое по-
ведение β1, k → 1, ζk → 1, поэтому отношение k-го
члена ряда к члену с номером (k− 1) ведет себя как
x2(1 + n/k)(1 + j/k) и становится меньше 1 только
при k > (n + j)/2y. Суммирование ряда в выраже-
нии (22) для нахождения Qn вызывает трудности
при равномерной зарядке только половины шара и

этот случай мы рассмотрим ниже. В случае равно-
мерной зарядки всей поверхности первой макроча-
стицы все коэффициенты Qn примут нулевое значе-
ние.

Для нахождения величин Snj используем следу-
ющее разложение:
ε1ζk − ε
β1, k

= τ0 +
τ1

k + 1
+

τ2
(k + 1)(k + 2)

+

+
τ3

(k + 1)(k + 2)[ε1k + ε(k + 1)]
+

+ v2k+1

[
τz0 +

τz1
k + 1

+
τz2

(k + 1)(k + 2)
+ fk

]
, (23)

где

τ0 =
ε1 − ε
ε1 + ε

, τ1 = −τ0
ε

ε1 + ε
, τ2 = τ1

ε1
ε1 + ε

,

τ3 = τ2(2ε1 + ε);

(24)

τz0 =
4εε1

(ε1 + ε)2
, τz1 =τz0

ε1 − ε
ε1 + ε

,

τz2 =τz1
5ε1 − ε
4(ε1 + ε)

,

(25)

fk — остаток, пропорциональный k−3. В результате
имеем

Snj =

2∑

i=0

[
τiS

i
nj(x) + τziS

i
nj(xv)

]
+∆Snj , (26)

∆Snj = −
∞∑

k=1

Ck
n+kC

k
j+kx

2k+1 ×

×
{

τ3
(k + 1)(k + 2)[ε1k + ε(k + 1)]

−

− fkv2k+1

}
. (27)

Здесь Si
nj — функции, определенные суммами:

Si
nj(x) =

∞∑

k=1

(n+ k)!

k!n!

(j + k)!

j!(k + i)!
x2k+1 ≡

≡ x

i!

[
2F1

(
n+ 1, j + 1; i+ 1; x2

)
− 1
]
, (28)

где 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса [64,
65] (см. Приложение А).

3.1. Вычисление коэффициентов Qn в

случае неравномерного распределения

свободного заряда

Рассмотрим задачу с однородным распределени-
ем свободного заряда только по правой половине по-
верхности первого шара:

σ1(θ) = σ

{
1, 0 6 θ 6 π/2,

0, π/2 < θ 6 π.
(29)
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Разложим распределение свободного заряда по по-
линомам Лежандра:

σ1(θ) =

∞∑

n=0

σ1,nPn(cos θ), (30)

где для распределения (29)

σ1,n=2k+1 = σ(−1)k (2k − 1)!!(4k + 3)

2k+2(k + 1)!
,

k = 0, 1, 2, . . . , (n = 1, 3, 5, . . .) ;

σ1,n=0 =
1

2
σ; σ1,n=2k = 0, k = 1, 2, 3, . . .

(31)

В этом случае вызывает определенные трудности
вычисление величины Qn из выражения (22), так
как члены ряда очень медленно убывают с ростом
номера для рассматриваемого распределения заря-
да (см. рис. 2). Используя (31), из (22) находим

Qn =
πa21σx

n!

∞∑

k=0

(n+ 2k + 1)!

k!(k + 1)!

4k + 3

2k + 1
×

× 1

(2k + 1)ε1ζ2k+1 + ε(2k + 2)

(
−x

2

4

)k
. (32)

Для ускорения сходимости ряда (32) используем
разложение:

4k + 3

(2k + 1)[(2k + 1)ζ2k+1ε1 + ε(2k + 2)]
=

=
εQ1

k + 2
+

εQ2

(k + 2)(k + 3)
+ Θk, (33)

где Θk — член, убывающий как k−3, коэффициенты

Рис. 2. Зависимость конечной суммы

sn =
∑N

n=0 σ1,n Pn(µ) от полярного угла µ = cos θ

при разных значениях числа учитываемых членов при

суммировании (30): N = 1 (кривая 1), 3 (2), 5 (3), 11 (4),

21 (5), 101 (6) и 1001 (7)

εQ1 и εQ2 определены соотношениями

εQ1 =
1

ε1 + ε
, εQ2 =

7(ε1 + ε)− 2ε

4(ε1 + ε)2
.

Введем функцию, определенную рядом:

T a
n =

1

(n− 1)!

∞∑

k=0

(2k + n)!

k!(k + a)!
zk. (34)

Процедура вычисления этой функции описана в
Приложении B. Тогда функции Qn вычисляются по
формуле

Qn = πa21σx
[
εQ1T

2
n+1

(
− 1

4x
2
)
+

+ εQ2T
3
n+1

(
− 1

4x
2
)
+ Λn

]
, (35)

где Λn — быстро cходящаяся величина (см. форму-
лы (32) и (33)),

Λn =
∞∑

k=0

ΘkΦk, (36)

Θk =

(
2 +

1

2k + 1

)
1

(2k + 1)β1,2k+1
−

− εQ1

k + 2
− εQ2

(k + 2)(k + 3)
, (37)

а величины Φk легко вычисляются с помощью ре-
куррентного соотношения:

Φ0 = n+ 1,

Φk = −x2Φk−1

(
1 +

n

2k

) [
1 +

n− 1

2(k + 1)

]
,

k = 1, 2, . . .

(38)

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩЕЙ
НА ПЕРВУЮ МАКРОЧАСТИЦУ

Сила, действующая на 1-ю макрочастицу, через
максвеллов тензор натяжения T определяется вы-
ражением [60]

F =

"
Tn cos θ dS, (39)

где Tn — нормальная (к поверхности 1-й макроча-
стицы) составляющая тензора натяжений,

Tn =
ε

4π

(
EnE−

1

2
nE2

)
. (40)

Отсюда для определения z-составляющей силы на-
ходим

Fz =
εa21
4

π̂

0

[
(E2

r − E2
θ ) cos θ −
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− 2ErEθ sin θ
]
sin θ dθ, (41)

где Er, Eθ — составляющие напряженности электри-
ческого поля в сферической системе координат:

Er = −∂φ
∂r
, Eθ = −1

r

∂φ

∂θ
.

После интегрирования (41), используя свойства по-
линомов Лежандра [62, 63], для определения силы
получим выражение

Fz = εA0E0z −
ε

R2

∞∑

n=0

∞∑

k=0

(k + n+ 1)!

k!n!
AnBk. (42)

Из уравнения (16) можно получить следующее со-
отношение (n = 0, 1, . . .):

∞∑

k=0

Ck
k+n+1Bk =

(
R

a1

)n+2[
4πa21σ1,n+1

(ε1ζn+1 − ε)(n+ 1)
−

− β1,n+1

ε1ζn+1 − ε

(
R

a1

)n+1

An+1

]
. (43)

Теперь, используя (43), из (42) получаем еще одно
выражение для определения силы:

Fz = εA0E0z −
q1q2
εR2

−

− q1
R2

∞∑

k=1

(k + 1)Bk −
∞∑

n=1

(
R

a1

)n
4πεσ1,n+1

ε1ζn+1 − ε
An +

+
ε

a21

∞∑

n=1

(n+ 1)β1,n+1

ε1ζn+1 − ε

(
R

a1

)2n+1

AnAn+1. (44)

В случае однородного распределения свободного
заряда по поверхности из (44) вытекает, что

Fz = εA0E0z −
q1q2
εR2

− q1
R2

∞∑

k=1

(k + 1)Bk +

+
ε

a21

∞∑

n=1

(n+ 1)β1,n+1

ε1ζn+1 − ε
R2n+1

a2n+1
1

AnAn+1. (45)

Из (45) при a0 = 0 (при этом ζn = 1) следует

Fz = εA0E0z −
q1q2
εR2

− q1
R2

∞∑

k=1

(k + 1)Bk +

+
ε

a21

∞∑

n=1

(n+ 1)ε1 + ε(n+ 2)

ε1 − ε
R2n+1

a2n+1
1

AnAn+1. (46)

В общем случае для силы, действующей на 2-ю
макрочастицу, выполнив аналогичные шаги как и
при выводе выражения (42), можно получить

F2z = εB0E0z +
ε

R2

∞∑

n=0

∞∑

k=0

(k + n+ 1)!

k!n!
AkBn. (47)

Двойные суммы в выражениях (42), (47) симметрич-
ны относительно перестановки индексов k и n, сле-
довательно, они равны друг другу. Поэтому срав-
нение выражений (42) и (47) показывает, что при
наличии внешнего электрического поля силы, дей-
ствующие на макрочастицы, не равны друг другу.
Сложив выражения (42) и (47), для суммарной си-
лы, действующей на систему из двух макрочастиц,
находим

FΣ = Fz + F2z = ε(A0 +B0)E0z =

= (q1 + q2)E0z. (48)

Последний переход в этом выражении сделан для
случая q0 = 0.

Теперь перейдем к численной процедуре вычис-
ления силы. Далее для простоты положим, что
внешнее поле отсутствует: E = 0. Из выраже-
ния (16) видно, что коэффициенты An в этом слу-
чае можно представить в виде двух слагаемых
(n = 1, 2, . . .):

An = Aσn +Abn, (49)

где слагаемые определены выражениями

Aσn =
4πa21σ1,n
nβ1,n

xn,

Abn = −ε1ζn − ε
β1,n

x2n+1
∞∑

m=0

Cm
n+mBm.

(50)

Используя (49), представим выражение (42) в виде

Fz = FC + F1p + Fσ + Fb, (51)
где

FC = −εA0B0

R2
, (52)

F1p = −εA0

R2

∞∑

k=1

(k + 1)Bk, (53)

Fσ = − ε

R2

nB∑

k=0

Bk

k!

∞∑

n=1

(k + n+ 1)!

n!
Aσn, (54)

Fb = −
ε

R2

nB∑

k=0

Bk

k!

∞∑

n=1

(k + n+ 1)!

n!
Abn. (55)

Слагаемыми в выражении (51) являются сила Ку-
лона (52), сила взаимодействия монопольного чле-
на в свободном заряде 1-й макрочастицы с поля-
ризованным зарядом 2-й макрочастицы (53), сила,
вызванная неравномерным распределением свобод-
ного заряда на поверхности 1-й макрочастицы (54)
и сила взаимодействия поляризованного заряда 1-й
макрочастицы с поляризованным зарядом 2-й мак-
рочастицы (55).
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В случае равномерного распределения свободно-
го заряда по всей поверхности 1-й макрочастицы
Aσ0 = q1/ε, Aσn = 0 для n > 1. Следовательно, в
этом случае Fσ = 0. Для распределения свободного
заряда, задаваемого формулой (29), из (54) находим

Fσ = −πεx3σ
nB∑

m=0

Bm

m!

∞∑

k=0

(m+ 2k + 2)!

k!(k + 1)!
×

× 4k + 3

(2k + 1)2
1

β1,2k+1

(
−x

2

4

)k
. (56)

Используя (33), это выражение можно привести к
виду

Fσ = −πεx3
{
σ

nB∑

m=0

Bm(m+ 1)×

×
[
εQ1T

2
m+2

(
−x

2

4

)
+ εQ2T

3
m+2

(
−x

2

4

)]
+

+

nB∑

m=0

Bm

m!

∞∑

k=0

Θk
(m+ 2k + 2)!

k!(k + 1)!

(
−x

2

4

)k}
, (57)

где Θk определены выражением (37).
Используя определение (50), из (55) находим

Fb =
ε

R2

nB∑

k=0

nB∑

m=0

BkBmΛk,m, (58)

где

Λk,m =
∞∑

n=1

(n+ 1)Ck
k+n+1C

m
n+m ×

× ε1ζn − ε
β1,n

x2n+1. (59)

Используя разложение (23) и выражение (26), с уче-
том равенства

(n+ 1)Ck
k+n+1 = (k + 1)Ck+1

k+n+1

из (59) можно найти

Λk,m = (k + 1)Sk+1,m. (60)

В заключение данного раздела отметим, что вы-
ражение для силы (44) можно представить в виде,
удобном для расчетов в случае сравнимых радиусов
макрочастиц:

Fz = −q1q2
εR2

− q1
R2

nB∑

k=1

(k + 1)Bk −

− ε

R2

nA∑

n=1

(n+ 1)α1,n

nε1ζn + ε(n+ 1)
xnÃn+1 +

+
ε

R2

nA∑

n=1

n(n+ 1)(ε1ζn − ε)
nε1ζn + ε(n+ 1)

x2n+1ÃnÃn+1, (61)

где введены редуцированные коэффициенты:

Ãn =

nB∑

k=0

Ck
n+kBk.

В случае наличия металлического ядра у второй
макрочастицы в уравнениях, например, (12), (17),
(19) и (21), содержащих ε2, эта величина заменится
на величину

ε2,n = ε2
1 +

(
1 + n−1

)
(a20/a2)

2n+1

1− (a20/a2)2n+1
,

где a20 — радиус металлического ядра второй мак-
рочастицы.

4.1. Взаимодействие точечного заряда со

сферической макрочастицей с

неоднородным распределением свободного

заряда по ее поверхности

Для поверки полученных выше выражений для
силы рассмотрим случай, когда 2-я макрочастица
является точечной. Переход к этому случаю легко
осуществляется равенством ε2 = ε. Из (17) в этом
случае имеем Bn = 0, n = 1, 2, . . . , и из (16) легко
находим

An =
xn

nβ1,n
α1,n −

(
x2n+1B0 − E0za

2
1xδn,1

)
×

× ε1ζn − ε
β1,n

, n = 1, 2, . . .

В случае однородного распределения свободно-
го заряда по всей поверхности 1-й макрочастицы
Aσn = 0 для n > 1 и, следовательно, Fσ = 0. Из (55)
в этом случае следует, что

Fb =
q22
εR2

∞∑

n=1

(n+ 1)
ε1 − ε

nε1 + (n+ 1)ε
x2n+1. (62)

Это выражение совпадает с хорошо известной фор-
мулой для силы взаимодействия точечного заряда
со сферической макрочастицей [60]. Используя раз-
ложение (23), из этого выражения находим1)

Fb0 =
q22
εR2

{
τ0x

[
2F1

(
1, 2; 1;x2

)
− 1
]
+

+ τ1x
[
2F1

(
1, 2; 2;x2

)
− 1
]
+

1) При получении данного выражения принято во внима-
ние, что n + 1 = (2)n/(1)n, 1 = (1)n/(1)n = (2)n/(2)n,
(n+ 2)−1 = 1

2
(2)n/(3)n.
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Таблица 2. Сила взаимодействия, рассчитанная по изложенной в настоящей работе методике при следующих параметрах:

σ1/e = 10−2 нм−2, q2/e = 385, a2 = 100 нм, a0 = 0, ε1 = ε2 = 4 (окись кремния), ε = 1 при L = 0.1 нм для различных

значений отношения a1/a2 (символ W в нижнем индексе в обозначении силы означает распределение свободного заряда
по всей поверхности сферы, R — по правой половине поверхности сферы)

a1/a2 Fz(W ), 10−9 Н Fz(W )/FC nA Fz(R), 10−9 Н Fz(R)/FC

10 5.8064 0.6296 941 4.7523 1.0306

102 9.2337 0.8439 6671 6.8628 1.2544

103 9.7169 0.8723 57006 7.1542 1.2845

104 9.7673 0.8752 523803 7.1845 1.2876

+
1

2
τ2x

[
2F1

(
1, 2; 3;x2

)
− 1
]
+

+

∞∑

n=1

τ3
(n+ 2) [ε1n+ ε(n+ 1)]

x2n+1
}
. (63)

Полная сила будет определяться суммой куло-
новского члена (52) и выражения (63). Отметим, что

2F1(1, 2; 1; z) =
1

(1− z)2 ,

2F1(1, 2; 2; z) =
1

1− z ,

2F1(1, 2; 3; z) = −
2

z2
[
z + ln(1 − z)

]
.

В случае однородного распределения свободного
заряда только по половине поверхности 1-й частицы
из (54), используя (31) и (50), для случая точечной
2-й частицы (отлично от нуля только B0), можно
получить

Fσ0 = −q1q2x
R2

∞∑

k=0

(2k)!

(k!)2
×

× 4k + 3

(2k + 1)ε1ζ2k+1 + ε(2k + 2)

(
−x

2

4

)k
. (64)

С целью дополнительной проверки полученных
выше результатов применим вместо (38) другое раз-
ложение:
[
1 +

ε− ε1
(4k + 3)(ε1 + ε)

]−1

=

= 1 +
η1,1
k + 1

+
η1,2

(k + 1)(k + 2)
+

+
η1,3

(k + 1)(k + 2)[(2k + 1)ε1 + (2k + 2)ε]
, (65)

где

η1,1 =
ε1 − ε

4(ε1 + ε)
,

η1,2 =
ε1η1,1

2(ε1 + ε)
, (66)

η1,3 = η1,2(3ε1 + 2ε).

Используем следующие суммы [66] (|z| < 1/4):

∞∑

k=0

(2k)!

(k!)2
zk =

1

(1− 4z)1/2
,

∞∑

k=0

(2k)!zk+1

k!(k + 1)!
=

1

2

[
1− (1− 4z)1/2

]
,

∞∑

k=0

(2k)!zk+2

k!(k + 2)!
=

1

12

[
(1− 4z)3/2 + 6z − 1

]
.

(67)

Окончательно из (64) и (65) находим

Fσ0 = − 2q1q2x

R2(ε1 + ε)

{
1

(1 + x2)1/2
−

− 2η1,1
x2

[
1−

(
1 + x2

)1/2]
+

+
4η1,2
3x4

[(
1 + x2

)3/2 − 3

2
x2 − 1

]}
−

− q1q2x

R2

∞∑

k=0

Γk
(2k)!

(k!)2

(
−x

2

4

)k
, (68)

где

Γk =
4k + 3

(2k + 1)ε1ζ2k+1 + ε(2k + 2)
−

− 2

ε1 + ε

[
1 +

η1,1
k + 1

+
η1,2

(k + 1)(k + 2)

]
. (69)

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
И ОБСУЖДЕНИЕ

Численные расчеты были проведены при трех
вариантах распределения свободного заряда по по-
верхности каждой из макрочастиц: по всей ее по-
верхности (далее этот вариант обозначается буквой
W ), по правой (R) и по левой (L) половине. Рас-
пределение свободного заряда и его разложение по
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Таблица 3. Сила взаимодействия (в 10−9 Н), рассчитанная с использованием бисферической и сферической систем ко-

ординат при следующих параметрах: σ1/e = 10−2 нм−2, q2/e = 385, a2 = 100 нм, ε1 = ε2 = 4, ε = 1 при L = 0.1 нм для

различных значений отношения a1/a2

a1/a2 Fz,bisph [38] Fz (52) + (58) Finf [38] Lmax [38] Fps (52) + (63)

10 5.80665 5.80641 9.773 1674 8.742

102 9.23364 9.23369 9.773 1604 10.43

103 9.71688 9.71691 9.773 1597 10.63

104 9.76706 9.76731 9.773 1596 10.65

мультипольным моментам для первой частицы в ва-
рианте R и для второй в варианте L задается выра-
жениями (29) и (31), а в варианте L для первой и R
для второй определяется выражениями

σi(θ) = σ

{
0, 0 6 θi 6 π/2,

1, π/2 < θi 6 π;
(70)

σi,n=2k+1 =
qi

4πa2i
(−1)k+1 (2k − 1)!!(4k + 3)

2k+2(k + 1)!
,

k = 0, 1, 2, . . . , (n = 1, 3, 5, . . .);

σi,n=0 =
qi

8πa2i
; σ1,n=2k = 0, k = 1, 2, 3, . . . ,

(71)

т. е. распределения (31) и (71) различаются только
знаком для нечетных членов разложения.

Результаты численных расчетов силы взаимо-
действия представлены в табл. 2–4. В табл. 2 приве-
дены значения силы взаимодействия, рассчитанные
с использованием сферической системы координат
по изложенной в настоящей работе методике. Вид-
но, что с ростом отношения радиусов макрочастиц
сила взаимодействия растет, а относительное откло-
нение от силы Кулона уменьшается. Там же приве-
дены значения силы в случае распределения свобод-
ного заряда только по половине поверхности боль-
шой макрочастицы. Видно, что сила уменьшилась,
что связано с двухкратным уменьшением заряда 1-й
макрочастицы. Но отношение этой силы к силе Ку-
лона заметно выросло. В табл. 2 также приведено
число учитываемых мультипольных членов разло-
жения потенциала большой макрочастицы, которое
при a1/a2 = 104 оказывается огромным и при кото-
ром определение коэффициентов разложения обыч-
ными методами было бы невозможным.

Таблица 3 показывает хорошее согласие резуль-
татов, полученных в расчетах с использованием
сферической и бисферической систем координат
(про расчеты последним методом см. более подроб-
но в работах [38, 43]). В этой таблице также при-
ведены значения силы взаимодействия в случае
a1 =∞ (Finf ), к которым близки значения силы при

a1/a2 = 104. Там же приведено максимальное чис-
ло членов разложения потенциала в бисферической
системе координат (Lmax ), которое практически не
меняется при изменении отношения радиусов и при
a1/a2 = 104 оказывается на два порядка меньше,
чем требуется при использовании сферической си-
стемы координат.

Таблица 4. Сила взаимодействия, рассчитанная по изло-

женной в настоящей работе методике при следующих па-

раметрах: σ1/e = 10−3 нм−2, q2/e = 400, a2 = 100 нм,

ε1 = ε2 = 4, ε = 1 при L = 0.1 нм для различных значе-

ний d1 = a1 − a0, и различном характере распределения
свободного заряда: W — по всей поверхности, R — по пра-

вой половине поверхности 1-й макрочастицы

Fz, 10−10 Н

a1/a2 W R

d1 = a1 d1 = 10нм d1 = a1 d1 = 10 нм

10 4.4992 −0.6515 0.8452 −7.4898

102 6.2044 1.3140 1.9454 −6.6508

103 6.4276 1.5839 2.0972 −6.5128

104 6.4508 1.6125 2.1131 −6.4973

Из табл. 4 видно, во-первых, что в случае распре-
деления свободного заряда только по половине по-
верхности сферы сила взаимодействия оказывается
меньше, чем в случае распределения по всей поверх-
ности сферы, что уже отмечалось выше и что есте-
ственно, так как при сохранении постоянной плотно-
сти поверхностного заряда полный заряд в первом
случае оказывается в два раза меньше. Но уменьше-
ние силы произошло более чем в два раза, в отличие
от данных, приведенных в табл. 2, где уменьшение
было заметно меньше чем в два раза, что связано с
уменьшением плотности свободного заряда 1-й мак-
рочастицы в 10 раз. Во-вторых, введение металли-
ческого ядра также приводит к уменьшению силы
взаимодействия, что связано с большей эффектив-
ной поляризуемостью такой макрочастицы по срав-
нению с полностью диэлектрической макрочасти-
цей. Это приводит даже к переходу от отталкивания
к притяжению макрочастиц при a1/a2 = 10 в слу-
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a b

c d

Рис. 3. Зависимости силы взаимодействия, приведенной к кулоновской, от расстояния между поверхностями макроча-

стиц при следующих параметрах: σ1/e = 10−3 нм−2, q2/e = 400, a2 = 100 нм, a1/a2 = 10 (a), 102 (b), 103 (c) и 104 (d),

ε1 = ε2 = 4, ε = 1. Первый символ в обозначении кривых указывает на характер распределения свободного заряда по

поверхности 1-й макрочастицы: W — по всей поверхности, R — по правой половине; затем указана толщина диэлектри-

ческой пленки (d1 = a1 − a0) в нанометрах

чае равномерного распределения заряда по всей по-
верхности 1-й макрочастицы и для всех отношений
радиусов при зарядке только ее правой половины.
Главное отличие параметров при расчете данных в
табл. 2 и 4 заключается в 10-кратном уменьшении
плотности свободного заряда в последней таблице.
Поэтому отталкивательный кулоновский вклад в си-
лу взаимодействия уменьшился в 10 раз, что приве-
ло к увеличению веса притягательной составляющей
силы FB (55), пропорциональной q22 (см. (62)).

Представленные на рис. 3 зависимости силы вза-
имодействия от наименьшего расстояния между по-
верхностями макрочастиц подтверждают выводы,
сделанные выше относительно поведения силы вза-
имодействия на малых расстояниях. По мере роста

межчастичного расстояния все зависимости моно-
тонно сходятся к кулоновской, кроме кривой R, a1,
которая проходит через максимум (отметим, что
незначительное превышение силы над силой Куло-
на наблюдается и на зависимости R, 10, но это пре-
вышение составляет величину порядка 0.01%). При
этом область расстояний, на которых сила взаимо-
действия превышает силу Кулона, с ростом отноше-
ния радиусов заметно расширяется. В варианте R
свободный заряд распределен по стороне 1-й макро-
частицы, обращенной ко 2-й макрочастице. Имен-
но по этой причине сила отталкивания оказывается
больше кулоновской. При введении металлического
ядра этот эффект значительно снижается.
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a

b

c

Рис. 4. Зависимости полной силы взаимодействия (a),

Fb + F1p (b) и Fσ (c) от расстояния между поверхностями

полностью диэлектрических макрочастиц, рассчитанные

с использованием сферической системы координат при

следующих параметрах: σ1/e = 10−3 нм−2, q2/e = 400,

a2 = 100 нм, ε1 = ε2 = 4, ε = 1, a1/a2 = 102. Обозначения
кривых такие же, как на рис. 3

.

Рис. 5. Зависимости приведенной силы взаимодействия

от расстояния между поверхностями при следующих пара-

метрах: q1/e = 104, a1 = 102a2, a2 = 100 нм, ε1 = ε2 = 4,

ε = 1, при q2/e = 100 (кривые 1, 4, 7), 25 (2, 5, 8), 5

(3, 6, 9) и вариантах распределения свободного заряда R

по правой половине (кривые 1–3), W по всей поверхности
(4–6) и L по левой половине поверхности (7–9) 1-й макро-

частицы

На рис. 4 приведены зависимости силы взаимо-
действия и ее составляющих от наименьшего рассто-
яния между поверхностями макрочастиц для рас-
смотренных на рис. 3 вариантов распределения сво-
бодного заряда и наличия или отсутствия металли-
ческого ядра для a1 = 100a2. Видно, что на всех
межчастичных расстояниях наибольшей оказывает-
ся сила взаимодействия для полностью диэлектри-
ческих макрочастиц при равномерном распределе-
нии свободного заряда по всей поверхности. Вве-
дение металлического ядра приводит к заметному
уменьшению силы на малых расстояниях. Отметим,
что сила во всех вариантах на рис. 4a проходит че-
рез максимум и только в варианте R, a1 ее уменьше-
ние после максимума происходит медленнее, чем на
обратно квадратичной зависимости от межчастич-
ного расстояния силы Кулона (при малых L ≪ a1
межчастичное расстояние практически не меняет-
ся). Из рис. 4b видно, что притягательная состав-
ляющая в силе взаимодействия значительно вырас-
тает при введении металлического ядра и оказыва-
ется наибольшей по абсолютной величине в случае
зарядки только правой половины 1-й макрочасти-
цы. Это является следствием двухкратного умень-
шения заряда при сохранении постоянной плотно-
сти свободного заряда. Расчеты при постоянном за-
ряде 1-й макрочастицы подтверждают этот вывод.
В этом случае зависимости силы от межчастичного
расстояния для заданного заряда q2 нигде не пере-
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секались, располагаясь сверху вниз в порядке вари-
антов распределения свободного заряда R, W и L

(см. рис. 5).

Значительное уменьшение составляющей силы,
связанной с неоднородностью распределения по-
верхностного заряда, при введении металлического
ядра очень хорошо видно из рис. 4c. Следователь-
но, металлическое ядро практически сводит к ну-
лю эффект от односторонней зарядки 1-й макроча-
стицы. При увеличении диэлектрической проница-
емости макрочастиц влияние металлического ядра
уменьшается и, как видно из рис. 6, при ε1 = ε2 = 80

практически исчезает.

На рис. 7 представлены зависимости приведен-
ной силы взаимодействия от расстояния между по-
верхностями диэлектрических макрочастиц без ме-
таллических ядер для девяти вариантов распреде-
ления свободного заряда по их поверхностям. Вид-
но, что наибольшее влияние на силу взаимодействия
оказывает характер распределения на 1-й макроча-
стице (большего размера) и значения силы убывают
в порядке вариантов распределения свободного за-
ряда R, W и L по ее поверхности. Влияние характе-
ра распределения свободного заряда 2-й (меньшего
размера) макрочастицы оказывается наибольшим в
варианте распределения по поверхности 1-й L, мень-
ше в варианте R и слабо заметным в варианте W .

При наличии металлического ядра под тонкой
диэлектрической пленкой толщиной 10 нм внутри
1-й макрочастицы картина существенным образом
меняется (см. рис. 8). В этом случае характер рас-
пределения свободного заряда по поверхности 2-й
макрочастицы оказывает заметное влияние, а раз-
личие в зависимостях силы в вариантах распределе-
ния по поверхности 1-й макрочастицы L и R прак-
тически исчезает.

Замена 2-й макрочастицы на двухслойную с
диэлектрическим слоем над металлическим ядром
толщиной 10 нм, как видно из рис. 9, по сравнению
с рис. 7 приводит практически к полному исчезнове-
нию зависимости силы от характера распределения
свободного заряда по поверхности 2-й макрочасти-
цы.

На рис. 10 представлены зависимости приведен-
ной силы взаимодействия от расстояния между по-
верхностями двухслойных макрочастиц с диэлек-
трическими слоями над металлическими ядрами
толщиной 10 нм. Видно, что в этом случае влия-
ние неоднородности распределения свободного заря-
да заметно снижается. Так же, как на рис. 9, разли-
чие зависимостей силы в вариантах распределения

a

b

c

Рис. 6. Зависимости приведенной силы взаимодействия от

расстояния между поверхностями полностью диэлектриче-
ских макрочастиц, рассчитанные с использованием сфе-

рической системы координат при следующих параметрах:

σ1/e = 10−3 нм−2, q2/e = 400, a2 = 100 нм, ε1 = ε2 = 80

(вода), ε = 1, a1/a2 = 10 (a), 100 (b), 104 (c). Обозначения

кривых такие же, как на рис. 3

4 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Рис. 7. Зависимости приведенной силы взаимодействия

от расстояния между поверхностями полностью ди-

электрических макрочастиц при следующих параметрах:

σ1/e = 10−3 нм−2, q2/e = 100, a2 = 100 нм, a1/a2 = 102,

ε1 = ε2 = 3.1 (лед), ε = 1 для различных вариантов
распределении свободного заряда по поверхности макро-

частиц. Первый символ в обозначении кривых указывает

характер распределения свободного заряда по поверхности

1-й макрочастицы, второй — по поверхности 2-й (W — рав-

номерно по всей поверхности, L — равномерно по левой

половине поверхности и R — по правой половине поверх-

ности)

Рис. 8. Зависимости приведенной силы взаимодействия

от расстояния между поверхностями 1-й двухслойной мак-

рочастицы с диэлектрическим слоем над металлическим

ядром толщиной 10 нм и полностью диэлектрической 2-й

макрочастицы. Остальные параметры и обозначения кри-

вых, как на рис. 6

по поверхности 1-й макрочастицы L и R практиче-
ски отсутствует.

Численные расчеты показали, что толщина ди-
электрической пленки также оказывает влияние на

взаимодействие макрочастиц. На рис. 11 приведены
зависимости силы взаимодействия для различных
толщин диэлектрической пленки из окиси кремния
ε1 = 4 на поверхности металлической 1-й макроча-
стицы, при этом 2-я макрочастица полагалась пол-
ностью состоящей из окиси кремния. Видно, что уже
при толщине пленки 0.1 нм проявляется ее влияние
на силу взаимодействия на малых расстояниях. При
толщине пленки более 103 нм сила перестает менять-
ся при ее увеличении.

В случае одинаковых макрочастиц зависимость
от толщины пленок оказывается существенно бо-
лее слабой, что демонстрирует рис. 12. Даже при
толщине пленок на макрочастицах в 10 нм, что со-
ставляет 1% от радиуса макрочастиц, сила взаимо-
действия практически не отличается от силы взаи-
модействия полностью металлических макрочастиц.
По мере роста толщины пленок сила взаимодей-
ствия все больше отклоняется от силы взаимодей-
ствия металлических макрочастиц и приближается
к зависимости полностью диэлектрических макро-
частиц (кривая 5).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе проведено исследование вли-
яния диэлектрической пленки на поверхности про-
водящих пылевых частиц на их электростатиче-
ское взаимодействие. Особое внимание уделено слу-

Рис. 9. Зависимости приведенной силы взаимодействия от

расстояния между поверхностями полностью диэлектриче-

ской 1-й макрочастицы и 2-й двухслойной макрочастицы с

диэлектрическим слоем над металлическим ядром толщи-

ной 10 нм. Остальные параметры и обозначения кривых,

как на рис. 6
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Рис. 10. Зависимости приведенной силы взаимодействия

от расстояния между поверхностями двухслойных макро-

частиц с диэлектрическими слоями над металлическими

ядрами толщиной 10 нм. Остальные параметры и обозна-

чения кривых, как на рис. 6

чаю сильно различающихся радиусов макрочастиц
и случаю неравномерного распределения поверх-
ностного заряда с вариантами равномерного рас-
пределения свободного заряда на каждой из макро-
частиц по всей поверхности, по левым и/или пра-
вым полусферам. Продемонстрирована эффектив-
ность разработанной методики расчета медленно
сходящихся рядов, связанных с медленным убыва-
нием коэффициентов разложения потенциала боль-
шей макрочастицы при малых межчастичных рас-
стояниях и с медленным убыванием коэффициентов
разложения свободного заряда по мультипольным
моментам в случае распределения свободного заря-
да только по половине поверхности большей макро-
частицы. Показано, что как характер распределения
свободного заряда, так и наличие металлического
ядра под тонкой диэлектрической пленкой приво-
дят к заметному изменению силы взаимодействия,
что должно быть принято во внимание при модели-
ровании процессов взаимодействия микро- и нано-
размерных частиц в различных экспериментальных
и технологических установках.

Благодарности. Автор выражает бла-
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Рис. 11. Зависимости приведенной силы взаимодействия
для различных толщин диэлектрической пленки с ε1 = 4

на поверхности металлической 1-й макрочастицы от рас-

стояния между поверхностями макрочастиц при их равно-

мерной зарядке по всей поверхности и следующих пара-

метрах: q1/e = 104, q2/e = 10, a2 = 100 нм, a1/a2 = 102,

ε2 = 4, ε = 1, d1 ≡ a1 − a0 = 0 (1), 0.1 нм (2), 5 нм (3),

25 нм (4), 102 нм (5), 103 нм (6), 104 нм (7)

Рис. 12. Зависимости приведенной силы взаимодействия

от расстояния между поверхностями одинаковых металли-

ческих макрочастиц для различных толщин диэлектриче-

ских пленок с ε1 = ε2 = 4 на их поверхностях, при их
равномерной зарядке по всей поверхности и следующих

параметрах: q1/e = q2/e = 103, a1 = a2 = 103 нм, ε = 1,

d1 ≡ a1−a0 = d2 ≡ a2−a20 = 0 (1), 10 нм (2), 100 нм (3),

250 нм (4), 103 нм (5)
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ПРИЛОЖЕНИЕ A.
ПРОЦЕДУРА ВЫЧИСЛЕНИЯ

ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ
ГАУССА

Гипергеометрическая функция Гаусса 2F1 опре-
деляется соотношением [64,65]

2F1(a, b; c; z) =

∞∑

n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
, (72)

где (a)n — символ Похгаммера,

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
= a(a+ 1) . . . (a+ n− 1), (73)

Γ — гамма-функция. Отметим, что n! = (1)n,

Ck
n+k =

(n+ k)!

n!k!
=

(k + 1)n
(1)n

.

Для вычисления гипергеометрической функции
Гаусса в настоящей работе использовались рекур-
рентное соотношение [64, 65]

2F1(a− 1, b; c; z) +

+ (2a− c− az + bz) 2F1(a, b; c; z) +

+ a(z − 1) 2F1(a+ 1, b; c; z) = 0 (74)

и следующие формулы [64,65]:

2F1(a, b; c; z) = 2F1(b, a; c; z),

2F1(0, b; c; z) = 2F1(a, b; c; 0) = 1,

2F1(a, b; b; z) = (1− z)−a,

(75)

2F1(1, 1; c; z) =
(c− 1)z

(1− z)2 ×

×
[

c−1∑

k=2

1

c− k

(
z − 1

z

)k
−
(
z − 1

z

)c
ln(1− z)

]
,

c = 2, 3, 4, . . . , (76)

2F1(1, b; c; z) =
(c− 1)!

(c− b− 1)!

1

z
×

×
{

c−b−1∑

k=1

(c− b− k − 1)!

(c− k − 1)!

(
z − 1

z

)k−1

−

− z

(b − 1)!

(
z − 1

z

)c−b−1
[

b−1∑

k=1

z−k

z − k +

+ z−b ln(1− z)
]}
, c > b, (77)

2F1(1, b; c; z) = (c− 1)(1− z)c−b−1 ×

×
c−b−1∑

k=0

(c− b)k
k!(c+ k − 1)!

zk, b > c. (78)

ПРИЛОЖЕНИЕ B.
ПРОЦЕДУРА ВЫЧИСЛЕНИЯ ФУНКЦИИ T

a

n

Для функции T a
n (34) можно легко найти рекур-

рентные соотношения:

T a
n

(
y2
)
=
y−n+1

n− 1

∂ynT a
n−1

(
y2
)

∂y
=

=
n

n− 1
T a
n−1

(
y2
)
+

y

n− 1
y
∂

∂y
T a
n−1

(
y2
)
, (79)

T a
n =

2

n− 1
T a−1
n−1 +

n− 2a

n− 1
T a
n−1. (80)

Далее введем функцию

Rm =

(
1

1− 4y2

)m+1/2

(81)

и оператор Ωn, который переводит T a
n в T a

n+1 (см.
выражение (79)):

T a
n+1

(
y2
)
= Ωn

[
1

n
T a
n

(
y2
)]

=

=
n+ 1

n
T a
n

(
y2
)
+
y

n

∂

∂y
T a
n

(
y2
)
. (82)

Действие этого оператора на Rm определяется фор-
мулой

Ωn(Rm) =

(
1− 2m

n

)
Rm +

2m+ 1

n
Rm+1. (83)

Процедура вычисления необходимых для расчета
Qn (35) функций T 2

n+1, T
3
n+1 (n = 1, 2, . . . , nB + 1)

следующая.

1. Вычисляем функции Rm =
(
1− 4y2

)−m−1/2

для m = 1, 2, . . . , nB при y2 = −x2/4.

2. Вычисляем

T 1
2

(
y2
)
=

2

(1− 4y2)3/2
= 2R1.

3. Вычисляем T 1
n для n = 3, 4, . . . , nB+2, исполь-

зуя оператор (83).

4. Вычисляем

T 2
2

(
y2
)
=

∞∑

k=0

(2k + 2)!

k!(k + 2)!
y2k =

=
4

(1− 4y2)
1/2
[
1 + (1− 4y2)

1/2
]2 .
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5. Используя рекуррентное соотношение (79),
вычисляем T 2

n для n = 3, 4, . . . , nB + 2.

6. Вычисляем

T 3
2

(
y2
)
=

∞∑

k=0

(2k + 2)!

k!(k + 3)!
y2k =

=
8

3

1
[
1 + (1− 4y2)1/2

]3 .

7. Используя рекуррентное соотношение (79),
вычисляем T 3

n для n = 3, 4, . . . , nB + 2.

В итоге все необходимые для определения коэффи-
циентов bn (22) и силы Fσ (56) функции T a

n оказы-
ваются вычисленными.
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Процессы многофотонного возбуждения и генерации высших гармоник рассматриваются с использова-

нием микроскопической квантовой теории нелинейного взаимодействия сильного когерентного электро-

магнитного излучения с прямоугольной графеновой квантовой точкой с зигзагообразным краем с числом
атомов больше 80. Использовано динамическое приближение Хартри – Фока для изучения нелинейного

взаимодействия лазерного излучения с графеновой квантовой точкой в режиме неадиабатического мно-

гофотонного возбуждения. Многочастичное кулоновское взаимодействие описано в расширенном при-

ближении Хаббарда. Определены боковой размер, форма прямоугольной графеновой квантовой точки и

ориентация электромагнитного волнового поля в плоскости графеновой квантовой точки с зигзагообраз-

ным краем в процессе генерации высших гармоник, что позволяет увеличить энергию фотона отсечки и

квантовый выход более высоких гармоник.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Квантовые электродинамические явления, вы-
зываемые сильным когерентным электромагнитным
излучением, такие как многофотонная генерация
высших гармоник (ГВГ) и родственные процес-
сы, по нелинейным каналам в двумерных атом-
ных системах-наноструктурах представляют боль-
шой интерес в физике низких энергий и наноопто-
электронике благодаря своим уникальным физиче-
ским свойствам таких двумерных наносистем атом-
ной толщины [1–9]. Систематически изучалась ГВГ
в трехмерных кристаллах [10–15] и низкоразмерных
наноструктурах, таких как графен и его производ-
ные [16–38], монослойные дихалькогениды переход-
ных металлов [39–41], гексагональный нитрид бо-
ра [42], топологический изолятор [43, 44], монослой-

* E-mail: amarkos@ysu.am

ный черный фосфор [45], изогнутые двумерные гек-
сагональные наноструктуры [46], твердые тела [47,
48], а также в других двумерных системах [49–51].
Двумерные наносистемы позволяют разрабатывать
важные технологические приложения [52]. Одним
из таких примеров является квантовый каскадный
лазер [53], в котором используются физические яв-
ления в двумерных системах, например, квантовый
эффект Холла [8]. В качестве нелинейной среды осо-
бый интерес представляют графеновые квантовые
точки (ГКТ) [52–56], например, графеновые нано-
ленты [1, 57–68]. Это могут быть замкнутые и вы-
пуклые структуры, такие как фуллерены различной
базовой симметрии, а также плоские структуры раз-
личных латеральных размеров, форм, ребер и уров-
ней легирования [57–59]. Как известно, симметрия
графеновой подрешетки в ГКТ может контролиро-
ваться латеральным размером, формой и типом реб-
ра ГКТ [56–70]. Поведение ГКТ количественно раз-
личается для наноструктур с зигзагообразными и
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Рис. 1. Геометрическая структура прямоугольной ГКТ с зигзагообразным краем вдоль оси x с N = 84 атомами при

Na = 4, Nz = 21. Расстояние между ближайшими соседними атомами равно b ≃ 1.42 Å

креслообразными краями [71, 72]. Таким образом,
ГКТ обладают более богатыми электронными свой-
ствами, чем неограниченный в пространстве гра-
фен [73–75]. Более того, они представляют особый
интерес, поскольку их нелинейно-оптическими свой-
ствами можно управлять [1]. Неограниченный в про-
странстве двумерный графен, вытянутый в узкую
ленту, приводит к заключению носителей в квазиод-
номерные графеновые наноленты (с различной то-
пологией в зависимости от формы ленты) [25].

Важным преимуществом ГКТ перед графеновы-
ми нанолентами [67,76–78] является полное ограни-
чение квазичастиц в пространстве. Для ограничен-
ной квантовой системы из-за отсутствия трансля-
ционной симметрии спектр состоит из дискретных
энергетических уровней, а не зон. Одним из пре-
имуществ ограниченных квантовых систем является
возможность изменять их энергетические спектры и
волновые функции, регулируя их размер [79,80] или
внешние параметры, такие как напряжение на за-
творе или магнитное поле [81–83]. На спектры ГВГ
в ГКТ могут влиять условия ограничения — лате-
ральный размер и параметры связи в ограниченных
ГКТ [56, 65]. Ожидается, что эффективность ГВГ
может вырасти с увеличением размерности ограни-
чения, поскольку последнее ограничит распростра-
нение электронного волнового пакета [84].

В настоящей работе рассматривается многофо-
тонная ГВГ в прямоугольной ГКТ — плоская квази-
нульмерная ГКТ прямоугольной формы [85–89] раз-
ного латерального размера с зигзагообразным реб-
ром на вытянутой стороне, индуцированная интен-
сивным когерентным излучением в нелинейном ре-
жиме. Многочастичное кулоновское взаимодействие
учитывается в обобщенном приближении Хаббар-
да [58, 59, 90]. Отметим, что рассматриваемые ГКТ,

в которых возможна оптимизация оптоэлектронных
свойств, в настоящее время доступны на практи-
ке [57, 66]. Численно решается замкнутая система
дифференциальных уравнений для одночастичной
матрицы плотности при многофотонном взаимодей-
ствии прямоугольной ГКТ с сильным лазерным по-
лем.

Работа построена следующим образом. В разд. 2
представлены базовая модель и результаты числен-
ного исследования многофотонного возбуждения и
генерации гармоник в прямоугольной ГКТ разно-
го поперечного размера с зигзагообразным ребром
на вытянутой стороне. В разд. 3 приведены выводы.
В Приложении представлена система уравнений для
одночастичной матрицы плотности с учетом много-
частичного кулоновского взаимодействия.

2. БАЗОВАЯ МОДЕЛЬ И ЧИСЛЕННЫЕ
РЕЗУЛЬТАТЫ

Исследуем прямоугольную ГКТ с зигзагообраз-
ным ребром на вытянутой стороне в процессе ГВГ
плоской квазимонохроматической электромагнит-
ной волны линейной поляризации, распространяю-
щейся перпендикулярно плоскости xy прямоуголь-
ной ГКТ, с однородной квазипериодической напря-
женностью электрического поля

E (t) = êE0f (t) cosωt, (1)

где ê — единичный вектор поляризации в плоскости
xy, E0 и ω — соответственно амплитуда и частота
волны, f (t) = sin2 (πt/T ) — медленно меняющаяся
огибающая, T = 40π/ω — длительность импульса.
На рис. 1 показана геометрическая структура нуль-
мерной прямоугольной ГКТ в плоскости xy. Ось x
находится в плоскости рисунка и направлена гори-
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Рис. 2. Собственные энергии в прямоугольной ГКТ для зигзагообразной кромки вдоль оси x для различного числа ато-

мов N : a — 84 (Nz = 21); b — 164 (Nz = 41); c — 244 (Nz = 61); d — 324 (Nz = 81). Для всех случаев Na = 4

зонтально вправо. Вдоль оси x (ребро «кресла») и
оси y (ребро «зигзага») расположены соответствен-
но Na и Nz атомов углерода. Все атомы углерода
упакованы в гексагональную решетку. Общее чис-
ло атомов углерода равно N = NaNz. Отметим, что
для нанолент с ограниченной шириной ребра крес-
ла электронная структура и энергетический спектр
квазичастиц при Na ≪ Nz, когда прямоугольная
ГКТ переходит в наноленту, критически зависят от
ширины прямоугольной ГКТ по оси y [68], что опре-
деляет, является ли прямоугольная ГКТ проводни-
ком или изолятором. По аналогии со случаем, рас-
смотренным в работе [68], наша прямоугольная ГКТ
является изолятором (см. рис. 1).

Таким образом, мы используем микроскопиче-
скую нелинейную квантовую теорию процесса ГВГ
в сильной электромагнитной волне в прямоугольной

ГКТ по модели сильной связи [57, 91] для гамиль-
тониана Ĥ , учитывая кулоновское взаимодействие
в обобщенном приближении Хаббарда. Полный га-
мильтониан по эмпирической модели сильной свя-
зи [91] приведен в Приложении. С помощью числен-
ной диагонализации найдем собственные состояния
ψµ (i) и собственные энергии εµ (µ = 0, 1, . . . , N − 1).
Результаты численной диагонализации показаны на
рис. 2 для различных латеральных размеров прямо-
угольной ГКТ. Видно, что без туннелирования энер-
гетические уровни вырождены, а плотность состоя-
ний увеличивается с ростом числа атомов решетки.
Как будет видно далее, это напрямую влияет на вы-
ход ГВГ.

Гамильтониан сильной связи описывает системы
конечного размера, ограничивая матричные элемен-
ты tij туннелирования между атомами внутри кван-
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Спектры излучения ГВГ в режи-
ме сильного поля через преобразование Фурье дипольного

ускорения N−1|ax(Ω)|/a0 (в условных единицах) в зависи-

мости от номера гармоники для прямоугольной ГКТ с зиг-

загообразным краем на вытянутой стороне для различно-

го числа N атомов. Вероятность релаксации ~γ = 50мэВ.

Частота линейно поляризованной волны ω = 0.1 эВ/~, на-

пряженность волнового поля E0 = 0.1В/Å при фиксиро-

ванном угле θ = 0. Спектры показаны для умеренных ти-

пичных энергий ЭЭВ U = 3 эВ, V = 0.9 эВ

товой точки. Ненулевые матричные элементы га-
мильтониана сильной связи, заданные первым чле-
ном в уравнении (6) (см. Приложение), соответству-
ют матричному элементу туннелирования tij меж-
ду энергетическими состояниями в соседних узлах.
Второй член в (6) представляет собой гамильтони-
ан Ĥee кулоновского электрон-электронного взаимо-
действия (ЭЭВ) в приближении Хаббарда, в кото-
ром игнорируются все элементы матрицы кулонов-
ского рассеяния за исключением членов локально-
го взаимодействия (порядка U) между электронами
со спинами вверх и вниз, занимающими одну и ту
же позицию i (спин σ̄ противиположен по поляриза-
ции спину σ). Операторы рождения c†iσ и уничтоже-
ния ciσ удовлетворяют правилам антикоммутации

{ciσcjσ} = {c†iσc
†
jσ} = 0, {ciσ′c†jσ} = δijδσσ′ ,

которые гарантируют антисимметрию многочастич-
ных состояний. Квантовая динамика прямоугольной
ГКТ в сильной электромагнитной волне с периоди-
ческим возбуждением определяется замкнутой си-
стемой дифференциальных уравнений (8) для мат-
рицы плотности (см. Приложение), которую необ-
ходимо решать при определенных начальных усло-
виях. Мы строим матрицу плотности ρ

(σ)
0ij через за-

полнение электронных состояний в валентной зоне в
соответствии с распределением Ферми –Дирака при

нулевой температуре:

ρ
(σ)
0ij =

N−1∑

µ=N/2

ψ∗
µ(j)ψµ(i), (2)

где ψµ(i) — функция собственных энергетических
состояний гамильтониана Ĥ0 (6). Для матрицы
плотности мы решаем зависящие от времени уравне-
ния движения (8) (см. Приложение), численно инте-
грируя их с помощью стандартного алгоритма Рун-
ге – Кутты четвертого порядка.

Спектр излучения гармоник определяется преоб-
разованием Фурье a(Ω) дипольного ускорения

a(t)

a0
=
d2d/dt2

a0
. (3)

Дипольный момент определяется выражением

d(t) =

〈
∑

iσ

ric
†
iσciσ

〉
(4)

и нормирован на число N атомов решетки. Здесь
a0 = ω2d0, где ω = 1 эВ/~ и d0 = 1 Å. Мощ-
ность, излучаемая на данной частоте, пропорцио-
нальна |a(Ω)|2. Введем угол θ между вектором поля-
ризации ê = {cos θ, sin θ} и осью x, направленной по
вытянутому краю (см. рис. 1). Вероятность релакса-
ции принята ~γ = 50мэВ. Энергия локального куло-
новского отталкивания равна U ≃ 3 эВ (см. Прило-
жение). Энергия кулоновского отталкивания между
узлами принята V ≃ 0.9 эВ. Энергия переноса меж-
ду ближайшими соседними атомами tij = 2.7 эВ.
Для выяснения основных аспектов многофотонной
ГВГ в прямоугольной ГКТ будем считать, что час-
тота возбуждения ω = 0.1 эВ/~, что значительно
меньше характерных масштабов tij , U , V . Рассмот-
рим происхождение ГВГ в квантовой точке. Есть
два вклада в ток: электронно-дырочные переходы
в незанятых/занятых состояниях и рождение пар
электрон–дырка (переходы из занятых состояний в
незанятые) и последующая рекомбинация. Первые
переходы дают вклад только в низшие гармоники
и аналогичны внутризонному току в полупровод-
нике, тогда как последний вносит основной вклад
в высокочастотную часть, соответствующую меж-
зонному току, представляющему собой рекомбина-
цию/рождение электронно-дырочных пар. Эта кар-
тина аналогична ГВГ в твердотельных системах.

На рис. 3 представлен определяемый величиной
|ax(Ω)| спектр ГВГ в прямоугольной ГКТ различ-
ных латеральных размеров с зигзагообразным реб-
ром на вытянутой стороне. Линейно поляризованное
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Рис. 4. (В цвете онлайн) То же, что и на рис. 3, но для раз-

ных углов θ, составленных электрическим полем и осью x

в плоскости прямоугольной ГКТ с N = 164 атомами

электромагнитное поле берется при угле поляриза-
ции θ = 0, E0 = 0.1В/Å, ω = 0.1 эВ/~. Энергии
ЭЭВ составляют U ≃ 3 эВ, V ≃ 0.9 эВ. Появление
нечетных гармоник в спектре ГВГ связано с сохра-
нением инверсионной симметрии в прямоугольной
ГКТ, как и в неограниченном в пространстве гра-
фене [1, 55]. На рис. 3 мы видим непертурбативное
поведение спектров ГВГ со структурой многократ-
ных плато. Это является следствием интерференции
двух разных вкладов, внутризонного и межзонного.
Как видно на рис. 3, доминирующее плато смеща-
ется в сторону более высоких частот с увеличением
числа атомов, а затем этот процесс подавляется. Это
согласуется с энергетическими спектрами на рис. 2,
в которых с увеличением числа атомов решетки по-
являются новые более высокие энергетические со-
стояния с возрастающей плотностью состояний. Но
выход ГВГ для фиксированной интенсивности вол-
ны подавляется при дальнейшем увеличении числа
атомов прямоугольной ГКТ. В частности, как пока-
зано на рис. 3, при N = 164, N = 244 и N = 324 на-
блюдается эффективная генерация гармоник с 10-й
по 60-ю, с 20-й по 90-ю и с 20-й по 100-ю соответ-
ственно.

Прямоугольная ГКТ также имеет сильный ани-
зотропный нелинейный отклик, зависящий от ори-
ентации электромагнитного волнового поля относи-
тельно вытянутой стороны [56]. Для прямоугольной
ГКТ при θ = 0 и θ = π/2 направление поляризации
гармоники совпадает с направлением поляризации
падающей волны. При других углах 0 < θ < π/2

появляются гармоники с векторами поляризации,
перпендикулярными полю волны накачки. Для вы-
явления зависимости спектров ГВГ от ориентации

Рис. 5. (В цвете онлайн) То же, что и на рис. 4, но для

компоненты ay

электромагнитного поля на рис. 4 и 5 показаны спек-
тры ГВГ при различных значениях угла θ волново-
го поля накачки относительно оси x в прямоуголь-
ной ГКТ с зигзагообразным краем при N = 164

для компонент |ax| и |ay| соответственно. В случае
неограниченного в пространстве графена, в отли-
чие от изотропного спектра ГВГ на низкочастот-
ной волне накачки, спектр анизотропен на высоко-
частотной волне, когда из-за симметрии углеродной
гексагональной ячейки оптический отклик относи-
тельно поляризации ведомого поля является пери-
одическим с периодом π/3 [92]. Для прямоуголь-
ной ГКТ мы имеем сильную анизотропию. В част-
ности, для процесса ГВГ в случае первых восьми
гармоник для y-компоненты предпочтительны углы
π/12 . θ . π/6, а для x-компоненты имеем мак-
симум для угла π/6. Более того, разные углы по-
ляризации приводят к разным максимумам в спек-
трах гармоник и энергиям отсечки. Обратите вни-
мание, что в процессе генерации в прямоугольной
ГКТ появляются только нечетные гармоники, неза-
висимо от ее ориентации относительно поля накач-
ки, что связано с инверсионной симметрией подре-
шетки прямоугольной ГКТ.

Далее рассмотрим спектры ГВГ в зависимости
от интенсивности волны накачки. На рис. 6 пред-
ставлены спектры ГВГ в зависимости от напряжен-
ности поля и порядок гармоник для фиксированной
частоты и энергий ЭЭВ U = 3 эВ, V ≃ 0.9 эВ в пря-
моугольной ГКТ с зигзагообразным краем вытяну-
того ребра с числом атомов N = 84 и N = 164.
На рис. 6 видны множественные плато. Отметим,
что важно повысить эффективность излучения ГВГ
и порог отсечки гармоник. Как показано на рис. 6,
в пределах каждого плато гармоника отсечки по-
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a)

b)

Рис. 6. (В цвете онлайн) Цветные полосы представляют

уровень излучения ГВГ в режиме сильного поля в лога-

рифмическом масштабе через преобразование Фурье ди-
польного ускорения N−1|ax(Ω)|/a0 (в условных единицах)

в зависимости от номера гармоники и напряженности вол-

нового поля E0 при фиксированном угле θ = 0 для N = 84

(a) и N = 164 (b) при зигзагообразном крае на удлиненной

стороне прямоугольной ГКТ. Частота волны ω = 0.1 эВ/~,

энергии ЭЭВ U = 3 эВ, V = 0.9 эВ. Вероятность релакса-

ции ~γ = 50мэВ

чти линейно возрастает с увеличением напряженно-
сти волнового поля, достигая гармоник ncut ≃ 150

(рис. 6b) и ncut ≃ 110 (рис. 6a). Отметим, что ли-
нейная зависимость гармоник отсечки от напряжен-
ности поля волны аналогична ГВГ на дискретных
уровнях [93–95] или в кристаллах с линейной дис-
персией энергии [44, 96].

Многочастичное кулоновское ЭЭВ оказывает
сильное влияние на ГВГ в графене [30, 58, 59] и в
молекулах фуллеренов [55]. Аналогичную картину
мы ожидаем при взаимодействии сильной волны
накачки с прямоугольной ГКТ. На рис. 7 показаны
спектры ГВГ в режиме сильного поля в зависимо-
сти от номера гармоники для разных энергий ЭЭВ
при N = 164. Как видно на этом рисунке, разные

Рис. 7. (В цвете онлайн) Спектры ГВГ в режиме сильного

поля для различных энергий ЭЭВ через преобразование

Фурье дипольного ускорения N−1|ax(Ω)|/a0 (в условных

единицах) в прямоугольной ГКТ с N = 164 атомами для

разных энергий ЭЭВ U (V ≃ 0.3U), кроме первой гармони-

ки. Частота линейно поляризованной волны ω = 0.1 эВ/~,
напряженность волнового поля E0 = 0.1В/Å при фикси-

рованном угле θ = 0. Вероятность релаксации ~γ = 50мэВ

энергии ЭЭВ приводят к разным максимумам
спектров гармоник и разным энергиям отсечки.
Как также видно на рис. 7, имеет место сильное
кулоновское усиление выхода ГВГ, как и в случае
графена, вызванное экситонными эффектами в
наносистемах на основе графена.

3. ВЫВОДЫ

В настоящей работе рассмотрены процессы мно-
гофотонного возбуждения и генерации высших гар-
моник в ГКТ прямоугольной формы с зигзагообраз-
ным краем. Использована микроскопическая кван-
товая теория, описывающая взаимодействие кванто-
вой точки с полем лазера в рамках динамического
приближения Хартри – Фока. Полученные спектры
ГВГ с множественной структурой плато противоре-
чат линейной теории возмущений. При этом доми-
нирующее плато смещается в сторону более высо-
ких частот с увеличением числа атомов квантовой
точки. Следовательно, при изменении латерального
размера наноструктуры можно увеличить порядки
гармоник в пределах основного плато. Кроме того,
энергия фотона отсечки с увеличением поперечного
размера наноструктуры также смещается в сторону
синей области спектра. Мы показали, что спектры
ГВГ имеют сильную анизотропию в зависимости от
ориентации напряженности поля электромагнитной
волны относительно зигзагообразного края прямо-
угольной ГКТ. Различные углы поляризации при-
водят к различным максимумам спектров гармоник
и различным энергиям отсечки. Мы также показа-
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ли сильное кулоновское усиление выхода ГВГ, как и
в случае графена, что открывает дополнительную
степень свободы для манипулирования спектрами
ГВГ с индуцированным подложкой экранировани-
ем в двумерных наноструктурах.

ПРИЛОЖЕНИЕ
ГАМИЛЬТОНИАН ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Здесь мы кратко представляем полный гамиль-
тониан по эмпирической модели сильной связи [91]
в виде

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint , (5)
где

Ĥ0 =
1

2

∑

〈i,j〉

Vijninj +
U

2

∑

iσ

niσniσ̄ −
∑

〈i,j〉σ

tijc
†
iσcjσ (6)

есть гамильтониан прямоугольной ГКТ. Здесь c†iσ —
оператор рождения электрона со спиновой поля-
ризацией σ = (↑, ↓) в узле i, а суммирование по
〈i, j〉 проводится по ближайшим соседним узлам с
энергией переноса tij (σ̄ противоположная спиновая
поляризация); niσ = c†iσciσ — оператор электрон-
ной плотности с полной электронной плотностью
ni = ni↑ + ni↓ для узла i. Первый и второй члены в
свободном гамильтониане (6) соответствуют ЭЭВ в
расширенном приближении Хаббарда (Ĥee) с меж-
узловыми (порядка Vij) и внутриузловыми (поряд-
ка U) кулоновскими энергиями отталкивания. Меж-
узловое кулоновское отталкивание описывается рас-
стоянием dij между ближайшими соседними парами
узлов: Vij = V dmin/dij (dmin — минимальное рассто-
яние между ближайшими соседними парами). Для
всех расчетов мы приняли V = 0.3U [97, 98]. Тре-
тий член в (6) представляет собой часть кинетиче-
ской энергии гамильтониана сильной связи с мат-
рицей туннелирования tij соседних узлов. Интеграл
переноса tij между ближайшими соседними атома-
ми ГКТ может быть определен экспериментально.
Для прямоугольной ГКТ он принимается равным
tij = 2.7 эВ [57]. Отметим, что в гамильтониане мы
пренебрегли колебаниями решетки.

Взаимодействие лазера с прямоугольной ГКТ
описывается в калибровке длины через скалярный
потенциал

Ĥint = e
∑

iσ

ri ·E(t) c†iσciσ ,

где ri — радиус-вектор, e — элементарный заряд.
Получим эволюционные уравнения для одночастич-
ной матрицы плотности ρ

(σ)
ij = 〈c†jσciσ〉 из уравне-

ния Гейзенберга i~ ∂L̂/∂t = [L̂, Ĥ ]. Пусть система со

скоростью γ релаксирует к равновесию с матрицей
плотности ρ

(σ)
0ij . ЭЭВ будем изучать в рамках при-

ближения Хартри – Фока. Для описания замкнутого
множества уравнений для одночастичной матрицы
плотности ρ(σ)ij рассмотрим гамильтониан (6) в виде

ĤHF
0 ≃ −

∑

〈i,j〉σ

tijc
†
iσcjσ + U

∑

i

(n̄i↑ − n̄0i↑)ni↓ +

+ U
∑

iσ

(n̄i↓ − n̄0i↓)ni↑ +
∑

〈i,j〉

Vij(n̄j − n̄0j)ni −

−
∑

〈i,j〉σ

Vijc
†
iσcjσ(〈c

†
iσcjσ〉 − 〈c

†
iσcjσ〉0), (7)

где n̄iσ = 〈c†iσciσ〉 = ρ
(σ)
ii . Таким образом, получается

следующее уравнение для матрицы плотности:

i~
∂ρ

(σ)
ij

∂t
=
∑

k

(
τkjσρ

(σ)
ik − τikσρ

(σ)
kj

)
+(Viσ−Vjσ)ρ(σ)ij +

+ eE · (ri − rj)ρ
(σ)
ij − i~γ

(
ρ
(σ)
ij − ρ

(σ)
0ij

)
, (8)

а матрицы Viσ , τijσ аппроксимируются матрицами
плотности ∂ρ(σ)ij :

Viσ =
∑

jα

Vij

(
ρ
(α)
jj − ρ

(α)
0jj

)
+ U

(
ρ
(σ̄)
ii − ρ

(σ̄)
0ii

)
,

τijσ = tij + Vij

(
ρ
(σ)
ji − ρ

(σ)
0ji

)
.

(9)

В этом представлении начальное значение мат-
рицы плотности 〈c†iσcjσ〉0 определяется через га-
мильтониан сильной связи:

ĤTB
0 = −

∑

〈i,j〉σ

tijc
†
iσcjσ .

Мы численно диагонализируем гамильтониан Ĥ0. В
итоге, в статическом пределе гамильтониан Харт-
ри – Фока обращается в нуль, ĤHF

ee ≃ 0, и ЭЭВ в пре-
деле Хартри – Фока включено в эмпирический инте-
грал переноса tij между ближайшим атомами, ко-
торый выбирается близким к экспериментальным
данным [57]. Таким образом, ЭЭВ в приближении
Хартри – Фока соответствует только квантовой ди-
намике, индуцированной полем лазера накачки.
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АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТА ЭКСПЕРИМЕНТА НЕЙТРИНО-4
СОВМЕСТНО С ДРУГИМИ ЭКСПЕРИМЕНТАМИ ПО ПОИСКУ

СТЕРИЛЬНОГО НЕЙТРИНО В РАМКАХ НЕЙТРИННОЙ
МОДЕЛИ 3+1
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Проанализировано соответствие результатов, полученных в эксперименте Нейтрино-4 с результатами

экспериментов NEOS, DANSS, STEREO, PROSPECT на реакторах, экспериментов MiniBooNE, LSND,

MicroBoone на ускорителях, эксперимента IceCube и эксперимента BEST c нейтринным источником 51Cr.

Обсуждается согласие результатов эксперимента Нейтрино-4, эксперимента BEST и галлиевой анома-

лии по углу смешивания. Обсуждается разногласие между результатами перечисленных выше прямых

экспериментов с результатами реакторной аномалии, а также с ограничениями из солнечных и космоло-

гических данных. Показано, что результаты, вышеперечисленных прямых ускорительных экспериментов
по поиску стерильного нейтрино и эксперимента IceCube не противоречат эксперименту Нейтрино-4 в

рамках нейтринной модели 3+1 в пределах 3σ контуров экспериментальных ошибок. Параметры стериль-

ного нейтрино из экспериментов Нейтрино-4 и BEST позволяют сделать оценку на массу стерильного

нейтрино m4 = (2.70 ± 0.22)эВ и эффективную массу электронного нейтрино m4νe = (0.86 ± 0.21)эВ.

Приводится матрица модулей параметров смешивания в нейтринной модели 3+1 и схема смешивания.

DOI: 10.31857/S0044451023070064
EDN:GEIMEM

1. ВВЕДЕНИЕ

Стандартная Модель включает три безмассо-
вых нейтрино, которые участвуют в слабом вза-
имодействии. Измерение полного сечения распада
нейтрального Z-бозона накладывает ограничение на
число активных нейтрино. На данный момент это
ограничение составляет Nν = 2.92 ± 0.05 из пря-
мых измерений видимой ширины распада Z-бозона
(Nν = 2.996 ± 0.007 из фитирования данных LEP-
SLC) [1]. Экспериментально наблюдаемые осцил-
ляции нейтрино требуют введения ненулевых масс
нейтрино и изменения матрицы смешивания. Па-
раметры смешивания трех флейворных состояний
стандартной модели определены экспериментально.

* E-mail: serebrov_ap@pnpi.nrcki.ru

Однако, экспериментально наблюдаются аномалии,
которые не удается описать в рамках модели смеши-
вания трех массивных нейтрино. Аномалии наблю-
дались в нескольких ускорительных и реакторных
экспериментах: LSND на уровне достоверности 3.8σ

[2], MiniBooNE 4.7σ [3], реакторная антинейтринная
аномалия (РAA) 3σ [4, 5], а также в эксперимен-
тах с радиоактивными источниками GALLEX/GNO
и SAGE 3.2σ-галлиевая аномалия (ГА) [6–8]. Суще-
ствует прямой способ расширить теорию так, чтобы
объяснить эти явления — добавление в теорию час-
тиц стерильных нейтрино. Одно из возможных рас-
ширений теории, это модель 3+1 с одним стериль-
ным состоянием и одним дополнительным массо-
вым состоянием порядка нескольких eV. Рассмотре-
ние такого нейтрино как составляющую неосновную
компоненту темной материи наталкивается на кос-
мологические ограничения [9], которые могут быть
преодолены за счет расширения космологической
модели [10].
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Ранее сравнение результатов эксперимента
Нейтрино-4 и результатов, приведенных выше
работ было выполнено в работе [11] как часть
анализа данных эксперимента Нейтрино-4. Данная
работа посвящена обсуждению возможности экс-
периментального подтверждения модели 3+1 на
основе последних данных эксперимента Нейтрино-4,
которые недавно были опубликованы в работе [12].

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА
НЕЙТРИНО-4

Эксперимент Нейтрино-4 [12] проводится на ре-
акторе СМ-3 (Димитровград, Россия). Реакторные
нейтринные эксперименты, в которых измеряемый
поток нейтрино, сравнивается с рассчитанным тео-
ретическим значением, имеют серьезный недоста-
ток — они зависят от точности расчетов ожи-
даемого потока и подробной информации об эф-
фективности детектора. Однако в эксперименте
Нейтрино-4, благодаря малому размеру активной
зоны (35 × 42 × 42см3) реактора СМ-3 и высокой
мощности в 90 МВт, удается применить метод от-
носительных измерений, используя перемещаемый
детектор. В модели смешивания с одним стериль-
ным нейтрино поток реакторных антинейтрино на
малых расстояниях зависит от отношения расстоя-
ния к энергии согласно выражению (1)

P (ν̄e → ν̄e) =

= 1− sin2(2θ14) sin
2(1.27

∆m2
14[eV

2]L[m]

Eν̄e [MeV]
), (1)

где Eν̄e — энергия антинейтрино в МэВ, L — рас-
стояние в метрах, ∆m2

14 — разность между квад-
ратами масс первого и четвертого массовых состоя-
ний нейтрино, θ14 — угол, параметризующий матри-
цу смешивания и отвечающий за смешивание элек-
тронного нейтрино с четвертым массовым состоя-
нием. Экспериментальная проверка осцилляций вы-
званных, смешиванием с состоянием, имеющим мас-
су порядка нескольких эВ требует измерений пото-
ка нейтрино на как можно меньших расстояниях от
источника антинейтрино близкого к точечному. По-
дробное описание детектора Нейтрино-4, подготов-
ки нейтринной лаборатории, измерений фона и схе-
мы процесса набора данных представлено в работе
[12]. Здесь мы кратко обозначим метод и результа-
ты прямых наблюдений осцилляций в эксперименте
Нейтрино-4.

Измерения потока антинейтрино проводятся пу-
тем сравнения сигналов детектора, измеренных при

работающем и остановленном реакторе. Разность
этих сигналов это измеряемый поток антинейтри-
но, а фон космического излучения, который пред-
ставляет главную проблему для данного измерения,
сокращается. Мы используем метод относительных
измерений, т.к. один и тот же детектор проводит из-
мерения на разных расстояниях.

Измеренный поток, как функцию от энергии и
расстояния до реактора удобно представлять в ви-
де матрицы N(Ei, Lk) [12]. Хорошо известная про-
блема отличия, рассчитанного и экспериментально
наблюдаемого спектров реакторных антинейтрино,
наблюдалась и в нашем эксперименте [12]. Суще-
ствование этой проблемы приводит к необходимо-
сти проводить анализ данных так, чтобы устранить
влияние рассчитанного спектра. Для того чтобы ис-
пользовать метод относительных измерений мы со-
ставляем отношение согласно уравнению (2). Числи-
телем является измеренное число нейтринных собы-
тий, умноженное на квадрат расстояния, а в знаме-
нателе усредненное по всему диапазону длин ожи-
даемое значение для той же энергии. Преимущество
этого выражения в том, что зависимость от энерге-
тического спектра сокращается, как и зависимость
от эффективности детектора.

Rexp
ik =(Nik ±∆Nik)L

2
k/K

−1
K∑

k

(Nik ±∆Nik)L
2
k=

=

〈
S(E)

(
1− sin2 2θ14 sin

2
(

1.27∆m2
14Lk

E

))〉
i

K−1
∑K

k

〈
S(E)

(
1−sin2 2θ14 sin2

(
1.27∆m2

14Lk

E

))〉
i

=

= Rth
ik , (2)

S(E) — начальный спектр 235U, 〈s〉– интегрирова-
ние с функцией энергетического разрешения при
σ = 250кэВ и интегрирование по бинам. Если сум-
мирование происходит по расстояниям, значительно
превышающим длину осцилляций, то знаменатель
упрощается:

Rth
ik ≈

≈ 1− sin2 2θ14 sin
2
(
1.27∆m2

14Lk/Ei

)

1− 1
2 sin

2 2θ14
−−−−→
θ14=0

1. (3)

Уравнение (3), характеризующее наблюдаемую за-
висимость, отличается от уравнения (1) только по-
стоянным множителем 1 − (1/2) sin2 2θ14 в знаме-
нателе. Следовательно, процесс осцилляций может
быть напрямую получен из экспериментальных дан-
ных, если представлять результат в виде зависимо-
сти L/E. Таким образом, мы фиксируем фазу про-
цесса осцилляций для разных энергий. Результат
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анализа данных представлен на рис. 1 слева. Пери-
од осцилляций для средней энергии антинейтрино 4
MeV составляет 1.4 м, то есть меньше, чем биологи-
ческая защита реактора 5 м. Несмотря на это, осцил-
ляционный процесс может наблюдаться при усло-
вии использования описанного нами метода. Этот
метод фиксированной фазы подобно голографиче-
скому методу позволяет восстановить изображение.

Поскольку мы наблюдаем эффект осцилляций,
то нужно проверить, что это не может быть лож-
ный аппаратурный эффект. Эффект исчезает при
выключении реактора. На нижней панели рис. 1 по-
казан результат обработки космического фона, ис-
пользуя тот же метод. Дело в том, что быстрые
нейтроны космического фона дают коррелирован-
ный сигнал аналогичный коррелированному сигна-
лу при регистрации антинейтрино. Быстрый ней-
трон сначала производит первый сигнал, от про-
тона отдачи, рассеиваясь на водороде, и имитиру-
ет сигнал от позитрона, а затем захватывается га-
долинием, производя второй сигнал. Таким обра-
зом, весь процесс регистрации сигналов и обработ-
ки данных можно контролировать при измерении
сигналов коррелированного фона. Коррелирован-
ный фон, создаваемый быстрыми нейтронами, име-
ет небольшую зависимость от расстояния, так как
присутствует неоднородность пассивной защиты де-
тектора бетоном в конструкции здания. В расчете R
матрицы для нейтринного сигнала мы вводили по-
правку на расстояние, а для расчетов фона мы вво-
дим поправку на эту неоднородность космического
фона. Зависимость фоновой R матрицы от отноше-
ния L/E согласуется с гипотезой отсутствия осцил-
ляций с χ2/DoF = 1.3, в то время как разногла-
сие с осцилляционной кривой находится на уровне
χ2/DoF = 6.1. А значит, что наблюдаемые осцилля-
ции, это не систематический аппаратурный эффект.
Затухание осцилляционной кривой связано с конеч-
ным энергетическим разрешением детектора.

Наконец, важно отмерить, что осцилляционные
кривые имеют первый максимум, которых лежит в
точке L = 0, так как процесс осцилляций начинается
от источника нейтрино. На рис. 2 показана достроен-
ная до источника осцилляционная кривая, которая
подтверждает, что источником осцилляций являет-
ся реактор.

Сравнение экспериментальной матрицы и мат-
рицы, полученной в результате МК моделирования,
может быть выполнено также методом ∆χ2, то есть

с использованием выражения

∑

i,k

(Rexp
ik −Rth

ik)
2

(∆Rexp
ik )2

= χ2(sin2 2θ14,∆m
2
14).

Результат анализа методом ∆χ2 показан на рис. 1
справа. Область параметров, окрашенная розовым
цветом, исключена с достоверностью 3σ. Однако в
области ∆m2

14 = 7.3эВ2 и sin2 2θ14 = 0.36 ± 0.12stat
эффект осцилляций наблюдается на уровне 2.9σ,
статистический анализ на основе Монте-Карло мо-
делирования показал уровень достоверности 2.7σ

[12]. Для сравнения на рисунке представлены обла-
сти параметров галлиевой и реакторной аномалий
вместе с результатами эксперимента Нейтрино-4.

3. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
ЭКСПЕРИМЕНТА НЕЙТРИНО-4 С
ГАЛЛИЕВОЙ АНОМАЛИЕЙ (ГA), С
РЕАКТОРНОЙ АНТИНЕЙТРИНО

АНОМАЛИЕЙ (РAA) И СОЛНЕЧНОЙ
МОДЕЛЬЮ

Эксперимент Нейтрино-4 направлен на прямое
измерение параметра осцилляций sin2 2θ14, значение
которого в два раза превышает дефицит полного по-
тока нейтрино на больших расстояниях по сравне-
нию с длиной осцилляций. Поэтому, для сравнения
результатов Нейтрино-4 с экспериментами, измеря-
ющими полный нейтринный поток (РAA и ГA) зна-
чение sin2 2θ14 может быть использовано для вычис-
ления дефицита, или наоборот. Мы проводим срав-
нение в терминах параметра осцилляций sin2 2θ14.

Значения параметров осцилляций (точка
лучшего фита), в галлиевых экспериментах с
учетом нового результата эксперимента BEST
sin2 2θ14 = 0.34+0.14

−0.09,∆m
2
14 = 1.25+∞

−0.25эВ
2 [13]. Этот

результат хорошо согласуется с результатом экспе-
римента Нейтрино-4: sin2 2θ14 = 0.36 ± 0.12(2.9σ) в
области значений ∆m2

14 > 5эВ2.
Эксперимент BEST был направлен на определе-

ние двух параметров осцилляций sin2 2θ14 и ∆m2
14

и ориентирован на область ∆m2
14 ∼ 1эВ2, и с

этой целью галлиевый детектор был разделен на
два объема. Однако, для ∆m2

14 ∼ 7эВ2 происхо-
дит усреднение осцилляций в обоих объемах, по-
этому определить величину массы стерильного ней-
трино в области ∆m2

14 > 5эВ2 не представляет-
ся возможным. В эксперименте удалось измерить
дефицит нейтринного потока для обоих объемов
(Rinn = 0.79 ± 0.05 и Rout = 0.77 ± 0.05) с доста-
точно хорошей точностью. Подробный анализ попы-

68



ЖЭТФ, том 164, вып. 1 (7), 2023Анализ результата эксперимента Нейтрино-4 совместно с другими экспериментами. . .

1.0 1.5 2.0 2.5

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

c
2
/DoF = 6.1, unity c

2
/DoF = 1.3

N
(L

,E
)/

N
(L

,E
) a

v

L/E (m/MeV)

1.0 1.5 2.0 2.5

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Dm
2
=7.3 eV

2
, sin

2
(2q) = 0.36 c

2
/DoF 20.61/17 (1.21)   GoF 0.24

Unity c
2
/DoF 31.90/19 (1.68)   GoF 0.03

Dm
2
=7.3 eV

2
, sin

2
(2q) = 0.36, resolution 250 keV

Observed

N
(L

, 
E

)/
N

(L
,E

)
a

v
e
r
a

g
e

L/E

)
14

q(22sin
1-10 1

2
, 
e
V

1
4

2
m

D

1

10

Рис. 1. Слева — осцилляционная кривая нейтринного сигнала (реактор ВКЛ минус реактор ВЫКЛ) и обработка данных

тем же методом при выключенном реакторе, демонстрирующая отсутствие систематического эффекта. Справа — резуль-

таты анализа данных на плоскости (sin2 2θ14,∆m
2
14)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

N
(L

,E
)/

N
(L

,E
) av

L/E (m/MeV)

Dm
2

14
= 7.3 eV

2
, sin

2
2q

14
= 0.36

c
2
/DoF = 1.21, unity c

2
/DoF = 1.68

Рис. 2. Полная кривая осцилляционного процесса от центра активной зоны реактора

ток определения ∆m2
14 сделан в работе [13]. Для па-

раметра угла смешивания в работе [13] приводится
значение

sin2 2θ14 = 0.42+0.15
−0.17(∆m

2
14 = 3.3+∞

−2.3эВ
2

для эксперимента BEST и значение

sin2 2θ14 = 0.34+0.14
−0.09(∆m

2
14 = 1.25+∞

−0.25эВ
2)

для эксперимента BEST совместно с результатами
галлиевой аномалии (GALLEX и SAGE). Сравнение

результатов эксперимента Нейтрино-4 и результа-
тов эксперимента BEST представлено на рис. 3 сле-
ва. Также был выполнен анализ на основе опубли-
кованных в [13] данных экспериментов GALLEX,
SAGE и BEST, в котором было воспроизведено рас-
пределение χ2(∆m2

14, sin
2 θ14). Используя этот ре-

зультат совместно с распределением из экспери-
мента Нейтрино-4, было получено распределение
∆χ2(∆m2

14, sin
2 θ14), представленное на рис. 3 спра-

ва. Значение параметров в точке лучшего фита —
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sin2 2θ14 = 0.38,∆m2
14 = 7.3эВ2. Полученная в ре-

зультате достоверность наблюдения осцилляций со-
ставила 5.8σ, что согласуется с ожиданиями [14] и
оценкой [15]. Полученный высокий уровень стати-
стической значимости обусловлен точностью изме-
рения потока в эксперименте BEST. Однако, изме-
ренный дефицит в экспериментах GALLEX, SAGE
и BEST не позволяет ограничить значение пара-
метра ∆m2

14 сверху, поэтому при совместном анали-
зе величину этого параметра определяет результат
Нейтрино-4.

Сравнение экспериментального эффекта в РАА
[16], ГА совместно с BEST и Нейтрино-4 показаны
на рис. 4. Часть области параметров с достоверно-
стью 2σ из эксперимента Нейтрино-4 накладывает-
ся на область допустимых значений параметров с
CL 95% РАА. Однако, говорить о соответствии РАА
и Нейтрино-4 нельзя. Если рассматривать угол сме-
шивания допустимый РАА в области значений пара-
метра ∆m2

14 ∼ 7эВ2, то есть в предположении быст-
рых осцилляций, то, исходя из эффекта дефицита
РАА по модели Хубера–Мюллера, который состав-
ляет R = 0.930+0.024

−0.023 [17], можно оценить значение
sin2 2θ14 ≈ 0.13±0.04. Сравнение этой оценки с оцен-
кой sin2 2θ14 = 0.36 ± 0.12 показывает расхождение
0.23 ± 0.13, которое составляет 1.8σ. Хотя это рас-
хождение еще не вышло за пределы 3σ, требуется
возможная интерпретация этой ситуации.

Интерпретация измерений РAA основана на рас-
считанном спектре, который еще имеет необъяснен-
ные расхождения с измеренным спектром. Таким
образом, расчеты показывают, что есть расхожде-
ния по интегралам спектров и по их формам. Есть
так называемый «бамп». Если есть превышение в
спектре в области 5 МэВ, то, можно предполагать,
что какие-то изотопы и распады не учтены. Но сна-
чала следует учесть эффект осцилляций, обнару-
женный в Нейтрино-4 и галлиевых экспериментах.
На рис. 5 слева представлены спектры антинейтри-
но для 235U и 239Pu из работы [19] в сравнении
с расчетными спектрами по модели Huber-Mueller
(HM). Если принять во внимание эффект осцилля-
ций, с параметром sin2 2θ14 ≈ 0.36, то можно по-
лучить результат сравнения спектров, представлен-
ный на рис. 5 справа. Конечно, по-прежнему в от-
ношении теоретического спектра к эксперименталь-
ному наблюдается «бамп» в области 5–6 МэВ, по-
этому нужно искать неучтенные нуклиды. Следует
отметить, что трудность расчетов характеризуются
следующим набором результатов для R-отношения

наблюдаемого потока к ожидаемому:

0.930+0.024
−0.023(2.8σ), 0.975+0.032

−0.030(0.8σ),

0.922+0.024
−0.023(3.0σ), 0.970± 0.02(1.4σ),

0.960+0.022
−0.021(1.8σ),

см. [17]. Таким образом, видно, что точность расче-
тов не позволяет сделать конкретное заключение о
размере аномалии, то есть о размере дефицита. Что
касается определения дефицита из эффекта осцил-
ляций в эксперименте Нейтрино-4, то можно ска-
зать, что для ∆m2

14 = 7эВ2 эффект усреднения ос-
цилляций на расстояниях больше 10 метров опреде-
ленно реализуется. Поэтому соотношение

R = 1− 1/2 sin2 2θ

будет справедливым и предсказывает

R = (1− 0.18)± 0.06 = 0.82± 0.06.

Вместе с тем, все перечисленные выше расчетные
значения R-отношения оказываются выше ожидае-
мого значения из эффекта осцилляций.

На рис. 6 представлен кумулятивный выход нук-
лидов при делении 235U в зависимости от энергии
распада и периода полураспада. При построении
распределения использована база данных ENDF/B-
VII.1. Это распределение содержит 693 нуклида.
Нуклиды с большой энергией распада распадаются
в течение секунд и долей секунды. Трудности экспе-
риментального измерения схем таких быстрых рас-
падов являются очевидными. Область при энергии
выше 4 МэВ и периоде полураспада не больше 10
секунд составляет 14.4%. Превышение спектра этой
области так называемого «бампа» составляет при-
близительно 15%, поэтому доля неучтенных изото-
пов составляет 0.144 · 0.15 = 0.02, всего лишь 2%.

В принципе, следует задаться вопросом, каким
результатам следует отдать предпочтение. Резуль-
татам прямых экспериментов или результатам, по-
лученным в ходе расчета сложных процессов? Ис-
ходя из представленного выше рассмотрения, ответ
является очевидным. Следует отметить, что в ос-
нове РАА лежит достаточно сложный метод абсо-
лютных измерений, но в эксперименте Нейтрино-4
используется метод относительных измерений и не
требует точного знания о спектре реакторных ан-
тинейтрино. Эксперимент BEST использует хоро-
шо известный спектр монохроматических нейтрино
и тоже является более надежным. Он использует
метод, успешно примененный ранее в эксперименте
SAGE [7].
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лией [16] и солнечной моделью [18]

Можно сказать, что расхождение между резуль-
татом Нейтрино-4 и РAA это расхождение между
прямыми и косвенными, зависящими от сложных
расчетов, измерениями. Второе противоречие меж-
ду результатами экспериментов Нейтрино-4 и BEST
совместно с ГА наблюдается с ограничениями на
sin2 2θ14, основанными на нейтринной модели солн-
ца (рис. 4). Этот результат также получен в ходе

расчета сложных процессов, где имеются следую-
щие проблемы.

1. Интерпретация измерений потока солнечных
нейтрино опирается на теоретически рассчитанное
значение полного потока солнечных нейтрино. Это
значение рассчитывается на основе Стандартной
Солнечной Модели, а значит, включает неопреде-
ленности этой модели и нерешенную проблему ме-
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талличности Солнца.
2. Вероятность обнаружения электронного ней-

трино в полном потоке солнечных нейтрино зависит
от всех углов смешивания. А это значит, что точ-
ность расчетов определяется точностью знания уг-
лов смешивания.

3. Для нейтрино, рождающихся при распаде 8B,
теоретический поток включает учет эффекта MSW,

для расчета которого используются распределение
плотности электронов в Солнце и адиабатическое
приближение.

Недавняя работа, описывающая ограничения на
sin2 2θ14 на основе глобального анализа эксперимен-
тальных данных, использует данные Борексино, SK
и SNO [18]. Ограничения на sin2 2θ14 в двух моде-
лях отличаются в 1.8 раза. Это указывает на то,
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что систематические ошибки в нейтринных расчетах
на основе модели солнца еще недостаточно опреде-
лены. Точность расчета основного рр-цикла в ССМ
составляет 0.6%, но точность эксперимента 16%. Вы-
ход борных нейтрино составляет миллионную долю
нейтринного выхода, а значит, точность модельных
расчетов исключительно важна. Выход борных ней-
трино измерен с точностью 4%, если сложить ре-
зультаты всех экспериментов, хотя совместный учет
систематических ошибок экспериментов оставляет
вопросы. Неопределенность в расчете выхода бор-
ных нейтрино составляет 12%, а результаты расче-
та для двух моделей отличаются на 17% [18]. Есть
точность эксперимента, но нет точности расчета для
борных нейтрино, и наоборот — есть точность рас-
чета, но нет точности эксперимента для рр-цикла.

Прежде всего, мы провели оценки (не зависящие
от модели Cолнца) того, можно ли сделать выбор
между моделью 3-х нейтрино и моделью 4-х ней-
трино, используя точность знания элементов мат-
рицы смешивания для двух нейтринных моделей.
При расчете выхода электронных нейтрино в моде-
ли 3+1 следует учитывать то, что элементы матри-
цы U1, U2, U3 должны быть поправлены из-за вве-
дения нового угла смешивания. При этом долж-
ны быть учтены также ошибки, вновь вводимого
угла смешивания. Можно видеть, что при перехо-
де от рассмотрения задачи в рамках трех нейтрин-
ной модели к модели 3+1 значительно увеличивает-
ся неточность оценки. На рис. 7 приведены оценки
(±1σ) для смешивания в вакууме для варианта 3-х
нейтрино и 4-х нейтрино в соответствии с формулой

Pee =

n∑

k=1

U4
ek.

Аналогичный расчет был сделан для высокоэнерге-
тичной части спектра (для борных нейтрино), пола-
гая, что эффект MSW полностью реализуется. На
рис. 7 представлены два расчета: с линейным и квад-
ратичным сложением ошибок. Поскольку статисти-
ческие ошибки складываются квадратично, а систе-
матические ошибки складываются линейно, мы при-
водим два крайних случая для сравнения, так как
строгое разделение на вклад тех и других ошибок
элементов матрицы затруднительно. Для 3-х ней-
тринной модели и для 4-х нейтринной модели имеем
следующие критерии значимости для эксперимен-
тальных результатов в разных моделях. При квад-
ратичном сложении ошибок имеем GoF3ν = 0.895

и GoF4ν = 0.09, то есть достоверности согласия с
гипотезой составляют 0.13σ и 1.67σ соответственно.
Такое различие еще не позволяет достоверно отдать

предпочтение ни одной из гипотез. В случае линей-
ного сложения ошибок GoF3ν = 0.9 и GoF4ν = 0.33

и соответствующий уровень согласия 0.12σ и 0.43σ.
В данном случае различие и того меньше, поэтому
тем более получить убедительное различие между
моделями не представляется возможным. Ограни-
чения на sin2 2θ14, полученные в работе [18] выхо-
дят за пределы имеющейся экспериментальной точ-
ности матрицы смешивания и точности нейтрин-
ных экспериментов. Заявленное противоречие меж-
ду экспериментами в сильной мере опирается на
ССМ, однако солнечные модели еще содержат зна-
чительные неопределенности, тогда как прямые из-
мерения потоков нейтрино от реакторов или радио-
активных источников в меньшей степени опираются
на расчеты. Данное противоречие, скорее указывает
на необходимость пересмотра ССМ, если результат
Нейтрино-4+BEST+ГА подтвердится.

4. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
НЕЙТРИНО-4 С РЕЗУЛЬТАТАМИ

ЭКСПЕРИМЕНТОВ PROSPECT, STEREO,
DANSS И NEOS

Сравнение с более ранними результатами других
реакторных нейтринных экспериментов DANSS [21],
NEOS+RENO [22], PROSPECT [23] и STEREO [24]
можно найти в работе [11]. Иллюстрация сравнения
с реакторными экспериментами представлена на
рис. 8 слева. Эксперименты DANSS и NEOS на АЭС
имеют существенно меньшую чувствительность к
большим значениям параметра ∆m2

14 > 3эВ2 из-за
больших размеров активной зоны реактора 3–4 мет-
ра. Для осцилляций с периодом 1.4 м (для средней
энергии антинейтрино 4 МэВ при ∆m2

14 ∼ 7эВ2) про-
исходит усреднение эффекта уже в пределах актив-
ной зоны реактора. Поэтому области ограничений
DANSS и NEOS с 95% CL на рис. 8 (слева) не дохо-
дят до значений ∆m2

14 ≥ 7эВ2, а для ∆m2
14 > 5эВ2,

закрывая лишь большие значения sin2 2θ14 ≥ 0.5.
Результат эксперимента PROSPECT [23] не

вполне согласуется результатом Нейтрино-4 —
область 7.3эВ2 с уровнем достоверности ∼ 1σ

Нейтрино-4 накладывается на область ограниче-
ний с уровнем достоверности 95% PROSPECT.
Тогда как контуры ограничений на параметры
осцилляций, полученные в STEREO [24] доста-
точно близки к областям допустимых значений
параметров Нейтрино-4 и лучший фит экспери-
мента STEREO находится в области результата
эксперимента Нейтрино-4. Особенно важно, что в
эксперименте Нейтрино-4 мы наблюдаем осцилля-
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Рис. 7. Представлены два расчета с линейным и квадратичным сложением ошибок элементов матрицы смешивания для
модели 3-х нейтрино и модели 4-х нейтрино. На левом рисунке все ошибки сложены квадратично. На правом рисунке все

ошибки сложены линейно Данные по эксперименту SAGE взяты из [18]

ционный процесс непосредственно в измерениях.
Возможно, при большей чувствительности в экс-
перименте STEREO так же мог бы наблюдаться
эффект осцилляций с параметрами близкими
к ∆m2

14 ∼ 7эВ2, sin2 2θ14 ∼ 0.3. Эксперимент
Нейтрино-4 использует значительно больший диа-
пазон расстояний, чем STEREO и PROSPECT
(рис. 8 справа) [12], что позволяет наблюдать
процесс осцилляций непосредственно в измере-
ниях, используя метод когерентного сложения
результатов измерений с одинаковой фазой.

В докладе [25] опубликованы сообщения о том,
что новые результаты эксперимента STEREO ис-
ключают область 1σ эксперимента Нейтрино-4 с до-
стоверностью > 3σ. Мы считаем, что эксперимен-
ты STEREO, PROSPECT для корректного сравне-
ния собственных результатов с результатами экспе-
римента Нейтрино-4 должны представить данные в
виде зависимости L/E. Характерный период осцил-
ляций составляет 1.5 метра, и поэтому на рассто-
янии 9 метров эффект может быть выявлен в ре-
зультате анализа зависимости от отношения L/E.
Только тогда можно обсуждать закрытие результа-
та эксперимента Нейтрино-4.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
KATRIN И GERDA

Теперь следует установить ограничение сверху
на ∆m2

14 из экспериментов KATRIN и GERDA. На
рис. 9 закрашена область параметров стерильного
нейтрино, определяемая экспериментами Троицк,

KATRIN, BEST и DANSS, внутри которого находит-
ся результат эксперимента Нейтрино-4:

∆m2
14 = (7.30± 0.13st ± 1.16syst)эВ

2,

sin2 2θ14 = 0.36± 0.12.

Красный эллипс указывает уровень достоверности
95% в эксперименте Нейтрино-4. Результат экспе-
римента KATRIN [26, 27] не исключает области
Нейтрино-4 для sin2 2θ14 ≤ 0.4 [26]. Данные по огра-
ничениям на параметры осцилляций на рис. 9, в
том числе ограничения, относящиеся к следствиям
из результатов экспериментов по двойному безней-
тринному бета-распаду, взяты из [26]. Особого вни-
мания требует эксперимент GERDA [28], так как он
направлен на поиск массы нейтрино майорановского
типа. В настоящее время предел массы Майорана,
полученный в эксперименте GERDA для нормаль-
ной иерархии масс, на 1.6 стандартных отклонений
меньше, чем предсказание массы Майорана, полу-
ченное в результате эксперимента Нейтрино-4. Ес-
ли в будущем предел майорановской массы экспе-
римента по двойному бета-распаду будет понижен
и результат эксперимента Нейтрино-4 подтвердится,
это закроет гипотезу о легком майорановском ней-
трино.

6. СООТНОШЕНИЯ РАЗЛИЧНЫХ
ВЕРОЯТНОСТЕЙ ОСЦИЛЛЯЦИОННЫХ

ПРОЦЕССОВ В МОДЕЛИ НЕЙТРИНО 3 + 1

Обсуждение нейтринных экспериментов на уско-
рителях в контексте результата Нейтрино-4 требует
краткого описания модели нейтрино 3+1.
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Pνeνe = 1− 4 |Ue4|2
(
1− |Ue4|2

)
sin2

(
∆m2

14L

4Eνe

)
=

= 1− sin2(2θee) sin
2

(
∆m2

14L

4Eνe

)
, (6)

Pνµνµ = 1− 4 |Uµ4|2
(
1− |Uµ4|2

)
sin2

(
∆m2

14L

4Eνµ

)
=

= 1− sin2(2θµµ) sin
2

(
∆m2

14L

4Eνµ

)
, (7)

Pνµνe = 4 |Ue4|2 |Uµ4|2 sin2
(
∆m2

14L

4Eνe

)
=

= sin2(2θµe) sin
2

(
∆m2

14L

4Eνe

)
. (8)

Видно, что если углы смешивания малы, то но-
вые матричные элементы Ue4, Uµ4, Uτ4 могут быть
определены путем измерения амплитуд смешива-
ния. Вероятности различных осцилляционных про-
цессов перечислены в выражениях (6)–(8). Уравне-
ние (6) представляет собой вероятность исчезнове-
ния электронного нейтрино из-за осцилляций в сте-
рильное состояние. Уравнение (7) представляет со-
бой вероятность исчезновения мюонного нейтрино
из-за осцилляции в стерильное состояние. Уравне-
ние (8) представляет собой вероятность осцилляции
мюонного нейтрино в электронное нейтрино через
стерильное состояние. Амплитуды колебаний в этих
процессах равны:

sin2(2θee) ≡ sin2(2θ14), (9)

sin2(2θµµ) = 4 sin2(θ24) cos
2(θ14)×

× (1 − sin2(θ24) cos
2(θ14)) ≈ sin2(2θ24), (10)

sin2(2θµe) = 4 sin2(θ14) sin
2(θ24) cos

2(θ14) ≈

≈ 1

4
sin2(2θ14) sin

2(2θ24). (11)

Относительно небольшие значения углов смеше-
ния позволяют упростить выражения без значитель-
ной потери точности. Новые параметры в упро-
щенных выражениях (квадрат синуса углов сме-
шения) могут быть непосредственно измерены в
экспериментах. Перечисленные выше соотношения
параметров позволяют сравнивать результаты раз-
личных типов осцилляционных экспериментов. В

модели нейтрино 3+1 с одним стерильным ней-
трино длина осцилляции должна быть одинако-
вой для всех процессов и определяться парамет-
ром ∆m2

14. Также амплитуды осцилляций элек-
тронного и мюонного нейтрино в процессах ис-
чезновения определяют амплитуду появления элек-
тронных нейтрино в потоке мюонных нейтрино
sin2(2θµe) ≈ 1

4 sin
2(2θ14) sin

2(2θ24). Это выражение
очень важно для проверки справедливости модели
нейтрино 3 + 1. Оно имеет довольно простую интер-
претацию. Появление электронных нейтрино в пото-
ке мюонных нейтрино является процессом второго
порядка, который можно рассматривать как осцил-
ляцию мюонного нейтрино в стерильное состояние
и последующую осцилляцию стерильного нейтрино
в электронное нейтрино. Эксперименты, в которых
наблюдаются эффекты, указывающие на переход в
стерильное состояние в потоке электронных нейтри-
но, — это Нейтрино-4, РAA и ГA. Эффекты, ко-
торые можно интерпретировать как осцилляцию в
стерильное состояние в потоке мюонных нейтрино,
наблюдались в эксперименте IceCube [30,31], к сожа-
лению, при относительно низком уровне достоверно-
сти. Достаточно строгие ограничения на sin2(2θ24)

представлены в работе [32] на основе всех извест-
ных работ по измерению эффекта исчезновения в
мюонном секторе. И, наконец, эксперименты, кото-
рые утверждали, что наблюдают появление элек-
тронных нейтрино в потоке мюонных нейтрино —
это MiniBooNE [3] и LSND [2].

7. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ NEUTRINO-4
С РЕЗУЛЬТАТАМИ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

ICECUBE, MINIBOONE И LSND

Для проверки соотношения

sin2(2θµe) ≈
1

4
sin2(2θ14) sin

2(2θ24)

необходимо, кроме данных для sin2(2θ14), иметь ин-
формацию о sin2(2θ24). Детальный анализ экспери-
ментальных данных для sin2(2θ24) представлен на
рис. 10, взятом из работы [30] эксперимента IceCube,
где кроме результатов самого эксперимента пред-
ставлены ограничения из целого ряда других экспе-
риментов. Красная линия на этом рисунке проведе-
на нами как огибающая пределов всех эксперимен-
тов при 99% CL. Она исключает лучший фит, но не
опровергает результат эксперимента IceCube из-за
большого диапазона ошибок эксперимента. Данные
ограничения являются достаточно консервативны-
ми. Дело в том, что объединение результатов двух
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Таблица 1. Оценка эффективной массы электронного нейтрино

Нейтрино-4 KATRIN

Эффективная масса и квадрат массы meff
4νe = (0.86± 0.21)эВ meff

3νe ≤ 0.8эВ(90%)

meff
νe ,
(
meff

νe

)2 (
meff

4νe

)2
= (0.73± 0.29)эВ2

(
meff

3νe

)2
= (0.26± 0.34)эВ2
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Рис. 10. Представлены результаты эксперимента IceCube

из работы [30], где кроме результатов самого эксперимента

представлены ограничения из целого ряда других экспери-

ментов

экспериментов с одинаковой систематикой может
и не дать увеличение уровня достоверности, если
ошибки доминированы систематикой. В работе [32]
приводится ограничение, полученной в результате
совместного анализа, приведенных на рисунке экс-
периментов, но, рассматривая объединение ограни-
чений, мы будем использовать более консерватив-
ный подход.

Для получения ограничений на

sin2(2θµe) ≈
1

4
sin2(2θ14) sin

2(2θ24)

были использованы ограничения сверху на
sin2(2θ24) для ∆m2

14 = 1 ÷ 10эВ2, о которых
сказано выше, и ограничения из Нейтрино-4 на
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Рис. 11. Представлен предел на sin2(2θµe) (красная

линия) в результате совместного использования огра-

ничений на sin2(2θ24) (красная линия на плоскости

sin2(2θ24),∆m
2
14 на рис. 10) и ограничений на sin2(2θ14)

для ∆m2
14 = 1 . . . 10эВ2 из эксперимента Нейтрино-4, при-

меняя соотношение sin2(2θµe) ≈ 1
4
sin2(2θ14) sin

2(2θ24).

Красная штриховка — это область ограничений на ∆m2
14

на уровне 99%. Данные для рисунка для сравнения взяты

из работ [3] и [33]

sin2(2θ14) для того же диапазона значений ∆m2
14.

Ограничение на уровне 99%CL произведения

1

4
sin2(2θ14) sin

2(2θ24)

представлено на рис. 11 в линейном масштабе (крас-
ная линия — ограничения с CL 99%, заштрихо-
ванная красным область — допустимые значения),
на котором также отмечены результаты MiniBooNE
(зеленая и фиолетовая области), LSND — серая ли-
ния, KARMEN2 с 90% CL (данные взяты из [3]) и
MicroBooNE с CL 3σ — синяя линия (данные взяты
из [33]). В заштрихованную область, ограниченную
красной линией и пределами на ∆m2

14, попадают
контуры областей с достоверностью ∼ 3σ, получен-
ные в экспериментах LSND, MiniBooNE и не проти-
воречат текущему результату MicroBooNE на этом
же уровне достоверности. Таким образом, можно за-
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ключить что, на уровне контуров с достоверностью
3σ есть пересечения, и таким образом, возможность
согласования экспериментальных результатов экс-
периментов: Нейтрино-4, BEST и ГА, MiniBooNE,
LSND, IceCube в рамках нейтринной модели 3+1
полностью не закрыта. Сравнение эксперименталь-
ных данных MiniBooNE, LSND и Нейтрино4 пред-
ставлен на рис. 12.

К сожалению, экспериментальной точности при
L/E < 1 пока недостаточно, чтобы наблюдать ос-
цилляционную зависимость, похожую на осцилля-
ционную зависимость из эксперимента Нейтрино-4.

8. ПРОГНОЗ ЭФФЕКТИВНОЙ МАССЫ
ЭЛЕКТРОННОГО НЕЙТРИНО,

ПОЛУЧЕННЫЙ ПО РЕЗУЛЬТАТАМ
ЭКСПЕРИМЕНТА НЕЙТРИНО-4, И
СРАВНЕНИЕ С РЕЗУЛЬТАТАМИ

ИЗМЕРЕНИЯ МАССЫ НЕЙТРИНО В
ЭКСПЕРИМЕНТЕ KATRIN

Параметры осцилляций, полученные в экспери-
менте Нейтрино-4, могут быть применены для оцен-
ки эффективной массы электронного нейтрино в мо-
дели нейтрино 3+1, используя известное соотноше-
ние [1, 34]:

meff
νe =

√∑
m2

i |Uei|2,

sin2 2θ14 ≈ 4 |Uei|2 .
(12)

Сумма масс нейтрино∑
mi = m1 +m2 +m3

ограничена результатами космологических исследо-
ваний значением 0.087÷ 0.54эВ при 95% CL [1]. По-
этому при m2

1,m
2
2,m

2
3 ≪ m2

4, эффективную массу
электронного нейтрино можно рассчитать с помо-
щью уравнения

meff
νe ≈

√
m2

4 |Uei|2 ≈
1

2

√
m2

4 sin
2 2θ14 (13)

Масса стерильного нейтрино может быть оцене-
на как: m4 = (2.70 ± 0.22)эВ. Используя значения
sin2 2θ14 = 0.36±0.12 и ∆m2

14 = (7.3±1.17)эВ2, мож-
но получить оценку массы электронного нейтрино:

meff
4νe = (0.86± 0.21)эВ (14)

Эксперимент KATRIN направлен на прямое измере-
ние массы нейтрино при помощи процесса

T → 3He + e− + ν̄e,

возле порога 18.6 кэВ. Квадрат эффективной массы
электронного нейтрино, полученный коллаборацией
KATRIN —m2

3νe = (0.26±0.34)эВ2, а верхний предел
meff

3νe ≤ 0.8эВ C.L.90% [27]. Этот результат получен
в рамках 3х нейтринной модели с унитарной 3 × 3-
матрицей PMNS, поэтому этот результат не может
быть напрямую сопоставлен результату, полученно-
му при анализе данных Нейтрино-4.

Оценки в рамках модели 3+1 в предположении
m2

1,m
2
2,m

2
3 ≪ m2

4 представлены в таблице в столбце
«Neutrino-4», а в столбце «KATRIN» представлены
результаты анализа в рамках гипотезы 3х нейтрино,
без учета стерильного состояния. В принципе, экспе-
риментальные данные KATRIN могут быть исполь-
зованы для анализа в рамках модели 3+1, исполь-
зуя параметры четвертого нейтрино, полученные в
экспериментах Нейтрино-4 sin2 2θ14 = 0.36 ± 0.12 и
∆m2

14 = (7.3 ± 1.17)эВ2, для получения оценки на
массы m2

1,2,3.
Мы провели расчет вклада от стерильного ней-

трино в дифференциальный спектр бета распада
трития, используя параметры sin2 2θ14 ≈ 0.36 и
∆m2

14 ≈ 7.3эВ2. Этот вклад исключительно мал,
поэтому для его демонстрации на рис. 13 использо-
ван логарифмический масштаб. Именно эту малую
поправку нужно вносить в экспериментальные дан-
ные эксперимента KATRIN, чтобы извлечь оценку
на квадрат масс m2

1,2,3.

9. СРАВНЕНИЕ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА
МАССУ НЕЙТРИНО ИЗ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

ПО ПОИСКУ ДВОЙНОГО
БЕЗНЕЙТРИННОГО БЕТА-РАСПАДА

Теперь рассмотрим оценку на эффективную май-
орановскую массу электронного нейтрино. Эффек-
тивная майорановская масса электронного нейтрино
является параметром при анализе экспериментов по
двойному β-распаду и определяется соотношением

mee=

∣∣∣∣∣
∑

i

miU
2
ei

∣∣∣∣∣=





∣∣∣m0c
2
12c

2
13+

√
∆m2

21+m
2
0s

2
12c

2
13e

2i(η2−η1)+
√
∆m2

32+∆m2
21+m

2
0s

2
13e

−2i(δCP +η1)
∣∣∣in NO,

∣∣∣m0s
2
13+

√
m2

0−∆m2
32s

2
12c

2
13e

2i(η2+δCP )+
√
m2

0−∆m2
32−∆m2

21c
2
12c

2
13e

2i(δCP+η1)
∣∣∣in IO.

(15)
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в зависимости от прямой или обратной иерар-
хии масс. Однако, при больших значениях
∆m2

14 эта формула значительно упрощается до
m(0νββ) ≈ m4U

2
14. Количественное значение полу-

чается равным m(0νββ) = (0.27 ± 0.12)эВ. Самым
строгим ограничением на массу майорановского
нейтрино является результат эксперимента GERDA
[28]. Этот эксперимент направлен на измерение
периода полураспада изотопа, который является
функцией массы майорановского нейтрино в мо-
дели с без нейтринным двойным бета-распадом.
Нижний 90% CL предел полураспада изотопа
76Ge: T 0ν

1/2 > 1.8 × 1026 лет соответствует ниж-
нему пределу на майорановскую масс нейтрино:
m(0νββ) < [79− 180]мэВ на уровне 90% CL.

Значение, полученное с параметра-
ми осцилляций Нейтрино-4, составляет
m(0νββ) = (0.27 ± 0.12)эВ. Различие между
наименьшем значением ограничения на массу из
эксперимента GERDA и оценка, полученная на
основе результатов Нейтрино-4, различаются в 3
раза. Если в будущем предел майорановской массы
эксперимента по двойному бета-распаду будет
понижен, а результат Нейтрино-4 и ГА с BEST под-
твердится, то это может закрыть гипотезу о том,
что нейтрино является частицей майорановского
типа.

10. КОСМОЛОГИЧЕСКИЕ ОГРАНИЧЕНИЯ И
РЕЗУЛЬТАТЫ НЕЙТРИНО-4

Сумма масс нейтрино
∑

mi = m1 +m2 +m3

ограничена результатами космологических исследо-
ваний значением 0.087÷0.54 эВ с 95% CL (данные из

таблицы 26.2 в [1]). Введение еще одного нейтрино с
массой 2.7 эВ вызывает очевидные противоречия с
этими ограничениями. Кроме того, имеется оценка
[20] на вклад не входивших в термальное равновесие
с первичной плазмой стерильных нейтрино в плот-
ность энергии Вселенной:

Ωνs ≈ 0.2

(
sin2 2θα
10−4

)2 ( mν

1keV

)2
.

Стерильные нейтрино с массой mν > 1кэВ и ма-
лым углов смешивания θ ≤ 10−4 могут обсуждаться
как кандидаты на темную материю. Более подроб-
ное рассмотрение этого вопроса содержится в [35].

11. МАТРИЦА PMNS В МОДЕЛИ
НЕЙТРИНО 3+1

Собранный в ходе данного анализа материал
позволяет перейти к попытке построения мат-
рицы PMNS в модели нейтрино 3+1 без учета
фазы CP-нарушения, то есть матрицы модулей
элементов матрицы PMNS. В предположении,
что эксперимент Нейтрино-4 дал верный ре-
зультат по ∆m2

14 ≈ 7.3эВ2, для этого могут
быть использованы следующие величины: 1)
sin2 2θ14 = 0.36 ± 0.12 из эксперимента Нейтрино-4,
2) sin2 2θ24 = 0.027 ± 0.014, значение взято как
срединное значение для ∆m2

14 = 7.3эВ2 в интервале
для sin2 2θ24 между ограничением, полученным
экспериментом IceCube (синяя линия на рис. 10
или [30], рис. 4), и самым сильным ограничением в
этой области (короткий пунктир [30] рисунок 4 или
красная линия на рис. 10), 3) sin2 2θ34 ≤ 0.20 (огра-
ничение получено из рисунка 19 из работы [31]). То-
гда PMNS матрица в модели нейтрино 3-х нейтрино:

U
(3)
PMNS =



0.824+0.007

−0.008 0.547+0.011
−0.003 0.147+0.003

−0.003

0.409+0.036
−0.060 0.634+0.022

−0.014 0.657+0.044
−0.014

0.392+0.025
−0.048 0.547+0.056

−0.048 0.740+0.012
−0.048


 (16)

может быть модифицирована в матрицу модели 3+1:

U
(3+1)
PMNS =




0.778+0.024
−0.023 0.522+0.022

−0.021 0.147+0.005
−0.005 0.316+0.059

−0.059

0.472+0.030
−0.036 0.457+0.029

−0.037 0.709+0.016
−0.025 0.078+0.022

−0.022

0.272 . . .0.330 0.678 . . .0.708 0.614 . . .0.657 0 . . . 0.211

0.212 . . .0.282 0.047 . . .0.208 0.108 . . .0.256 0.892 . . .0.946




(17)
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Рис. 12. Сравнение результатов эксперимента Нейтрино-4 с результатами экспериментов MiniBooNE и LSND [3] в пред-

положении, что sin2(2θ24) ∼ 4 · 10−2 при экспериментальном значение sin2 2θ14 = 0.36 ± 0.12

Используя эту матрицу модели 3+1 можно рас-
считать эффективные массы нейтрино, взяв самую
строгую космологическую оценку на

∑
mi = 0.11эВ,

и m1 = m2 = m3 = 0.037 ± 0.040эВ. Ограничение
на сумму масс взято из PDG [1], ошибка — исходя
из полной неопределенности. И наконец, значение
массы стерильного нейтрино: m4 = (2.70 ± 0.22)эВ.
Ниже мы представляем схему смешивания арома-

тов активных нейтрино и стерильного нейтрино для
прямой и обратной иерархии масс (рис. 14). Однако
следует заметить, что в обоих случаях основной эф-
фект иерархии масс обусловлен разницей масс сте-
рильного нейтрино и нейтрино СМ. Можно видеть,
что стерильное нейтрино обеспечивает эффектив-
ную массу электронного нейтрино, при действую-
щих космологических ограничениях на m1,m2,m3.

m1 = (0.037± 0.04)эВ meff
νe = (0.86± 0.21)эВ

(
meff

νe

)2
= (0.73± 0.36)эВ2

m2 = (0.037± 0.04)эВ meff
νµ = (0.21± 0.07)эВ

(
meff

νµ

)2
= (0.05± 0.03)эВ2

m3 = (0.037± 0.04)эВ meff
ντ = (0.037÷ 0.53)эВ

(
meff

ντ

)2
= (0.0014÷ 0.27)эВ2 (18)

m4 = (2.70± 0.22)эВ meff
νs = (2.51÷ 2.55)эВ

(
meff

νs

)2
= (6.26÷ 6.53)эВ2
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Рис. 13. Расчет дифференциального спектра электронов с учетом стерильного нейтрино с параметрами sin2 2θ14 ≈ 0.36

и ∆m2
14 ≈ 7.3эВ2, красная линия демонстрирует вклад стерильного нейтрино

12. ВЫВОДЫ ИЗ ПРЕДСТАВЛЕННОГО
АНАЛИЗА

1. Результаты прямого эксперимента по поиску
стерильного нейтрино — Нейтрино-4 указывает на
существование стерильного нейтрино с параметра-
ми осцилляций: ∆m2

14 = (7.3 ± 0.13st ± 1.16syst)эВ
2,

sin2 2θ14 = 0.36 ± 0.12. Значение параметров, соот-
ветствующих лучшему совместному фиту по резуль-
татам прямых экспериментов Нейтрино-4, SAGE,
GALLEX, BEST ∆m2

14 = 7.3эВ2, sin2 2θ14 = 0.38,
достоверность гипотезы осцилляций 5.8σ.

2. Область значений эффекта на appearance в
экспериментах MiniBooNE, LSND не исключена,
но ограничена данными на disappearance мюонных
нейтрино при использовании sin2 2θ14 = 0.36 ± 0.12

из эксперимента Нейтрино-4 и данными на
∆m2

14 = (7.3 ± 0.13st ± 1.16syst)эВ
2 и экспери-

мента Нейтрино-4.

3. Параметры стерильного нейтрино
m4 = (2.70 ± 0.22)эВ и sin2 2θ14 = 0.36 ± 0.12

позволяют сделать оценку эффективной массы
электронного нейтрино: meff

νe = (0.86± 0.21)эВ . Экс-
перимент KATRIN не видит стерильного нейтрино
и делает ограничение на массу нейтрино в модели
3х нейтрино meff

3νe < 0.8эВ (CL 90%) поэтому прямое
сравнение результатов не корректно.

4. Параметры четвертого нейтрино, получен-
ные в эксперименте Нейтрино-4 должны быть
использованы в эксперименте KATRIN в качестве

дополнительных параметров для определение

m2
1,m

2
2,m

2
3.

5. Значение майорановской массы, рассчитанное
с параметрами осцилляций Нейтрино-4, составляет
m(0νββ) = (0.27 ± 0.12)эВ, что в три раза превы-
шает лучший предел, заявленный экспериментом
GERDA. Если в будущем предел майорановской
массы эксперимента по двойному бета-распаду бу-
дет понижен, а результат Нейтрино-4 и ГА и BEST
подтвердятся, то это поднимет вопрос о том,

что нейтрино является частицей майорановского

типа.

6. Эксперименты STEREO, PROSPECT для кор-
ректного сравнения собственных результатов с ре-
зультатами эксперимента Нейтрино-4 должны пред-
ставить данные в виде зависимости L/E. Только то-
гда можно обсуждать закрытие или подтверждение
результата эксперимента Нейтрино-4.

13. ПЕРСПЕКТИВЫ РАЗВИТИЯ
ЭКСПЕРИМЕНТОВ ПО ИЗМЕРЕНИЮ

ПАРАМЕТРОВ СТЕРИЛЬНОГО НЕЙТРИНО

Прежде всего, практически все обсуждавшиеся
выше эксперименты будут продолжаться. Здесь мы
хотим обратить внимание на эксперименты, в кото-
рых будет существенно увеличена точность измере-
ний.

1. На установке ICARUS в FermiLab Карло
Руббиа планирует эксперименты c высокой точно-
стью [36]. Эксперименты в первую очередь будут

6 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Рис. 14. Схема смешивания ароматов активных нейтрино и стерильного нейтрино для прямой и обратной иерархии масс

посвящены следующим четырем задачам:
(i) Обнаружение исчезновения мюонных нейтрино.
(ii) Обнаружение исчезновения электронных
нейтрино.
(iii) Обнаружение появление сигнала электронных
нейтрио в пучке мюонных нейтрино.
(iv) Подтверждение эффективных масс стерильного
нейтрино.

Таким образом, это полная программа решения
проблемы стерильного нейтрино. Работы в ходе ре-
ализации.

2. Коллаборация Нейтрино-4 планирует усовер-
шенствовать существующую экспериментальную
установку, а также создать вторую нейтринную
лабораторию на реакторе СМ-3, которая будет
оснащена детектором в три раза более высокой
чувствительности [37]. Работы в ходе реализации.
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We consider the process of neutral Higgs production from e+e− annihilation in Inert Higgs Doublet Model

(IHDM) in the absence and presence of an external field. The latter is assumed to be a plane and monochro-

matic wave with linear polarization. In the theoretical framework, we present the analytic calculation of the
lowest order differential cross section by using the scattering matrix approach and Dirac-Volkov formalism for

charged incident particles. The total cross section is computed by performing a numerical integration of the

differential cross section over the solid angle. The results obtained are analyzed and discussed for different

centre of mass energies and laser parameters. We found that inserting a laser wave with linear polarization is

a suitable mechanism to enhance the total cross-section of the process. Indeed, the probability of the process

to occur increases with the presence of a linearly polarized laser field, especially with low frequency and high

strength.

DOI: 10.31857/S0044451023070076
EDN:GEWPDD

1. INTRODUCTION

In 1917, the theoretical foundations of a laser field
were established by Albert Einstein by introducing the
concept of stimulated emission. This concept states
that a photon can interact with an excited atom or
molecule, and this causes the emission of another pho-
ton with the same properties such as phase, frequency,
polarization and direction. However, the laser-matter
interactions basis is theoretically well established from
the atomic energy scale to high energy physics in both
non-relativistic and relativistic regimes [1–4].

Recently, much interest is dedicated to the analysis
of high-energy processes in the presence of an electro-
magnetic field. In [5–7], the process e+e− → µ+µ− is
studied in the presence of a circularly polarized laser
field by considering different laser geometries. The
laser-assisted Higgs boson production is studied in the

* E-mail: moha.oualifpb@usms.ac.ma, corresponding author
** E-mail: b.manaut@usms.ma, corresponding author

presence of a laser wave in the standard model [8–10]
and beyond [11–13]. In [11], we studied the pair pro-
duction of neutral Higgs bosons in IHDM via e+e− col-
lisions in the presence of an electromagnetic field. As a
result, we found that the circularly polarized laser wave
reduces the cross-section of the process. In this respect,
we investigate in this paper the neutral Higgs boson
pair production inside a linearly polarized laser beam
in IHDM. The choice of the IHDM model, which is a
special case of the Two Higgs Doublet Model (THDM),
is due to its interesting dark matter phenomenology
[14].

2. OUTLINE OF THE THEORY

In this part, we perform an analytic calcula-
tion of the differential cross section for the process
e+e− → H0A0 in IHDM, which is one of the simplest
extensions of the standard model (SM) [14]. In addi-
tion to the SM Higgs doublet H1, the IHDM has an
extra doublet H2 which does not have a direct cou-
pling to fermions, and it has no vev (vacuum expecta-
tion value). Therefore, H2 may act as a dark matter
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Fig. 1. Dependence of the laser-assisted total cross section on the laser amplitude for different numbers of transferred photons

with
√
s = 500GeV, ω = 1.17 eV and ms = 120GeV

candidate. The Higgs coupling to gauge bosons can be
derived from the covariant derivative of the Higgs dou-
blet. We list in the following equation, the part of the
Lagrangian needed for our study:

LV SiSj ,V V h0 =

=
(
− ieAµ + ie

(cos2θW − sin2θW )

2 cosθW sinθW
Zµ
)
H+←→∂µH− +

+
e

2 cosθW sinθW
ZµH0←→∂µA0+ i

eMZ

cosθW sinθW
h0ZµZµ.

(1)

2.1. Calculation of the total cross section in

the absence of a laser field

In the absence of a laser field and by using the Feyn-
man rules, the lowest-order scattering matrix element
of the process e+e− → H0A0 can be expressed as fol-
lows:

Sfi(e+e− → H0A0) =

=
−ie

2 cosθW sinθW

ˆ
d4x

ˆ
d4y

[
ψ̄p2,s2(x) ×

×
[
γµ(g

e
v − geaγ5)

]
ψp1,s1(x)×

×Dµν(x − y)φ∗k1
(y)
( e

←→
∂ν

2 cosθW sinθW

)
φ∗k2

(y)
]
, (2)

where gev = − 1
2+2 sin2θW (gea = − 1

2 ) is the vector (axial-
vector) coupling constant. In this case, the incident

electron and positron can be described by the Dirac
state. Dµν(x − y) is the propagator of the Z∗-boson
[15]. The produced pair of Higgs particles are described
by using the Klein-Gordon states. In the center of mass
frame, the differential cross section can be derived as
follows:

dσ =
|Sfi|2
V T

1

|Jinc|
1

̺
V

ˆ
d3k1
(2π)3

V

ˆ
d3k2
(2π)3

, (3)

where |Jinc| = (
√
(p1p2)2 −m4

e/E1E2V ) is the current
of incident particles, and ρ = V −1 is the particles’ den-
sity.

The cross section is unpolarized. Thus, we sum
over the final spins and average over the initial ones,
we integrate over d3k2 and d|k1|. To obtain the to-
tal cross section, the differential cross section is in-
tegrated over the solid angle dΩ = sin(θ)dθdφ, using´
dΩ(a+ b sin2 θ) = 4πa+ 8π

3 b.
If we neglect the electron and positron’s mass

(me ≈ 0), the expression of the total cross section will
be as follows:

σ(e+e− → H0A0) =

=
α2π

192 cos4θW sin4θW

(1 + (1 − 4 sin2θW )2)

(s−M2
Z)

2

×
[(

1− (MA0 +MH0)2

s

)(
1− (MA0 −MH0)2

s

)]3

(4)

where α = e2

4π , and s is the centre of mass energy.
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Fig. 2. Variation of the laser-assisted total cross section as a function of the laser amplitude for different laser sources with√
s = 500GeV, n = ±80 and ms = 120GeV

2.2. Calculation of the total cross section in

the presence of a linearly polarized laser field

Inside an electromagnetic field, the scattering ma-
trix element [15] of this process e+e− → H0A0 can be
expressed as follows:

Sfi(e
+e− → H0A0) =

=
−ie

2 cosθW sinθW

ˆ
d4x

ˆ
d4y

[
Ψ̄p2,s2(x) ×

×
[
γµ(g

e
v − geaγ5)

]
Ψp1,s1(x) ×

×Dµν(x − y)φ∗k1
(y)
( e

←→
∂ν

2 cosθW sinθW

)
φ∗k2

(y)
]
, (5)

where Ψp1,s1(x) and Ψp2,s2(x) are respectively the
Dirac-Volkov state [16] of the electron and positron in-
side the electromagnetic field with linear polarization.
The classical four-potential is defined, in the case of a
laser wave with linear polarization, as follows:

Aµ
l (φ) = aµl cos(φ) ; φ = (k.x). (6)

In equation (6), aµl = (0, 0, 0, |a|) is the 4-vector polar-
ization with |a|2 = (ε/ω)2, where ε is the electromag-
netic field amplitude, φ = (k.x) is its phase. The wave
four-vector kµ = (ω, ω, 0, 0) satisfies (al.k) = 0 where
ω is the laser frequency. In the center of mass frame,
the laser-assisted differential cross section can be de-
rived from the equation (3) by replacing Sfi by Sn

fi

which is given by equation (5). The current of incident
particles in the presence of the laser field is expressed

as |Jinc| = (
√

(q1q2)2 −m∗4

e /Q1Q2V ). The differen-
tial cross section becomes as expressed in the following
equation:

dσn
dΩ

=
e4

256 cos4θW sin4θW

[
1

(q1 + q2 + nk)2 −M2
Z

]2
×

× 1√
(q1q2)2 −m∗4

e

∣∣Mn
fi

∣∣2 2|k1|2
(2π)2QH0

×

× 1∣∣g′(|k1|)
∣∣
g(|k1|)=0

, (7)

where the function g
′

(|k1|) is defined as:

g
′

(|k1|) = −2
[ E1|k1|√
|k1|2 +M2

H0

− |p1| cos θ
]
−

− e2a2

2k.p1

[ ω|k1|√
|k1|2 +M2

H0

− ω cos θ
]
−

− 2
[ E2|k1|√
|k1|2 +M2

H0

+ |p2| cos θ
]
−

− e2a2

2k.p2

[ ω|k1|√
|k1|2 +M2

H0

− ω cos θ
]
−

− 2n
[ ω|k1|√
|k1|2 +M2

H0

− ω cos θ
]
. (8)

The quantity
∣∣Mn

fi

∣∣2 that appears in equation (7) can
be evaluated as follows:
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Fig. 3. Variation of the laser-assisted total cross section as a function of the laser amplitude for different centre of mass energies

by taking ω = 1.17 eV , n = ±80 and ms = 120GeV

∣∣Mn
fi

∣∣2 =
1

4

+∞∑

n=−∞

∑

s

∣∣Mn
fi

∣∣2 =

=
1

4

+∞∑

n=−∞

Tr
[
(/p2 +me)(k

µ
1 − kµ2 )×

× Γn
µ(/p1 −me)(k

ν
1 − kν2 )Γ̄n

ν

]
, (9)

We have used the FeynCalc package [17,18] for the trace
calculations in equation (9). To obtain the total cross
section, the differential cross section is numerically in-
tegrated over the solid angle dΩ = sin(θ)dθdφ.

3. RESULTS AND DISCUSSION

In this part, we compute the total cross-section of
the process e+e− → H0A0 in the centre of mass frame
in the absence and presence of a laser field. Then, we
discuss and analyze the results obtained as a function
of the laser parameters such as laser field strength ε,
the frequency ω, and the number of transferred photons
n. The electromagnetic field is assumed to be a linearly
polarized wave where its direction is chosen along the
x-axis. The initial electron-positron beam is considered
to be co-propagating with the laser beam.

The produced Higgs-bosons are degenerate such
that : mA0 = mH0 = ms. The mass of the Z-boson
and that of the electron are taken from PDG [19] as
mZ = 91.1875GeV and me = 0.511MeV.

We begin our discussion by comparing the total
cross section of the process e+e− → H0A0 in the pres-
ence of a laser field with its corresponding laser free
cross section that is calculated by using both CalcHEP
and MadGraph packages [20, 21]. At the limit of van-
ishing laser field (n = 0 and ε = 0V·cm−1), the laser-
assisted cross section has the same order of magnitude
as the total cross section without laser. Besides, the
obtained results are in good agreement with the result
obtained in [14].

The variation of different summed laser-assisted to-
tal cross sections of the process e+e− → H0A0 as a
function of the laser field strength is illustrated in figure
1. The solid line represents the laser-free cross-section,
and it does not depend on the laser strength. According
to figure 1 and at

√
s = 500GeV and ms = 120GeV,

this laser-free total cross section is σwl = 35.97 fb.
However, the laser-assisted total cross section in the

presence of linearly polarized laser wave increases with
the increasing laser strength. The number of exchanged
photons between the colliding system and the laser field
is also important. Indeed, for a given laser strength, the
laser-assisted total cross section is enhanced as far as
we sum over a large number of exchanged photons.

For example, at ε = 2 · 108 V·cm−1, we have succes-
sively σ = 899.68 fb, σ = 1.3 ·103 fb and σ = 1.7 ·103 fb
for n = ±40, n = ±60 and n = ±80.

Consequently, the total cross section in the presence
of a linearly polarized laser wave can be enhanced as
long as we increase the strength of the laser field and/or
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by summing over a big range of transferred photons.
The dependence of the laser-assisted total cross section
on the laser frequency is shown in figure 2 where two
laser sources are considered and which are the ND:YAG
laser and He:Ne laser.

In this case, the total cross section inside a linearly
polarized electromagnetic field is summed from −80 to
+80, and it increases as well as the laser source has
a low frequency. At ε = 2 · 108 V·cm−1 for instance,
σ = 1.7 · 103 fb and σ = 605.95 fb for ω = 1.17 eV and
ω = 2 eV , respectively.

The luminosity (L) is interpreted as the ability of
a particle collider to produce the required number of
events (useful interactions), and it is defined as the
proportionality factor between the total cross section
(σ) and the number of events per second (dR/dt) as
follows: dR/dt = L · σ.

For the luminosity L = 1.8 · 1034cm−2s−1 and for√
s = 500GeV, ms = 120GeV, ω = 1.17 eV , and

ε = 108V·cm−1, the number of events per second is
7.79 · 10−3, 1.16 · 10−2 and 1.56 · 10−2 for n = ±40,
n = ±60 and n = ±80, respectively. These values of
events’ number in the presence of a laser field are larger
than their corresponding value outside an external field
and that is equal to 6.47 · 10−4 at

√
s = 500GeV. In

addition, we have dR/dt = 3.06 · 10−2 and 1.09 · 10−2

for ω = 1.17 eV and ω = 2 eV , respectively.
Therefore a powerful laser source with a small fre-

quency and high laser strength can enhance the num-
ber of events and also the total cross-section by several
orders of magnitude as compared to the laser-free cross-
section.

Figure 3 shows a comparison between the laser-free
cross-section with its corresponding laser-assisted total
cross-section as a function of laser strength for differ-
ent centre of mass energies which are

√
s = 250GeV,√

s = 500GeV and
√
s = 1000GeV. Indeed, for

ms = 120GeV, this laser-free total cross-section is
σ = 5.817 fb, σ = 35.973 fb and σ = 11.581 fb for√
s = 250GeV,

√
s = 500GeV and

√
s = 1000GeV,

respectively. These values are checked by using Mad-
Graph and CalcHEP packages [20, 21].

Inside an electromagnetic field, the probability of
the process to occur increases as far as the strength
of the laser raises. In addition, this increasing process
depends on the colliding centre of mass energy.

We remark that the laser-assisted total cross sec-
tion is high for

√
s = 500GeV as well as in the ab-

sence of the laser field. Another important remark is
that in contrast to the laser-free total cross-section, the
laser-assisted total cross-section is high in the case of√
s = 250GeV as compared to that of

√
s = 1000GeV.

4. CONCLUSION

The process of neutral Higgs pair production in
IHDM in the presence of a laser wave with linear po-
larization is investigated in this paper. The incident
electron and positron are described by Dirac-Volkov
states, while the produced Higgs bosons are considered
as free states. The total cross section of the studied
process is calculated within the scattering matrix ap-
proach. Then, we compute and analyze the obtained
results for different laser parameters and centre of mass
energies. We find that a laser wave with linear po-
larization has a great impact on the process as it en-
hances its number of events and hence its cross sec-
tion. This enhancement depends on laser parameters
and the colliding centre of mass energy. Indeed, the to-
tal cross-section of the process increases in the case of
using an intense laser wave with low frequency and high
strength. In addition, this total cross section can be
enhanced significantly for

√
s = 250GeV as compared

to
√
s = 1000GeV. Consequently, we assume that the

linearly polarized laser field can be a great mechanism
that may help in the discovery of dark matter candi-
dates in IHDM.

The full text of this paper is published in the English

version of JETP.
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С учетом недавних экспериментальных данных по веществу дихлор-тетракистиомочевина-никель (DTN)

[Soldatov et al., Phys. Rev. B 101, 104410 (2020)] рассмотрена модель антиферромагнетика с одноионной

анизотропией типа «легкая плоскость» на тетрагональной решетке в наклонном внешнем магнитном

поле. Используя малость поперечной компоненты поля, мы аналитически рассматриваем полевую зави-

симость щели в «акустической» магнонной моде и поперечной однородной магнитной восприимчивости

в упорядоченной фазе. Было показано, что щель имеет немонотонную зависимость от поля из-за кванто-

вых флуктуаций, что действительно наблюдалось экспериментально. Поперечная восприимчивость, по
существу, зависит от времени распада «оптического» магнона на два других магнона. При магнитных

полях, близких к соответствующему центру упорядоченной фазы, это приводит к экспериментально на-

блюдаемому явлению динамического диамагнетизма.

DOI: 10.31857/S0044451023070088
EDN:GEXKFZ

1. ВВЕДЕНИЕ

Квантовые фазовые переходы и квантовые со-
стояния вещества являются одними из наиболее ши-
роко изучаемых тем современной физики конденси-
рованного состояния [1]. В этом контексте кванто-
вые магнетики играют важную роль, демонстрируя
разностороннюю физику [2–4]. Важно, что в эти со-
единения примеси могут быть добавлены более или
менее контролируемым образом [5–7], что позволя-
ет изучать эффекты беспорядка в так называемых
системах с «грязными» бозонами [8,9]. Более того, в
неупорядоченных квантовых магнетиках можно на-
блюдать такие экзотические состояния, как стекло
Бозе и стекло Мотта [6].

* E-mail: nanoscienceisart@gmail.com
** E-mail: utiosov@gmail.com

Конкретные вещества DTN [дихлор-
тетракистиомочевина-никель, NiCl2 − 4SC(NH2)2]
и его легированный бромом аналог DTNX изуча-
лись в течение последних нескольких десятилетий
(см., например, статьи [6, 10–15]). Их свойства
можно описать с помощью модели слабосвязанных
антиферромагнитных (АФ) цепочек со спином
S = 1 и сильной одноионной анизотропией типа
«легкая плоскость» [15], см. рис. 1. Последняя
обуславливает интересные магнитные свойства
DTN. Во внешнем магнитном поле h, направленном
вдоль тетрагональной оси, при h < hc1 система
находится в синглетной парамагнитной фазе, при
hc1 < h < hc2 — в упорядоченной скошенной
антиферромагнитной (САФ) фазе, тогда как при
h > hc2 можно наблюдать полностью поляри-
зованное состояние со щелью в спектре [10, 16].
Критические поля hc1, hc2 и их окрестности можно
рассматривать в терминах конденсации Бозе – Эйн-
штейна элементарных возбуждений (триплонов и
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Рис. 1. В настоящей работе рассматривается модель ан-

тиферромагнетика, относящаяся к DTN и DTNX. Магнит-

ная подсистема состоит из относительно слабо связанных

антиферромагнитных цепочек. В модели учитывается так-

же большая одноионная анизотропия типа «легкая плос-

кость». В умеренных внешних полях вдоль оси z спины на-

клонены в сторону направления поля. Более того, слегка

наклоненное к оси x поле нарушает вращательную симмет-

рию, появляется ненулевое среднее значение компоненты

Sx, что приводит к появлению щели в магнонном спектре

магнонов соответственно) [3, 12, 16–19]. Промежу-
точная САФ-фаза не очень близко к критическим
полям может быть описана, как обычная магни-
тоупорядоченная фаза и изучаться, например, с
помощью метода электронного спинового резонанса
(ЭСР) [11,20,21]. Интересно, что такие эксперимен-
ты выявляют, например, нетривиальное изменение
«оптической» (высокоэнергетической) магнонной
частоты от поля. В нашей предыдущей работе [22]
это объяснялось в рамках стандартного диаграмм-
ного разложения по степеням параметра 1/S, при
этом подчеркивалась роль сильных квантовых
флуктуаций.

В настоящей работе мы продолжаем наше тео-
ретическое обсуждение [22]. Здесь мы обращаемся к

случаю наклонного магнитного поля, реализованно-
му экспериментально в работе [21]. Используя фор-
мализм Кубо для линейного отклика и 1/S-разложе-
ние, мы показываем, что индуцируемая наклонным
полем компонента спина в плоскости наследует спе-
цифическое поведение частоты оптического магно-
на. Это приводит к экспериментально наблюдаемой
полевой зависимости щели в «акустической» (низко-
энергетической) моде спектра. Кроме того, показа-
но, что оптическая мода вблизи центра упорядочен-
ной фазы приобретает значительное затухание за
счет двухмагнонных процессов. Таким образом, на-
ша теория количественно поддерживает качествен-
ное обсуждение явления динамического диамагне-
тизма, наблюдавшегося в работе [21].

Остальная часть статьи организована следую-
щим образом. В разд. 2 мы формулируем модель,
кратко напоминаем наши предыдущие результаты
и используем наш подход для вывода щели в аку-
стической ветви. Раздел 3 посвящен однородной по-
перечной восприимчивости в наклонном поле и эф-
фекту динамического диамагнетизма. Мы представ-
ляем наши выводы в разд. 4. Три Приложения со-
держат громоздкие формулы и некоторые другие
подробности расчетов.

2. ЩЕЛЬ В СПЕКТРЕ МАГНОНОВ

2.1. Постановка задачи

Мы рассматриваем модель антиферромагнети-
ка с одноионной анизотропией типа «легкая плос-
кость» в наклонном внешнем магнитном поле на
простой тетрагональной решетке [23], см. рис. 1. Для
определенности возьмем магнитное поле в плоско-
сти xz (xy — легкая плоскость). Соответствующий
гамильтониан имеет вид

H =
1

2

∑

〈i,j〉

JijSi · Sj +D
∑

i

(Sz
i )

2 −

− hz
∑

i

Sz
i − hx

∑

i

Sx
i . (1)

Здесь внешнее магнитное поле берется в энергетиче-
ских единицах (h = gµB|H|), а D > 0 указывает на
анизотропию типа «легкая плоскость». Поскольку
наша цель состоит в том, чтобы рассмотреть име-
ющий отношение к экспериментам [20, 21] случай
малых углов наклона α, мы будем рассматривать
часть гамильтониана с hx ≈ αh как малое возмуще-
ние. Поэтому отправной точкой нашего анализа бу-
дет теория из нашей предыдущей статьи [22]. Крат-
ко напомним ее основные выводы.
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Мы рассмотрели случай внешнего поля вдоль
тетрагональной оси. В основном мы обсуждали «оп-
тическую» магнонную моду и ее энергию в цен-
тре зоны Бриллюэна ∆, которую можно исследо-
вать с помощью ЭСР [20, 21], используя представ-
ление Холстейна – Примакова спиновых операторов
через бозонные [24] в локальной системе координат,
подходящей для описания скошенного антиферро-
магнитного упорядочения [25]. С помощью квази-
классического 1/S-разложения и соответствующей
диаграммной техники мы обнаружили сильную пе-
ренормировку спектра магнонов за счет квантовых
поправок первого порядка по 1/S, которые приводят
к экспериментально наблюдаемой [20,21] немонотон-
ной зависимости ∆(h). Уместно отметить, что наш
подход, основанный на преобразовании Холстейна –
Примакова, неприменим для полей h . hc1 (т.е. в
синглетной фазе и вблизи квантового фазового пе-
рехода). В этом случае следует использовать другие
методы, см., например, статью [26].

Несмотря на свою малую величину, поперечное
магнитное поле hx оказывает существенное влияние
на систему: оно нарушает вращательную симмет-
рию в легкой плоскости xy. Это приводит к исчез-
новению голдстоуновской моды, соответствующая
магнонная мода становится щелевой и далее будет
называться «квазиголдстоуновской».

Нашей основной целью является аналитическое
описание свойств возникающей щели (в зависимо-
сти от h и α) и магнитной восприимчивости систе-
мы. Для этого мы стартуем с основного состояния
системы при α = 0 и сразу делаем вывод, что чле-
ны hx в гамильтониане (1) приводят к линейным
по бозонным операторам вкладам (что эквивалент-
но неустойчивости основного состояния), которые в
обратном пространстве имеют вид

hx
√
SN√
2

(
a†k=0 + ak=0

)
, (2)

см. Приложение A, в котором приведены некоторые
детали. Мы исключаем эти члены, используя следу-
ющий сдвиг в операторах:

ak=0 = bk=0 + ρ, a†k=0 = b†k=0 + ρ. (3)

Параметр ρ связан с линейным откликом системы
на hx и может быть найден непосредственно из га-
мильтониана или с помощью восприимчивости Ку-
бо. В любом случае мы получаем ρ ∝ α. Важно от-
метить, что ρ 6= 0 приводит к новым слагаемым в
гамильтониане, которые будут использоваться для
вычислений щели в квазиголдстоуновской моде и

магнитной восприимчивости в наклонном поле. За-
метим, что малость α позволяет опустить члены,
пропорциональные ρn, n > 2 при пересчете гамиль-
тониана для ненулевого hx.

2.2. Расчет ρ

В этом разделе мы выводим аналитическое выра-
жение для главного параметра ρ. Важно отметить,
что он связан простым соотношением со средним
значением Sx, которое одинаково для всех спинов.
В явном виде

〈Sx〉 = 1

N

∑

i

〈Sx
i 〉 =

√
S√
2N

∑

i

〈a†i + ai〉 =

=

√
S√
2N
〈a†k=0 + ak=0〉 =

√
2S

ρ√
SN

. (4)

Параметр ρ можно найти, приравняв к нулю линей-
ные члены гамильтониана (см. уравнение (2)) с по-
мощью сдвига (3). Однако для учета квантовых по-
правок воспользуемся более общим методом воспри-
имчивости Кубо:

χ = 〈Sx(q, ω)Sx(−q, ω)〉
∣∣∣
q=0,ω=0,hx=0

=

=
S

2
〈(a†q + a−q)(a

†
−q + aq)〉ω

∣∣∣
q=0,ω=0,hx=0

=

= −S
2
(Fk=0 +Gk=0 + F †

k=0 +Gk=0). (5)

Таким образом, χ представляет собой сумму
запаздывающих функций Грина, взятых при
k = (ω = 0, k = 0), подробности см. в Приложе-
нии A. Последняя может быть получена при hx = 0

с использованием стандартного диаграммного
подхода.

В линейной теории спиновых волн имеем

χ0 =
1

2SJ0
, (6)

что дает

〈Sx〉 = hx
2SJ0

, (7)

ρ√
NS

=
hx

2
√
2SJ0

. (8)

Видно, что линейная теория спиновых волн пред-
сказывает постоянную восприимчивость.

При учете поправок по 1/S поведение воспри-
имчивости становится намного интереснее. Исполь-
зуя уравнение (5) с перенормированными взаимо-
действием магнонов функциями Грина, получаем

χ1/S(h) =
P (h)

2∆2(h)
, (9)
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Рис. 2. Сравнение магнитной восприимчивости, рассчи-

танной в рамках линейной теории χ0 (черная линия), и с

учетом поправок по 1/S к функциям Грина, χ1/S (синяя
линия), как функций магнитного поля h. Использовались

параметры α = π/60, D = 8К, Jc = 2К, Ja = 0.2К

где

P (h) = 2Ek − 2Bk +Σk +Σ−k − 2Πk

∣∣∣
k=0

, (10)

∆(h) = εk + (Σk − Σ−k)/2 +

+ [Ek(Σk +Σ−k)− 2BkΠk] /2εk

∣∣∣
k=0

. (11)

Здесь εk — спектр магнонов линейной теории, и, как
видно, мы используем приближение для собствен-
ных энергетических частей, рассматривая их на
массовой поверхности. Важно отметить, что ∆(h) —
это перенормированная энергия оптического магно-
на с k = 0, подробно изученная в работе [22] и имею-
щая немонотонное поведение в зависимости от h из-
за поправок по 1/S. Этот эффект проявляется так-
же в восприимчивости и 〈Sx〉, как это показано на
рис. 2 и 3, где результаты линейной спин-волновой
теории сравниваются с результатами, полученными
с использованием первых поправок по 1/S. Видны
существенные различия в соответствующих графи-
ках, унаследованные от ∆(h).

2.3. Щель при hx 6= 0.

После сдвига в бозе-операторах (3) в гамильтони-
ане появляются члены пропорциональные ρn, n > 1

в дополнение к рассмотренным в Приложении A.
Некоторые детали представлены в Приложении B.

Линейные по бозе-операторам члены сокраща-
ются при правильном выборе ρ (см. предыдущий
подраздел). Мы также пренебрегаем членами δH3

(и более высокими порядками в бозе-операторах),

Рис. 3. Зависимость средней компоненты спина Sx от h

в случае наклонного поля, рассчитанная с использовани-

ем формализма Кубо в линейной теории (черная линия) и
с учетом квантовых поправок (синяя линия). Использова-

лись параметры α = π/60, D = 8К, Jc = 2К, Ja = 0.2К

поскольку они дают малые по 1/S поправки. Более
того, ниже предметом расчетов являются магноны
с k = k0 и минимальной энергией, которые не мо-
гут приобрести конечное время жизни из-за таких
процессов.

Итак, сосредоточимся на поправках к билиней-
ной части гамильтониана. Важно отметить, что они
включают нормальные вклады и вклады от процес-
сов переброса, которые имеют вид

δHN
2 = S

∑

k

Ēkb
†
kbk + S

∑

k

B̄k

bkb−k + b†kb
†
−k

2
, (12)

δHU
2 = iS

∑

k

Xk

(
b†kbk−k0

− b†k−k0
bk

)
+

+ iS
∑

k

Yk
bkbk0−k − b†kb

†
k0−k

2
(13)

соответственно. Формулы для коэффициентов пред-
ставлены в Приложении B.

Далее видно, что поправки за счет нормальных
слагаемых можно напрямую подставить в уравнение
для магнонного спектра линейной теории (29), тогда
как перебросы требуют некоторых дополнительных
вычислений. Они вносят вклад как в нормальную,
так и в аномальную собственно-энергетическую
части. Соответствующие диаграммы показаны на
рис. 4.

Однако при k = k0 вклад в спектр дают только
нормальные слагаемые, так как поправки, соответ-
ствующие процессам переброса, компенсируют друг
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Xk Yk

G(ω, k − k0)

F (ω, k − k0)

F (ω, k − k0)

G(−ω, k − k0)

G(ω, k − k0)

F (ω, k − k0)

F (ω, k − k0)

G(−ω, k − k0)

Рис. 4. Индуцированные процессами переброса поправки к

собственно-энергетическим частям ΣU (слева) и ΠU (спра-

ва). Xk и Yk обозначают соответствующие амплитуды, см.

уравнения (40) и (41)

друга (см. Приложение B). Итак, уравнение для ще-
ли в спектре выглядит так:

ωk=k0 = ∆hx
=
√
2Ek0(Ēk0 + B̄k0). (14)

Используя выражения для Ēk0 (38) и B̄k0 (39) и взяв
значение параметра ρ, вычисленное в рамках фор-
мализма Кубо, получим

∆hx
=
√
2Ek0

Ah
Sρ√
NS

, (15)

где

Ah =
hx
√
NS

Sρ
+ 8U0k00−k0 + 12V0k00 +

+ 8Uk0k000 + 12V0k0k0 . (16)

Первое слагаемое в уравнении (16) намного меньше
остальных и существенно только вблизи критиче-
ских полей hc1 и hc2. В области промежуточных по-
лей (на которую мы в основном нацелены) им можно
пренебречь. Наконец, мы получаем следующий ре-
зультат для значения щели:

∆hx
=
√
Ek0Ah〈Sx〉. (17)

Результаты наших расчетов представлены на
рис. 5 для конкретного набора параметров. Обрати-
те внимание, что величина щели пропорциональна
среднему значению Sx (см. рис. 3). Более того, по-
ведение щели аналогично наблюдавшемуся экспери-
ментально [20, 21].

3. МАГНИТНАЯ ВОСПРИИМЧИВОСТЬ

Здесь мы обсуждаем однородную поперечную
магнитную восприимчивость системы в наклонном

Рис. 5. Полевые зависимости частот «квазиголдсто-
уновских» (k = k0; черная кривая) и «оптических»

(k = 0; синяя кривая) магнонов. Использовались пара-

метры α = π/60, D = 8.0К, Jc = 2К и Ja = 0.2К

внешнем поле. Важным моментом здесь являет-
ся значительное затухание оптического магнона с
k = 0, о чем пойдет речь ниже.

3.1. Затухание магнонов

В нашей предыдущей работе [22] нас особенно
интересовала энергия оптического магнона с k = 0.
Для текущих целей затухание данной моды также
становится важным. Теоретически конечное время
жизни магнона связано с возможностью его распа-
да в нашем случае на два других магнона.

Говоря конкретнее, затухание происходит из
мнимых частей собственных энергий, входящих в
функции Грина магнона (см. ниже уравнение (35)).
Важно, что здесь можно пренебречь малыми
членами, индуцированными hx, в гамильтониане.
Отделив мнимую часть соответствующего знаме-
нателя от действительной, получим затухание в
первом порядке по 1/S:

Γ(k) =

= Im

[
Σk − Σ−k

2
+
Ek(Σk +Σ−k)− 2BkΠk

2εk

]
. (18)

Соответствующие мнимые части нормальной и ано-
мальной собственных энергий обусловлены членами
H3 (см. ниже уравнение (30)), где магнон с импуль-
сом k может распадаться на пару магнонов с им-
пульсами k − p + k0 и p. Ниже мы обсуждаем за-
тухание магнона только с k = 0 и используем при-
ближение массовой поверхности. Соответствующее
затухание зависит от h, обозначим его как Γ(h).
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Рис. 6. Затухание Γ(h) «оптического» магнона с k = 0

в зависимости от внешнего магнитного поля. Использова-

лись параметры D = 8К, Jc = 2К и Ja = 0.2К

Наши расчеты показывают, что Γ(h) обращает-
ся в нуль при критическом поле hc2 и h = 0 (здесь
уместно напомнить, что в нашем подходе поле hc1 не
возникает) и имеет значительный максимум вблизи
центра упорядоченной фазы. Этот результат проил-
люстрирован на рис. 6 для конкретного набора па-
раметров.

3.2. Восприимчивость

Обобщение уравнения (5) для статической попе-
речной спиновой восприимчивости представляет со-
бой сумму запаздывающих функций Грина:

χ⊥(ω, k) =

= −1

2

(
GR

ω,k +GR
−ω,−k + FR

ω,k + FR
−ω,−k

)
, (19)

где следует учитывать поправки от магнитного по-
ля hx.

В наших расчетах в уравнении (19) мы ис-
пользуем первый порядок по 1/S для собственно-
энергетических частей, которые учитывают процес-
сы переброса. В результате получается (подробно-
сти см. в Приложении C):

Re
[
χ⊥(ω, k = 0)

]
=

= −Re

{
P (h) + 2Ēk=0 − 2B̄k=0

ω2 − (∆− iΓ)2 +

+
K

[(ω + iδ)2 −∆2
hx
][ω2 − (∆− iΓ)2]

}
. (20)

Важно отметить, что эта формула имеет два типа
полюсов, соответствующих «стабильному» акусти-
ческому магнону (δ → +0) и затухающему оптиче-
скому магнону. Таким образом, их взаимное влияние
определяет однородную восприимчивость как функ-
цию частоты χ⊥(ω). Кроме того, решающую роль
здесь играет величина затухания оптических маг-
нонов Γ, см. рис. 7.

В отсутствие затухания (Γ = 0) действитель-
ная часть восприимчивости при ω > 0 имеет две
гиперболические особенности, связанные с энерги-
ями акустического и оптического магнонов. Одна-
ко при увеличении затухания (что происходит вбли-
зи центра упорядоченной фазы, см. рис. 6) каче-
ственное поведение Reχ⊥(ω) изменяется. Область
Reχ⊥(ω) > 0, выраженная вблизи ω = ∆ при малых
Γ, исчезает. Таким образом, в нашем аналитическом
рассмотрении в этой частотной области мы наблю-
даем смену знака восприимчивости в той частотной
области, которая в работе [21] названа «динамиче-
ским диамагнетизмом». Более того, наша интерпре-
тация согласуется с интерпретацией из этой работы
на качественном уровне, так как причиной больших
Γ в наших расчетах являются двухмагнонные про-
цессы.

4. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Исследован антиферромагнетик с большой одно-
ионной анизотропией типа «легкая плоскость» в на-
клонном внешнем поле при малых углах наклона
в упорядоченной скошенной антиферромагнитной
фазе. В этом случае поперечная составляющая по-
ля мала, и мы используем теорию линейного откли-
ка (формализм Кубо) для вычисления соответству-
ющих поправок к основному состоянию. Это поз-
воляет получить поправки к гамильтониану, возни-
кающие из-за поперечной компоненты поля. Также
поперечное поле нарушает вращательную симмет-
рию относительно тетрагональной оси. Важно от-
метить, что это приводит к возникновению щели в
магнонном спектре, которая ведет себя немонотон-
ным образом при изменении внешнего поля. Эта осо-
бенность унаследована от немонотонного поведения
энергии оптического магнона в центре зоны Брил-
люэна, что было изучено в нашей предыдущей ра-
боте [22] и связано с перенормировкой этой энергии,
индуцированной сильными квантовыми флуктуаци-
ями. Кроме того, мы показывали, что наш результат
для зависимости щели от поля находится в хорошем
качественном согласии с экспериментальными дан-
ными работы [20], где изучалось вещество DTN.
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Рис. 7. Действительная часть спиновой восприимчивости χ⊥ при H = 7.3Тл для различных констант затухания Γ (18).

Использовались параметры α = π/60, D = 8К, Jc = 2К и Ja = 0.2К

После установления основного состояния в на-
клонном поле наш формализм также позволяет изу-
чать поперечную спиновую восприимчивость. Пока-
зано, что в этом расчёте есть два принципиальных
момента. Первый — значительное затухание оптиче-
ских магнонов, связанное с распадом на два магно-
на. Второй — аккуратный учет процессов переброса
в гамильтониане.

В результате, используя реалистичные парамет-
ры для DTN, мы теоретически объясняем эффект
динамического диамагнетизма, который экспери-
ментально наблюдался в работе [21]. Кроме того, в
нашем выводе важную роль играют двухмагнонные
процессы, что находится в согласии с интерпретаци-
ей, предложенной в этой статье.

Здесь уместно отметить, что наилучшее соответ-
ствие с экспериментальными данными не было на-
шей целью, и мы используем некоторые реалистич-
ные параметры DTN только для иллюстрации. Кро-
ме того, из-за квазиодномерного характера DTN ре-
зультаты сильно зависят от значений параметров, и
может также возникнуть вопрос о поправках более
высокого порядка по 1/S. Тем не менее, мы обнару-
жили, что наши качественные выводы верны в ши-
роком диапазоне параметров. Более того, мы можем
утверждать, что использованные параметры приво-
дят к полуколичественному согласию с эксперимен-
тальными данными.

Нашу теорию и ее результаты следует сравнить
с подходом, развитым в работе [27]. Достоинства по-
следнего заключаются в его элегантности и простоте
аналитических формул на выходе. Однако он спра-
ведлив только для магнитных полей, близких к цен-
тру упорядоченной фазы и основан на малости J/D.

В нашем подходе расчеты намного более громозд-
кие, но методы более общие. Это позволяет рассмат-
ривать поперечную восприимчивость в рамках того
же подхода, что и щель в спектре магнонов.

Благодарности. Мы благодарны А. И. Смирно-
ву за стимулирующие обсуждения.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Фонда развития теоретической
физики и математики «БАЗИС».

ПРИЛОЖЕНИЕ A
ГАМИЛЬТОНИАН ПРИ hx = 0

Здесь мы кратко напоминаем формализм, кото-
рый использовался в нашем предыдущем исследо-
вании [22] (см. также работы [12, 25]). Гамильтони-
ан (1) можно преобразовать в бозонный, исполь-
зуя обычное представление спиновых операторов
Холстейна – Примакова [24] в приближенной форме
(позволяющей учесть первые поправки по 1/S ):

Sx′

i + iSy′

i =
√
2Sa†i

√

1− a†iai
2S
≈

≈
√
2Sa†i

(
1− a†iai

4S

)
,

Sx′

i − iSy′

i =
√
2S

√

1− a†iai
2S

ai ≈ (21)

≈
√
2S

(
1− a†iai

4S

)
ai,

Sz′

i = −S + a†iai

в локальной системе координат, подходящей для
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описания скошенного антиферромагнитного поряд-
ка (k0 = (π, π, π) — антиферромагнитный вектор):

Sx
i = Sx′

i ,

Sy
i = Sy′

i cos θ + Sz′

i exp(ik0 ·Ri) sin θ, (22)

Sz
i = Sz′

i cos θ − Sy′

i exp(ik0 ·Ri) sin θ.

В результате имеем H =
∑4

n=0Hn; каждый член со-
держит n бозе-операторов. В явном виде

H1 = iS3/2
√
N
(
Lak0 − La†k0

)
, (23)

L =
1√
2

[
(2J0 + 2D̃) cos θ − hz

S

]
sin θ. (24)

Этот член можно исключить, взяв правильный угол
наклона θ, зависящий от внешнего поля. Далее, би-
линейная часть выглядит следующим образом:

H2 = S
∑

k

a†kakEk +
S

2

∑

k

(aka−k + a†ka
†
−k)Bk, (25)

Ek = S(J0 + Jk) cos
2 θ + S(J0 +D) sin2 θ, (26)

Bk = S(Jk −D) sin2 θ. (27)

Здесь преобразование Фурье обменного взаимодей-
ствия имеет вид

Jk = 2 [Jc cos kz + Ja(cos kx + cos ky)] . (28)

Спектр магнонов в линейной теории определяется
выражением

εk =
√
E2

k −B2
k. (29)

Поскольку преобразование Фурье обменного взаи-
модействия Jk подчиняется свойству J0 = −Jk0 ,
этот спектр является бесщелевым с εk0 = 0 в со-
ответствии с теоремой Голдстоуна.

Также имеются части гамильтониана, ответ-
ственные за взаимодействие магнонов. Первая из
них имеет вид

H3 = i

√
S sin θ cos θ

4
√
2N

×

×
∑

123=k0

(a†1a
†
2a−3 − a†−3a2a1)

(V1 + V2)

2
, (30)

Vk =

(
2Jk0 − 8Jk + 10D− h

S cos θ

)
,

где мы обозначаем k1,k2,k3 как 1, 2, 3, а закон со-
хранения импульса имеет вид

k1 + k2 + k3 = k0. (31)

Вторая определяется следующим выражением:

H4 =
1

N

∑

1234=0

U1234a
†
1a

†
2a−3a−4 +

+
1

N

∑

1234=0

V123(a
†
1a

†
2a

†
3a−4 + a†−4a3a2a1) (32)

с обычным законом сохранения импульса. Здесь

U1234 =

[
1− 2 sin2 θ

2
J4−1 −

cos2 θ

4
(J1 + J4) +

+D

(
1− 3

2
sin2 θ

)]
, (33)

V123 =

[
D sin2 θ

4
− (J1 + J2 + J3) sin

2 θ

12

]
. (34)

Для анализа нелинейных поправок к спек-
тру магнонов удобно использовать нормальные
(Gk = 〈ak, a†k〉ω) и аномальные (F †

k = 〈a†−k, a
†
k〉ω)

функции Грина. Решение системы уравнений
Дайсона для этих функций имеет вид

Gk =
ω + Ek +Σ−k

Dω,k
, (35)

Fk = −Bk +Πk

Dω,k
, (36)

Dk = ω2 − ε2k − Ek(Σk +Σ−k) +

+ 2BkΠk + ω(Σk − Σ−k), (37)

где Σk, Πk — нормальная и аномальная собственно-
энергетические части соответственно. Их можно вы-
числять пертурбативно.

ПРИЛОЖЕНИЕ B
ПОПРАВКИ К ГАМИЛЬТОНИАНУ ПРИ

МАЛЫХ hx

При наклоне внешнего магнитного поля появля-
ется ненулевое значение hx. Это приводит к появле-
нию ненулевого значения компоненты 〈Sx〉. В нашей
теории это связано с параметром ρ. Ненулевое ρ дает
различные дополнительные члены в гамильтониане,
которые можно обозначить как δH.

Линейные члены δH1 исчезают при правильном
выборе ρ.

Билинейная часть δH2 может быть разделена на
нормальные вклады и вклады с процессами пере-
броса (см. уравнения (12) и (13)). Явные выражения
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для соответствующих коэффициентов в δHN
2 следу-

ющие:

Ēk =
hxρ

2S
√
2NS

+ 8U0k0−k

ρ2

NS
+ 12V0k0

ρ2

NS
, (38)

B̄k =
hxρ

2S
√
2NS

+ 8Ukk00
ρ2

NS
+ 12V0k−k

ρ2

NS
. (39)

Эти члены аналогичны вкладам в формуле (25).
Для δHU

2 соответствующие выражения имеют вид

Xk = sin θ cos θ(V0 + Vk)
ρ

4
√
2NS

, (40)

Yk = sin θ cos θ(Vk−k0 + Vk)
ρ

4
√
2NS

. (41)

Важно отметить, что перебросы дают поправки в
нормальную и аномальную собственно-энергетичес-
кие части порядка ρ2 (они объединяются попарно,
см. рис. 4):

ΣU
k = X2

kGω,k−k0 + Y 2
kG−ω,k0−k −

− XkYkFω,k−k0 −XkYkF−ω,k0−k, (42)

ΠU
k = X2

kFω,k−k0 + Y 2
k F−ω,k0−k −

− XkYkGω,k−k0 −XkYkG−ω,k0−k. (43)

Однако видно, что при импульсе k = k0 выполня-
ется условие Xk0 = Yk0 , поэтому ΣU

k0
= −ΠU

k0
. Это

означает, что поправка к энергии магнона с k = k0

от процессов переброса отсутствует и в данном кон-
тексте важны только нормальные члены.

ПРИЛОЖЕНИЕ C
ВЫВОД ПОПЕРЕЧНОЙ

ВОСПРИИМЧИВОСТИ В НАКЛОННОМ
ПОЛЕ

Здесь для расчетов также удобно использовать
нормальную и аномальную функции Грина:

Gk = 〈bk, b†k〉ω ; F †
k = 〈b†−k, b

†
k〉ω, (44)

где k = (ω, k). Эти функции подчиняются следую-
щей системе уравнений Дайсона:

Gk = G0
k +G0

k ΣkGk +G0
k (Bk + B̄k +Πk)Fk,

Fk = G0
−k (Bk + B̄k +Πk)Gk +G0

−k Σ−kFk,
(45)

где «голая» функция Грина имеет вид

G0 =
1

ω − Ek − Ēk + iδ
. (46)

После решения системы уравнений (45) получаем
следующее выражение для нормальной и аномаль-
ной функций Грина:

Gk =
ω + Ek + Ēk +Σk

Dω,k
, (47)

Fk = −Bk + B̄k +Πk

Dω,k
. (48)

Здесь знаменатель дается выражением

Dω,k = ω2 − ε2k − Ek(Σk +Σ−k + 2Ēk) +

+ 2Bk(Πk + B̄k) + ω(Σk − Σ−k). (49)

Для вычисления восприимчивости (19) необхо-
димо использовать запаздывающие функции Грина
GR и FR, которые связаны с причинными (47) сле-
дующим соотношением:

GR
ω,k = θ(ω)Gω,k + θ(−ω)G∗

ω,k (50)

и аналогично для F . Действительные части запаз-
дывающих функций равны соответствующим при-
чинным. Итак, мы получаем

Re[χ⊥
ω,k] = −Re

{
2Ek +Σk +Σ−k − 2Bk − 2Πk

ω2 − (∆− iΓ)2 +

+
2Ēk − 2B̄k + 2ΣU

k − 2ΠU
k

ω2 − (∆− iΓ)2

}
. (51)

С помощью уравнений (42) и (43) при k = 0 и урав-
нение (10) действительную часть однородной попе-
речной спиновой восприимчивости можно оконча-
тельно выразить как

Re[χ⊥
ω,k=0] = −Re

{
P (h) + 2Ēk=0 − 2B̄k=0

ω2 − (∆− iΓ)2 +

+
K

[(ω + iδ)2 −∆2
hx
][ω2 − (∆− iΓ)2]

}
, (52)

где

K = 2(Xk=0 + Yk=0)
2(Ēk0 + B̄k0). (53)
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Экспериментально исследована модификация магнитных и упругих свойств серии кобальтитов

YBaCo4O7+x (x = 0, 0.1) при небольшом контролируемом отклонении от стехиометрии x. Отмечает-

ся нетривиальное поведение магнитных свойств стехиометрического YBaCo4O7, которое не согласуется

с общепринятым представлением о фазовых переходах с дальним магнитным порядком. Только ин-
дуцированный внешним магнитным полем момент ∆M(T ) = MFC −MZFC (аналог термоостаточной

намагниченности) обнаруживает аномалии при температурах TN1 и TN2 магнитных фазовых переходов,

совпадающих с аномалиями модуля Юнга, тогда как на кривых магнитной восприимчивости в режимах

ZFС и FC фазовые переходы практически не проявляются. При небольшом отклонении x = 0.1 от стехио-

метрии индуцированный момент ∆M возрастает на порядок, а на кривых намагничивания появляется

остаточный ферромагнитный момент порядка 10−3µB . Обсуждаются два сценария магнитного поведе-

ния кобальтовой подсистемы, обусловленные увеличением доли ионов Co3+. Отмечается, что эволюция

магнитных свойств кобальтитов YBaCo4O7+x при отклонении от стехиометрии аналогична их измене-

ниям при переходе от Y-кобальтита к Ca-аналогу.

DOI: 10.31857/S004445102307009X
EDN:GEYXWK

1. ВВЕДЕНИЕ

Геометрически фрустрированные системы оста-
ются предметом многочисленных эксперименталь-
ных и теоретических исследований последних лет [1,
2]. Наиболее изученными системами являются анти-
ферромагнетики с сеткой Кагоме и структурой пи-
рохлора, которые имеют неупорядоченные основные
состояния [3,4]. Было показано, что в этих системах
различные слабые возмущения, такие как неболь-
шие искажения структуры, взаимодействие со вто-
рыми соседями, магнитная анизотропия и др., могут
снимать или уменьшать вырождение основного со-
стояния и благоприятствовать возникновению даль-
него магнитного порядка.

Слоистые кобальтиты LnBaCo4O7+x, (где Ln =

= Y, Ca или редкоземельный ион), одновременно
имеющие в структуре чередующиеся треугольные
слои и слои Кагоме, демонстрируют необычное маг-

* E-mail: kazei@plms.phys.msu.ru

нитное поведение, обусловленное фрустрацией об-
менных взаимодействий и переменной валентностью
в кобальтовой подсистеме [5–10]. Слоистые кобаль-
титы LnBaCo4O7+x образуются с тяжелыми редко-
земельными (РЗ) ионами, начиная с Tb, а также
с немагнитными ионами Y, Ca. Стехиометрические
соединения с трехвалентным ионом Ln3+ содержат
ионы кобальта смешанной валентности Co2+ (3d7,
S = 3/2) и Co3+ (3d6, S = 2) в соотношении 3:1,
которые распределены в структуре неупорядочен-
но по тетраэдрическим позициям двух типов. Со-
отношение разновалентных ионов Co2+/Co3+ в ко-
бальтовой подсистеме можно варьировать с помо-
щью неизовалентного замещения Ln3+ → Ca2+ или
Co2+/Co3+ → Zn2+/Al3+, а также изменением содер-
жания кислорода (7 + x).

Кристаллическая структура РЗ-кобальтитов при
высоких температурах описывается гексагональ-
ной P63mc (или тригональной P31c) простран-
ственной группой [11–15]. В каркасной кристал-
лической структуре тетраэдры CoO4, объединен-
ные общими углами, образуют упакованные по-
очередно вдоль оси c треугольные слои и слои
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Кагоме. В бесконечной плоской сетке из связан-
ных треугольников фрустрации в магнитной систе-
ме приводят к вырожденному основному состоя-
нию и отсутствию дальнего магнитного порядка да-
же при значительных константах обменного взаи-
модействия [16]. Небольшое искажение структуры
в стехиометрических кобальтитах снимает фруст-
рацию обменных взаимодействий, что благоприят-
ствует развитию дальнего магнитного порядка в Co-
подсистеме ниже температуры TS структурного пе-
рехода [17, 18].

Y-кобальтит, содержащий магнитные ионы од-
ного типа, испытывает структурный переход при
TS = 313К, приводящий к понижению симметрии
от гексагональной до орторомбической (простран-
ственная группа Pbn21, ao ≈ ah; bo ≈

√
3ah), и

сопровождается аномалиями упругих, магнитных и
транспортных свойств. Согласно нейтронным дан-
ным, ниже структурного перехода в YBaCo4O7 на-
блюдается сначала появление ближнего магнитного
порядка, а затем трехмерного антиферромагнитно-
го упорядочения в Co-подсистеме при TN ≈ 110K с
понижением симметрии до моноклинной P1121 [5,
16, 19]. При дальнейшем понижении температуры
наблюдаются еще один магнитный фазовый переход
при TN2 ∼ 70К [20], который обусловлен спиновой
переориентацией в Co-подсистеме [16]. Из-за фруст-
рированности обменных взаимодействий дальний
магнитный порядок устанавливается при темпера-
туре существенно ниже парамагнитной температу-
ры θCW = −508К и характеризуется сложной не-
коллинеарной магнитной структурой [5, 16].

Для кобальтитов с магнитными РЗ-ионами тем-
пература структурного перехода TS монотонно по-
нижается при уменьшении радиуса РЗ-иона [21–24].
Соединение CaBaCo4O7, также содержащее только
один тип магнитных ионов, сразу кристаллизуется
в ромбической фазе Pbn21, и искажение структу-
ры для него является наибольшим в семействе ко-
бальтитов [8]. Замещение ионов Y3+ на ионы Ca2+

приводит к изменению соотношения разновалент-
ных ионов Co2+/Co3+ в кобальтовой подсистеме и
кардинальному изменению свойств CaBaCo4O7 [5].
Несмотря на то, что кристаллические структуры
двух кобальтитов с диамагнитными ионами каль-
ция Ca2+ и иттрия Y3+ ниже температуры 280 K по-
добны, их магнитное поведение существенно разли-
чается. Искажение структуры CaBaCo4O7, в боль-
шей степени снимая фрустрации, способствует раз-
витию ниже TC = 64K дальнего порядка с фер-
ромагнитной компонентой (магнитные моменты ко-
бальта ориентированы неколлинеарно). Кроме сня-

тия геометрических фрустраций на это оказыва-
ет влияние изменение соотношения между разнова-
лентными катионами Co2+/Co3+, а также, согласно
экспериментам по нейтронной дифракции, зарядо-
вое упорядочение разновалентных ионов кобальта с
предпочтением ионов Co2+ к тетраэдрическим по-
зициям Co2 и Co3 в слоях Кагоме [8].

В литературе отсутствуют систематические
исследования влияния небольшого отклонения от
стехиометрии на структурные, магнитные, упру-
гие, транспортные и другие свойства семейства
LnBaCo4O7+x. Характер изменения параметров
решетки при структурном переходе, а также изме-
нение температуры перехода и величины искажения
при различных замещениях в Co- и РЗ-подрешетках
или отклонении от стехиометрии изучены в ра-
ботах [25–27]. Влияние искажения структуры на
поведение фрустрированной Co-подсистемы иссле-
довалось для серии Y-кобальтитов с небольшим
отклонением от стехиометрии [28].

Для кобальтита YBaCo4O7+x информация о ха-
рактере и температурах магнитных переходов по
различным физическим свойствам весьма противо-
речива. Опубликованные результаты демонстриру-
ют «завидное разнообразие» даже обычных магнит-
ных свойств, связанное, на наш взгляд, с различным
избытком x кислорода и его неоднородным распре-
делением по объему исследуемых образцов. Кроме
того, возникновение дальнего магнитного порядка
в YBaCo4O7 при TN1 ≈ 105K и его изменение при
TN2 ≈ 70K практически не проявляется на магнит-
ной восприимчивости. Это не согласуется с обще-
принятыми представлениями о магнитных перехо-
дах ни в фрустрированных/низкоразмерных магне-
тиках, ни в спиновых стеклах. Целью настоящей ра-
боты было исследование характера и особенностей
магнитных переходов в серии слоистых кобальтитов
YBaCo4O7+x (x = 0, 0.1) при небольшом контроли-
руемом отклонении от стехиометрии одновременно
по магнитным и упругим свойствам.

2. ОБРАЗЦЫ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ
ТЕХНИКА

Исследования магнитных и упругих свойств
проводились на поликристаллических образцах
YBaCo4O7+x (x = 0, 0.1), синтезированных по
керамической технологии. Синтез проводился в
три стадии: при температурах 900, 1000 и 1100 ◦С с
закалкой в конце отжига и промежуточным перети-
ранием (см. детали в [29]). На окончательном этапе
спрессованные таблетки отжигались при темпера-
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туре 1100 ◦С в течение 50–70 часов и охлаждались в
выключенной печи до комнатной температуры или
закаливались от 900–950 ◦С. Содержание кислорода
в керамиках после отжига отличалось от 7.0, и
для получения стехиометрических однородных
образцов с x ≈ 0 проводился отжиг в вакууме при
температуре 500 ◦С [29,30]. После отжига в вакууме
образцы имели небольшой дефицит по кислороду,
но величина отклонения x заметно уменьшалась.
Для увеличения содержания кислорода проводи-
лись дополнительные отжиги в кислороде или
на воздухе, а изменение кислородного индекса на
начальном этапе контролировалось с точностью
±0.01 по изменению массы образца. Отожженные
образцы являются, на наш взгляд, более равно-
весными по распределению нестехиометрического
кислорода. Структурные и магнитные переходы
на таких образцах, как показывают исследования,
являются более резкими.

Содержание кислорода в образцах определялось
йодометрическим титрованием [31] на оригиналь-
ной автоматизированной установке, управляемой
компьютерной программой (более подробное опи-
сание см. в [26]). Восстановление высоковалентных
ионов Co3+ образца до ионов Co2+ приводило к
образованию в растворе стехиометрического коли-
чества йода, который титровался 0.02 М раство-
ром Na2S2O3, дозируемым электронной поршневой
бюреткой. Точка эквивалентности определялась по
скачку потенциала в процессе химической реакции
при измерении ЭДС обратимого гальванического
элемента. Относительная ошибка определения от-
клонения кислорода x от стехиометрии составляет
около 1.5%.

Температурные и полевые зависимости магнит-
ного момента M были исследованы при помощи
опции вибрационного магнитометра системы изме-
рений физических свойств твердых тел PPMS-9,
Quantum Design. Эксперименты проводились в ин-
тервале температур (2–320)К в полях от 0.1 кЭ
до 90 кЭ в режиме непрерывной развертки тем-
пературы со скоростью 1 К/мин при постоянном
поле или в режиме изменяющегося со скоростью
100 Э/с магнитного поля при постоянной температу-
ре. Температурные зависимости M(T ) были иссле-
дованы при повышении температуры в двух режи-
мах: предварительное охлаждение без поля (ZFC)
или в поле 1 кЭ (FC). Дополнительные исследования
M(T ) были проведены в интервале (150–390)К на
СКВИД-магнитометре MPMS-7T, Quantum Design
в тех же режимах). Модуль Юнга E измерялся мето-
дом составного резонатора на частоте около 100 кГц

в режиме стационарного состояния (точность изме-
рения температуры ±0.03K) в интервале темпера-
тур (80–300)K на оригинальной автоматизирован-
ной установке (более подробное описание см. в [24]).

Дополнительно были выполнены измерения на-
магниченности индукционным методом в импульс-
ных магнитных полях до 280 кЭ (время возрастания
поля в импульсе составляло около 3 мс). В течение
импульса поля с интервалом 0.02 мс проводилась
цифровая запись интегрированных сигналов с изме-
рительнойM(t) и полевойH(t) катушек. Программ-
ная обработка экспериментальных данных с уче-
том cигнала раскомпенсации измерительной катуш-
ки, который записывался в аналогичных условиях
в отсутствие образца, позволяла получить сглажен-
ные функции намагниченности M(H).

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И
ОБСУЖДЕНИЕ

Магнитные и упругие свойства системы

YBaCo4O7+x

На рис. 1 приведены кривые χM (T ) молярной
магнитной восприимчивости в поле H = 1 кЭ для
образцов с x = 0 и 0.1, полученные на отогреве в
режимах ZFC и FC. Для образца с x = 0 воспри-
имчивость скачком уменьшается ниже температуры
структурного перехода TS = 305K за счет измене-
ния спектра и волновых функций ионов Co при ис-
кажении структуры. В области низких температур
на кривых χM (T ) виден широкий максимум, кото-
рый не характерен для установления дальнего маг-
нитного порядка. При этом кривые не обнаружива-
ют отчетливых аномалий, связанных с магнитными
переходами при TN1 и TN2, наблюдаемых ранее, на-
пример, в нейтронных экспериментах [16, 19]. Кри-
вые ZFC и FC совпадают при T > 105K и начина-
ют расходиться ниже этой температуры, однако, ход
кривых остается одинаковым, и они идут практиче-
ски параллельно. Это поведение качественно отли-
чается от того, что наблюдается для спиновых сте-
кол в режимах ZFC и FC. Ниже температуры 10 K
кривые χM (T ) в двух режимах обнаруживают за-
метный и сравнимый парамагнитный вклад.

При небольшом отклонении от стехиометрии в
образце с x = 0.1 структурный переход пропадает,
а восприимчивость выше 100 K заметно уменьшает-
ся по абсолютной величине. При этом появляется
острый максимум при T = 78K, имеющий вид, ха-
рактерный для перехода парамагнетик–ферромаг-
нетик. Парамагнитный вклад при низких темпера-
турах также становится меньше.
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Рис. 1. Температурная зависимость молярной восприим-
чивости χM (T ) и обратной молярной восприимчивости

χ−1
M (T ) (вставка) для образцов YBaCo4O7+x c различным

отклонением x от стехиометрии в режимах ZFC (темные

символы) и FC (светлые символы)

Сравнение кривых χ−1
M (T ) обратной магнит-

ной восприимчивости для образцов с x = 0 и
0.1 в режиме ZFС и FC приведено на вставке
рис. 1. Для стехиометрического образца вы-
ше температуры TS восприимчивость следует
обобщенному закону Кюри – Вейсса с парамет-
рами: χ0 = (3.77 ± 0.4) × 10−3 ед. СГСМ/моль,
C = (5.94±0.6) ед. СГСМ·К/моль, θ = −(335±45)К.
Наши результаты удовлетворительно совпадают с
данными [5]. Следует отметить, что оценка эффек-
тивного магнитного момента на формульную еди-
ницу µeff = 6.9µB, полученная из наших расчетов,
оказывается существенно заниженной по сравнению
с теоретической оценкой µeff = 8.3 µB в предпо-
ложении, что g-фактор ионов кобальта g = 2.0.
Оценка величины температурно-независящего
вклада χ0 оказывается положительной и на поря-
док большей, чем диамагнитный вклад матрицы
χdia = −1.68 · 10−4 ед. СГСМ/моль, определенный
по константам Паскаля. Различие в оценках пара-
метров C и χ0, которые при расчетах не являются
независимыми, вероятно связано с тем, что вы-
бранный интервал для обработки (320–390)К
недостаточно широк для их надежной оценки.

При понижении температуры от TS восприим-
чивость образца с x = 0 заметно отклоняется от
закона Кюри – Вейсса, что можно связать с посте-
пенным развитием ближнего магнитного порядка,

Рис. 2. a) Температурные зависимости индуцированного

полем магнитного момента ∆M(T ) = MFC −MZFC (тер-

моостаточная намагниченность, левая ось) и относитель-

ной величины модуля Юнга ∆E(T )/E0(T ) (правая ось)

для образцов YBaCo4O7+x с x = 0, 0.1. б) Температур-
ные зависимости индуцированного полем магнитного мо-

мента ∆M(T ) =MFC −MZFC (термоостаточная намагни-

ченность, левая ось; индуцированный момент в большем

масштабе показан светлыми символами на рис. а) и произ-

водной d(∆M)/dT (правая ось) для образца YBaCo4O7.1

с небольшим отклонением от стехиометрии

характерного для низкоразмерных и фрустриро-
ванных систем. Однако при установлении дальне-
го магнитного порядка выраженных аномалий на
кривых χM (T ) в режимах ZFС и FC не наблю-
дается. Наоборот, аномалии при характерных тем-
пературах TN1 и TN2 отчетливо видны на кривой
∆M(T ) =MFC−MZFC для H = 1 кЭ (аналог термо-
остаточной намагниченности), и поведение ∆M(T )

типично для параметра порядка магнитного фазо-
вого перехода (рис. 2а, левая ось). Эта величина,
обозначаемая далее ∆M(T ) = Mind , соответству-
ет магнитному моменту, наводимому магнитным
полем при охлаждении, и не превышает порядка
10−4µB на молекулу YBaCo4O7. Такое поведение не
согласуется с общепринятым представлением о фа-
зовых переходах с дальним магнитным порядком.
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Температуры магнитных аномалий хорошо
совпадают с характерными температурами, на-
блюдаемыми на кривых модуля Юнга ∆E/E0

для этого образца (рис. 2а, правая ось, использо-
ваны экспериментальные данные из статьи [28]).
На рисунках приведены относительные измене-
ния модуля ∆E(T )/E0 (∆E(T ) = E(T ) − E0;
E0 = E(T = 300K)), нормированные на значение
E0 при T = 300К, полученные при медленном
охлаждении (темные точки) и медленном нагреве
(светлые точки), после нескольких предваритель-
ных циклов термоциклирования без поля. Ранее
для стехиометрического соединения с x = 0 бы-
ло обнаружено, что тепловое расширение ниже
структурного перехода кроме фононного имеет
дополнительный магнитоупругий вклад, связан-
ный с постепенным развитием ниже TS ближнего
магнитного порядка [32]. Ниже температуры 100 K
для этого образца за счет магнитоупругого вклада
наблюдалось отрицательное тепловое расширение,
обусловленное установлением дальнего магнитного
порядка. Таким образом, на магнитных и упругих
свойствах отожженных стехиометрических образ-
цов YBaCo4O7 видны слабо выраженные аномалии
при температурах TN1 и TN2, которые совпадают с
температурами магнитных переходов по нейтрон-
ным данным [5] и результатам измерения теплового
расширения [32].

Для образца с x = 0.1 аномалия, связанная
со структурным переходом, пропадает и кривая
χ−1
M (T ) спрямляется в интервале (250–320)К (встав-

ка на рис. 1). Это согласуется с отсутствием иска-
жения структуры в этом образце вплоть до низких
температур. Попытка описать в этой области пове-
дение восприимчивости обобщенным законом Кю-
ри – Вейсса дает нефизичные значения параметров,
в частности, величина C возрастает в 20 раз по срав-
нению со значением для x = 0, а ошибка в её оцен-
ке достигает 50% величины. Мы полагаем, что за-
кон Кюри – Вейсса в этой области температур не вы-
полняется, поскольку в веществе уже сформирован
ближний магнитный порядок за счет очень сильных
антиферромагнитных взаимодействий.

Существенное отличие в поведении кривых
χ−1
M (T ) для образцов с x = 0 и 0.1 наблюдается

ниже температуры 100 K (рис. 1). Для образца с
x = 0.1 кривые ZF и ZFC сильно расходятся и
видна выраженная аномалия при TN2. Разница
магнитных моментов ∆M(T ) в режимах FC и ZFC
также резко возникает при TN1 (рис. 2а, левая ось),
при этом максимальная величина наведенного мо-
мента ∆M = Mind ∼ 3 · 10−3µB на порядок больше

Рис. 3. Намагниченность образцов YBaCo4O7+x c раз-
личным отклонением x от стехиометрии при T = 2K.

На вставках показана намагниченность в слабых (верхняя

вставка, T = 2K) и сильных (нижняя вставка, YBaCo4O7:

кривая 1 — T = 80K, 1′ — T = 160K; CaBaCo4O7+x: кри-

вая 2 — T = 60K, 2 ′ — T = 65K) магнитных полях

(рис. 2б, левая ось). Обе характерные температуры
TN1 и TN2 лучше видны на производной наве-
денного момента d(∆M)dT (рис. 2б, правая ось).
Отметим также, что на температурной зависимости
производной d(∆M)dT хорошо видны дополни-
тельные аномалии типа размытых максимумов при
температурах T ∼ 20, 40 и, возможно, 65 K.

Кардинальное изменение наблюдается и в пове-
дении упругих свойств при отклонении от стехио-
метрии, как показали наши исследования [28]. От-
сутствие искажения структуры и, соответственно,
сохранение фрустрации затрудняют развитие даль-
него магнитного порядка в нестехиометрических об-
разцах. Отсутствие дальнего магнитного порядка в
образцах YBaCo4O7+x с x ∼ 0.1 приводит к то-
му, что аномалии на зависимостях ∆E(T )/E0 при
температуре TN1 быстро размываются и пропада-
ют. Можно обнаружить только их следы на произ-
водной dE(T )/dT .

Сравнение кривых намагничивания M(B) для
образцов с x = 0 и 0.1 при 2 K приведено на рис. 3.
Кривые M(B) для двух образцов остаются линей-
ными вплоть до полей 90 кЭ; небольшая нелиней-
ность M(B) для образца с x = 0 в полях до 20 кЭ
связана, на наш взгляд, с парамагнитным вкладом
ниже 10 K. При отклонении от стехиометрии на-
клон кривой намагничивания в промежуточных по-
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лях уменьшается в соответствии с уменьшением на-
чальной восприимчивости. Однако при этом появля-
ется небольшой остаточный момент около 0.001µB

(верхняя вставка на рис. 3). Для стехиометрическо-
го образца остаточный момент не наблюдается. Из-
мерения в импульсных магнитных полях показы-
вают, что кривая намагничивания стехиометриче-
ского образца остается линейной вплоть до полей
300 кЭ и мало меняется при увеличении температу-
ры от 80 до 210 К (нижняя вставка на рис. 3; кри-
вые 1, 1′). При этом намагниченность не превышает
0.5µB на формульную единицу и далека от насы-
щения MS = 13µB/форм. ед. Последнее значение
получено в предположении высокоспиновых состо-
яний ионов Co2+ и Co3+ в тетраэдрической коорди-
нации и без учета орбитального вклада с фактором
g = 2.0. Это факт также свидетельствует о сильных
антиферромагнитных взаимодействиях в кобальто-
вой подсистеме.

Эволюция магнитных свойств серии кобальтитов
YBaCo4O7+x (x = 0, 0.1) при отклонении от сте-
хиометрии аналогична их изменениям при перехо-
де от Y- к Ca-кобальтиту. Для этих двух кобаль-
титов стехиометрического состава соотношение раз-
новалентных ионов Co2+/Co3+ в кобальтовой под-
системе составляет 3 : 1 и 2 : 2 соответственно.
При этом для Ca-кобальтита характерны дальний
магнитный порядок при T < TС ≈ 64K c неболь-
шой ферромагнитной компонентой за счет откло-
нения магнитных моментов от коллинеарной ан-
тиферромагнитной структуры (нижняя вставка на
рис. 3). Увеличение кислородного индекса x в си-
стеме YBaCo4O7+x приводит к увеличению концен-
трации ионов Co3+ и изменению соотношения до
(3 − 2x) : (1 + 2x) ≈ 2.8 : 1.2 ближе к Ca-ко-
бальтиту. В системе разновалентных магнитных
ионов Co2+/Co3+, вообще говоря, возможно появ-
ление механизма двойного обмена Зинера с ферро-
магнитным взаимодействием. Такой механизм на-
блюдался, например, в системе твердых раство-
ров (LaxR1−x)(Mn3+

x Mn4+1−x)O3 (R = Ca,Ba, Sr) со
структурой перовскита c разновалентными ионами
Mn3+/Mn4+ [33]. Соединения этой системы в опре-
деленной области концентраций x ферромагнитны,
тогда как предельные составы с x = 0 и 1.0 являют-
ся типично антиферромагнитными.

В случае нестехиометрического Y-кобальтита с
x = 0.1, аналогично Ca-кобальтиту, также наблюда-
ется выраженная аномалия на кривой χ−1

M (T ), ха-
рактерная при установлении дальнего магнитного
порядка ферро-типа и одновременно появление сла-
бого индуцированного полем ферромагнитного мо-

мента. При этом возможны два сценария поведе-
ния кобальтовой подсистемы в серии YBaCo4O7+x.
За счет увеличения концентрации ионов Co3+, име-
ющего больший эффективный магнитный момент,
намагниченность растет, и в антиферромагнитной
структуре возникает нескомпенсированный ферро-
магнитный момент. Однако очень малая величи-
на момента может альтернативно означать появ-
ление в антиферромагнитной матрице микрообла-
стей с ферромагнитными свойствами. Такая ситуа-
ция часто описывается в модели Гриффитса. Из-за
особенностей фазовой диаграммы для кобальтитов
действительно типично при синтезе и последующей
термообработке разделение на фазы с различным
значением кислородного индекса x [14].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе обнаружена кардинальная
модификация магнитных и упругих свойств ко-
бальтитов YBaCo4O7+x (x = 0, 0.1) и характе-
ра магнитных переходов при небольшом контро-
лируемом отклонении от стехиометрии. Искажение
структуры при фазовом переходе в серии кобаль-
титов YBaCo4O7+x снимает фрустрацию обменных
взаимодействий и должно, в принципе, благопри-
ятствовать последующему установлению дальнего
магнитного порядка в кобальтовой подсистеме ни-
же TS [17, 18]. Магнитные свойства стехиометриче-
ского отожженного образца YBaCo4O7 обнаружива-
ют нетривиальное поведение, которое не согласует-
ся с общепринятым представлением о фазовых пе-
реходах с дальним магнитным порядком. Установ-
ление дальнего магнитного порядка и его измене-
ние практически не проявляются на кривых маг-
нитной восприимчивости в режимах ZFС и FC. Од-
нако на кривой наведенного магнитного момента
∆M =MFC −MZFC (термоостаточная намагничен-
ность) отчетливо видны слабые аномалии при тем-
пературах TN1 и TN2 и поведение ∆M типично для
параметра порядка магнитного фазового перехода.
При этом аномалии на упругих характеристиках
стехиометрического образца YBaCo4O7 при темпе-
ратурах TN1 и TN2 являются достаточно выражен-
ными. Таким образом, заметные аномалии при маг-
нитных переходах видны, как правило, на макро-
скопических свойствах, чувствительных к магнито-
упругому взаимодействию, таких как модули упру-
гости и тепловое расширение [32].

При небольшом отклонении от стехиометрии
x ∼ 0.1 структура остается гексагональной неиска-
женной вплоть до низких температур, что сказыва-
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ется на установлении дальнего магнитного порядка.
Индуцированный момент ∆M в кобальтовой подси-
стеме возрастает на порядок, а на кривых намагни-
чивания появляется остаточный ферромагнитный
момент порядка 0.001µB. Таким образом, эволюция
магнитных свойств кобальтитов YBaCo4O7+x при
отклонении от стехиометрии аналогична их измене-
ниям при переходе от Y-кобальтита к Ca-аналогу.

Финансирование. Исследования М. М. Марки-
ной выполнены при поддержке Российского научно-
го фонда (грант №22-43-02020).
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ЭЛЕКТРОННАЯ ЗОННАЯ СТРУКТУРА,
АНТИФЕРРОМАГНЕТИЗМ И ПРИРОДА ХИМИЧЕСКОЙ СВЯЗИ

В La2CuO4
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В рамках метода функционала плотности с помощью комплекса программ WIEN2k выполнены расчеты
электронной зонной структуры орторомбической фазы соединения La2CuO4, являющегося исходным для

нескольких семейств высокотемпературных сверхпроводников. Вычисления проводились с использовани-

ем двух обменно-корреляционных функционалов: первый представлял собой сумму модифицированного

Траном и Блахой обменного потенциала Беке и Джонсона и корреляций в локальном приближении, в

качестве второго был выбран функционал Пердью–Бурке –Эрнзерхофа. Расчеты с учетом спиновой по-

ляризации выявили наличие антиферромагнитного основного состояния орторомбического La2CuO4. В

случае использования первого функционала найдены магнитный момент атомов меди MCu = 0.725µB и

полупроводниковая щель Eg = 2 эВ, а во втором случае MCu = 0.278µB и Eg = 0. Результаты расчетов

оптических свойств орторомбического La2CuO4 — функции энергетических потерь электронов, действи-

тельной части оптической проводимости и коэффициента отражения, оказались в хорошем согласии с
экспериментальными данными. Рассчитанное пространственное распределение зарядовой плотности в

орторомбическом La2CuO4 было проанализировано с целью выявления седловых критических точек,

параметры которых дают возможность классифицировать тип химической связи в кристалле. Совокуп-

ность параметров критических точек в орторомбическом La2CuO4 была аналогична найденной нами

ранее в тетрагональном La2CuO4 и родственных высокотемпературных сверхпроводниках. В частности,

положительный знак лапласиана зарядовой плотности в критических точках типа bond, в соответствии

с классификацией типов химической связи, принятой в «Квантовой теории атомов в молекулах и кри-

сталлах» Бадера, свидетельствует об отсутствии ковалентной связи в La2CuO4.

DOI: 10.31857/S0044451023070106
EDN:GFHEAW

1. ВВЕДЕНИЕ

Несмотря на активные исследования, ведущие-
ся в области высокотемпературной сверхпроводимо-
сти после ее открытия [1], в настоящее время от-
сутствует единая точка зрения на микроскопиче-
ский механизм ее возникновения [2]. Одним из наи-
более обсуждаемых вопросов относительно приро-
ды купратных высокотемпературных сверхпровод-
ников (ВТСП) в семействах La2−xBaxCuO4 [1, 3, 4],
La2−xSrxCuO4 [4–6] и La2CuO4+y (см. работу [7] и

* E-mail: valeryorlov3@gmail.com

ссылки в ней), полученных на основе соединения
La2CuO4, является связь между сверхпроводимо-
стью и антиферромагнетизмом [8].

Соединение La2CuO4 при высокой температуре
(около 1000K) имеет тетрагональную кристалличе-
скую решетку [9], симметрия которой описывает-
ся пространственной группой I4/mmm (№139 [10]).
При охлаждении до 523K решетка становится орто-
ромбической [9] с пространственной группой Cmce,
D18

2h (№64 [10]).
В ранних теоретических работах электронная

зонная структура тетрагональной фазы La2CuO4

рассчитывалась близкими по своей формулировке
методами DFT (density functional theory), LAPW
(linear augmented plane wave) [11] и FLAPW (full
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potential linearized augmented plane wave) [12]. Об-
мен и корреляции в электронной подсистеме учи-
тывались в работах [11, 12] в локальном по элек-
тронной плотности приближении LDA (local density
approximation). Серьезным несоответствием экспе-
риментальным данным о наличии полупроводнико-
вой щели в La2CuO4 был металлический характер
полученной [11, 12] электронной зонной структуры
La2CuO4 — уровень Ферми пересекал верхнюю ва-
лентную зону, образованную гибридизованными со-
стояниями d-электронов меди и p-электронов кис-
лорода. Данный факт активно обсуждался как ав-
торами работ [11, 12], так и в последующих обзорах
(см., например, [13]).

Вторым сложным для теоретического опи-
сания вопросом является антиферромагнитный
(АФМ) характер основного состояния ортором-
бической фазы La2CuO4, а также эксперимен-
тальная величина магнитного момента атомов
меди MCu ≈ (0.5–0.6)µB [14, 15]. В качестве
причины обнаруженного несоответствия между
полупроводниковым АФМ-характером основно-
го состояния La2CuO4 и отсутствием щели в
теоретических работах [11, 12], а также невоз-
можностью получить АФМ-состояние в La2CuO4

в рамках приближения LSDA (local spin density
approximation) [16] назывались сильные корреляции
в CuO2-плоскостях La2CuO4, не учитываемые в
приближениях LDA и LSDA. Различные варианты
модели Хаббарда [17–19], а также обобщенное при-
ближение сильной связи (generalized tight-binding
approximation) (см. работу [20] и ссылки в ней),
учитывающие такие корреляции, хотя и не являют-
ся теоретическими ab initio-методами, но они дают
возможность понять физику сложных явлений в
ВТСП-материалах.

В рамках DFT-метода также появилась расчет-
ная схема с обменно-корреляционным функциона-
лом LSDA+U [21,22], учитывающая кулоновское от-
талкивание U двух d-электронов с противоположно
направленными спинами на одном и том же атоме
Cu. При этом в случае использования в работе [22]
только LSDA полупроводниковая щель в La2CuO4

отсутствовала, в то время как функционал LSDA+U
дал щель, равную 1.65 эВ и магнитный момент на
атоме меди MCu = 0.62µB.

Оптимальный выбор обменно-корреляционного
функционала для расчетов физических свойств
в рамках DFT по-прежнему остается сложной
проблемой. С целью устранения недостатков
функционала LSDA были разработаны обменно-
корреляционные функционалы, удовлетворяющие

целому ряду нормировочных условий [16, 23]. Од-
ним из наиболее часто используемых для расчетов
обменно-корреляционных функционалов является
основанный на обобщенном градиентном прибли-
жении (generalized gradient approximation, GGA))
функционал PBE (Perdew – Burke – Ernzerhof) [24],
представляющий собой второй по сложности
обменно-корреляционный функционал из ряда
используемых в DFT [16, 23]. В работе [25] с по-
мощью функционала PBE для орторомбической
фазы La2CuO4 были получены следующие ре-
зультаты: MCu = 0.273µB и энергетическая щель
Eg = 0.026 эВ.

Гибридные обменно-корреляционные функци-
оналы B3LYP (Becker-3 – Lee – Yang – Parr) [26, 27]
и HSE06 (Heyd – Scuseria – Ernzerhof) [28], не со-
держащие параметра U , позволили получить в
рамках DFT-метода полупроводниковую щель в
La2CuO4 порядка 2 эВ [29, 30]. В работах [25, 31]
исследовалась электронная структура и магнитные
свойства La2CuO4 с помощью расчетов, проведен-
ных в рамках DFT с использованием обменно-
корреляционного функционала SCAN (strongly
constraint and appropriately normed semilocal density
functional) [32]. Функционал SCAN относится к
meta-GGA функционалам [16, 23]. Основная его
особенность состоит в том, что он учитывает не
только электронные спиновые плотности и их гра-
диенты в приближении GGA, но также и плотность
кинетической энергии электронов, рассчитанную с
помощью кон–шэмовских орбиталей. Для ортором-
бической фазы La2CuO4 в работах [25,31] получены
значения MCu = 0.49µB и Eg = 1.0 эВ.

В работах [25, 29–31] основное внимание при ис-
следовании электронной структуры La2CuO4 уделя-
лось состояниям d-электронов меди и p-электронов
кислорода, расположенным в верхней части валент-
ной зоны вблизи уровня Ферми. Данная информа-
ция важна для ответов на вопросы, в каких состоя-
ниях появляются дырки при допировании La2CuO4

атомами Ba или Sr с целью инициации перехода
полупроводник–металл и каков механизм высоко-
температурной сверхпроводимости. Для более пол-
ного понимания особенностей структуры и свойств
La2CuO4 желательно иметь информацию о его элек-
тронной структуре в широком интервале энергий,
включающем как валентные электроны, так и неза-
полненные состояния зоны проводимости. Для полу-
чения такой информации нами были проведены рас-
четы электронной зонной структуры и магнитных
свойств орторомбической фазы La2CuO4 с использо-
ванием программного комплекса WIEN2k [33,34], ос-
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нованном на методе DFT «Присоединенные плоские
волны плюс локальные орбитали» (an augmented
plane wave + local orbitals). В качестве обменного по-
тенциала был выбран модифицированный Траном
и Блахой [35] обменный потенциал Беке и Джон-
сона (mBJ), который, как и функционал SCAN
и обменно-корреляционные функционалы B3LYP и
HSE06, включает в себя плотность кинетической
энергии электронов. Корреляции учитывались в
приближении LDA [36]. Потенциал mBJ дает вели-
чины энергетических щелей в полупроводниках и
оксидах, близкие к экспериментальным [37]. В рабо-
те [38] была проведена апробация потенциала mBJ
в расчетах электронной структуры большого коли-
чества полупроводниковых и диэлектрических ве-
ществ, а также антиферромагнитного соединения
CaCuO2. В [38] было отмечено, что электронная
структура исследованных веществ описывалась при
использовании потенциала mBJ лучше, чем с по-
мощью функционала PBE. Потенциал mBJ также
позволил правильно воспроизвести основное АФМ-
состояние CaCuO2 [38]. В настоящей работе расче-
ты электронной структуры и исследование магнит-
ных свойств La2CuO4 для сравнения проводились и
с функционалом PBE.

Обменный потенциал mBJ использовался нами
ранее для расчетов электронной зонной структуры
и анализа особенностей в распределении зарядовой
плотности в халькогенидах висмута и сурьмы, пник-
тидах железа, купратах и изготовленных на их ос-
нове ВТСП [39–41]. В работе [39] была выявлена
корреляция между температурой сверхпроводяще-
го перехода Tc и величиной лапласиана зарядовой
плотности в критической точке типа bond с наиболь-
шей величиной заряда. В методе «Квантовая теория
атомов в молекулах и кристаллах», впервые предло-
женном Бадером [42–44], критической точкой типа
bond (BCP) называется седловая точка в распреде-
лении зарядовой плотности, в которой градиент за-
рядовой плотности равен нулю, два из трех главных
значений матрицы вторых производных зарядовой
плотности по координатам (матрицы Гессе) отри-
цательны, а третье главное значение матрицы Гес-
се положительно. В [39] было также показано, что
как у исходных для получения ВТСП-соединений
моноклинного α-Bi2O3 и тетрагонального La2CuO4,
так и у самих ВТСП знаки лапласианов зарядовой
плотности для всех BCP положительны. Согласно
классификации типов химической связи, принятой
в [42–44], положительный знак лапласиана зарядо-
вой плотности в BCP говорит об отсутствии кова-
лентной связи в соединении. В работах [39–41] так-

же указывалось на возможность флуктуаций заря-
довой плотности в исходных материалах и ВТСП-
соединениях, поскольку количество BCP Nat , при-
ходящееся на неэквивалентные атомы в формуль-
ных единицах, превышало число валентных элек-
тронов в атомах, входящих в состав соединений.
В настоящей работе на основе результатов расче-
тов электронной зонной структуры орторомбическо-
го La2CuO4 найдены критические точки в распре-
делении зарядовой плотности и проведен анализ их
параметров.

2. МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Расчеты электронной зонной структуры орто-
ромбической модификации La2CuO4 проводились
для экспериментальных значений параметров ре-
шетки a = 5.3614 Å, b = 13.1538 Å, c = 5.402 Å и ко-
ординат позиций атомов в элементарной ячейке [9],
см. табл. 1.

В табл. 1 приведены координаты одной из пози-
ций данного типа в долях от соответствующего па-
раметра решетки. В работе [9] был выбран вариант
элементарной ячейки, в котором по вертикали на-
правлена ось y, а плоскость xz является горизон-
тальной. При этом в элементарной ячейке находятся
28 атомов (4 формульных единицы La2CuO4).

Для расчетов со спиновой поляризацией решет-
ка орторомбической модификации La2CuO4, описы-
ваемая симметрией пространственной группы Cmce

№64 [10], была разбита на две подрешетки, каж-
дая из которых описывалась симметрией моноклин-
ной пространственной группы P21/c №14 [10] с уг-
лом между осями a и c, равным 90◦. При этом ато-
мы Cu, занимавшие в орторомбической элементар-
ной ячейке позиции типа 4a (см. табл. 1) с координа-
тами (0, 0, 0), (0, 1/2, 1/2), (1/2, 1/2, 0), (1/2, 0, 1/2),
разделились на два типа — Cu(1) и Cu(2). Атомы
Cu(1) в первой подрешетке располагаются в пози-
циях типа 2a пространственной группы P21/c с ко-

Таблица 1. Параметры позиций, занимаемых ато-

мами в элементарной ячейке орторомбической фа-

зы La2CuO4 [9]

Атом Тип позиции x/a y/b z/c

La 8f 0 0.3616 0.01

Cu 4a 0 0 0

O1 8e 0.25 0.007 0.25

O2 8f 0 0.183 0.97
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Плотности энергетических состояний для атомов, входящих в состав орторомбической фазы

La2CuO4, рассчитанные без учета спиновой поляризации (a) и с учетом спиновой поляризации (b)

ординатами (0, 0, 0) и (0, 1/2, 1/2), а атомы Cu(2) во
второй подрешетке — в позициях типа 2d с коор-
динатами (1/2, 0, 1/2) и (1/2, 1/2, 0). Остальные ато-
мы, входящие в состав La2CuO4 и занимающие вось-
микратные позиции (см. табл. 1) в орторомбической
фазе, стали занимать четырехкратные позиции ти-
па 4e пространственной группы P21/c [10] в двух
подрешетках: La(1), O(1) и O(2) в первой подрешет-
ке и La(2), O(3) и O(4) во второй подрешетке. Рас-
четы электронной структуры и магнитных свойств
La2CuO4 проводились с использованием комплек-
са программ WIEN2k [33,34], обменного потенциала
mBJ [35] и LDA-корреляций [36], а также с обменно-
корреляционным функционалом PBE [24].

Магнитный момент атомов Cu(1) первой подре-
шетки, в соответствии с экспериментальными дан-
ными [14], был параллелен положительному направ-
лению оси c, а у атомов Cu(2) второй подрешетки
магнитный момент был направлен в противополож-
ную сторону. В случае обменного потенциала mBJ и
LDA-корреляций минимуму энергии соответствовал
магнитный момент на атомах меди MCu = 0.725µB,
а для функционала PBE — MCu = 0.278µB.

Большое количество атомов в элементарной
ячейке орторомбического La2CuO4 делает слишком
сложной для восприятия картину валентных зон
и зон электронов проводимости. Для наглядности
результаты расчетов электронной структуры с
использованием обменного потенциала mBJ и LDA-
корреляций представлены на рис. 1 в виде вклада
в плотность энергетических состояний (DOS) для
каждого типа атомов, входящих в состав соеди-
нения. На рис. 1a показаны результаты расчетов,
выполненные без учета спиновой поляризации, а на
рис. 1b — результаты расчетов с учетом спиновой
поляризации.

Перечислим основные особенности DOS
La2CuO4 на рис. 1. Прежде всего следует отметить,
что обменный потенциал mBJ дает энергетиче-
скую щель Eg ≈ 2 эВ только при учете спиновой
поляризации. Полученная теоретическая величина
Eg находится в согласии с экспериментальными
спектроскопическими данными [45–48]. На рис. 1a
уровень Ферми пересекает зоны d-электронов ме-
ди и p-электронов кислорода O(1) так же, как в
работах [11, 12]. Расчеты с функционалом PBE
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не выявили отличной от нуля Eg как без учета
спиновой поляризации, так и с ее учетом.

На рис. 1b ширина верхней валентной полосы
равна примерно 7 эВ, а состав электронных состо-
яний этой полосы в АФМ La2CuO4 (d-электроны
двух сортов меди Cu(1) и Cu(2), p-электроны всех
сортов кислорода O(1), O(2) и O(3), O(4)) хоро-
шо согласуется с результатами рентгеновской (XPS)
и ультрафиолетовой (UPS) фотоэлектронных спек-
троскопий орторомбической фазы La2CuO4 [49–51].
Энергии (14–17 эВ) валентных 5p-состояний La(1) и
La(2), а также валентных 2s-электронов всех сор-
тов кислорода (19–20 эВ) находят подтверждение
в XPS- и UPS-спектрах сверхпроводящих образцов
La2−xSrxCuO4−δ [52–54]. К валентным состояниям
следует отнести и 5s-электроны La с энергией около
30 эВ, DOS которых не показана на рис. 1. Несмот-
ря на большую энергию связи, эти электроны да-
ют вклад в распределение зарядовой плотности в
La2CuO4, а также участвуют в межзонных перехо-
дах, проявляющихся в оптических свойствах [47].

Незаполненные состояния электронов в зоне про-
водимости АФМ La2CuO4 на рис. 1b представлены
электронами лантана 4f (2–4 эВ) и 5d (4–8.5 эВ),
электронами меди 3d (2–3.5 эВ) и электронами кис-
лорода 2p (2–3.5, 4–8 эВ).

Для проверки адекватности найденной элек-
тронной зонной структуры орторомбической фазы
La2CuO4 нами были проведены расчеты оптических
свойств данного соединения, в которых непосред-
ственно участвуют межзонные переходы: функции
энергетических потерь электронов Lαα, действи-
тельной части оптической проводимости σαβ и коэф-
фициента отражения Rαβ (α, β = x, y, z). Для рас-
четов был использован пакет программ OPTIC [55],
включенный в комплекс программ WIEN2k [33, 34],
рассматривающий в качестве входных данных рас-
считанные волновые функции и энергии валентных
электронов и электронов зоны проводимости. Пакет
OPTIC сначала вычисляет мнимую часть тензора
диэлектрической проницаемости [56]:

εαβ2 =
4πe2

m2ω2

∑

i,f

2d3k

(2π)3
〈ik|Pα|fk〉〈fk|Pβ |ik〉 ×

× fk
i (1− fk

f ) δ(E
k
f − Ek

i − ~ω), (1)

где индексы «i» и «f» обозначают начальное (в ва-
лентной зоне) и конечное (в зоне проводимости) со-
стояния, |ik〉 — собственная функция с волновым
вектором k и индексом зоны i, Ek

i — соответствую-
щее собственное значение, fk

i — фермиевская функ-
ция распределения, Pα — компонента оператора

Рис. 2. (В цвете онлайн) Функции энергетических потерь
Lαα электронов орторомбической АФМ-фазы La2CuO4

импульса. Далее с помощью соотношения Крамер-
са – Кронига находится действительная часть тен-
зора диэлектрической проницаемости εαβ1 , и по из-
вестным формулам — остальные оптические функ-
ции [55]:

Lαα = − Im

(
1

εαα(ω)

)
,

σαβ(ω) =
ω

4π
Im(εαβ),

Rαα =
(nαα − 1)2 + k2αα
(nαα + 1)2 + k2αα

,

(2)

где nαβ и kαβ — действительная и мнимая части
комплексного показателя преломления Nαβ [55].
Результаты вычисления функции энергетических
потерь электронов орторомбической АФМ-фазы
La2CuO4 представлены на рис. 2.

Рассчитанные графики Lαα на рис. 2 качественно
и количественно воспроизводят экспериментальные
данные, полученные в работе [47] с помощью спек-
троскопии высокого разрешения энергетических по-
терь электронов для стехиометрического образца
орторомбического La2CuO4. Первый размытый мак-
симум в области малых энергий был интерпрети-
рован [47] как межзонные переходы между засе-
ленными кислородными 2p-зонами и свободными
3d-зонами меди. Интенсивный максимум в обла-
сти энергий 12–13 эВ приписывался [47] межзонным
переходам O2p → La 5d/4f , а второй интенсив-
ный максимум на 29.4 эВ трактовался как объемный
плазмон, обусловленный осцилляциями всех валент-
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Коэффициенты отражения Rαα

орторомбической АФМ-фазы La2CuO4

ных электронов. Как следует из рис. 2, в области
энергий между 5 и 11 эВ на графиках Lαα имеется
еще несколько размытых особенностей, в которые
дают вклад переходы Cu3d → La 4f . Большое ко-
личество особенностей на кривых Lαα на рис. 2 в
области энергий от 15 до 30 эВ, включая второй ин-
тенсивный максимум, может быть объяснено меж-
зонными переходами La 5p → La 5d, O2s → O2p,
La 5s→ O2p и O2s→ Cu4p.

Наличие межзонных переходов в La2CuO4 с
энергиями от 15 до 30 эВ подтверждается и в измере-
ниях коэффициента отражения, выполненных в ра-
ботах [57,58] для различных направлений поляриза-
ции падающего излучения. Результаты наших рас-
четов коэффициента отражения, представленные на
рис. 3, находятся в качественном согласии с экспери-
ментальными данными [57,58].

Хорошо согласуются с экспериментальными дан-
ными [57] и результаты расчетов действительной ча-
сти оптической проводимости La2CuO4, показанные
на рис. 4.

Таким образом, можно считать, что полу-
ченные нами с помощью комплекса программ
WIEN2k [33, 34] и с использованием обменного
потенциала mBJ [35] и LDA-корреляций [36] резуль-
таты спин-поляризованных расчетов электронной
зонной структуры орторомбической АФМ-фазы
La2CuO4 соответствуют экспериментальным
данным и могут служить основой для анализа
изменений электронной структуры при появлении

Рис. 4. (В цвете онлайн) Действительная часть оптической

проводимости σαα орторомбической АФМ-фазы La2CuO4

сверхпроводимости в образцах, допированных
атомами бария и стронция, а также при создании
избыточной концентрации атомов кислорода.

Для нахождения критических точек в распре-
делении зарядовой плотности ρ(r) орторомбиче-
ской фазы La2CuO4 использовалась программа
CRITIC2 [59], разработанная для топологического
анализа скалярных полей в периодических решет-
ках на основе метода «Квантовая теория атомов в
молекулах и кристаллах» [42–44]. Классификация
критических точек в распределении зарядовой
плотности и их использование для анализа приро-
ды химической связи в кристаллах были подробно
описаны в наших работах [39, 40, 60, 61]. Вследствие
этого, кратко перечислим параметры BCP, которые
будут использоваться в последующем изложении
для классификации типов химической связи в
La2CuO4: собственные значения λi матрицы Гес-
се — главные значения кривизны матрицы Гессе;
лапласиан зарядовой плотности ∇2ρb; величина
зарядовой плотности ρb, а также безразмерный
параметр — пологость (flatness) f — отношение
минимальной зарядовой плотности в критической
точке типа cage (ρmin

c ) к максимальной зарядовой
плотности в BCP (ρmax

b ), которая характеризует
однородность распределения зарядовой плотности
в кристалле.

Программа CRITIC2 при анализе особенностей в
распределении зарядовой плотности в орторомбиче-
ской АФМ- и парамагнитной фазах La2CuO4 нашла
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Таблица 2. Параметры BCP в распределении зарядовой плотности в орторомбической фазе La2CuO4 для двух

типов обменно-корреляционного функционала

Тип

функци-

онала

Связь

между

атомами
NBCP

Тип

пози-

ции
d, Å |λ1,2|/λ3 ∇2ρb, e/Å

5
ρb, e/Å

3
f , % Nat

mBJ + LDA

Cu–O1 4 16g 1.905 0.17 11.13 0.64

2.9

NCu = 6

NLa = 9

NO1 = 6

NO2 = 6

La–O2 1 8f 2.360 0.24 4.85 0.50

La–O2 1 8f 2.553 0.21 3.58 0.32

La–O1 2 16g 2.599 0.20 3.34 0.28

La–O1 2 16g 2.671 0.19 2.99 0.24

Cu–O2 2 8f 2.413 0.15 3.17 0.21

La–O2 2 16g 2.746 0.119 2.53 0.21

La–O2 1 8f 2.976 0.16 1.59 0.12

PBE

Cu–O1 4 16g 1.905 0.21 9.36 0.69

4.3

La–O2 1 8f 2.360 0.23 4.58 0.48

La–O2 1 8f 2.553 0.21 3.27 0.32

La–O1 2 16g 2.599 0.20 3.06 0.28

La–O1 2 16g 2.671 0.17 2.80 0.24

Cu–O2 2 8f 2.413 0.19 2.74 0.24

La–O2 2 16g 2.746 0.19 2.31 0.21

La–O2 1 8f 2.976 0.16 1.47 0.13

соответственно 32 и 8 ВСР. При этом разбиение кри-
сталлической структуры La2CuO4 на две подрешет-
ки, необходимое для выявления АФМ-упорядочения
магнитных моментов атомов Cu, не дало значи-
мых различий в параметрах критических точек,
связывающих атомы в разных подрешетках. По-
этому в табл. 2 приведен список восьми BCP как
для парамагнитной фазы La2CuO4, но их парамет-
ры найдены программой CRITIC2 на основе ана-
лиза результатов расчетов электронной структу-
ры, проведенных с учетом спиновой поляризации.
В частности, в табл. 2 указаны тип использованно-
го для расчетов электронной структуры обменно-
корреляционного функционала, атомы, между ко-
торыми найдена связывающая их BCP, число каж-
дого из типов BCP для неэквивалентных атомов в
элементарной ячейке (NBCP), тип позиции высокой
симметрии (Wyckoff symbol [10]), которую занимает
данная BCP в кристаллической структуре La2CuO4,
расстояние d между атомами, бадеровские парамет-
ры [42–44] данной BCP (отношение собственных зна-
чений матрицы Гессе |λ1,2|/λ3, лапласиан ∇2ρb и за-
рядовая плотность ρb), пологость f и полное число
BCP Nat , приходящихся на один атом данного типа
в элементарной ячейке La2CuO4.

Программа CRITIC2 при анализе особенностей
в распределении зарядовой плотности в La2CuO4,
рассчитанной без учета спиновой поляризации, по
сравнению с данными в табл. 2 выявила различия в

бадеровских параметрах только первой BCP, распо-
ложенной между атомами Cu и O1. При использова-
нии обменного потенциала mBJ и LDA-корреляций
для этой BCP были получены следующие бадеров-
ские параметры: |λ1,2|/λ3 = 0.19, ∇2ρb = 10.39 e/Å

5
,

ρb = 0.66 e/Å
3
. Для остальных BCP бадеровские па-

раметры, найденные без учета спиновой поляриза-
ции, отличались от приведенных в табл. 2 в третьем
знаке после запятой.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Параметры BCP для орторомбического
La2CuO4, приведенные в табл. 2, не соответ-
ствуют ни одному из типов химической связи,
классифицированных в методе «Квантовая теория
атомов в молекулах и кристаллах» [42–44]. Так,
ковалентная связь характеризуется отрицатель-
ным значением лапласиана зарядовой плотности,
∇2ρb < 0, двумя отрицательными собственными
значениями λ1,2 матрицы Гессе, по абсолютной
величине значительно превосходящими третье
собственное значение, |λ1,2| ≫ λ3, и большой
величиной зарядовой плотности ρb. Для ионной
связи ∇2ρb > 0, |λ1,2| ≪ λ3, величина ρb мала и
зарядовая плотность сконцентрирована главным
образом на атомах. В качестве примера ковалентной
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связи можно привести исследованную в наших ра-
ботах связь между атомами винтовых цепочек в
тригональных Se и Te [60], а также связь между
атомами в шестизвенных и восьмизвенных коль-
цах молекулярных кристаллов Se и S [61]. В ра-
боте [60] отмечено, что в тригональном Se с па-
раметрами ∇2ρb = −1.72 e/Å5, ρb = 0.69 e/Å3 и
|λ1,2|/λ3 = 0.82 степень ковалентности связи меж-
ду атомами винтовых цепочек выше, чем в три-
гональном Te (∇2ρb = −0.32 e/Å5, ρb = 0.44 e/Å3,
|λ1,2|/λ3 = 0.58). Данный вывод коррелирует с клас-
сификацией Te в химии в качестве металлоида. Па-
раметры BCP, ковалентным образом связывающих
соседние атомы в шестизвенных и восьмизвенных
кольцах в молекулярных кристаллах Se и S [61],
также находятся в качественном соответствии с экс-
периментальными термодинамическими свойствами
Se и S [62].

Из табл. 2 следует, что для всех BCP ортором-
бической АФМ-фазы La2CuO4, так же как у ис-
следованной нами ранее [39] тетрагональной фа-
зы La2CuO4, лапласианы зарядовой плотности∇2ρb
имеют положительный знак. Но при этом зарядовая
плотность для связи Cu–O1 не мала, ρb = 0.64 e/Å

3
,

что не позволяет классифицировать данную связь
ни как ковалентную, ни как ионную. Эта осо-
бенность электронной структуры, по-видимому, от-
личает как исходные для получения ВТСП ве-
щества La2CuO4 и α-Bi2O3, так и сами ВТСП-
соединения [39]. Положительный знак лапласианов
зарядовой плотности,∇2ρb > 0, свидетельствующий
о выталкивании заряда из области BCP [42–44], а
также числа NCu = 6 и NLa = 9, заметно превыша-
ющие валентности атомов Cu и La, позволяют сде-
лать предположение о наличии в La2CuO4 специфи-
ческого механизма химической связи, который мож-
но условно назвать флуктуационным [39]. Данный
механизм при допировании исходных полупровод-
никовых образцов, по-видимому, способствует воз-
никновению в их электронной подсистеме неустой-
чивостей, таких как псевдощель [63], нематическая
неустойчивость [64], волны зарядовой плотности
(CDW) [65, 66]. Особый интерес вызывают обнару-
женные в недавних экспериментах по резонансному
неупругому рассеянию рентгеновского излучения
(RIXS) на YBa2Cu3O7−δ и Nd1+xBa2−xCu3O7−δ ко-
роткодействующие динамические флуктуации заря-
довой плотности [67, 68]. Данные флуктуации име-
ют характерную энергию в несколько миллиэлек-
тронвольт, возникают при температурах, более вы-
соких по сравнению с температурой T ∗, при ко-
торой появляется псевдощель, наблюдаются в ши-

рокой области концентраций дырок p в электрон-
ной подсистеме на фазовой диаграмме T –p. В ра-
ботах [67, 68] отмечалось, что наличие коротко-
действующих динамических флуктуаций зарядовой
плотности практически у всех семейств купрат-
ных ВТСП было установлено лишь в последние го-
ды благодаря улучшению разрешающей способно-
сти RIXS-спектроскопии. Вполне возможно, что на
отсутствие у La2CuO4 короткодействующих дина-
мических флуктуаций зарядовой плотности в RIXS-
экспериментах с энергией, меньшей 300мэВ [69],
повлияло наличие структурного фазового перехода
при температуре 523K [9]. Интересно отметить, что
в работе [70] сообщалось о наличии в области темпе-
ратур около 450K экзотермических максимумов на
кривых, полученных с помощью дифференциально-
го термического анализа и дифференциальной ска-
нирующей калориметрии для α-Bi2O3 с характер-
ной энергией около 10мэВ, не сопровождавшихся
структурными фазовыми переходами и интерпрети-
рованных как свидетельство флуктуаций зарядовой
плотности в исходном для получения ВТСП оксиде
висмута.

В большинстве статей, посвященных изучению
La2CuO4 и ВТСП, полученных на их основе, дан-
ные соединения классифицируются как квазидву-
мерные, состоящие из слоев Cu–O1 и La–O2. Ана-
лиз расположения BCP в элементарной ячейке
La2CuO4 [9] показал, что из восьми BCP, перечис-
ленных в табл. 2, первая BCP с наибольшей вели-
чиной зарядовой плотности ρb осуществляет связь
между атомами в слоях Cu–O1, седьмая и восьмая
BCP с наименьшими значениями ρb связывают ато-
мы в слоях La–O2, в то время как остальные пять
BCP связывают слои атомов Cu–O1 и La–O2. Под-
тверждением иерархии «силы» BCP в элементарной
ячейке орторомбического La2CuO4 может служить
экспериментальное обнаружение пространственного
расположения избыточных атомов O в соединении
La2CuO4+y в позициях (1/4, 1/4, 1/4) [71] в слоях
La–O2 с наименьшими значениями бадеровских па-
раметров BCP.

Второе часто встречающееся утверждение отно-
сительно свойств купратных ВТСП состоит в том,
что эти вещества являются системами с сильны-
ми электронными корреляциями. Как отмечалось
во Введении, сильные взаимодействия типа куло-
новского U в модели Хаббарда привлекались вслед-
ствие невозможности получить для La2CuO4 основ-
ное АФМ-состояние с полупроводниковой щелью Eg

в рамках метода функционала плотности с обменно-
корреляционным LSDA-функционалом. Между тем
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в нашей работе, так же как в работах [25, 29–31],
АФМ-состояние La2CuO4 в методе функционала
плотности было получено без привлечения допол-
нительных параметров, описывающих сильные кор-
реляции в электронной подсистеме. Причем в на-
шей статье, в отличие от работ [25, 29–31], в кото-
рых основное внимание было уделено валентным d-
электронам меди и p-электронам кислорода, най-
дены вклады валентных электронов всех атомов,
включая La, в плотность электронных состояний ор-
торомбической АФМ-фазы La2CuO4 в области энер-
ги от −30 до +15 эВ.

4. ВЫВОДЫ

Теоретически исследована электронная зонная
структура соединения La2CuO4 с орторомбической
кристаллической решеткой. Показано, что комплекс
компьютерных программ WIEN2k, основанный на
методе функционала электронной плотности «При-
соединенные плоские волны плюс локальные ор-
битали», в случае использования обменного mBJ-
потенциала и электронных корреляций в LDA-
приближении дает возможность получить основное
АФМ-состояние и полупроводниковую щель величи-
ной 2 эВ без привлечения гипотезы о сильных элек-
тронных корреляциях в электронной подсистеме.
Рассчитанная плотность энергетических состояний
валентных электронов La2CuO4 находится в хоро-
шем согласии с экспериментальными результатами
XPS- и UPS-спектроскопии. Корректность результа-
тов расчетов состояний электронов зоны проводимо-
сти проверена путем сравнения экспериментальных
данных и результатов теоретических расчетов опти-
ческих свойств La2CuO4, чувствительных к межзон-
ным переходам, таких как функция энергетических
потерь электронов, действительная часть оптиче-
ской проводимости и коэффициент отражения. Ана-
лиз особенностей пространственного распределения
зарядовой плотности в орторомбическом La2CuO4

позволил найти восемь седловых критических точек
типа bond, параметры которых показали отсутствие
ковалентной связи в La2CuO4, а также дали возмож-
ность высказать гипотезу о существовании в данном
соединении и родственных ему ВТСП механизма хи-
мической связи, который при допировании La2CuO4

атомами Sr и Ba, по-видимому, способствует появле-
нию флуктуаций зарядовой плотности.

Благодарности. Работа была выполнена с ис-
пользованием оборудования центра коллективно-
го пользования «Комплекс моделирования и обра-
ботки данных исследовательских установок мега-
класса» НИЦ «Курчатовский институт» [72].
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С помощью метода последовательно инвертированного проецирования изучена динамика ультрабедных

водородо-воздушных пламен, свободно распространяющихся в горизонтальной цилиндрической ячейке

Хеле –Шоу. Для количественной оценки двух выявленных характеристик динамики пламени — зави-

симости усредненных скоростей пламени от времени и зависимости начальной скорости пламени от

стехиометрии исходной водородо-воздушной смеси — были предложены временное и стехиометрическое

скейлинговые соотношения. Первое соотношение аппроксимирует зависимость пути фронта пламени в

водородо-воздушных смесях с начальной концентрацией водорода, превышающей некоторое критиче-

ское значение. Второе соотношение аппроксимирует зависимости начальных скоростей фронта пламени
от концентрации водорода. Наличие единых соотношений для топологически различных типов ультра-

бедных водородо-воздушных пламен может быть интерпретировано как дополнительное свидетельство

наличия единого механизма перехода от дискретных фронтов изолированных шаровых пламен к квази-

непрерывному фронту дефлаграционного пламени через каскад бифуркаций.

DOI: 10.31857/S0044451023070118
EDN:GGBIIA

1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известны две особенности горения сме-
сей водорода с воздухом в условиях земного при-
тяжения для объемных концентраций от 4 до 9 %
водорода. Первой особенностью является неполнота
сгорания водорода в воздухе, которая была экспе-
риментально обнаружена фон Гумбольдтом и Гей-
Люссаком еще в 1805 году [1]. Но лишь в 1914 году
Ковард [2] дает современную интерпретацию эмпи-
рических данных фон Гумбольдта и Гей-Люссака.
В той же работе [2] Ковард вводит понятие «кон-
центрационного предела воспламеняемости» и фор-
мулирует вторую особенность водородо-воздушных
пламен — разницу между концентрационными пре-
делами для восходящих и нисходящих пламен, ис-

* E-mail: moskaleff@mail.ru

пользуя как более ранние данные Малларда [3], Бун-
те [4], Эйзера [5], так и собственные данные [2]. Заме-
тим, что в указанном концентрационном диапазоне
водородо-воздушных смесей, который в дальнейшем
будем называть ультрабедным, в условиях действия
земной гравитации могут существовать лишь восхо-
дящие водородо-воздушные пламена.

Вслед за Ковардом [2] в работе Бома и Клузи-
уса [6] было отмечено, что в отличие от дефлаграци-
онных пламен, распространяющихся в бедных сме-
сях, в околостехиометрических и в богатых сме-
сях в виде единого непрерывного бегущего фронта
реакции, в ультрабедных водородо-воздушных сме-
сях структура восходящих (всплывающих, дрейфу-
ющих) пламен представляет собой систему множе-
ственных дискретных очагов горения, число, размер
и динамика движения которых существенно зависят
от начальной концентрации водорода в смеси. Для
обозначения указанных очагов в разных работах ис-
пользовались различные термины:
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Рис. 1. Кадры видеозаписи сгорания ультрабедных водородовоздушных смесей в цилиндрической камере от централь-
ного источника зажигания в условиях микрогравитации по данным работы [8] при различных концентрациях водорода:

а) «пламенные нити» при [H2] = 4 об. %; б) «шаровые пламена» при [H2] = 3.75 об. %

• в работе [2] — «маленькие шары пламени»,
«вихревые кольца пламени», «кольцевые пла-
мена», «чашки» или «колпачки»; заметим, что
в некоторых ситуациях шарообразные пламена
имели тенденцию распадаться на более мелкие
фрагменты;

• в работе [6] — «пламя с нитевидной структу-
рой», изолированные «языки» пламени, восхо-
дящее головное пламя с последующими «щу-
пальцами».

Интерес к исследованию принципиально раз-
личных типов пламен в ультрабедных водородо-
воздушных смесях усилился после того, как Рон-
ни в своих экспериментах в условиях микрогравита-
ции [7,8] обнаружил существование отдельных дол-
гоживущих шаровых пламен (рис. 1), предсказан-
ных Зельдовичем в 1944 году [9].

Эксперименты [7, 8] проводились в замкнутой
цилиндрической камере с центральным поджигом.
Обобщая в [10] результаты исследований в условиях
микрогравитации — в башнях с падающим лифтом,
в самолетах, летящих по параболической траекто-
рии, и на космическом корабле Space Shuttle, —
Ронни качественно описал смену морфологии трех-
мерных, сферически расширяющихся пламен в
водородо-воздушной смеси. При последовательном
увеличении начальной концентрации водорода си-
стема дискретных, локально сферических шаровых
пламен трансформировалась в дефлаграционное
пламя с непрерывным, локально плоским фронтом
реакции.

Работы Ронни по горению ультрабедных
водородо-воздушных смесей в условиях микро-

гравитации положили начало многочисленным
исследованиям разных геометрий пламени (плос-
кой, цилиндрической, сферической) как в условиях
микрогравитации, так и в лабораториях на Земле.

Марута с сотрудниками [11] исследовали пога-
сание растянутых, с малым числом Льюиса, пла-
мен в бедных метано-воздушных газовых смесей для
двух обращенных друг к другу противоточных го-
релок в условиях микрогравитации и обнаружили
переход от стационарного плоского пламени к систе-
ме шаровых стационарных пламен, расположенных
в одной плоскости. Численные трехмерные расче-
ты Фурсенко и других авторов [12] позволили вос-
произвести обнаруженный переход, исследовать за-
висимости характерных параметров шаровых пла-
мен (диаметр и расстояние между соседними оча-
гами) от параметров метано-воздушной смеси (ве-
личины растяжения потока, числа Льюиса, стехио-
метрии, потерь тепла) и предсказать неполноту сго-
рания смеси в режиме шаровых пламен.

Шошин с соавторами [13, 14] обнаружили пере-
ход от дефлаграционных распространяющихся пла-
мен к шаровым распространяющимся пламенам в
трубах при нормальной силе тяжести и исследо-
вали стационарные шаровые пламена, стабилизиро-
ванные на поверхности пористой горелки в нисходя-
щих потоках околопредельных смесей водород–ме-
тан–воздух [15].

Помимо экспериментов в горелках, обеспечива-
ющих «растяжение пламени», переход от шаровых
пламен к дефлаграционным исследовался в ячейках
Хеле – Шоу с различным типом симметрии (плоской
и цилиндрической).
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Прямое изучение трехмерного распространения
дефлаграционных пламен в условиях действия гра-
витации затруднено влиянием естественной конвек-
ции, а также различными динамическими структу-
рами, возникающими и развивающимися на поверх-
ности неустойчивого фронта реакции. В теорети-
ческой работе [16] Джоулин и Сивашинский пред-
ложили использовать ячейку Хеле – Шоу в каче-
стве удобного инструмента для детального изучения
различных типов неустойчивостей (Дарье – Ландау,
Рэлея – Тейлора и Саффмана – Тейлора) плоского
фронта дефлаграционного пламени при его квази-
двумерном распространении между двумя парал-
лельными пластинами. В данной эксперименталь-
ной конфигурации облегчается визуализация струк-
туры пламени по сравнению квазиодномерной кон-
фигурацией в длинных трубах.

Развивая идею Джоулин и Сивашинского, Ронни
с сотрудниками [17, 18] и их последователи прово-
дили эксперименты по свободному квазидвумерно-
му распространению ультрабедных дефлаграцион-
ных пламен в горизонтальных и вертикальных пря-
моугольных, полуоткрытых [19, 20] и цилиндриче-
ских [21] ячейках Хеле – Шоу. Почти во всех ука-
занных работах пламя инициировалось на грани-
це ячейки электрическими искрами или бунзенов-
скими пламенами, чтобы обеспечить формирова-
ние единого фронта квазидвумерного дефлаграци-
онного пламени, форма и динамика которого бы-
ли основным предметом исследований в прибли-
жении плоской геометрии. В работе [17] иссле-
довалось влияние плавучести и теплового расши-
рения на скорость распространения и форму де-
флаграционных пламен в предварительно переме-
шанных смесях метана CH4 и пропана C3H8 с возду-
хом. В работе [18] изучалось влияние неустойчиво-
стей Дарье – Ландау, Рэлея – Тейлора, Саффмана –
Тейлора и диффузионно-тепловой неустойчивости
на форму и скорость распространения дефлагра-
ционных пламен в перемешанных бедных (12.8 и
15.9 об. % H2), околостехиометрических (25 об. % H2)
и богатых (45.7 об. % H2) смесях водорода с возду-
хом для разных значений числа Льюиса. В рабо-
тах [19, 20] исследовались неустойчивости плоско-
го фронта дефлаграционного пламени и парамет-
ры ячеистых дефлаграционных пламен, движущих-
ся вверх, в околостехиометрических смесях пропана
с воздухом при вертикальном расположении ячей-
ки Хеле – Шоу. В работе [21] исследовались: а) за-
висимость от высоты горизонтальной цилиндриче-
ской ячейки Хеле – Шоу видимой скорости ячеистых
дефлаграционных пламен для околостехиометриче-

ских и богатых смесей пропана с воздухом (при сте-
хиометрических соотношениях в диапазоне от 1.0
до 1.25); б) эволюция во времени ячеистой структу-
ры фронта реакции; в) влияние расположения (цен-
трального и внецентрального) точки поджига на
морфологию пропано-воздушных пламен.

В серии работ Кузнецова с соавторами [22–24],
в прямоугольной полуоткрытой ячейке Хеле – Шоу
при ее вертикальном и горизонтальном расположе-
нии относительно направления силы тяжести и при
инициировании горения на границе ячейки экспери-
ментально исследовались различные режимы рас-
пространения пламен в водородо-воздушных смесях
для зазоров между пластинами от 1 до 10 мм. Це-
лью работы [22] было исследование специфики про-
цессов ускорения пламен и перехода дефлаграцион-
ных пламен в детонацию при распространении го-
рения в узких каналах. В работе [23] пламя ини-
циировалось либо у открытого, либо у закрытого
конца в вертикальной, полуоткрытой прямоуголь-
ной ячейки Хеле – Шоу и исследовалось в водородо-
воздушных смесях при концентрации водорода от
6 до 15 об. %. Как и в более ранних работах дру-
гих научных групп для других конфигураций горе-
ния [11–14], при снижении концентрации топлива и
приближении к пределам погасания помимо хорошо
исследованных ячеистых пламен был обнаружен пе-
реход плоских и ячеистых пламен в режим, назван-
ный авторами «пальцеобразным» распространени-
ем пламени. В этом режиме горение распространя-
ется либо за счет стационарного движения одного
или хаотического движения двух ведущих очагов.
Несмотря на то, что в теоретических работах [25,26]
конца 1990-х – начала 2000-х годов было предсказа-
но существование «самораспространяющихся» ша-
ровых пламен и прямо предложено использовать
ячейки Хеле – Шоу для их экспериментального до-
казательства, в работе [24], обобщающей цикл иссле-
дований [22–24], для распространения ультрабедных
водородных пламен использовался термин «неожи-
данное».

При обобщении результатов предшествующих
работ [2, 6–8, 10–15] по феноменологии ультрабед-
ных водородных пламен в работах [27–29] было от-
мечено, что при последовательном повышении кон-
центрации водорода в смеси в диапазоне от 4 до
9 об. % как при трехмерном, так и при квазидвумер-
ном свободном распространении пламен в водородо-
воздушных смесях в различной геометрии (плоской,
цилиндрической и сферической) эксперименталь-
ных установок их макроскопическая форма (морфо-
логия) закономерно изменяется от системы отдель-
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ных, взаимодействующих друг с другом локаль-
но сферических шаровых пламен к локально плос-
ким с единым непрерывным фронтом дефлаграци-
онным пламенам. В работах [25, 26] было предло-
жено назвать это явление «переходом от шаровых
пламен к дефлаграционным» и рассматривать его
как третью характерную особенность ультрабедно-
го горения водородо-воздушных смесей. Описание
данного явления, которое исследовалось в услови-
ях микрогравитации, было в основном качествен-
ным из-за ограничений, вызванных малой продол-
жительностью экспериментов как в башнях с па-
дающими лифтами или в планирующих по парабо-
лической траектории самолетах, так и в космиче-
ских миссиях. Несмотря на значительный прогресс
в теоретических и экспериментальных исследовани-
ях отдельных физико-химических и газодинамиче-
ских эффектов при ультрабедном горении водородо-
воздушных смесей за последние 20 лет, четкая об-
щая картина перехода дискретных шаровых пламен
в непрерывные дефлаграционные пламена все еще
отсутствует.

Несмотря на большой объем эксперименталь-
ных работ по исследованию макроскопической (ин-
тегральной) морфологии различных типов свобод-
но распространяющихся трех- и двумерных ультра-
бедных водородо-воздушных пламен, не ограничен-
ных поверхностью горелок или растяжением пламе-
ни, многие фундаментальные вопросы перехода от
шаровых пламен к дефлаграционным остались от-
крытыми.

1. Каков движущий механизм и основные этапы
перехода от шаровых пламен к ячеистым дефлагра-
ционым пламенам?

2. Какие микроскопические структурные эле-
менты (элементарные компоненты) присущи всем
ультрабедным водородо-воздушным пламенам, и
как их динамика определяет макроскопическую
морфологию ультрабедных пламен?

3. Сколько различных макроскопических фено-
типов (наблюдаемых макроскопических форм и свя-
занного с ними поведения в пространстве и време-
ни) ультрабедных пламен существуют в диапазоне
концентраций от 4 до 9 об. % H2, и в каких концен-
трационных пределах они существуют?

4. Каков механизм перехода от системы дис-
кретных шаровых к непрерывным дефлаграцион-
ным пламенам при изменении начальной стехиомет-
рии смеси?

5. Какие критические явления горения определя-
ют развитие ультрабедных пламен для разных на-
чальных химических составов смеси?

6. Какие детерминированные термодинамиче-
ские и статистические топологические показатели
можно использовать для измеряемых или вычисляе-
мых количественных характеристик макроскопиче-
ского поведения ультрабедных пламен, и как эти ин-
тегральные характеристики зависят от стехиомет-
рии водородо-воздушной смеси?

2. ОБОРУДОВАНИЕ И МЕТОДИКА
ЭКСПЕРИМЕНТА

Для ответов на указанные вопросы в работе [28]
было предложено использовать закрытую горизон-
тальную, цилиндрически-симметричную ячейку Хе-
ле – Шоу с центральным поджигом в наземной ла-
боратории как недорогую и удобную альтернативу
экспериментам в условиях микрогравитации. В от-
личие от работы [16], где ячейка Хеле – Шоу преж-
де всего рассматривалась как инструмент для де-
тального исследования неустойчивостей изначально
плоского непрерывного фронта дефлаграционного
пламени, основной идеей в наших работах [28, 29]
было воспроизведение в наземной лаборатории дву-
мерных аналогов различных типов трехмерных сво-
бодных сферически-расширяющихся ультрабедных
водородо-воздушных пламен, исследованных ранее
в условиях микрогравитации [17, 18].

Сочетание альтернативного метода визуализа-
ции следов водородо-воздушного пламени, кото-
рые образуются при конденсации продукта реак-
ции (водяного пара) на внутренней прозрачной по-
верхности стенки горизонтальной ячейки Хеле –
Шоу, в отраженном видимом свете при указан-
ных в работе [30] трех особенностях, которые от-
сутствуют в работах предшественников, а имен-
но: а) горизонтальное расположение для компен-
сации влияния силы тяжести и эффектов плаву-
чести; б) закрытость ячейки Хеле – Шоу; в) цен-
тральный поджиг водородо-воздушной смеси, дало
возможность исследовать двумерное свободное ци-
линдрическое расширение ультрабедных водородо-
воздушных пламен с различной морфологией.

Нами использовались цифровые видеоза-
писи, полученные Денисенко и Кирилловым в
НИЦ «Курчатовский институт» в 2019 году
для следующих условий эксперимента. Горение
водородо-воздушных смесей инициировалось в
горизонтальной цилиндрической ячейке Хеле – Шоу
с внутренним диаметром 150 мм. Верхнее и нижнее
основания цилиндрической камеры располагались
параллельно друг другу на расстоянии 5 мм, как это
показано на рис. 2. Цилиндрическая боковая стенка
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Рис. 2. Схема экспериментальной установки: 1 — видеокамера; 2 — подсветка; 3 — генератор высоковольтного разряда;

4 — вакуумный насос; 5 — баллон с водородом; 6 — дифференциальный манометр; 7 — образцовый вакуумметр; 8 —

подача воздуха

и нижнее основание были изготовлены из листового
капролона. Через отверстие в этом основании ка-
мера была подключена к системам приготовления
газовой смеси и измерения статического давления в
камере. Верхнее основание камеры было выполнено
из прозрачного плоского кварцевого стекла для
визуального наблюдения и видеозаписи.

Перед каждым экспериментом камера ваку-
умировалась до уровня остаточного давления
Pr = 0.025 ± 0.025 кПа, после чего туда подавался
водород до заданного давления PH2 , а затем туда
же подавался атмосферный воздух с давлением
P0 = 101.325 ± 0.025 кПа и абсолютной темпе-
ратурой T0 = 297 ± 1K. Таким образом, полное
давление газовой смеси равнялось P0, а объемная
концентрация водорода определялась отношением
давлений [H2] = PH2/P0 = x и контролировалась с
помощью манометров с точностью до 0.05 об. % H2.

Воспламенение предварительно перемешанной
водородо-воздушной газовой смеси осуществлялось
искровым разрядом на поверхности керамическо-
го диэлектрика у нижнего капролонового основа-
ния камеры. Определяющее длину искрового раз-
ряда межэлектродное расстояние варьировалось в
диапазоне от 2 до 6 мм, что приводило к вариациям
энергии электрического разряда в диапазоне от 100
до 350 мДж. Заметим, что изменение энерговклада
в указанном диапазоне не оказывало значимого вли-
яния ни на макроскопическую морфологию фронта
пламени в целом, ни на число и динамику его мик-
роскопических компонентов (дрейфующих шаровых
пламен, рассмотренных подробнее в следующем раз-
деле).

Через определенный промежуток времени фик-
сировалось падение статического давления в ка-
мере, вызванное, с одной стороны, уменьшением
общего числа молекул при сгорании водорода, а
с другой, — частичной конденсацией образовав-
шегося при сгорании водяного пара. Конденсация
паров воды после прохождения фронта водородо-
воздушного пламени вблизи верхней плоской опти-
чески прозрачной стенки ячейки Хеле – Шоу позво-
лила визуализировать динамику процесса распро-
странения пламени за счет рассеяния света от внеш-
него источника на сконденсировавшихся микрокап-
лях. С одной стороны, это обеспечивало неинвазив-
ный характер наблюдений, а с другой, — давало воз-
можность зафиксировать траектории распростра-
нения фронтов ультрабедного водородо-воздушного
пламени с чрезвычайно низкой светимостью в опти-
ческом диапазоне.

Видеосъемка проводилась цифровой камерой
Digma DiCAM 400 с разрешением 1920× 1080 точек
и частотой 30 кадров в секунду в отраженном
свете. Диаметр цилиндрической ячейки Хеле – Шоу
составлял 150 мм или 540 точек на кадрах ви-
деозаписи, что соответствует пространственному
разрешению видеозаписи порядка 3.6 точки на
миллиметр.

Временное и пространственное разрешения ис-
пользуемой видеокамеры в видимом свете позво-
ляли анализировать зарождение и распространение
фронтов горения, определяемых химической реак-
цией. Для анализа начальной (плазменной) стадии
инициирования горения необходимо использование
высокоскоростных камер в ультрафиолетовом и ин-
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Рис. 3. Три характерных морфотипа следов горения ультрабедного водородно-воздушного пламени в горизонтальной ци-

линдрической ячейке Хеле –Шоу с центральным зажиганием [30]: а) лучеобразные следы при 6.8 об. % H2; б) дендритные

следы при 7.2 об. % H2; в) квазиоднородные следы при 9.0 об. % H2 (СЗДШП — самозатухающие ДШП, СПДШП — са-

моподдерживающиеся ДШП, СРДШП — саморазвивающиеся ДШП)

фракрасном диапазонах. В данной работе задача ис-
следовать влияние ударных волн и ультрафиолето-
вого излучения, генерируемых стримерами, на фор-
мирование предпламенного керна не ставилась.

3. КЛАССИФИКАЦИЯ УЛЬТРАБЕДНЫХ
ВОДОРОДО-ВОЗДУШНЫХ ПЛАМЕН

Наши эксперименты [30] подтвердили, что каче-
ственные феноменологические особенности, описан-
ные ранее Ронни [7, 8] при переходе от трехмерных
сферических шаровых к дефлаграционным пламе-
нам для условий микрогравитации, наблюдаются
и для квазидвумерного расширения ультрабедных
пламен в горизонтальной цилиндрической ячейке
Хеле – Шоу.

При постепенном увеличении начальной концен-
трации водорода в смеси с воздухом при нормаль-
ных условиях [H2] = x от 3 до 12 об. % были выявле-
ны (рис. 3) три базовых морфологии следов: а) лу-
чеобразные следы; б) дендритные следы; в) квазиго-
могенные следы, оставляемые на поверхности ячей-
ки при конденсации паров воды, после прохожде-
ния фронта пламени. Указанные морфологии пла-
мен в ячейке Хеле – Шоу являются двумерными ана-
логами трехмерных пламен, ранее описанных Рон-
ни: а) шаровых пламен; б) отдельных ячеек пламе-
ни; в) ячеистых дефлаграционных пламен.

Заметим, что переходы при варьировании на-
чальных концентраций водорода с инкрементом
0.1 об. % H2 между обнаруженными морфотипами
происходили существенно различным образом. Пе-
реход между лучеобразным и дендритным морфо-
типами происходил в сравнительно узком диапазоне
x аналогично фазовым переходам первого рода. Пе-
реход между дендритным и квазиоднородным мор-
фотипами происходил в более широком диапазоне x
и может рассматриваться как аналог фазовых пере-
ходов второго рода.

Для всех трех морфологий (макроскопических
форм) следов ультрабедных пламен основными эле-
ментами были одиночные, обозначенные цифрами 1,

2 на рис. 3б микроскопические ведущие центры с ха-
рактерным размером порядка ширины зазора 5 мм,
которые, следуя выдвинутой в [26] гипотезе, были
названы в работах [27, 29] «дрейфующими шаровы-
ми пламенами (ДШП)». В работе [30] было обнару-
жено, что поведение отдельных ДШП существенно
различается для различных начальных концентра-
ций водорода в смеси. Анализ видеозаписей пока-
зал, что можно выделить три типа поведения ДШП:
а) самозатухающие ДШП; б) самоподдерживающи-
еся ДШП, предсказанные в работе [30]; в) самораз-
ветвляющиеся ДШП (см. рис. 3а,б).

Наблюдаемая форма отдельного фронта реак-
ции, по-видимому, подобна полумесяцу, выпукло-
му в сторону свежей смеси. Результаты числен-
ного моделирования детальной структуры одиноч-
ных и парных ДШП описана в теоретической рабо-
те [31]. Для систематического экспериментального
исследования внутренней структуры ДШП необхо-
димы дополнительные эксперименты с применением
видеокамер высокого разрешения в инфракрасном
и ультрафиолетовом диапазонах, которые не явля-
лись целью данной работы. В работе [30] также бы-
ло получено прямое экспериментальное свидетель-
ство того, что механизм топологического перехода
через каскад бифуркаций от дискретных фронтов
изолированных ДШП к квазинепрерывному фрон-
ту дефлаграционного пламени с ростом объемной
концентрации водорода в ультрабедной водородо-
воздушной смеси определяется двумя критически-
ми явлениями: 1) первичной бифуркацией предпла-
менного керна, приводящей к появлению ДШП пер-
вого поколения, которые обозначены цифрами 1, 2

на рис. 3б; 2) каскадом последующих бифуркаций,
которые обозначены как 22, 23,. . . на рис. 3б. Над-
строчный индекс обозначает номер поколения до-
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Рис. 4. Зависимость (1) фрактальной размерности dB(x)

ультрабедных водородо-воздушных пламен в горизонталь-

ных цилиндрических ячейках Хеле –Шоу от объемной кон-

центрации водорода x

черних ДШП, которые появились в ходе эволюции
родительского ДШП номер 2.

При последовательном повышении концентра-
ции водорода в смесях с лучеобразным морфоти-
пом горения первичная фрагментация предпламен-
ного керна приводила к увеличению общего чис-
ла от 6 до 15 лучей-следов, оставшихся после про-
хождения первого поколения самоподдеживающих-
ся ДШП. Поскольку инкремент приращения обще-
го числа таких ДШП в первом приближении про-
порционален увеличению начальной концентрации
водорода, первичная фрагментация предпламенно-
го керна была названа линейной.

При превышении определенного концентрацион-
ного предела, зависящего от величины междисково-
го зазора, повышение начальной концентрации во-
дорода в смесях с дендритным морфотипом горения
приводило к нелинейному росту общего числа ДШП
за счет вторичной, третичной и последующих само-
фрагментаций ДШП. По указанной причине само-
фрагментация высоких порядков ДШП была назва-
на нелинейной, или разветвленной, когда из одного
ДШП первого поколения возможно возникновение
от 1 до 5 ДШП следующих поколений.

При дальнейшем повышении начальной концен-
трации водорода в смесях с квазиоднородым морфо-
типом горения происходил нелинейный рост (раз-
ветвленное размножение) числа ДШП, что приво-
дило к быстрому смыканию следов от различных
очагов и формированию квазинепрерывного фронта
горения (двумерному аналогу трехмерных ячеистых
пламен).

Стохастический характер искривленных раз-
ветвляющихся траекторий движения фронтов
ультрабедных водородо-воздушных пламен, пере-
ходящих по мере роста концентрации водорода в
квазинепрерывный фронт, позволяет рассматривать
их структуру как единый стохастически самопо-
добный фрактал [32] с размерностью dB ∈ (1, 2).
Для статистической оценки фрактальной размер-
ности использовался метод клеточной размерности,
реализованный в программе обработки и анализа
изображений ImageJ [33]. Для построения оценки
использовался следующий размерный ряд покры-
вающих конденсационные следы квадратов: L = 2,
3, 4, 6, 8, 12, 16, 32, 64 точек.

На рис. 4 показаны статистические оценки за-
висимости клеточной фрактальной размерности
от объемной концентрации водорода, dB(x), для
ультрабедных водородо-воздушных пламен в гори-
зонтальных цилиндрических ячейках Хеле – Шоу.
Заметим, что указанная зависимость вполне удо-
влетворительно аппроксимируется логистической
моделью вида

dBi = a0 +
a1

1 + exp (a2 − a3xi)
+ εi, (1)

где a = (a0, a1, a2, a3) — вектор параметров,
оцениваемый по данным выборки {xi, dBi} при
i = 1, 2, . . . , n; εi — отклонения модели, минимизиру-
емые нелинейным методом наименьших квадратов.
Нетрудно видеть, что полученная аппроксимация
описывает переход усредненных оценок клеточной
размерности dB между двумя горизонтальными
асимптотами, 1.66 < dB < 1.91, значимо отличаясь
от них при объемных концентрациях водорода в
интервале 6.8 6 x 6 7.5 об. %. Уровень dB = 1.66

соответствует фрактальной размерности следа,
формируемого в результате первичных бифуркаций
предпламенного керна и следов самозатухающих
ДШП, а уровень dB = 1.91 — фрактальной размер-
ности квазиоднородного следа дефлаграционного
водородо-воздушного пламени. Промежуточные
уровни 1.66 < dB < 1.91 соответствуют последова-
тельному росту фрактальной размерности следов
от самозатухающих к самоподдерживающимся и
саморазветвляющимся ДШП.

Для устранения существующих пробелов в фун-
даментальном понимании явления перехода шаро-
вых пламен в дефлаграционные, помимо исследо-
вания топологии ультрабедных пламен, необходимо
исследование их динамики. В опубликованных ра-
нее работах [21, 34–37], посвященных исследованию
скорости или ускорения цилиндрически расширяю-
щихся пламен в ячейках Хеле – Шоу, рассматрива-
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Рис. 5. Примеры последовательно инвертированных покадровых проекций водородо-воздушных пламен в горизонталь-

ных цилиндрических ячейках Хеле –Шоу при концентрациях водорода x от 6.8 до 9.0 об. %

лись либо околостехиометрические смеси углеводо-
родов с воздухом (метан–воздух [21, 34], н-бутан–
воздух [35], синтез-газ–воздух [36]), либо бедные,
околостехиометрические и богатые смеси водорода
с кислородом [37] с коэффициентом избытка топ-
лива в диапазоне от 0.4 до 1.4. Во всех указанных
случаях исследовались только ячеистые дефлагра-
ционные пламена, поскольку исследование перехода
шаровых пламен в дефлаграционные было затруд-
нительно из-за высоких значений числа Льюиса.

4. ДИНАМИКА УЛЬТРАБЕДНЫХ
ВОДОРОДО-ВОЗДУШНЫХ ПЛАМЕН

Для анализа экспериментальных данных, харак-
теризующих горение водородо-воздушных смесей
в горизонтальных цилиндрических ячейках Хеле –
Шоу при различных концентрациях водорода в воз-
духе, будем использовать последовательно инверти-
рованные покадровые проекции [38], примеры кото-
рых показаны на рис. 5.

Для построения этих проекций кадр, непосред-
ственно предшествующий моменту зажигания сме-
си, исключается из кадров, отображающих про-
цесс горения водородо-воздушной смеси. В резуль-
тате этой процедуры цвет, отличный от черного, бу-
дут иметь только те пиксели, которые расположе-
ны вдоль траектории фронта пламени. Совмещение
таких изображений в режиме последовательной ин-
версии формирует чередующиеся черно-белые изоб-
ражения, хорошо видимые на фоне кадра, непосред-

ственно предшествующего моменту воспламенения
водородо-воздушной смеси.

Сравнительный анализ проекций на рис. 5 пока-
зывает, что увеличение концентрации водорода при-
водит к уменьшению среднего числа черно-белых
полос и к увеличению промежутков между ними.
Это говорит об увеличении средней скорости сго-
рания водородо-воздушной смеси с ростом концен-
трации водорода. Кроме того, ширина полос вбли-
зи центра оказывается существенно больше, чем на
внешних границах ячейки Хеле – Шоу, что можно
интерпретировать как снижение скорости сгорания
в водородо-воздушных смесях с течением времени
для концентраций водорода в диапазоне от 4 до
12 об. %.

С учетом фрактальной структуры фронта
ультрабедных водородо-воздушных пламен для
аппроксимации зависимости длины пройденного
фронтом пламени пути s от времени t, прошедшего
с момента воспламенения смеси, можно исполь-
зовать степенные модели с мультипликативной
ошибкой:

si = b0 t
b1
i εi, (2)

где b = (b0, b1) — вектор параметров, оцениваемый
по данным выборки {ti, si} при i = 1, 2, . . . , n.

Можно показать, что степенная модель в рам-
ках гипотезы (2) вполне удовлетворительно описы-
вает процесс распространения некоторого усреднен-
ного фронта пламени s(t) с положительной скоро-
стью v(t) = ds(t)/dt в неограниченном объеме. При
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ультрабедных водородо-воздушных пламен в горизонталь-

ных цилиндрических ячейках Хеле –Шоу при концентра-

циях водорода x = 6.8, 7.2, 8.0 об. %

этом путь s(t), пройденный фронтом, неограничен-
но возрастает: s(t)→∞ при t→∞, а скорость дви-
жения v(t) монотонно убывает и при t → ∞ огра-
ничена снизу нулем, v(t)→ 0+. Заметим, что в пра-
вой окрестности нуля при t → 0+ скорость движе-
ния фронта неограниченно возрастает, v(t) → ∞.
Эти особенности, на взгляд авторов, делают моде-
ли типа (2) малоприменимыми для описания горе-
ния бедных и ультрабедных смесей в ограниченных
объемах.

Нетрудно проверить, что зависимость длины пу-
ти, пройденного фронтом пламени, от времени, про-
шедшего с момента воспламенения смеси, s(t), так-
же может быть удовлетворительно описана экспо-
ненциальной моделью с аддитивной ошибкой:

si = b0[1− exp (−b1ti)] + εi. (3)

Можно показать, что экспоненциальная модель
в рамках гипотезы (3) удовлетворительно описыва-
ет процесс распространения некоторого усредненно-
го фронта пламени s(t) с конечной положительной
скоростью v(t) в некотором Путь s(t), пройденный
этим фронтом, монотонно возрастает и при t → ∞
ограничен сверху пределом s(t) → b0−, определя-
емым коэффициентом b0, а его скорость v(t) моно-
тонно убывает и при t→∞ ограничена снизу нулем,
v(t)→ 0+.

Сплошными и штриховыми линиями на рис. 6
показаны примеры аппроксимации выборочных
данных при концентрациях водорода x = 6.8, 7.2,
8.0 об. % с помощью степенной (2) и экспоненци-
альной (3) моделей соответственно. Усредненное по
выборочной совокупности среднее квадратическое

отклонение для обеих аппроксимаций не превышает
величины порядка 0.25 см.

Как видно из сопоставления графиков, приве-
денных на рис. 6, обе модели, (2) и (3), дают вполне
удовлетворительные результаты на временном ин-
тервале, ограниченном эмпирическими данными,
0 < t < t1, где t1 — время распространения фрон-
та пламени до границы ячейки Хеле – Шоу. Значи-
мые различия между моделями (2) и (3) проявля-
ются лишь за пределами указанного интервала при
t > t1 в связи с тем, что существенно различается
общая асимптотика функций (2) и (3) во времени
при t→∞.

В таблице приведены статистические оценки
компонент вектора параметров b = (b0, b1) для сте-
пенной (2) и экспоненциальной (3) моделей про-
цесса распространения ультрабедных водородо-воз-
душных пламен в горизонтальных цилиндрических
ячейках Хеле – Шоу при различных концентрациях
водорода x от 6.0 до 9.0 об. %.

Таблица. Статистические оценки параметров экс-

поненциальной (3) и степенной (2) моделей

[H2], об. % Модель (3) Модель (2)

x b0 b1 b0 b1

6.0 8.74 0.46 2.69 0.89

6.2 9.55 0.51 3.03 0.96

6.8 7.78 0.57 3.37 0.80

7.0 9.33 0.64 4.42 0.81

7.1 7.82 0.93 4.82 0.75

7.2 6.96 1.46 5.81 0.72

7.45 6.98 2.17 7.44 0.69

8.0 7.15 3.52 10.91 0.71

8.5 6.98 5.15 14.03 0.71

9.0 7.07 6.33 17.20 0.73

5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Дифференцирование аппроксимирующих функ-
ций s(t) из моделей (2) и (3) позволяет получить вре-
менные зависимости (4) и (5) для скоростей фронта
в горизонтальной ячейке Хеле – Шоу, усредненных
по выборке ДШП:

v = b0b1t
b1−1, (4)

v = b0b1e
−b1t. (5)

Скейлинговые соотношения (4) и (5) определя-
ют зависимость усредненной скорости фронта пла-
мени от времени в процессе его эволюции при фик-
сированной стехиометрии водородо-воздушной сме-
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си — от возникновения пламени в результате искро-
вого зажигания до достижения им внешней грани-
цы, ограниченной стенками ячейки Хеле – Шоу.

В степенной модели (2) скорость фронта пламе-
ни v также монотонно убывает по времени t с конеч-
ной скоростью, стремящейся к нулю, но начальная
скорость фронта пламени при b1 ∈ (0, 1) является
неограниченной величиной, что плохо согласуется с
физической моделью процесса сгорания гомогенной
газовой смеси:

lim
t→0+

b0b1t
b1−1 =∞,

lim
t→+∞

b0b1t
b1−1 = 0.

(6)

В экспоненциальной модели (3) скорость фрон-
та пламени v монотонно убывает по времени t, при
этом начальная скорость фронта пламени v0 = b0b1
ограничена и больше нуля, а конечная скорость
стремится к нулю:

lim
t→0+

b0b1e
−b1t = v0,

lim
t→+∞

b0b1e
−b1t = 0.

(7)

Сравнительный анализ степенной (2) и экспо-
ненциальной (3) аппроксимаций, представленных на
рис. 6, показывает, что с увеличением концентрации
водорода в воздухе увеличивается как начальная v0,
так и текущая v скорости фронта пламени, усред-
ненные по ансамблю ДШП. На рис. 7 показана оцен-
ка эмпирической зависимости начальной скорости
фронта пламени v0 от концентрации водорода x.

Нетрудно увидеть, что при объемных концен-
трациях водорода x > 7.0 об. % зависимость может
быть аппроксимирована линейной функцией с по-
ложительным угловым коэффициентом. При более
низких концентрациях x < 7.0 об. % H2 существуют
лишь самозатухающие или самоподдерживающиеся
ДШП. При этом динамика дрейфа самозатухающих
шаровых пламен в значительной степени имеет сто-
хастический характер. С учетом этих фактов для
однородной (по всем исследуемым концентрациям
водорода) аппроксимации зависимости v0(x) пред-
лагается логарифмически-экспоненциальная модель
с аддитивной погрешностью:

v0j = ln(c0 + exp (c1 + c2xj)) + εj , (8)

где c = (c0, c1, c2) — вектор параметров, оцени-
ваемый на основе данных выборки {xj , v0j} для
j = 1, 2, . . . ,m. Доверительный интервал для угло-
вого коэффициента модели (8) по показанным на
рис. 7 выборочным данным имеет вид

I0.95(c2) = (18.8, 21.1) см/с.

x , %

v
0
, 

�
�
/ с

6.0 6.4 6.8 7.2 7.6 8.0 8.4 8.8

0
1

0
2

0

3

0
4

0

A
B

C

v
0
= ln(75 + e

20x−1��
)

Рис. 7. Зависимость (8) начальной скорости v0(x) ультра-

бедных водородо-воздушных пламен в горизонтальных ци-
линдрических ячейках Хеле –Шоу от объемной концентра-

ции водорода x

При этом усредненные по выборочной совокупно-
сти оценки среднего и среднеквадратичного откло-
нений будут соответственно равны c2 ≈ 20.0 см/с
при σc2 ≈ 0.6 см/с.

Скейлинговое соотношение (8) определяет зави-
симость максимальной скорости пламени v0(x)

от начальной концентрации водорода в ис-
следуемых ультрабедных водородо-воздушных
смесях. Аппроксимирующая функция моде-
ли (8) описывает переход от горизонтальной
асимптоты v0 = ln 75 ≈ 4.32 см/с при x < xc
(область A на рис. 7) к наклонной асимптоте
v0 = 20x − 135 при x > xc (область C на рис. 7),
где xc = (ln 75 + 135)/20 ≈ 6.95 об. %. Последний
параметр модели (8) c2 ≈ 20.0 см/с соответствует
увеличению начальной скорости фронта пламе-
ни v0 при увеличении объемной концентрации
водорода в воздухе на один процент, а точка
пересечения наклонной и горизонтальной асимп-
тот xc = (ln 75 + 135)/20 — оценке критической
концентрации водорода в воздухе xc ≈ 6.95 об. %,
которая будет соответствовать переходу фрон-
та ультрабедного водородо-воздушного пламени
из неразветвляющегося в саморазветвляющееся
состояние (область B на рис. 7).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для изучения динамики квазидвумерного
ультрабедного водородо-воздушного пламени, сво-
бодно расширяющегося в горизонтальной замкну-
той цилиндрической ячейке Хеле – Шоу, в этой ра-
боте предложен метод композиции последовательно
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инвертированных покадровых проекций видеозапи-
сей экспериментов, фиксирующих конденсационные
следы фронта пламени на прозрачной стенке каме-
ры в видимом свете.

Для количественной оценки начальной и усред-
ненной скоростей движения фронта ультрабедного
водородо-воздушного пламени предложены времен-
ное (3) и стехиометрическое (8) скейлинговые соот-
ношения.

Первое скейлинговое соотношение соответству-
ет усредненным зависимостям перемещений и ско-
рости движения фронта пламени от времени. Со-
отношение (3) предлагает экспоненциальную ап-
проксимацию перемещения фронта пламени в
водородо-воздушных смесях с начальной концентра-
цией водорода, превышающей критическое значе-
ние: x > xc ≈ 6.95 об. % для плоской горизональ-
ной ячейки Хеле – Шоу с толщиной канала 5 мм. В
этих водородо-воздушных смесях существуют само-
разветвляющиеся ДШП. Из модели (3) следует, что
в начальный момент времени шаровые пламена име-
ют максимальную скорость движения v0, которая
экспоненциально снижается с течением времени.

Для аппроксимации зависимости максималь-
ных (начальных) скоростей фронта v0 пламени от
начальной концентрации водорода x предлагает-
ся второе скейлинговое соотношение, описываемое
логарифмически-экспоненциальной функцией (8).
Для всех типов пламени начальная скорость v0 ли-
нейно зависит от начальной концентрации водорода
для всех водородо-воздушных смесей с x > xc.

Наличие единого скейлингового соотношения
v0(x) для двух топологически различных типов
ультрабедных водородо-воздушных пламен можно
интерпретировать как наличие единого механизма
перехода через каскад бифуркаций от дискретных
фронтов изолированных шаровых пламен к квази-
непрерывному фронту дефлаграционного пламени с
ростом объемной концентрации водорода в ультра-
бедной водородо-воздушной смеси.
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schrift, München (1902).

6. G. Bohm and K. Clusius, Die Struktur Aufsteigender

H2-O2-Flammen, Z.Naturforschg. 3a, 386 (1948).

7. P.D. Ronney, Near-Limit Flame Structures at Low

Lewis Number, Comb. Flame 82, 1 (1990).

8. P.D. Ronney, K.N. Whaling, A. Abbud-Madrid et

al., Stationary Premixed Flames in Spherical and

Cylindrical Geometries, AIAA J. 32, 569 (1994).

9. Я.Б. Зельдович, Теория горения и детонации га-

зов, АН СССР, Москва (1944).

10. P.D. Ronney, Understanding Combustion Processes

through Microgravity Research, Proc. Combust. Inst.

27, 2485 (1998).

11. K. Maruta, M. Yoshida, Y. Ju et al., Experimental

Study on Methane-Air Premixed Flame Extinction at

Small Stretch Rates in Microgravity, Proc. Combust.

Inst. 26, 1283 (1996).

12. R. Fursenko, S. Minaev, H. Nakamura et al., Cellular

and Sporadic Flame Regimes of Low-Lewis-Number

Stretched Premixed Flames, Proc. Combust. Inst. 34,

981 (2013).

13. Y. L. Shoshin and L.P.H. de Goey, Experimental

Study of Lean Flammability Limits of Metha-

ne/Hydrogen/Air Mixtures in Tubes of Different

Diameters, Exp.Therm.Fluid Sci. 34, 373 (2010).

14. Y. Shoshin, J. van Oijen, A. Sepman et al., Experi-

mental and Computational Study of the Transition

to the Flame Ball Regime at Normal Gravity,

Proc. Combust. Inst. 33, 1211 (2011).
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Представлена полная система нелинейных динамических уравнений для нематических и смектических
A жидких кристаллов, находящихся под действием переменного электрического поля. Локальное элек-

трическое поле, действующее в жидком кристалле, складывается из внешнего поля, поля, возникающего

в результате деформации параметра порядка жидкого кристалла, и поля, создаваемого заряженными

примесями. Система стремится уменьшить полное электрическое поле, поскольку это уменьшает плот-

ность энергии. Подчеркнем, что данная проблема не является чисто академической. Прецизионность

современных исследований жидких кристаллов настолько высока, что даже малые отклонения от ли-

нейного поведения системы могут быть обнаружены и измерены с высокой точностью. Мы работаем в

рамках приближения макроскопической динамики (гидродинамики), что позволяет рассматривать про-

цессы, происходящие в конденсированных средах на достаточно больших пространственных и временных
масштабах. Хорошо известно, что нелинейные гидродинамические уравнения успешно применяются для

описания течений простых жидкостей. Проблема включения мягких (голдстоуновских) степеней свободы

параметра порядка в систему гидродинамических уравнений также была успешна решена для жидко-

кристаллических мезофаз, характеризующихся спонтанным нарушением ориентационной или трансля-

ционной симметрии. Однако очевидно, что для изучения свойств сильно возмущенных жидкокристал-

лических систем, находящихся выше порога различных электро-гидродинамических неустойчивостей,

полная система нелинейных уравнений гидродинамики должна учитывать и мягкие электромагнитные

степени свободы. Примерами таких неустойчивостей являются классическая неустойчивость Цветкова–

Карра–Хельфриха, обусловленная конкуренцией электрического и вязкого вращающих моментов сил,
флексоэлектрическая неустойчивость и т.д. Все это говорит о необходимости построения для жидких

кристаллов, находящихся под действием переменного электрического поля, полной точной системы элек-

трогидродинамических уравнений, которая бы регулярно учитывала все нелинейные эффекты. Эту, вне

всякого сомнения, амбициозную и масштабную задачу мы и решаем в данной работе, что открывает но-

вые возможности развития и применения физики нелинейных эффектов, нелинейных сред, что является

сейчас одним из передовых направлений исследований.

DOI: 10.31857/S004445102307012X
EDN:GGBNQV

1. ВВЕДЕНИЕ

Нелинейные явления в конденсированных сре-
дах и, в частности, в жидких кристаллах, являют-

ся сейчас одной из самых горячих тем как в физи-
ке, так и в связанных областях науки. Действитель-
но, жидкие кристаллы — это «мягкие», т. е. легко
возбуждаемые и легко деформируемые системы, и
именно поэтому они оказываются одними из наибо-
лее привлекательных объектов для изучения нели-
нейных эффектов. Совершенствование эксперимен-
тальных методов и повышение их точности привело

9 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
129



Е.С. Пикина, А.Р. Муратов, Е.И. Кац, В.В. Лебедев ЖЭТФ, том 164, вып. 1 (7), 2023

к получению ряда новых интересных результатов,
все еще ожидающих теоретического осмысления. В
этой связи стоит отметить три недавние публикации
[1–3], а также инициированные ими работы других
групп, где аналогичные явления наблюдались для
разных жидких кристаллов и при различных экс-
периментальных условиях [4–9]. В этих работах ав-
торы наблюдали возникновение и распространение
уединенного ограниченного в трех пространствен-
ных измерениях долгоживущего солитон-подобного
возмущения переориентации нематического моле-
кулярного директора в относительно тонком слое
(3–30 мкм) однородно упорядоченного нематическо-
го жидкого кристалла, обладающего отрицательной
анизотропией тензоров диэлектрической проницае-
мости и электропроводности и заключенного в элек-
трооптическую ячейку, помещенную в сильное пе-
ременное электрическое поле. Для таких возбуж-
дений, проявляющих солитоноподобные свойства,
нелинейность системы должна играть существен-
ную роль, компенсируя расплывание возбуждений
(см., например, [10,11] для гамильтоновых систем и
[12–14] для диссипативных неравновесных систем).

В настоящей работе мы рассматриваем одноос-
ные жидкие кристаллы, а именно, нематики (N) и
смектики A (SmA), которые являются идеальными
системами с точки зрения изучения нелинейных яв-
лений. Нематические жидкие кристаллы [15] пред-
ставляют собой анизотропные жидкости с дальним
ориентационным порядком, определяемым единич-
ным вектором (директором n). В смектике A одно-
осная ориентационная анизотропия дополняется на-
рушенной в одном измерении трансляционной сим-
метрией. Отправной точкой для теоретического ис-
следования динамических явлений в жидких кри-
сталлах является вывод полной системы нелиней-
ных динамических уравнений. Полный набор ди-
намических уравнений для любой системы должен
включать все гидродинамические переменные, свя-
занные с общими законами сохранения и нарушени-
ями непрерывной симметрии. При достаточно низ-
кой проводимости системы σ, что обычно имеет ме-
сто для жидких кристаллов, нужно также учиты-
вать мягкие (медленные для малых σ) электромаг-
нитные степени свободы. Мы не нашли в литературе
последовательного вывода общих нелинейных элек-
трогидродинамических уравнений для жидкокри-
сталлических мезофаз. Отметим, однако, две важ-
ные работы [16, 17], в первой из которых электро-
магнитные степени свободы были включены в опи-
сание динамики магнетиков, а во второй использо-
ваны для задач квантовой гравитации.

Цель данной работы — получить полную систему
точных нелинейных динамических уравнений для
нематической и смектической A мезофаз, что явля-
ется обязательным шагом для изучения в них лю-
бых нелинейных эффектов, которые обсуждаются,
начиная примерно с работ 50-летней давности [18] и
до совсем недавнего времени [19].

Для вывода уравнений мы используем метод
скобок Пуассона [20–22], позволяющий получать
точные бездиссипативные (реактивные) нелинейные
уравнения динамики для мягких (гидродинамиче-
ских) переменных, которые автоматически удовле-
творяют всем законам сохранения: массы, энергии,
импульса. В рамках предложенного подхода флек-
соэлектрический эффект учитывается путем вве-
дения вектора флексополяризации, что позволяет
принять во внимание взаимодействие электрическо-
го поля и жидкого кристалла, а упругость мезо-
фаз учитывается путем введения в плотность энер-
гии соответствующей упругой энергии. Далее, осно-
вываясь на общих термодинамических соотношени-
ях, обеспечивающих рост энтропии, к реактивным
уравнениям добавляются диссипативные члены, до-
полнительно учитывающие вязкость, теплопровод-
ность и электропроводность системы. Полученный
набор уравнений представляет не только интеллек-
туальный интерес. Он необходим для корректно-
го изучения любых нелинейных динамических яв-
лений в жидких кристаллах. В настоящей работе
мы ограничимся только нематическими и смекти-
ческими A жидкими кристаллами, чтобы избежать
громоздких выражений с большим количеством фе-
номенологических параметров. Благодаря высокой
симметрии указанных фаз (с осью вращения беско-
нечного порядка) уравнения могут быть представ-
лены в относительно компактной форме. При необ-
ходимости могут быть построены уравнения и для
менее симметричных типов жидких кристаллов (на-
пример, для двуосных нематиков или наклонных
смектиков C).

В результате мы впервые представляем общие
уравнения гидродинамики для нематиков или смек-
тиков A во внешнем электромагнитном поле. Под-
черкнем, что нелинейные динамические уравнения
нематиков и смектиков A известны (см., например,
[20, 21, 23]). Линейная теория низкочастотной элек-
трогидродинамической неустойчивости также была
разработана довольно давно [24]. Однако последова-
тельная полная нелинейная гидродинамическая тео-
рия жидких кристаллов как с реактивными, так и
с диссипативными (необратимыми) членами, вклю-
чающая мягкие степени свободы электромагнитно-
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го поля, до сих пор отсутствовала. Этот пробел в
теории существовал и требовал разрешения, несмот-
ря на наличие некоторых относящихся к проблеме
работ [25–30]. Дело в том, что в этих публикациях
использовался подход, когда сначала выписываются
все разрешенные симметрией члены рассматривае-
мого порядка по отклонениям переменных величин
от равновесного значения в отсутствии внешнего по-
ля, после чего, учитывая законы сохранения основ-
ных физических величин, производится отбор реле-
вантных членов. Эта процедура громоздка даже для
получения уравнений первого порядка (линейного
приближения), а при учете нелинейностей второго
порядка указанный подход требует полного повто-
ра процедуры вывода уравнений, и так с каждым
следующим порядком.

Статья построена следующим образом. В разд. 2
мы иллюстрируем наш подход, выводя известные
уравнения электромагнитного поля в сплошной изо-
тропной среде. В разд. 3 выводятся нелинейные
уравнения нематиков в присутствии переменного
электромагнитного поля. В разд. 4 мы выводим
нелинейные уравнения для смектиков A в при-
сутствии переменного электромагнитного поля. В
разд. 5 содержится заключение. В Приложении 5 мы
выводим выражения для скобок Пуассона вектор-
ных полей. В Приложении 5 обсуждается роль ко-
нечной скорости среды в электромагнитных эффек-
тах.

2. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ

Основной целью данной работы явлется полу-
чение полной системы точных нелинейных дина-
мических уравнений нематиков и смектиков A во
внешнем переменном электромагнитном поле. Для
наглядной демонстрации нашего подхода приведем
сначала вывод известных уравнений электромаг-
нитного поля в изотропной сплошной среде. Будем
использовать приближение слабого проводника, в
рамках которого поляризуемость среды может кон-
курировать с проводимостью на интересующих нас
частотах. Указанное приближение позволяет иссле-
довать роль как поляризуемости среды, так и ее про-
водимости. Поляризуемость может быть учтена в
рамках термодинамического подхода, тогда как про-
водимость является кинетическим явлением.

Электромагнитное поле в сплошной среде опре-
деляется уравнениями Максвелла

∂tD = c∇×H, (1)

∂tB = − c∇×E. (2)

Здесь E — электрическое поле, B — поле магнитной
индукции, D — поле смещения, H — магнитное поле,
а c — скорость света. Электрическое поле E и поле
магнитной индукции B выражаются через вектор-
ный потенциал электромагнитного поля. Уравнения
(1), (2) должны быть дополнены условиями для ди-
вергенций D и B. Мы предполагаем

∇D = 0 , ∇B = 0 . (3)

Соотношение∇B = 0 является точным и справедли-
во для любого электромагнитного поля, а соотноше-
ние ∇D = 0 подразумевает электронейтральность
среды, т. е. предполагает, что плотность свободного
заряда в жидком кристалле равна нулю. Оба усло-
вия (3) совместны с уравнениями Максвелла (1), (2).

Чтобы замкнуть систему уравнений (1), (2), сле-
дует связать D, H с E, B. Это действие требует
некоторой аккуратности. Прежде всего, рассмот-
рим идеальный диэлектрик, где диссипативными
эффектами (например, протеканием электрического
тока) можно пренебречь. Такие диэлектрики можно
описывать в рамках термодинамики. Термодинами-
ческое тождество для внутренней энергии U диэлек-
трика записывается как [31]

dU =
1

4π
EdD0 +

1

4π
H0dB+ . . . . (4)

Здесь D0 — поле смещения, а H0 — магнитное по-
ле, взятое с учетом только электрической и магнит-
ной поляризуемости среды. Точки в уравнении (4)
обозначают дополнительные слагаемые, связанные
с другими термодинамическими величинами, таки-
ми как плотность массы ρ. В квадратичном прибли-
жении соотношение (4) приводит к

D0 = ǫE, B = µH0, (5)

где ǫ — коэффициент диэлектрической проницаемо-
сти, а µ — коэффициент магнитной проницаемости.

Динамическое уравнение для идеального диэлек-
трика может быть найдено с помощью скобок Пуас-
сона. В этих терминах в классической механике ди-
намическое уравнение для переменной φ записыва-
ется как [32]

∂φ

∂t
= {H, φ}, (6)

где H обозначает гамильтониан (энергию системы),
а {...} обозначает скобки Пуассона. В отличие от
классической механики, переменные, описывающие
сплошную среду, являются полями, зависящими от
времени и пространственных координат. Уравнение
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для этих полей имеет тот же вид (6). Однако гамиль-
тониан H среды является интегралом по простран-
ству от плотности энергии U , зависящей от полей:

H =

ˆ
dV U(D0,B, . . . ), (7)

где точки обозначают другие термодинамические
переменные. Чтобы вывести динамические уравне-
ния, необходимо знать выражения для скобок Пуас-
сона для полей, см. [20, 21].

Рассмотрим динамические уравнения для элек-
тромагнитного поля. Чтобы найти скобки Пуассона
для величин D0,B, удобно использовать определе-
ния E, B, выраженнные через векторный потенциал
A. Необходимую нам скобку Пуассона для векторов
электрического смещения и магнитного поля можно
вычислить, используя общие выражения для скобок
Пуассона из Приложения 5:

{Bj(r), D0k(x)} = 4πc ǫjmk∂mδ(r− x) , (8)

(см. Приложение 5). Здесь ǫjmk — антисимметрич-
ный тензор Леви-Чивита, а производная ∂mδ(r− x)

означает ∂δ(r − x)/∂rm. Важно отметить, что по-
лученное нами выражение (8) для скобки Пуассо-
на {Bj(r), D0k(x)} совпадает с выражением, приве-
денным Воловиком в работе [17]. Скобки Пуассона
B,D0 с другими гидродинамическими переменными
равны нулю.

Используя выражение (8), получаем

∂tB = {H,B} = −c∇×E,

∂tD0 = {H,D0} = c∇×H0 , (9)

где мы использовали выражение (7) и термодинами-
ческое тождество (4). Этот же результат получен в
Приложении 5, см. уравнение (84). Уравнение (9) —
это уравнение (1), где D, H заменены на D0, H0,
как и должно быть в идеальном диэлектрике.

Теперь необходимо включить в рассмотрение
диссипативные члены. Уравнение (2) является точ-
ным и никаких диссипативных членов добавлять к
нему не следует. Диссипативный член, пропорцио-
нальный E = 4πδH/δD0, следует включить в урав-
нение для D0:

∂tD0 = c∇×H− 4πσE. (10)

Кинетический коэффициент σ является проводимо-
стью, так что последний член в уравнении (10) яв-
ляется током свободных зарядов (со знаком минус).
Мы игнорируем разницу между H и H0, пренебре-
гая магнитной диссипацией. Сравнивая уравнения
(10) и (1), мы заключаем, что

∂tD = ∂tD0 + 4πσE . (11)

Это стандартное выражение для поля смещения,
включающее поляризационный вклад и ток свобод-
ных зарядов.

Далее мы построим обобщение приведенной вы-
ше схемы для нематиков и смектиков A. Магнит-
ные эффекты в жидких кристаллах слабы, поэтому
мы полагаем коэффициент магнитной проницаемо-
сти равным единице, µ = 1, и игнорируем эффекты,
связанные с магнитной диссипацией. В этом слу-
чае H = B, что будет подразумеваться ниже. На-
против, электрическая поляризуемость и электро-
проводность играют значительную роль в жидких
кристаллах. Для адекватного описания жидкокри-
сталлических систем необходимо учитывать оба эти
явления.

3. ДИНАМИКА НЕМАТИКОВ

Начнем наше рассмотрение с термодинамиче-
ского описания нематиков. Используя идеальный
диэлектрик как первое приближении для немати-
ка, определим плотность энергии U , зависящую от
плотности массы ρ, плотности энтропии S, плотно-
сти импульса J и директора n, а также от поля
смещения D0 и поля магнитной индукции B [31].
Обозначение D0 подразумевает, что мы учитываем
только вклад в поле смещения, связанный с поля-
ризацией жидкого кристалла, как это должно быть
в идеальном диэлектрике. Вклад в уравнение для
D0, связанный с проводимостью (т. е. с диссипаци-
ей), должен быть введен отдельно, как кинетиче-
ский член.

Термодинамическое тождество для нематика в
присутствии электрического и магнитного полей
является прямым обобщением термодинамического
тождества для твердого диэлектрика (см., напри-
мер, [31]) и имеет вид

dU =
1

4π
EdD0 +

1

4π
H0dB+ TdS + µdρ+ vdJ +

+
∂U

∂n
dn+

∂U

∂(∂in)
d(∂in). (12)

Здесь, как и выше, E — электрическое поле, H0 —
магнитное поле, T — температура, v — скорость сре-
ды и µ — химический потенциал. Как и выше для
D0, символ H0 означает, что мы учитываем толь-
ко вклады в магнитное поле, связанные с магнит-
ной поляризацией, игнорируя кинетические процес-
сы. Заметим, что в соответствии с Галилеевской ин-
вариантностью J = ρv. Давление системы p связано
с U с помощью преобразования Лежандра
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p =
1

4π
(D0E+BH0) + ρµ+ ST + Jv − U. (13)

Из уравнения (13) получается следующее термоди-
намическое тождество для давления:

dp =
1

4π
D0dE+

1

4π
BdH0 + SdT + ρdµ+ Jdv +

−∂U
∂n

dn− ∂U

∂(∂in)
d(∂in) , (14)

эквивалентное соотношению (12).

3.1. Бездиссипативные уравнения

Как уже было отмечено, бездиссипативные ди-
намические уравнения произвольной системы могут
быть построены с помощью скобок Пуассона (см.
[20,21]). В рамках этого метода уравнение для любо-
го поля записывается в виде (6), где гамильтонианH
является интегралом по пространству (7) от плотно-
сти энергии U , зависящей от полей. Для нематиков
гамильтониан представляется в виде

H =

ˆ
dV U(D0,B,J, S, ρ,n, ∂in). (15)

Динамические уравнения для полей D0,B,J, S, ρ,n

можно записать в виде (6), используя соответству-
ющие выражения для скобок Пуассона.

Найдем полный набор скобок Пуассона, необхо-
димых для изучения нематодинамики в электро-
магнитном поле (включая динамику самого элек-
тромагнитное поле), следуя работам [20–22,33]. По-
скольку макроскопические динамические уравнения
являются локальными, скобки Пуассона для лю-
бой пары гидродинамических переменных пропор-
циональны дельта-функции или ее пространствен-
ной производной. Скобки Пуассона для гидродина-
мических переменных ρ, S,J известны [20, 21], и со-
ответствующие ненулевые скобки Пуассона имеют
вид

{Ji(r), ρ(x)} = ρ(r)∂iδ(r− x), (16)

{Ji(r), S(x)} = S(r) ∂iδ(r− x), (17)

{Jk(r), Ji(x)} = Ji(r)∂kδ(r− x),

+ ∂iδ(r − x)Jk(x) . (18)

Здесь, как и выше, производная вида ∂iδ(r−x) озна-
чает ∂δ(r− x)/∂ri.

Что касается директора n, то как было отмече-
но в [21], в главном порядке по градиентам отлич-
ной от нуля оказывается только скобка Пуассона
{J(r),n(x)}

{Ji(r), nk(x)} = −∂inkδ(r − x)

−∂jδ(r− x)δ⊥ik(x)nj(x) , (19)

где δ⊥ik = δik − nink. Данное выражение получено
для единичного векторного поля в Приложении 5
(см. формулу (74)). Скобка Пуассона (19) совпадает
с соответствующей скобкой, найденной Воловиком
для системы идеальных стержней, вмороженных в
поток жидкости [34]. Поправки к этой модели могут
быть введены с помощью кинетических членов (см.
разд. 3.2).

Скобка Пуассона для электромагнитного по-
ля определяется уравнением (8). Скобки Пуассона
B,D0 с другими переменными равны нулю. Это под-
разумевает, в частности, что мы не включаем элек-
тромагнитный вклад в плотность импульса J.

Зная все скобки Пуассона, мы получаем полный
набор бездиссипативных нелинейных динамических
уравнений для нематика

∂tρ = {H, ρ} = −∇J, ∂tS = {H, S} = −∇(Sv) , (20)

∂tni = {H, ni} = −v∇ni + njδ
⊥
ik∂jvk . (21)

Напомним, что v = J/ρ.
Уравнения (20), (21) имеют тот же вид, что и в

отсутствие электромагнитного поля. Уравнение для
плотности импульса может быть записано как

∂tJi = {H, Ji} = −∂k(vkJi)− ∇
(

∂U

∂(∇nj)
∂inj

)
−

−∂k(Ξjδ
⊥
ijnk)− ∂ip+

1

4π
∂k (D0kEi +BkH0i)−

− 1

4πc
∂t[D0 ×B]i , (22)

где величина

Ξi = −
∂U

∂ni
+ ∂k

∂U

∂(∂kni)
(23)

с точностью до знака совпадает с вариационной про-
изводная энергии по n.

Последний член в уравнении (22), полученный
с использованием уравнений (2), (3), (9), является
взятой с обратным знаком производной по време-
ни от плотности импульса электромагнитного поля
(см. Приложение A). Уравнения (20)–(22) приводят
к закону сохранения энергии

∂tU = −∇Q(r) = − c

4π
∇[E×H]−

−∇
[

∂U

∂(∇ni)
(v∇ni − nkδ

⊥
ij∂kvj)

]
−

−∂i [(ρµ+ TS + Jv)vi]− ∂k(Ξjnkδ
⊥
ijvi), (24)
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где реактивная плотность потока энергии обознача-
ется через Q(r).

Мы рассматриваем низкочастотные процессы и
нерелятивистские гидродинамические движения. В
этом случае индуцированное магнитное поле H ма-
ло по параметру v/c. Несмотря на это магнитное по-
ле не может быть исключено из уравнений. Причина
заключается в том, что вклад в уравнение (24), свя-
занный с потоком электромагнитной энергии, плот-
ность которого определяется вектором Пойнтинга,
имеет вид

S =
c

4π
E×H. (25)

Таким образом, хотя магнитное поле имеет малость
v/c, в выражении для потока электромагнитной
энергии (25) эта малость компенсируется коэффи-
циентом c.

3.2. Кинетические слагаемые

Итак, используя метод скобок Пуассона мы по-
лучили бездиссипативные динамические уравнения
для нематических жидких кристаллов. Для учета
диссипации эти уравнения должны быть дополнены
кинетическими членами. Способ построения дисси-
пативных членов основан на том, что они пропор-
циональны вариационным производным энергии по
динамическим переменным (или их производным) с
некоторыми коэффициентами (называемыми кине-
тическими коэффициентами). Кинетические коэф-
фициенты должны удовлетворять симметрии Онса-
гера и приводить к положительному производству
энтропии. Следуя этому подходу для нашего слу-
чая (нематические жидкие кристаллы), необходимо
добавить кинетические члены к полученным выше
динамическим уравнениям (9), (20)–(22).

Представленные ниже кинетические вклады в
электрогидродинамические уравнения нематиков
имеются в литературе по жидким кристаллам.
Для директора n и гидродинамических степеней
свободы они представлены в [15, 21, 25]. Вклады,
обусловленные флексоэлектрическим эффектом и
конечной проводимостью, но без гидродинамиче-
ских степеней свободы, были выписаны в [27,28,35],
а для линеаризованных электрогидродинамиче-
ских уравнений в работе [36]. В нашей работе мы
учитываем все кинетические термины вместе.

Уравнения, включающие диссипативные члены,
могут быть найдены путем добавления упомянутых
диссипативных вкладов в уравнения (20), (19) и (9):

∂tni = {H, ni}+
1

γ
Ξi −

− 1− λ
2

(njδ
⊥
ik + nkδ

⊥
ij)∂kvj , (26)

∂tD0i = cǫikn∂kHn − 4πσikEk , (27)

∂tJi = {H, Ji}+ ∂k(ηiknm∂nvm) +

+∂k

[
1− λ
2

(niδ
⊥
jk + nkδ

⊥
ij)Ξj

]
, (28)

∂tS = {H, S}+ ∂i

(κik
T
∂kT

)
+
R

T
, (29)

∂tU = −∇Q(r) + ∂i(κik∂kT ) +

+∇
(

∂U

∂(∇ni)

Ξi

γ

)
+ ∂i(vkηiknm∂nvm)−

−∇
[

∂U

∂(∇ni)

1− λ
2

(njδ
⊥
ik + nkδ

⊥
ij)∂kvj

]
+

+∂k

[
vi
1− λ
2

(niδ
⊥
jk + nkδ

⊥
ij)Ξj

]
, (30)

где

R =
κik
T
∂iT∂kT +

1

γ
Ξ2 + ηiknm∂ivk∂nvm +

+ σikEiEk . (31)

Здесь σik — тензор электропроводности, κik —
тензор теплопроводности, ηiknm — тензор вязко-
сти, γ — коэффициент вращательной вязкости и
λ — некоторый кинетический коэффициент.

Симметрия Онсагера приводит к выводам, что
тензоры σik и κik симметричны, а ηiknm = ηnmik.
Кинетический вклад в тензор напряжений должен
быть симметричным. Член с кинетическим коэф-
фициентом λ явно симметричен. Симметрия вязко-
го вклада подразумевает ηiknm = ηkinm. Поскольку
R/T — это скорость производства энтропии, величи-
на R должна быть положительныой. Это приводит к
ряду необходимых неравенств для компонентов тен-
зоров σik, κik, ηiknm, а также к условию γ > 0.

Существенно, что члены с кинетическим коэф-
фициентом λ не вносят вклада в скорость произ-
водства энтропии, такие кинетические члены назы-
ваются реактивными. Слагаемое с коэффициентом
λ описывает отклонения от модели нематическо-
го жидкого кристалла в виде идеальных стержней,
вмороженных в поток жидкости, что соответствует
λ = 1. Отметим, что для аналогичной модели для
вмороженных дискообразных молекул λ = −1 [34].
Для такого значения λ сумма реактивных членов
и членов, полученных с помощью скобки Пуассона
(19), эквивалентна использованию альтернативного
выражения для скобки Пуассона {Ji, nk}, которое
может быть получено из уравнения(75).

Следуя логике, изложенной в разд. 2, уравнение
(27) необходимо сравнить с уравнением Максвелла
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(1), что приводит к следующему уравнению на век-
тор смещения D:

∂tDi = ∂tD0i + 4πσikEk , (32)

которое является обобщением уравнения (11). В
свою очередь, последний член в уравнении (32) яв-
ляется обобщением обычного вклада в поле смеще-
ния, связанного с проводимостью [31], для случая
анизотропной среды (нематика). Выше мы проигно-
рировали диссипативный вклад в магнитное поле
H. В случае если поле магнитной индукции B на-
много больше, чем электрическое поле E, то необ-
ходимо учитывать поправки, связанные с движени-
ем нематического жидкого кристалла. Такой случай
проанализирован в Приложении B.

Отметим, что в одноосном нематике кинетиче-
ские тензоры σik, κik, ηiknm являются «одноосны-
ми». Например, тензор электропроводности и тен-
зор теплопроводности записываются в виде

σik = σ‖nink + σ⊥(δik − nink) , (33)

κik = κ‖nink + κ⊥(δik − nink) . (34)

В свою очередь, для определения тензора вязко-
сти четвертого ранга ηiknm необходимы пять коэф-
фициентов η1 ÷ η5 [21, 37–39]:

ηijklAkl=2η2Aij + 2(η3 − η2)(Aiknknj +Ajknink) +

+(η4 − η2)δijAkk + 2(η1 + η2 − 2η3)ninjnknlAkl +

+(η5 − η4 + η2)(δijnknlAkl + ninjAkk) ,

где Aij = ∂ivj + ∂jvi. Величины η1 ÷ η5 называются
коэффициентами динамической вязкости.

Требование положительности производства эн-
тропии, которое означает выполнение условияR > 0

(см. уравнение (31)), приводит к следующим нера-
венствам на коэффициенты в выражениях (33), (34)
для тензоров электропроводности и теплопроводно-
сти:

γ > 0, σ‖ > 0 , σ⊥ > 0, κ‖ > 0 , κ⊥ > 0 .

Из дальнейшего рассмотрения условия R > 0 сле-
дует, что коэффициенты η1 − η5, входящие в тензор
вязкости ηiknm (см. уравнение (35)), должны удо-
влетворять условиям

η4(2η1 + η2) > (η5 − η4)2, η2, η3, η4 > 0 ,

2(η1 + η5)− η4 + η2 > 0 ,

обеспечивающим рост энтропии за счет вязкости
среды.

3.3. Минимальная модель для нематиков

С учетом флексоэлектрический эффекта в нема-
тиках поле смещения D0 в основном приближении
может быть записано как

D0 = ǫ̂E+ 4πPfl. (35)

Здесь E — электрическое поле, матрица ǫ̂ — мат-
рица диэлектрической проницаемости нематика, а
Pfl представляет собой флексоэлектрический вклад
в вектор поляризации [24, 40], связанный с неодно-
родностью директора n и учитывающий взаимодей-
ствие электрического поля и нематического дирек-
тора. При этом матрицу диэлектрической проница-
емости и Pfl можно представить в следующем виде:

ǫik = ǫ⊥(δik − nink) + ǫ‖nink , (36)

Pfl = ζ1n(∇n) + ζ2(n∇)n , (37)

где ǫ⊥, ǫ‖, ζ1, ζ2 — феноменологические коэффициен-
ты, характеризующие диэлектрическую восприим-
чивость и флексоэлектрический отклик.

Далее мы игнорируем эффекты, связанные с
магнитной поляризацией нематика, предполагая
µ = 1 и пренебрегая магнитными диссипативными
эффектами. Однако стоит отметить, что существует
магнитный эффект, обусловленный конечной про-
водимостью нематиков. Действительно, известно,
что плотность электрического тока движущегося
проводника равна

ji = σik

(
Ei + ǫikn

vk
c
Bn

)

(см. [31]). Конечно, на практике скорость немати-
ка много меньше, чем c. При этом вклад в плот-
ность электрического тока, связанный с магнитным
полем, все-таки может быть существенным, если
B ≫ E, этот случай проанализирован в Приложе-
нии B. Однако такие сильные магнитные поля не
являются объектом нашего рассмотрения и ниже мы
пренебрегаем магнитным вкладом в плотность тока.

Внутренняя энергия U нематика в том же при-
ближении записывается как

U = 1
8πD0ǫ̂

−1D0 −Pflǫ̂
−1D0 +

1
2ρJ

2 + FF +

+ U0(S, ρ) . (39)

В этом случае тождество E = 4π∂U/∂D0 (см. урав-
нение (12)) воспроизводит соотношение (35). В рам-
ках развитого подхода упругость нематической фа-
зы учитывается путем введения в полную энергию
(39) упругой энергии Франка FF для нематического
жидкого кристалла:
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FF =
K1

2
(∇n)2 + K2

2
[n(∇× n)]2 +

+
K3

2
[n× (∇× n)]2 . (40)

где K1,K2,K3 — модули Франка для расширения,
кручения, и изгиба.

Для реалистичных течений жидкий кристалл
(нематический или смектический A) можно рас-
сматривать как несжимаемый, т. е. плотность среды
ρ однородна и ∇v = 0. Кроме того, в случае боль-
шой теплопроводности температура T является од-
нородной. В противоположном случае малой тепло-
проводности однородна удельная энтропия S/ρ. Оба
предельных случая позволяют исключить темпера-
туру или энтропию из рассмотрения. Набор урав-
нений можно сделать более компактным, предпола-
гая, что константы Франка равны и сохраняя толь-
ко один флексоэлектрический коэффициент (тем бо-
лее, что в основном приближении это также отно-
сится к смектикам A, см. разд. 4).

Упрощенная модель качественно правильно
определяет характерные временные и простран-
ственные масштабы нелинейной динамики нема-
тиков. При необходимости эти допущения модели
могут быть устранены за счет более громоздкого
набора уравнений. Важно, конечно, не переигры-
вать с такими упрощениями. Например, следует
проявлять особую осторожность, предполагая
единый (изотропный) коэффициент вязкости.
Для различных типов электрогидродинамических
неустойчивостей в нематиках именно различие
между коэффициентами вязкости определяет порог
нестабильности. Другим ярким примером является
лиотропный смектик A. В этом случае [41] простой
сдвиг в слоях воды определяется очень низкой
вязкостью воды 10−2 ps, тогда как все другие гид-
родинамические движения определяются вязкостью
мембраны, которая в несколько сот раз больше.

4. СМЕКТИКИ

Расширяя область применения наших резуль-
татов, рассмотрим нелинейную электродинамику
смектиков A. Вместо директора n смектик A ха-
рактеризуется смещением u смектических слоев в
z-направлении, где ось z выбрана перпендикуляр-
но равновесному положению смектических слоев.
Уравнения удобно формулировать в терминах пере-
менной W = z − u, что позволяет записать уравне-
ния в инвариантной относительно вращений форме
(см., например, [15,21]). Дифференциал внутренней
энергии имеет вид

dU =
1

4π
EdD0 +

1

4π
H0dB+ TdS + µdρ+ vdJ +

+
∂U

∂(∂iW )
d(∂iW ) +Mikd(∂i∂kW ) , (41)

вместо уравнения (12).
В основном приближении вклады смектической

упругой энергии в U могут быть записаны как

Usm =
B

8
[(∇W )2 − 1]2 +

K

2
(∇2W )2 , (42)

вместо уравнения (40). Таким образом,

U =
1

8π
D0ǫ̂

−1D0 −Pflǫ̂
−1D0+

+
1

2ρ
J2 + Usm + U0(S, ρ) .

Матрица диэлектрической проницаемости ǫ̂ и флек-
соэлектрический вклад в вектор поляризации Pfl

смектика записываются в виде

ǫik = ǫ⊥(δik − lilk) + ǫ‖lilk , (43)

Pfl = ζ1l(∇l) + ζ2(l∇)l , (44)

вместо уравнений (36), (37). В выражениях (43),
(44) l — единичный вектор, перпендикулярный
смектическим слоям: l = ∇W/|∇W |. Отметим,
что насколько нам известно, флексоэлектрическая
неустойчивость в смектической A фазе жидких кри-
сталлов экспериментально не наблюдалась. Однако
нет никаких сомнений в самом существовании флек-
соэлектрического эффекта в смектикеA (см., напри-
мер, [42], где был измерен коэффициент ζ1).

Чтобы сформулировать бездиссипативные дина-
мические уравнения для смектиков, мы снова ис-
пользуем метод скобок Пуассона, как и для немати-
ков. Скобка Пуассона для переменной W имеет вид

{J(r),W (x)} = −∇Wδ(r− x) , (45)

вместо уравнения (19). Выражения для остальных
скобок Пуассона (16)–(18) не изменяются. Уравне-
ние для переменной W имеет вид

∂tW = {H,W} = −v∇W, ∂tu = vz − v∇u, (46)

где мы использовали выражения (41), (45), а урав-
нение для поля смещения u получается путем под-
становки W = z − u.

В свою очередь, уравнение для плотности им-
пульса смектика принимает вид

∂tJi = −∂k(vkJi)− ∂k (Mk∂iW )− ∂k(Mkj∂i∂jW )−
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−∂ip+
1

4π
∂k (D0kEi +BkH0i)−

1

4πc
∂t[D0 ×B]i , (47)

вместо уравнения (22). Здесь

Mi =
∂U

∂(∂iW )
− ∂kMik

и

Mik =
∂U

∂(∂i∂kW )
.

Давление p определяется прежним соотношением
(13).

Следующим шагом является добавление дисси-
пативных членов к написанным выше реактивным
уравнениям для смектиков. Заметим, что диссипа-
тивные члены в уравнениях для электрического по-
ля смещения и плотности импульса аналогичны дис-
сипативным членам в уравнениях (27), (28), где сле-
дует заменить n→ l. Диссипативные вклады в урав-
нения для W и плотности энергии U имеют вид

∂tW = −v∇W +Θ,Θ = −ξ1|∇W |2h−
ξ2
T
∇W∇T,

(50)

∂tU = −∇Q(r)
Sm + ∂i(κik∂kT ) + ∂i(vkηiknm∂nvm)+

+∇
(

∂U

∂(∇W )
Θ

)
+ ∂i(Mik∂kΘ)− ∂k(∂iMikΘ) ,

(51)

где величина

h = −∇ ∂U

∂(∇W )
+ ∂i∂kMik (52)

является вариационной производной энергии по W .
В свою очередь, реактивная плотность потока энер-
гии для смектиков

(
Q

(r)
Sm

)
i
=

c

4π
[E×H0]i +Mi (vk∂kW )+

+Mik ∂k(vl∂lW ) + (ρµ+ TS + Jv) vi. (53)

В уравнении (50) ξ1, ξ2 — это так называемые коэф-
фициенты просачивания [15]. Уравнение для плот-
ности энтропии принимает вид

∂tS = {H, S}+ ∂i

(
κik
T
∂kT +

ξ2
T
∂iWh

)
+
R

T
, (54)

R =
κik
T
∂iT∂kT + ξ1(∇W )2h2 + 2

ξ2
T
h (∇W )∇T +

+ηiknm∂ivk∂nvm + σikEiEk . (55)

Положительное производство энтропии подразуме-
вает выполнение условий ξ1 > 0, κ‖ξ1 > ξ22/T , в
дополнение к условиям, аналогичным тем, которые
были сформулированы для нематиков.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение мы хотели бы подчеркнуть, что
жидкие кристаллы далеко не исчерпанная тема
исследований. Достаточно очевидно, что динами-
ка жидкокристаллических фаз оказывается суще-
ственно сложнее и богаче, чем динамика обычной
жидкости. Жидкие кристаллы, представляя собой
мягкие (легко возбуждаемые и деформируемые) си-
стемы, открывают простор для изучения нелиней-
ных эффектов, и нелинейная физика является од-
ним из ведущих направлений их изучения. В этой
работе мы показали, как включить электромагнит-
ное поле в описание нелинейных динамических яв-
лений в нематиках и смектиках A во внешнем пере-
менном электрическом поле. Наш основной резуль-
тат (сформулированный набор динамических урав-
нений для нематических и смектических A жидких
кристаллов) позволяет начать изучение различных
нелинейных динамических явлений в этих системах.
Полезно перечислить несколько современных попу-
лярных тем исследований, связанных с обсуждае-
мыми вопросами.

• Электрически управляемые динамические
трехмерные локализованные возмущения
ориентации нематического директора (дирек-
троны).

• Классическая динамика доменных стенок
(кинков), разделяющих стабильные и неста-
бильные конфигурации директора. Здесь
естественным образом возникает несколько
интересных вопросов, требующих полного
набора нелинейных динамических уравнений.

• Динамические переходы между изотропной и
нематической жидкокристаллическими фаза-
ми в неравновесных системах, управляемые
внешним переменным электрическим полем
(см., например, [43]).

• Эффекты анизотропного вязкого течения, со-
здаваемые в жидких кристаллах вращающи-
мися коллоидными частицами (см. сказаное
выше о предположении об одном изотропном
коэффициенте вязкости при сдвиге и недав-
нюю публикацию [44]).

• Роль дефектов (дисклинации в поле директо-
ра и гидродинамические вихри при сдвиговом
течении нематика, см. [45]).

Во всех перечисленных случаях неустойчивость
вызывается либо внешним электрическим полем
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(которое влияет на систему через диэлектрическую
анизотропию, флексоэлектрическую связь или, в
смектике, через так называемый электроклинный
эффект [46,47]), либо внешним потоком. В этих слу-
чаях выше порогов неустойчивочти поведение систе-
мы контролируется нелинейными эффектами.

Для количественного исследования некоторых
задач с использованием полученных уравнений,
необходимо выполнить три дальнейших шага:
(1) линеаризовать и решить линейные уравнения;
(2) включить нелинейные слагаемые, относящиеся к
интересующему режиму неустойчивости в конкрет-
ной рассматриваемой задаче;
(3) решить соответствующий нелинейный набор
уравнений.

К сожалению, практически невозможно объеди-
нить эти три этапа в одной работе. Кроме того,
это требует значительных численных расчетов, по-
скольку для описания более или менее реалистичной
ситуации необходимо решить набор связанных урав-
нений Флоке в многопараметрическом фазовом про-
странстве. Мы откладываем эти шаги, работа над
которыми ведется сейчас, для дальнейших публи-
каций.

Финансирование. Все соавторы, а именно
Е.И.К., А.Р.М. и сотрудники В.В.Л. и Е.С.П. Лабо-
ратории «Современная гидродинамика», созданной
в рамках гранта Министерства науки и высшего
образования РФ 075-15-2019-1893 в ИТФ им. Л.Д.
Ландау РАН, внесли равнозначный вклад в пред-
ставленную работу. Работа Е.И.К. была поддержана
Государственным заданием № 0029-2021-0003 ИТФ
им. Л.Д. Ландау РАН. Работа А.Р.М. была поддер-
жана государственным заданием FMME-2022-0008
(N. 122022800364-6). Работа сотрудников Лаборато-
рии «Современная гидродинамика», В.В.Л. и Е.С.П.
по выводу нелинейных динамических уравнений
для жидкокристаллических мезофаз поддержа-
на грантом РНФ № 23-72-30006, а их работа по
вычислению скобок Пуассона была поддержана
Государственным заданием № 0029-2021-0003.

ПРИЛОЖЕНИЕ A.
ВЫЧИСЛЕНИЕ СКОБОК ПУАССОНА

Здесь мы приводим вывод некоторых выраже-
ний для скобок Пуассона, необходимых для постро-
ения нелинейных уравнений, представленных в ста-
тье. Заметим, что данные выражения являются уни-
версальными [20, 21], т. е. не зависят от конкретной
формы гамильтониана (энергии системы). Нам нуж-

ны скобки Пуассона, включающие электромагнит-
ные степени свободы. Полученные в этом Приложе-
нии выражения полезны также, чтобы сформулиро-
вать нелинейные реактивные уравнения, описываю-
щие динамику нематического директора.

A1. Векторные поля

Рассмотрим гамильтонову динамику для систе-
мы, описываемой канонически сопряженными век-
торными полями p,q. Гамильтониан системы запи-
сывается в виде

H =

ˆ
dV H(p,q, ∂iq). (56)

Канонические уравнения для полей p,q записыва-
ются в виде

∂tp = −δH
δq

= −∂H
∂q

+ ∂i
∂H

∂(∂iq)
, (57)

∂tq =
δH
δp

=
∂H

∂p
. (58)

Эти уравнения могут быть записаны как

∂tp = {H,p}, ∂tq = {H,q}, (59)

где {. . . , . . . } обозначают скобки Пуассона. Ненуле-
вые скобки Пуассона для канонически сопряженных
полей p,q равны

{pi(r), qk(x)} = δikδ(r− x). (60)

Подставляя в уравнение (59) выражение (60), мы
воспроизводим уравнения (57), (58).

Уравнения (57), (58) приводят к следующему
уравнению для канонической плотности импульса:

∂t(−p∂iq) + ∂kΠik = 0, (61)

Πik =

(
p
∂H

∂p
−H

)
δik +

∂H

∂(∂kq)
∂iq. (62)

В общем случае тензор напряжений (62) не явля-
ется симметричным. Следовательно, закон сохране-
ния момента импульса, основанный на канонической
плотности импульса, не выполняется автоматиче-
ски. Чтобы преодолеть эту трудность, мы исполь-
зуем вращательную инвариантность H :

ǫikn

[
pk
∂H

∂pn
+ qk

∂H

∂qn
+ ∂jqk

∂H

∂(∂jqn)
+

+∂kqj
∂H

∂(∂nqj)

]
= 0. (63)
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Отсюда мы получаем

ǫiknΠkn = −ǫikn∂t(pkqn)− ǫikn∂j
[
qk

∂H

∂(∂jqn)

]
. (64)

Используя (64) и стандартное соотношение

ǫiknǫnjl = δijδkl − δilδkj ,

уравнение (61) можно переписать как

∂t(−p∂iq) +
1

2
∂k(Πik +Πki)+

+
1

2
∂k(Πik −Πki) = 0 , (65)

где

∂k(Πik −Πki) = ∂k(ǫiknǫnjlΠjl) =

= −∂t∂k(piqk−pkqi)−ǫiknǫnjl∂k∂m
[
qj

∂H

∂(∂mql)

]
.

(66)

Последний член в уравнении (66) всегда можно пе-
реписать как производную симметричного тензора,
используя тождество

∂k∂jMkji = ∂k∂j

[
Mkji −

1

2
ǫkji(ǫpqsMpqs)−

−ǫkjsǫqlsMqil

]
. (67)

Можно легко проверить, что комбинация в квадрат-
ных скобках в уравнении (67) инвариантна относи-
тельно перестановки i↔ k. Следовательно, уравне-
ние (65) может быть переписано как

∂t [−p∂iq+ ∂k(pkqi)]− ∂kTik = 0, (68)

где тензор напряжений Tik симметричен.
Таким образом, мы приходим к выводу, что

для векторных полей правильным выражением для
плотности импульса является

Ji = −p∂iq+ ∂k(pkqi). (69)

Помимо канонического вклада, выражение (69) со-
держит дополнительный член, характеризующий
векторные поля. Используя соотношение (60), мож-
но вывести из уравнения (69) выражение

{Jk(r), Ji(x)} = Ji(r)∂kδ(r− x) + ∂iδ(r− x)Jk(x),

совпадающее с уравнением (18), тем самым подтвер-
ждая его универсальность.

С использованием соотношения (60), из выраже-
ния (69) выводятся следующие выражения для ско-
бок Пуассона:

{Ji(r), pk(x)} = pk(r)∂iδ(r− x)−
− δik∂nδ(r− x)pn(x) , (71)

{Ji(r), qk(x)} = −∂iqkδ(r− x) +

+ ∂kδ(r− x)qi(x), (72)

{Ji(r), bk(x)} = bk(r)∂iδ(r− x)−
− δik∂jδ(r− x)bj(x), (73)

где b = ∇× q. Из уравнений (71), (72) для единич-
ных векторов получается

{
Ji(r),

pk
p
(x)

}
= −

(
∂i
pk
p

)
δ(r− x)−

−∂nδ(r− x)

[
pn
p

(
δik −

pi
p

pk
p

)]
, (74)

{
Ji(r),

qk
q
(x)

}
= −

(
∂i
qk
q

)
δ(r− x) +

+∂jδ(r− x)

[(
δjk −

qj
q

qk
q

)
qi
q

]
, (75)

где выражения в квадратных скобках являются
функциями x. Отметим, что выражения (74) и (75),
полученные для векторных полей, совпадают с вы-
ражениями, найденными Воловиком для идеальных
стержней и дисков, вмороженных в течение жидко-
го кристалла [34].

A2. Электромагнитное поле

Мы начнем с бездиссипативных динамических
уравнений для электромагнитного поля в лагранже-
вой формулировке. Удобно использовать калибров-
ку Вейля, в которой как электрическое поле E, так
и поле магнитной индукции B, выражаются только
через векторный потенциал A:

E = −1

c
∂tA, B = ∇×A. (76)

Плотность лагранжиана L зависит от E,B, т. е. от
производных векторного потенциала A, в соответ-
ствии с уравнением (76). Плотность лагранжиана L
связана с плотностью внутренней энергии U с помо-
щью преобразования Лежандра:

U =
1

4π
D0E− L, D0 = 4π

∂L

∂E
. (77)

Таким образом, гамильтониан (энергия системы) за-
писывается как

H =

ˆ
dV U(D0,B, . . . ), (78)

dU =
1

4π
EdD0 +

1

4π
H0dB+ . . . , (79)

где точки обозначают другие переменные.
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Как можно получить из уравнений (77), (79),

dL =
1

4π
D0dE−

1

4π
H0dB+ . . . . (80)

Следовательно, переменная, канонически сопряжен-
ная A, равна

∂L

∂(∂tA)
= −D0

4πc
. (81)

Таким образом, мы приходим к следующему выра-
жению для скобки Пуассона:

{Ai(r), D0k(x)} = 4πcδikδ(r− x). (82)

Вычисляя ротор отношения (82), мы находим

{Bj(r), D0k(x)} = 4πc ǫjmk∂mδ(r− x), (83)

т. е. уравнение (8). Важно отметить, что получен-
ное нами выражение (82) для скобки Пуассона
{Ai(r), D0k(x)} совпадает с выражением, приведен-
ным Воловиком в работе [16], более того, оба выра-
жения (82) и (83) совпадают с выражениями для со-
ответствующих скобок Пуассона, приведенными Во-
ловиком в работе [17].

Теперь мы можем вывести канонические уравне-
ния для электромагнитного поля. Используя термо-
динамическое тождество (77) и выражение (83), мы
получаем уравнения Максвелла

∂tD0 = {H,D0} = c∇×H0, (84)

∂tB = {H,B} = −c∇×E. (85)

Заметим, что уравнение (85) является прямым
следствием соотношений (76). Можно найти вклад
в плотность импульса, связанный с электромаг-
нитным полем. Подставляя в выражение (69)
p = −(4πc)−1D0, q = A, получаем

Jem =
1

4πc
D0 ×B, (86)

где мы положили, что ∇D0 = 0. Данное условие
означает, что плотность свободных зарядов равна
нулю.

ПРИЛОЖЕНИЕ B.
ПРОВОДИМОСТЬ ПРИ КОНЕЧНОЙ

СКОРОСТИ

Нам неизвестны публикации с выводом про-
водимости для движущихся жидких кристаллов
(несмотря на то, что хорошо известно, как выпол-
нять такие расчеты). Таким образом, мы представи-
ли результаты таких расчетов в этом Приложении.

Одним из побочных результатов нашего расчета яв-
ляется то, что в достаточно сильном магнитном по-
ле электропроводность движущегося жидкого кри-
сталла зависит от магнитного поля даже в пределе
v ≪ c.

Перейдем к термодинамическому потенциалу:

Ũ = U − 1

4π
BH0, (87)

dŨ =
1

4π
E dD0 −

1

4π
B dH0 + . . . . (88)

Таким образом, производная по времени от плотно-
сти энергии равна

∂tŨ =
1

4π
E ∂tD0 −

1

4π
B ∂tH0 + . . . , (89)

где мы приводим электромагнитные слагаемые. Нас
интересует диссипативный вклад в ∂tŨ .

Если скорость v системы отлична от нуля, то со-
отношение между плотностью тока свободных заря-
дов и электрическим полем E имеет вид

ji = σik

(
Ek + ǫknm

vn
c
Bm

)
. (90)

Это является следствием того факта, что векто-
ры E,B и векторы D,H могут быть представле-
ны как компоненты четырехмерных антисиммет-
ричных тензоров второго порядка при условии, что
плотность заряда равна нулю [31]. Аргументы, сто-
ящие за уравнением (90), основаны на инвариантно-
сти Лоренца и восходят к Минковскому (1907 г.). Ве-
личина (90) представляет собой кинетический (дис-
сипативный) вклад в −∂tD0/(4π). Интересно отме-
тить, что второе слагаемое в уравнении (90) может
быть существенно даже при v/c ≪ 1, если B ≫ E.
Аналогичные аргументы приводят к выводу, что
диссипативный вклад в производную намагничен-
ности ∂tH0i/(4π) равен

ǫilj
vl
c
σjk

(
Ek + ǫknm

vn
c
Bm

)
. (91)

Из уравнений (88), (90), (91) находим, что

R =
1

4π
σij

(
Ei + ǫink

vn
c
Bk

)(
Ej + ǫjml

vm
c
Bl

)

+ . . . , (92)

где R/T — скорость производства энтропии. Таким
образом, единственное отличие по сравнению со схе-
мой, представленной в основном тексте, заключает-
ся в замене E→ E′, где

E′ = E+
v

c
×B (93)

(ср. с [31], уравнение (63.1)). Подчеркнем, что соот-
ношения, выведенные в разделе, верны при произ-
вольной скорости v.

140



ЖЭТФ, том 164, вып. 1 (7), 2023 Нелинейная электро-гидродинамика жидких кристаллов

ЛИТЕРАТУРА

1. Bing-Xiang Li, V. Borshch, Rui-Lin Xiao,
S. Paladugu, T. Turiv, S. V. Shiyanovskii, and
O. D. Lavrentovich, Electrically Driven Dynamic

Three-Dimensional Solitons in Nematic Liquid

Crystals, Nat. Com. 9, 2912 (2018).

2. Bing-Xiang Li, Rui-Lin Xiao, S. Paladugu,
S. V. Shiyanovskii, and O. D. Lavrentovich, Three-

Dimensional Solitary Waves with Electrically

Tunable Direction of Propagation in Nematics,
Nat. Com. 10, 3749 (2019).

3. Bing-Xiang Li, Rui-Lin Xiao, S. V. Shiyanovskii,
and O. D. Lavrentovich, Soliton-Induced Liquid

Crystal Enabled Electrophoresis, Phys. Rev. Res. 2,
013178 (2020).

4. Y. Shen and I. Dierking, Dynamics of Dissipative

Solitons in Nematics, Soft Matter 16, 5325 (2020).

5. Y. Shen and I. Dierking, Dynamics of Electrically

Driven Solitons in Nematic and Cholesteric Liquid

Crystals, Commun. Phys. 3, 1 (2020).

6. Y. Shen and I. Dierking, Electrically Driven

Formation and Dynamics of Swallow-Tail Solitons

in Smectic A Liquid Crystals, Mater. Adv. 2, 4752
(2021).

7. Y. Shen and I. Dierking, Electrically Driven

Formation and Dynamics of Skyrmionic Solitons

in Chiral Nematics, Phys. Rev. Appl. 15, 054023
(2021).

8. Y. Shen and I. Dierking, Annealing and Melting of

Active Two-Dimensional Soliton Lattices in Chiral

Nematic Films, Soft Matter 18 7045 (2022).

9. S. Aya and F. Araoka, Kinetics of Motile Solitons

in Fluid Nematics, Nat. Com., 11, 3248 (2020).

10. T. Dauxois and M. Peyrard, Physics of Solitons,
Cambridge University Press, Cambridge, England
(2006).

11. S. P. Novikov, S. V. Manakov, L. P.Pitaevskii, and
V. E. Zakharov, Theory of Solitons: The Inverse

Scattering Method, Springer, New York (1984).

12. Dissipative Solitons, in Lecture Notes in Physics,
ed. by N. Akhmediev and A. Ankiewicz, 661, 1
Springer, Berlin (2005).

13. S. K. Turitsyn, N. N. Rozanov, I. A. Yarutkina,
A. E. Bednyakova, S. V. Fedorov, O. V. Shtyrina,
and M. P. Fedoruk, Dissipative Solitons in Fiber

Lasers, Phys. Usp. 59, 642 (2016) [UFN 186, 713
(2016)].

14. Y. L. Qiang, T.J.Alexander, and C.M. de Sterke,
Phys. Rev. A 105, 023501 (2022).

15. P. G. de Gennes and J. Prost, The Physics of

Liquid Crystals, Clarendon Press, Oxford (1993).

16. G. E. Volovik and V. S. Dotsenko, The

Hydrodynamics of Defects in Condensed Matter

on Example of Rotating HeII and Disclinations in

Planar Magnets, ZhETF 78, 132 (1980) [JETP 51

65 (1980)].

17. G. E. Volovik, Dimensionless Physics:

Continuation, ZhETF 162, 680 (2022) [JETP
135, 663 (2022)].

18. P. J. Barratt and J .T. Jenkins, J. Phys. A 6, 756
(1973).

19. B. C. Snow and I. W. Stewart, J. Phys.: Condens.
Matter 33, 185101 (2021).

20. I. E. Dzyaloshinskii and G. E. Volovik, Poisson

Brackets in Condensed Matter Physics, Ann. of
Phys. 125, 67 (1980).

21. E. I. Kats and V. V. Lebedev, Fluctuational Effects

in the Dynamics of Liquid Crystals, Springer-
Verlag, New York (1993).

22. H.Stark and T. C. Lubensky, Poisson Bracket

Approach to the Dynamics of Nematic Liquid

Crystals: The Role of Spin Angular Momentum,
Phys. Rev. E 72, 051714 (2005).

23. H. Brand and H. Pleiner, Phys. Rev. A 37, 2736
(1988).

24. S. A. Pikin, Structural Transformations in Liquid

Crystals, Gordon and Breach Science Publishers,
New York (1991).

25. H. Pleiner and H. R. Brand, Hydrodynamics and

Electrohydrodynamics of Nematic Liquid Crystals,
in: Pattern Formation in Liquid Crystals, ed. by
A. Buka and L. Kramer, Springer, New York
(1996).

26. H. Pleiner, M.Liu, and H. R. Brand, Rheological
Acta 43, 502 (2009).

27. O. D. Lavrentovich, I. Lazo, and O. P. Pishnyak,
Nature 467, 947 (2010).

141



Е.С. Пикина, А.Р. Муратов, Е.И. Кац, В.В. Лебедев ЖЭТФ, том 164, вып. 1 (7), 2023

28. O. M. Tovkach, C. Calderer, D. Golovaty,
O. Lavrentovich, and N. J. Walkington, Electro-

Osmosis in Nematic Liquid Crystals, Phys. Rev. E
94, 012702 (2016).

29. T. Potisk, D.Svensek, H. R. Brand, H. Pleiner,
D. Lisjak, N. Osterman, and A. Mertelj, Phys. Rev.
Lett. 119, 097802 (2017).

30. T. Potisk, A. Mertelj, N. Sebastian, N. Osterman,
D. Lisjak, H. R. Brand, H. Pleiner, and D. Svensek,
Phys. Rev. E 97, 012701 (2018).

31. L. D.Landau and E. M.Lifshitz, Electrodynamics

of Continuous Media, Pergamon Press, London
(1984).

32. L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Mechanics,
Pegamon Press, London (1978).

33. A. N. Beris and B. J. Edwards, Thermodynamics

of Flowing Systems: with Internal Microstructure,
Oxford Engineering Science Series, Oxford (1994).

34. G. E. Volovik, JETP Letters 31, 273 (1980).

35. A. Earls and M.C. Calderer, Liquid Crystals 49,
742 (2022).

36. A. Krekhov, W. Pesch, N. Eber, T. Toth-Katona,
and A. Buka, Phys. Rev. E 77, 021705 (2008).

37. P. C. Martin, P. S .Pershan, and J. Swift, Phys.
Rev. Lett. 25, 844 (1970).

38. P. C. Martin, O. Parodi, and P. S. Pershan,
Unified Hydrodynamic Theory for Crystals, Liquid

Crystals, and Normal Fluids, Phys. Rev. A, 6, 2401
(1972).

39. L. D. Landau and E .M. Lifshitz, Theory of

Elasticity, Elsevier, Amsterdam (1986).

40. R. B. Meyer, Phys. Rev. Lett. 22, 918 (1969).

41. F. Brochard and P. G. de Gennes, Pramana, Suppl.
1, 1 (1975).

42. J. Prost and P. S. Pershan, J. of App. Phys. 47,
2298 (1976).

43. Jong-Hoon Huh, Phys. Rev. E 106, 014702 (2022).

44. Jun-Yong Lee, Jae Hoon Lee, B. Lev, and Jong-
Hyun Kim, Phys. Rev. E 106, 014706 (2022).

45. M.G. Clerc, M. Ferre, R. Gajardo-Pizarro, and V.
Zambra, Phys.Rev.E, 106, L012201 (2022).

46. I.-Ch. Khoo, Liquid Crystals, Wiley-Interscience,
New Jersey (2007)

47. L. M. Blinov, Structure and Properties of Liquid

Crystals, Springer, London (2011).

142



ЖЭТФ, 2023, том 164, вып. 1 (7), стр. 143–171 © 2023

СЦЕНАРИИ ПЛАВЛЕНИЯ ДВУМЕРНЫХ СИСТЕМ —
ВОЗМОЖНОСТИ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

В. Н. Рыжов*, Е. А. Гайдук, Е. Е. Тареева, Ю. Д. Фомин, Е. Н. Циок

Институт физики высоких давлений им. Л.Ф. Верещагина Российской академии наук

108840, Троицк, Москва, Россия

Поступила в редакцию 2 февраля 2023 г.,
после переработки 21 марта 2023 г.

Принята к публикации 21 марта 2023 г.

Обсуждаются современные теории плавления двумерных систем, базирующиеся в основном на представ-

лениях теории Березинского –Костерлица –Таулеса (БКТ) фазовых переходов в двумерных системах с

непрерывной симметрией. В настоящее время существуют три основных сценария плавления двумерных

кристаллов. Прежде всего, это теория Березинского – Костерлица – Таулеса –Хальперина –Нельсона –
Янга (БКТХНЯ), в рамках которой двумерные кристаллы плавятся посредством двух непрерывных

переходов типа БКТ с промежуточной гексатической фазой. При этом фазовый переход первого рода

также может реализоваться. Третий сценарий был недавно предложен Бернардом и Краусом (БК), в

рамках которого плавление также может происходить посредством двух переходов, при этом переход

кристалл-гексатическая фаза происходит как переход типа БКТ, а переход гексатическая фаза–изотроп-

ная жидкость — переход первого рода. В обзоре приведен критический анализ применяемых подходов

для определения параметров и вида перехода методами компьютерного моделирования.
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1. ВВЕДЕНИЕ

После появления основополагающих работ Бере-
зинского [1, 2], Костерлица и Таулеса (БКТ) [3–6]
(Нобелевская премия 2016 года) физика двумерных
систем получила мощный стимул к развитию. Те-
ория Березинского – Костерлица – Таулесса (БКТ)
нашла и продолжает находить применение при рас-
смотрении самых разных двумерных систем: сверх-

* E-mail: ryzhov@hppi.troitsk.ru

текучих и сверхпроводящих пленок, тонких магнит-
ных и жидкокристаллических пленок, систем джо-
зефсоновских контактов, двумерных систем ультра-
холодных атомов в оптомагнитных ловушках (см.,
например, [7–11]).

Отдельным и очень важным ответвлением тео-
рии БКТ является теория двумерного плавления,
развитая в конце 70-х в знаменитых работах Халь-
перина, Нельсона и Янга [12–14], в которых было
показано, что в отличие от случая трех измерений,
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где плавление всегда происходит посредством од-
ного перехода первого рода, в двух измерениях си-
стема может плавиться посредством двух непрерыв-
ных переходов типа БКТ. Причиной этого являют-
ся сильно развитые флуктуации в двумерной систе-
ме. Впоследствии было обнаружено, что существу-
ют еще два сценария двумерного плавления, кото-
рые будут подробно обсуждены в разд. 3.

Понимание процессов упорядочения в двумер-
ных системах имеет важное значение для широкого
круга различных физических направлений: фотони-
ки и электроники, физики мягкой материи, разра-
ботки новых материалов и биотехнологии, посколь-
ку знание фазового поведения открывает путь к со-
зданию систем с заданными свойствами. Несмотря
на многочисленные исследования в данном направ-
лении, остаются фундаментальные вопросы, связан-
ные в первую очередь с зависимостью фазового по-
ведения от конкретного вида взаимодействия между
частицами [8, 15–17].

Изучение так называемой мягкой материи (soft
matter), включающей растворы протеинов, полиме-
ры, коллоиды, пылевую плазму и т. д., в определен-
ной степени возобновило интерес к статистической
механике систем, описываемых достаточно просты-
ми изотропными эффективными потенциалами [15],
которые хорошо подходят для использования их в
рамках методов компьютерного моделирования. В
последние годы появилось большое количество экс-
периментальных и теоретических (в первую оче-
редь, связанных с использованием методов компью-
терного моделирования) работ, посвященных этим
вопросам [18–50].

Предсказание свойств этих систем возможно в
основном только с использованием эффективных
потенциалов, которые определяют структуру мяг-
кой материи, ее коллективную динамику и термо-
динамику. Фазовые диаграммы, полученные с помо-
щью эффективных потенциалов, могут качественно
отличаться от случая стандартных молекулярных
систем типа инертных газов. Простейшим эффек-
тивным потенциалом, сыгравшим большую роль в
понимании механизмов кристаллизации и плавле-
ния двумерных систем является потенциал твердых
дисков [51–76], однако даже для него результаты
носили крайне противоречивый характер, и только
в последнее время появились работы, внесшие яс-
ность в этот вопрос [75, 76].

Для качественного описания коллоидов, поли-
мерных глобул, звездообразных полимеров, исполь-
зуются различные феноменологические потенциа-
лы, включая потенциалы с отрицательной кривиз-

ной в области отталкивания (или потенциалы с мяг-
ким ядром — soft-core potentials) [15,33–35,37–40,78–
83], ограниченные потенциалы типа гауссовского по-
тенциала [84–86] или потенциала Герца [15,16,87–96].
Для этих систем фазовые диаграммы по сравнению
с фазовыми диаграммами для стандартных потен-
циалов типа потенциала Леннард-Джонса или твер-
дых и мягких дисков (потенциал вида 1/rn) кар-
динальным образом изменяются и усложняются —
появляется большое число новых кристаллических
фаз, максимумы и минимумы на кривой плавления,
стекольные состояния, а также аномальное поведе-
ние в жидкой фазе, которое соответствует хорошо
известным водоподобным аномалиям. В этом случае
в системах наблюдаются не только разнообразные
кристаллические фазы и аномалии в жидкой фазе,
но и удивительная возможность наблюдать различ-
ные сценарии плавления в различных областях фа-
зовой диаграммы.

Двумерное плавление наблюдается в целом ря-
де самых разнообразных физических систем, карди-
нально отличающихся друг от друга по физическим
свойствам и видам взаимодействий — вихревые ре-
шетки в тонких сверхпроводящих пленках [97–103],
решетки скирмионов в магнетиках [104–106], вода в
конфайнменте [107, 108], вихри в бозе-эйнштейнов-
ских конденсатах ультрахолодных атомов [109].

Вместе с тем зависимость сценариев двумерного
плавления от вида потенциала до конца не изуче-
на даже для такой, казалось бы, хорошо изученной
системы, как система с потенциалом типа Леннард-
Джонса, для которой остается большое количество
вопросов и противоречий, связанных со сценариями
плавления и типами фазовых переходов [110–122].

В предлагаемом обзоре мы обсуждаем наиболее
популярные в настоящее время модели плавления
двумерных систем, описываем существующие под-
ходы для определения параметров плавления и сце-
нариев плавления и иллюстрируем эти подходы на
примере потенциала мягких дисков и n–m-потенци-
ала, являющегося обобщением потенциала Леннард-
Джонса.

2. ТЕОРИЯ БЕРЕЗИНСКОГО – КОСТЕР-
ЛИЦА– ТАУЛЕССА (БКТ)

В работах Березинского, Костерлица и Тауле-
са [1, 4]) (см. также [8, 10]) было показано, что ква-
зидальний порядок в двумерных вырожденных си-
стемах, к которым относятся и двумерные кристал-
лы, разрушается в результате диссоциации связан-
ных топологических дефектов. Рассмотрим это бо-
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лее подробно на примере X–Y -модели [8]. Гамиль-
тониан модели имеет вид

H = −J
2

∑

〈i6=j〉

SiSj = −
J

2

∑

〈i6=j〉

cos(ωi − ωj) ≈

≈ J

2

ˆ
d2r (∇ω)2, (1)

где ωi — угол, определяющий направление вектора
Si по отношению к произвольной оси, i и j — бли-
жайшие соседи, J — обменный интеграл.

При низких температурах поведение системы
определяется гауссовскими флуктуациями. Пользу-
ясь теоремой о средних гауссовски распределенных
величин, находим

〈S(r)S(r0)〉 ∝
〈
ei(ω(r)−ω(r0))

〉
∝

∝
( |r− r0|

a0

)−kBT/2πJ

, (2)

где a0 — постоянная решетки. Таким образом, в си-
стеме существует квазидальний порядок, характе-
ризуемый степенным убыванием корреляций

〈S(r)S(r0)〉 ∝ r−η,

в то время как при высоких температурах существу-
ет экспоненциальное убывание корреляций

〈S(r)S(r0)〉 ∝ exp(−r/ξ)

(см., например, [124]). Механизм разрушения квази-
дальнего порядка был предложен в упоминавшихся
работах Березинского, Костерлица и Таулеса. Ими
было показано, что разрушение квазидальнего по-
рядка происходит посредством образования в систе-
ме свободных топологических дефектов — вихрей,
которые описываются уравнением

δH

δω
= J∇2ω = 0, (3)

решение которого имеет вид

ω = q arctg
y

x
, vq = ∇ω =

q

r
eϕ. (4)

Здесь x и y — координаты на плоскости, q — топо-
логический заряд вихря, при этом˛

(∇ω) dl = 2πq,

где интеграл берется по контуру вокруг вихря, eϕ —
единичный вектор в полярной системе координат с
началом в центре вихря, q = ±1,±2, .... Вихрь пред-
ставляет собой топологический дефект, который не
может быть преобразован в основное состояние, в
котором все спины направлены в одну сторону, по-
средством непрерывных вращений.

Температура перехода может быть определена из
простых энергетических соображений: энергия от-
дельного вихря получается из (1) и (4) и имеет вид

Eν =
J

2

L̂

0

2π

r
dr = Jπ ln

L

a
, (5)

где L — размер системы. Изменение свободной энер-
гии при появлении вихря равно

F = Eν − TS,
где

S = 2kB ln(L/a)

— энтропия вихря, которая пропорциональна лога-
рифму площади системы. Величина

F = (Jπ − 2kBT ) ln(L/a)

при
T > TBKT = πJ/2kB

становится отрицательной, так что появление вихря
становится энергетически выгодным.

Из уравнения (2) следует, что при T = TBKT кор-
реляционная функция имеет вид

〈S(r)S(0)〉 ∝ r−1/4.

Таким образом, в точке перехода значение показа-
теля степени для корреляционной функции η = 1/4.

Эта простая физическая картина, однако, не
является полностью физически адекватной, так
как связанные пары противоположно «заряжен-
ных» вихрей не разрушают квазидальний порядок
и имеют конечную энергию. Такие пары могут су-
ществовать при низких температурах. Приведенный
гамильтониан для подсистемы вихрей эквивалентен
гамильтониану двухкомпонентного двумерного ку-
лоновского газа [4, 7]:

Hc = −πJ
∑

i<j

q(ri)q(rj) ln
|ri − rj |

a
+ Ec

∑

i

q2(ri).

(6)
Гармоническое приближение, использованное при
выводе (6), неадекватно при малых r, поэтому введе-
на энергия ядра Ec, чтобы учесть вклад от области
малых r порядка диаметра ядра a; Ec играет роль
химического потенциала кулоновского газа.

Механизм перехода БКТ [1, 4] представляет со-
бой диссоциацию разреженного газа вихревых пар,
при этом необходимо учесть экранирование куло-
новского потенциала за счет термически возбужден-
ных пар. Диссоциация происходит при температуре,
при которой диэлектрическая постоянная системы
расходится.

10 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Теория БКТ включает в себя ренормгрупповое
рассмотрение эффектов экранировки. Теория пред-
сказывает непрерывный переход из низкотемпера-
турной фазы, характеризуемой квазидальним по-
рядком, в высокотемпературную неупорядоченную
фазу. При этом величина K = J/kBT перенормиру-
ется в точке перехода TBKT к универсальному пре-
дельному значению, которое затем скачком обраща-
ется в нуль. Уравнения, описывающие перенорми-
ровку параметров системы в окрестности перехода,
были получены в работе [4], однако из-за не вполне
корректного приближения их не удалось правильно
решить. Неточность была исправлена в работе Ян-
га [125], в результате чего была получена система
ренормгрупповых уравнений, имеющая в настоящее
время хорошо известный вид [7, 10, 124–126]:

dy(l)

dl
= (2− πK(l, T ))y(l), (7)

dK−1(l, T )

dl
= 4π3y2(l), (8)

где l = ln(r/a), y — фугитивность. Решение уравне-
ний (7), (8) обсуждалось неоднократно (см., напри-
мер, [7, 10, 124]), поэтому мы не будем останавли-
ваться на этом детально. Заметим только, что эти
уравнения справедливы при y ≪ 1. Учитывая, что
y ∝ e−Ec/kBT , можно заключить, что они соответ-
ствуют случаю большой энергии ядра топологиче-
ского дефекта. Это очень важное обстоятельство, к
обсуждению которого мы вернемся ниже. В резуль-
тате решения системы (7), (8) плоскость y−K−1 раз-
бивается на три области, в первой из которых при
l → ∞ величина y → 0, а K−1(l, T ) стремится к ко-
нечной перенормированной величине, которая опре-
деляется начальными значениями K−1

0 (l = 0, T ), за-
висящими от температуры. Температура перехода
TBKT определяется как максимальная температура,
при которой перенормированное значение K−1(l, T )

остается конечным при l → ∞. При T = TBKT и
l →∞ получаем соотношение

K(l→∞, TBKT ) =
Jr(l→∞, TBKT )

kBTBKT

=
2

π
, (9)

где Jr — перенормированное значение обменно-
го интеграла. Следует отметить, что температура
перехода, полученная с помощью метода ренорм-
группы, формально совпадает с температурой, вы-
численной выше из простых энергетических сооб-
ражений, с заменой константы связи на ее пере-
нормированное значение. Физический смысл пере-
нормировки достаточно прост — при увеличении
l = ln(r/a) пропадает влияние вихрей, связанных в

пары, и из перенормированного гамильтониана ис-
чезает часть, соответствующая топологическим де-
фектам. В результате, в этой области существует
квазидальний порядок. Обе оставшиеся области фа-
зовой диаграммы в плоскости (y,K−1) характери-
зуются тем, что при любых начальных значениях
y0(l, T ) и K−1

0 (l, T ) обе величины обращаются в бес-
конечность при l→∞.

Выше TBKT корреляционная функция спадает
экспоненциально, при этом корреляционная дли-
на экспоненциально расходится при приближении к
температуре перехода сверху [7, 10]:

ξ ∝ exp
const

|T − TBKT |1/2
. (10)

Уравнения (7), (8) были выведены Костерли-
цем [126] (см. также работу Янга [125]) в рамках
модели двумерного кулоновского газа. Позже они
были перевыведены стандартными методами кван-
товой теории поля в работах [127–129] с использова-
нием представления статистической суммы двумер-
ного кулоновского газа через теорию поля с гамиль-
тонианом в форме синус-Гордон [7]. В работе [129]
было получено следующее приближение в разложе-
нии по малым параметрам y и 2− πK(l, T ).

Существенной особенностью перехода БКТ яв-
ляется тот факт, что производные свободной энер-
гии любого порядка справа и слева от точки пере-
хода совпадают [7], т. е. в соответствии с классифи-
кацией Эренфеста это непрерывный переход беско-
нечного рода.

При учете флуктуаций в системе наблюдается
экспоненциальная расходимость изохорной теплоем-
кости CV (T ) [130], при этом сингулярная часть теп-
лоемкости в окрестности точки перехода имеет вид

Csing
V (T ) ∝ ξ−2. (11)

Из уравнений (11) и (10) видно, что этой расходи-
мости соответствует очень узкий и высокий пик, по-
этому ни в реальном, ни в компьютерном экспери-
менте ее невозможно обнаружить [130]. Схематиче-
ское поведение CV (T ) для X–Y -модели показано на
рис. 9.4.3 в [130]: CV (T ) имеет ненаблюдаемую суще-
ственную особенность при TBKT и неуниверсальный
зависящий от модели максимум выше TBKT , связан-
ный с энтропией, высвобождаемой при диссоциации
связанных пар топологических дефектов (вихрей).

Как уже упоминалось, ренормгрупповые уравне-
ния справедливы при больших значениях энергии
ядра дефекта Ec. В то же время при малых значени-
ях Ec поведение системы качественно изменяется —
непрерывный БКТ-переход превращается в переход
первого рода [7, 78–80, 131]. Это свойство перехода
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БКТ играет существенную роль при описании дву-
мерного плавления.

В разложении косинуса в уравнении (1) мы огра-
ничились первым порядком по (∇ω)2. В то же время
безвихревые флуктуации должны перенормировать
J за счет ангармонизмов вида (∇ω)n. Рассмотрим,
например, ангармонизм вида (∇ω)4, следуя мето-
дам, описанным в книге Паташинского и Покров-
ского [124]. Представим приближенно (∇ω)4 в виде
〈(∇ω)2〉(∇ω)2. В этом случае измененный гамильто-
ниан для поля ω примет вид

Heff =
J

2
(1− c〈(∇ω)2〉)

ˆ
d2r (∇ω)2, (12)

где c — некоторая константа. Вычисляя 〈(∇ω)2〉 с
помощью гамильтониана (1), получим

〈(∇ω)2〉 = T

J

ˆ
d2k

k2

k2
∝ T

J
. (13)

Таким образом, получается линейная по темпера-
туре поправка к перенормированному обменному
интегралу ∝ −T/J . В принципе, подобным обра-
зом можно вычислить и следующие поправки, од-
нако, как отмечено в [124], получающийся ряд бу-
дет асимптотическим, и разложение неприменимо в
окрестности перехода.

Чтобы обойти эту трудность, в [124] был предло-
жен вариационный подход, базирующийся на рас-
смотрении квадратичного гамильтониана

H0 = ρs
J

2

ˆ
d2r (∇ω)2, (14)

где ρs — вариационный параметр. Вариационная
свободная энергия системы имеет вид

Fvar = 〈H〉0 − TS0, (15)

где H — точный гамильтониан системы (1), усред-
нение проводится по ансамблю Гиббса с гамильто-
нианом H0, S0 — энтропия системы с гамильтониа-
ном H0. После минимизации Fvar получается урав-
нение для ρs:

ρs = exp(−θ/ρs), (16)

где θ = T/(4J). При θ = 0 величина ρs = 1. Уравне-
ние (16) всегда имеет тривиальное решение ρs = 0.
При θc = exp(−1) появляется ненулевое решение.
Оказалось [124], что при температуре T = TBKT

вклад ангармонизмов в ρs численно мал.
В первые годы после появления работ Березин-

ского [1, 2] и Костерлица и Таулеса [3, 4] интерес к
теории был не очень высок. Ситуация изменилась
после того, как Костерлиц и Нельсон [132] приме-
нили теорию БКТ к описанию фазового перехода в
пленке сверхтекучего гелия.

Сверхтекучая пленка описывается гамильтониа-
ном, совпадающим по форме с (1), с заменой J на
~
2ρs(T )/m

2, гдеm — масса атома 4He, ρs(T ) — плот-
ность сверхтекучей компоненты. Из уравнения (9)
получаем, что для пленки сверхтекучего гелия отно-
шение сверхтекучей плотности к температуре пере-
хода, найденное теоретически Костерлицем и Нель-
соном [132], оказалось комбинацией мировых посто-
янных, не зависящим от толщины пленки:

ρs(TBKT )

kBTBKT

=
2m2

π~2
= 3.491 · 10−9 г · см−2 ·К−1. (17)

Теория БКТ является статической. Динамиче-
ский вариант теории был вскоре разработан [133,
134] и использован для подтверждения эксперимен-
том уравнения (17) [135–137]. Интересно отметить,
что фазовый переход БКТ комбинирует черты скач-
кообразности и дискретности: энтропия, площадь и
даже теплоемкость изменяются непрерывно, но по-
перечная жесткость (сверхтекучая плотность) пада-
ет скачком до нуля. В настоящее время эксперимен-
тальное изучение БКТ-перехода в бозе-конденсатах
сосредоточено в первую очередь на исследовании
сверхтекучих состояний, включая поведение вих-
рей, в двумерных системах ультрахолодных атомов
в экстремально анизотропных квазидвумерных оп-
томагнитных ловушках (см., например, [138–141]).

Сверхпроводящие пленки также обладают
непрерывной симметрией параметра порядка и в
определенном смысле аналогичны сверхтекучим
пленкам. В них также квазидальний порядок
разрушается в результате диссоциации пар вихрь–
антивихрь (БКТ-переход). Следует заметить, что
в работе [4] ошибочно утверждалось, что в тонкой
сверхпроводящей пленке образование связанных
пар вихрь–антивихрь невозможно из-за того, что
взаимодействие между вихрями на большом рас-
стоянии ведет себя как 1/r, в то время как для
БКТ-перехода нужно логарифмическое возраста-
ние потенциала взаимодействия. Применимость
теории БКТ для сверхпроводящих пленок впер-
вые обсуждалась в работе [142]. Для бесконечной
сверхпроводящей пленки толщиной d и имеющей
объемную глубину проникновения λB(T ) энергия
взаимодействия между вихрями ведет себя лога-
рифмически при r ≪ Λ(T ) = 2λB(T )/d и как 1/r

при r ≫ Λ [143, 144]. Λ(T ) может рассматриваться
как эффективная глубина проникновения для
перпендикулярного к плоскости пленки магнитного
поля. Можно ожидать, что БКТ-переход может
происходить, если Λ(T ) превышает размер пленки,
что может быть достигнуто как уменьшением
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толщины пленки, так и увеличением степени бес-
порядка в системе, как впервые было отмечено
в [142]. Отсюда можно заключить, что в сверхпро-
водящей пленке фазовый переход в строгом смысле
отсутствует, так как свободные вихри существуют
в сверхпроводящей пленке при всех T > 0.

Энергия взаимодействия двух вихрей, располо-
женных в точках ri и rj , имеет вид [143]

Φ(rij) =
ϕ2
0

8πΛ

[
H0

(rij
Λ

)
− Y0

(rij
Λ

)]
,

Φ(rij) ≈ −
ϕ2
0

4π2Λ
ln
(rij
Λ

)
, rij ≪ Λ, (18)

Φ(rij) ≈
ϕ2
0

4π2rij
, rij ≫ Λ,

H0 — функция Струве и Y0 — функция Неймана.
Поправки к этой энергии за счет малой, но конеч-
ной толщины пленки, получены в работе [144]. Ес-
ли ограничиться логарифмическим взаимодействи-
ем, которое имеет место при rij ≪ Λ, как это было
сделано в работе [142], по аналогии со сверхтекучи-
ми пленками получаем из (18) приближенное выра-
жение для температуры БКТ-перехода:

kBTBKT =
ϕ2
0

16π2

1

Λ(TBKT )
, (19)

где φ0 = hc/(2e) — квант потока, при этом ока-
залось, что в случае сверхпроводников с приме-
сями TBKT ниже критической температуры БКШ
Tc. Статистическая механика системы, описываемой
потенциалом (18), может быть построена в рамках
кольцевого приближения, хорошо известного из фи-
зики плазмы [8, 145–150]. При T > 0 сверхпроводя-
щая пленка всегда имеет конечную плотность сво-
бодных вихрей. Эти свободные вихри ответственны
за диссипацию энергии и вызывают «хвост» сопро-
тивления в области низких температур, при этом
фазовый переход отсутствует, а имеет место резкий
кроссовер при температуре, определяемой уравне-
нием (19). Имеется большое количество эксперимен-
тальных работ, в которых рассматривается поведе-
ние тонких сверхпроводящих пленок из различных
сверхпроводящих материалов на основе приближе-
ний, соответствующих уравнению (19) [151–156].

3. СЦЕНАРИИ ДВУМЕРНОГО ПЛАВЛЕНИЯ

3.1. Теория плавления

Березинского – Костерлица – Таулесса –Халь-

перина –Нельсона – Янга (БКТХНЯ)

Еще в первоначальных работах Березинский [1],
а также Костерлиц и Таулесс [4] отметили, что

двумерный кристалл должен плавиться посред-
ством диссоциации дислокационных пар, которые
в данном случае являются топологическими де-
фектами. При наличии квазидальнего трансляци-
онного порядка эти дефекты хорошо определены.
Это наблюдение было положено в основу наибо-
лее популярной теории двумерного плавления —
теории Березинского – Костерлица – Таулеса –Халь-
перина – Нельсона – Янга (БКТХНЯ). Кристалличе-
ская решетка характеризуется двумя видами нару-
шенной симметрии — трансляционной и вращатель-
ной, которым соответствуют два разных параметра
порядка и, соответственно, два типа топологических
дефектов — дислокации и дисклинации, при этом
дислокация может быть представлена в виде дис-
клинационного диполя (рис. 1). Наличие двух пара-
метров порядка и, соответственно, двух видов топо-
логических дефектов наводит на мысль, что плав-
ление двумерного кристалла в изотропную жид-
кость может происходить посредством двух перехо-
дов. Рассмотрим более подробно механизм плавле-
ния, положенный в основу теории БКТХНЯ.

Рис. 1. Дислокация как дисклинационный диполь. Знач-

ки «+» и «−» обозначают частицы с числом ближайших

соседей, равным 7 и 5 [8]
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Квазидальний периодический трансляционный
порядок разрушается за счет диссоциации дисло-
кационных пар и появления свободных дислокаций
(которые играют роль вихрей в X–Y -модели), что
приводит к обращению в нуль модуля сдвига µ. Га-
мильтониан, описывающий систему дислокаций в
треугольном кристалле, имеет вид [8, 12, 14]

Hdis = −a
2
0K

8π

M∑

i6=j

{
b(ri)b(rj) ln

rij
a
−

− (b(ri)rij)(b(ri)rij)

r2ij

}
+ Ec

M∑

i=1

b2(ri), (20)

где Ec — энергия ядра дислокации, a0 — период
рассматриваемой треугольной решетки, b — вектор
Бюргерса, модуль Юнга K дается уравнением

K =
4µ(µ+ λ)

2µ+ λ
. (21)

Здесь µ и λ — коэффициенты Ламе [4,8,12–14]. Ко-
эффициент Ламе λ связан с объемным модулем

B = (dP/dρ)T = µ+ λ.

Гамильтониан (20) аналогичен гамильтониану дву-
мерного кулоновского газа (6) с той только разни-
цей, что вместо скалярного «заряда» q(r) появля-
ется вектор Бюргерса b(r), поэтому систему, опи-
сываемую этим гамильтонианом, иногда называют
векторным кулоновским газом.

Диссоциация дислокационных пар, приводящая
к плавлению при температуре Tm и являющаяся
аналогом диссоциации вихрь–антивихрь при стан-
дартном переходе БКТ, происходит при условии [4,
12, 14]

kBTm =
Ka20
16π

. (22)

Как и в случае стандартного перехода БКТ,
необходимо учесть перенормировку модулей упруго-
сти за счет связанных дислокационных пар. Ренорм-
групповые уравнения для модуля Юнга треугольно-
го кристалла имеют вид [13, 14]:

dK∗−1(l)

dl
=

3π

4
y2(l)e

K∗(l)
8π ×

×
(
2I0

(
K∗(l)

8π

)
− I1

(
K∗(l)

8π

))
, (23)

dy(l)

dl
=

(
2− K∗(l)

8π

)
y(l) +

+ 2πy2(l)e
K∗(l)
16π I0

(
K∗(l)

8π

)
, (24)

где

K∗ =
a20K

kBT
,

l — масштабная переменная, I0 и I1 — модифициро-
ванные функции Бесселя. Предел бесконечной си-
стемы соответствует l = ∞. Неперенормированный
модуль Юнга K (l = 0) и фугитивность

y(l = 0) = exp(−Ec/kBT )

служат начальными условиями для системы урав-
нений (23) и (24).

Температура перехода Tm дается уравнени-
ем (22), в котором учтена перенормировка упругих
коэффициентов за счет наличия в системе связан-
ных дислокационных пар, понижающих упругость
системы.

Характеризующая квазидальний трансляцион-
ный порядок корреляционная функция плотность-
плотность GT (r) имеет вид [12, 13]

GT (r) ∝ r−ηT (T ), (25)

где показатель ηT ниже температуры плавления Tm
имеет значения

ηT (T ) 6 1/3, (26)

ηT (Tm) = 1/3 соответствует неустойчивости кри-
сталлической фазы по отношению к диссоциации
дислокационных пар. Как и в случае X–Y -модели,
пик теплоемкости имеет место выше Tm, при этом
форма пика зависит от вида системы. Неравен-
ство (26) играет принципиально важную роль для
определения сценария плавления и параметров пе-
рехода. В связи с этим следует подчеркнуть, что со-
отношение (26) строго справедливо только для плав-
ления треугольной решетки, которая описывается
теорией БКТХНЯ.

В то же время нетреугольные кристаллические
структуры были обнаружены в работах по компью-
терному моделированию двумерных систем, напри-
мер, в системах с потенциалами с двумя простран-
ственными масштабами [15, 82, 93, 157–162], а так-
же в воде [33, 163]. В работах [78–80, 164, 165] было
показано существование квадратных кристаллов, в
работах [164, 165] была также обнаружена гексаго-
нальная структура. Решетка Кагоме была найдена
в [33, 166]. В ряде публикаций сообщалось о воз-
можности существования в двух измерениях ква-
зикристаллических структур [82, 167–169]. Точные
ренормгрупповые уравнения типа (23) и (24) для
нетреугольных структур отсутствуют даже для про-
стейшего случая квадратной решетки, в связи с
этим возможен только приближенный анализ сце-
нариев плавления, базирующийся на использова-
нии неравенства (26). При этом вывод соответству-
ющих ренормгрупповых уравнений остается доста-
точно важной теоретической задачей.
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Поскольку в двумерном кристалле кроме ква-
зидальнего трансляционного порядка существует
дальний ориентационный порядок, то, как замети-
ли Хальперин и Нельсон [12, 13], жидкость выше
точки диссоциации дислокационных пар оказывает-
ся неизотропной. Они нашли, что диссоциация дис-
локационных пар не полностью разрушает дальний
ориентационный порядок, а только превращает его в
квазидальний [8]. Получающаяся в результате новая
фаза была названа «гексатической» по аналогии с
жидкими кристаллами, однако в отличие от жидких
кристаллов, она реализуется в системах с изотроп-
ными потенциалами. В рамках достаточно грубой
аналогии гексатическую фазу можно представить
как упорядоченную систему шестиугольных класте-
ров, состоящих из молекулы и ее шести ближайших
соседей. При этом корреляционная функция ори-
ентационного параметра порядка для системы ше-
стиугольников спадает с расстоянием по степенному
закону (квазидальний ориентационный порядок). В
гексатической фазе существуют свободные дисло-
кации, поэтому ее модуль сдвига равен нулю, т. е.
она представляет собой жидкость с элементами упо-
рядочения. Дислокацию можно представить в виде
связанной пары двух дисклинаций (рис. 1). Гексати-
ческая фаза превращается в обычную изотропную
жидкость в результате следующего перехода БКТ
посредством диссоциации дисклинационных пар.

Хальперин и Нельсон [13] предложили рассмат-
ривать в качестве феноменологического ориентаци-
онного параметра порядка для треугольной решет-
ки величину

ψ(r) = e6iϑ(r), (27)

где ϑ(r) — ориентация связи между двумя ближай-
шими соседями по отношению к некоторой фиксиро-
ванной оси. Квазидальний порядок при температу-
ре выше Tm характеризуется степенным убыванием
корреляций:

G6(r) ∝ r−η6(T ). (28)

Для описания длинноволновых флуктуаций в
анизотропной жидкости Хальпериным и Нельсоном
был введен феноменологический гамильтониан, ана-
логичный гамильтониану X–Y -модели [13]:

HA =
1

2
KA(T )

ˆ
d2r (∇ϑ(r))2, (29)

где константа Франка KA(T ) связана с η6 соотноше-
нием

η6(T ) =
18kBT

πKA(T )
. (30)

Диссоциация дисклинационных пар происходит
при Ti > Tm. Уравнение для определения Ti имеет
вид

kBTi =
πKA(Ti)

72
, (31)

при этом η6(Ti) = 1/4. Это значение показателя со-
ответствует температуре неустойчивости гексатиче-
ской фазы по отношению к образованию свободных
дисклинаций, приводящих к появлению изотропной
жидкости.

Представленная теория носит название теории
БКТХНЯ. В рамках этой теории двумерный кри-
сталл должен плавиться посредством двух непре-
рывных переходов типа БКТ с промежуточной гек-
сатической фазой.

Теория БКТХНЯ долгое время была наиболее
популярной и породила большое количество как экс-
периментальных, так и теоретических работ, осно-
ванных на компьютерном моделировании [8], вклю-
чая такие экзотические системы, как система вих-
рей в тонких сверхпроводящих пленках [97–101] и
скирмионная решетка [104–106]. В настоящее время
можно с достаточной степенью уверенности, опира-
ясь как на эксперимент, так и на компьютерное мо-
делирование [170], утверждать, что системы с даль-
нодействующим взаимодействием (например, куло-
новское или диполь-дипольное взаимодействие, мяг-
кие диски 1/rn с показателем n 6 6) плавятся в со-
ответствии со сценарием БКТХНЯ.

3.2. Плавление двумерных решеток

посредством перехода первого рода

В то же время стандартный переход первого ро-
да также может реализоваться. Возможный меха-
низм перехода первого рода, вызванного появлени-
ем границ зерен и соответствующим резким ростом
числа свободных дислокаций, который происходит
прежде диссоциации дислокационных пар и соответ-
ствующего перехода БКТ, был предложен в работе
Чуи [171] (см. также [8, 17]). Граница зерна пред-
ставляет собой коллективное возбуждение дислока-
ций, являющееся «струной» дислокаций (см. рис. 2).
Появление границы зерна приводит к вращению од-
ной части кристалла по отношению к другим. Бес-
конечные параллельные границы зерен взаимодей-
ствуют посредством короткодействующего потенци-
ала [17, 171], что приводит к тому, что плавление
происходит в соответствии со сценарием, отличным
от БКТХНЯ. Были рассчитаны свободные энергии
возможных конфигураций малоугловых границ зе-
рен в приближении малой плотности границ зе-
рен и дислокационных пар, при этом не рассмат-

150



ЖЭТФ, том 164, вып. 1 (7), 2023 Сценарии плавления двумерных систем. . .

Рис. 2. Малоугловая граница зерна, состоящая из линии

дислокаций [17]

ривалась перенормировка энергии ядра дислокации
и упругих констант. В результате Чуи пришел к
выводу, что до перехода БКТХНЯ происходит пе-
реход первого рода вне зависимости от величины
энергии ядра дислокации, однако при энергии ядра
Ec/ > E∗

c > 2.84kBTm, где Tm — температура дис-
социации дислокационных пар (22), переход перво-
го рода становится близким к непрерывному, но без
гексатической фазы. Вычисления в работе [171] ба-
зируются на предположении, что расстояние s меж-
ду дислокациями в границах зерен мало по срав-
нению с расстояниями z между самими границами
зерен. Для Ec > E∗

c это приближение перестает ра-
ботать и расстояние s становится большим, поэтому
предсказание о переходе первого рода при Ec > E∗

c

вызывает сомнения. Кроме того, следует отметить,
что в представленной теории не рассматривается
размер ядра дислокации. Скорее всего, теория Чуи
справедлива для Ec < E∗

c , однако при более высо-
ких значениях энергии ядра дислокации справедли-
ва теория БКТХНЯ. В работе [172] методом Монте-
Карло была рассмотрена так называемая огрублен-
ная модель Лапласа, в рамках которой удалось по-
казать, что при больших значениях энергии ядра
дислокации имеет место сценарий БКТХНЯ, в то
время как при Ec < E∗

c — переход первого рода.

Рис. 3. Положительная (s = +1) и отрицательная (s = −1)

дисклинации [8])

Кристалл также может плавиться посредством
одного перехода первого рода, при котором проис-
ходит диссоциация дисклинационных комплексов и
появление в системе свободных дисклинаций. Сво-
бодная дисклинация приводит к повороту части
кристалла по отношению к другим (см. рис. 3), что
полностью разрушает как квазидальний трансля-
ционный порядок, так и ориентационный порядок.
Гамильтониан системы дислокаций и дисклинаций
имеет вид [173]

Hdisl–disc =
π

18

N∑

i6=j

sisj

{
K

8
r2ij ln

rij
a

}
+Ed

N∑

i=1

s2i +

+
a0K

12

M∑

i=1

N∑

j=1

sjǫmnbn(ri)(ri − rj)m

(
ln
rij
a

+ C
)
−

−a
2
0K

8π

M∑

i6=j

{
b(ri)b(rj) ln

rij
a
− (b(ri)rij)(b(ri)rij)

r2ij

}
+

+ Ec

M∑

i=1

b2(ri), (32)

где Ed и Ec — энергии ядер дисклинаций и дисло-
каций, rij = ri − rj , K дается уравнением (21).
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Первые два члена описывают энергию взаи-
модействующих дисклинаций, третий — взаимо-
действие дислокаций с дисклинациями, послед-
ние два — энергию взаимодействия дислокаций
(см. (20)). Можно показать, что энергия заданной
конфигурации дисклинационных и дислокационных
зарядов конечна лишь при выполнении условий

∑

j

sj = 0,
∑

j

rjsj = 0,
∑

j

b(rj) = 0. (33)

Благодаря экранированию при наличии свобод-
ных дисклинаций взаимодействие между дисклина-
циями становится короткодействующим [173,174],

Udisc–disc ∝ exp(−r/ξ).
Радиус экранирования имеет вид [173]

ξ =
1

2

(
π2Km0

9kBT

)1/4
. (34)

Здесь m0 — плотность свободных дисклинаций.
При наличии дисклинации поле смещений на

больших расстояниях имеет вид u ∝ R lnR, поэтому
фаза, в которую переходит кристалл, оказывается
полностью разупорядоченной. Считая, что в жид-
кой фазе нет дислокаций, получим уравнение для
радиуса экранирования ξ [173, 174]:

Φ(x) = xϑ − z exp
(
−Q/x2

)
= 0, (35)

где
ϑ = 4 +

πKa20t
2

144kBT
, Q =

π2Ka20t
2

576kBT
,

z =
π2Ka20t

4

72
√
3kBT

exp

(
− Ed

kBT

)
exp

[
−πKa

2
0t

2(1− C)
144kBT

]
,

C ≈ 0.577 — постоянная Эйлера, x = r0/ξ, t = r0/a0.
Вид функции Φ(x) для нескольких значений приве-
денной энергии ядра дисклинации

E′
d =

16πEd

a20K
и температуры

T ∗ =
16πkBT

a20K

приведен на рис. 4.
Уравнение (35) всегда имеет решение x = 0, соот-

ветствующее кристаллической фазе. Легко видеть,
что нетривиальное решение впервые возникает при
условии

Φ′(x) = 0. (36)

Из уравнений (35) и (36) получаем выражение
для скачка корреляционной длины ξ, связанной с
плотностью свободных дисклинаций при переходе:

x2 = 2Q/ϑ. (37)

Рис. 4. Вид функции Φ(x) для нескольких значений при-

веденной энергии ядра дисклинации E′
d = 16πEd/(a

2
0K) и

температуры T ∗ = 16πkBT/(a
2
0K)

Таким образом, дисклинационное плавление
происходит как переход первого рода.

В коэффициенты уравнения (35) входят энергия
ядра дисклинации Ed и относительный размер ядра
t, при этом поведение системы существенно зависит
от этих величин.

Подставляя (37) в (35), получим уравнение для
определения температуры перехода:

exp

(
− Ed

kBT

)
=

=

(
2Q

ϑ

)ϑ/2
eϑ/2

72
√
3kBT

π2Ka20t
4
×

× exp

{
πKa20t

2(1 − C)
144kBT

}
. (38)

Из уравнения (38) следует, что температура пе-
рехода растет с ростом Ed и при некотором E∗

d

превышает температуру дислокационного перехо-
да (22). Таким образом, при Ed < E∗

d плавле-
ние происходит как переход первого рода, при
Ed > E∗

d — как дванепрерывных перехода. Подста-
вив (22) в (38), получим уравнение для определения
E∗

d как функции t. Положив t = 1.0, получим из (38)
E∗

d = 1.13. Таким образом, получаем критическое
значение энергии ядра дислокации E∗

c ≈ 2E∗
d = 2.26,

что качественно совпадает с полученным в рабо-
те [171] результатом (см. также [17,172]).

Важность величины энергии ядра дефекта для
определения типа перехода отмечалась в многочис-
ленных работах (см., например, [172] и обзор [17])
по моделированию двумерного плавления. К сожа-
лению, однозначной величины энергии ядра дефек-
та для реалистической модели взаимодействующих
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частиц там получено не было. В рамках метода
функционала плотности в теории кристаллизации
было показано, что сценарий плавления зависит от
вида межмолекулярного потенциала [175–183], одна-
ко детальное описание зависимости сценариев дву-
мерного плавления от вида потенциала в большин-
стве случаев требует использования методов ком-
пьютерного моделирования [8, 15].

3.3. Сценарий Бернарда и Крауса (БК)

В 2011 году появилась статья Бернарда и Крау-
са [75], получившая развитие в работах [76,170,185–
188], в которой методами компьютерного моделиро-
вания было рассмотрено плавление двумерной си-
стемы твердых дисков и был предложен еще один
сценарий, в соответствии с которым переход из кри-
сталла в гексатическую фазу является непрерыв-
ным переходом типа БКТ, в то время как гексатиче-
ская фаза переходит в изотропную жидкость в ре-
зультате перехода первого рода. Авторы предложи-
ли быстрый алгоритм метода Монте-Карло [184], ко-
торый был применен к набору систем, число частиц
в которых меняется от N = 2562 до N = 10242. Рас-
сматриваемые системы достаточно велики, а учиты-
вая, что была применена экстремально длительная
термализация, можно надеяться, что полученные
результаты верны для равновесной системы в тер-
модинамическом пределе. Предложенный сценарий
получил экспериментальное подтверждение в рабо-
те [71], в которой исследовалось поведение жестких
коллоидов, заключенных между прозрачными пла-
стинами, расположенными под небольшим углом,
что позволило смоделировать изменение локальной
плотности в системе.

В связи с этим следует сделать следующее заме-
чание. Изучение плавления двумерных систем име-
ет долгую историю и началось еще с первоначаль-
ных работ Олдера и Вайнрайта [51–54], в которых
рассматривалась система твердых дисков. При этом
в большинстве работ авторы приходили к выводу,
что плавление данной системы происходит как пе-
реход первого рода [8, 55–66]. Вместе с тем следует
упомянуть работу [67], авторы которой с использо-
ванием метода Монте-Карло пришли к выводу, что
система плавится посредством одного непрерывно-
го перехода без гексатической фазы. По-видимому,
причины расхождений связаны трудностями с до-
стижением истинного термодинамического равнове-
сия и недостаточностью размера системы. В этой
связи следует упомянуть работы классика компью-
терного моделирования Курта Биндера [63, 68], в
первой из которых обнаружен переход первого рода

в твердых дисках, а во второй с использованием мо-
лекулярного моделирования и метода ренормгруп-
пы плавление этой системы описывается как непре-
рывный переход без гексатической фазы. Причина
противоречий состоит, скорее всего, в том, что раз-
мер системы и время моделирования были недоста-
точны для того, чтобы приблизиться к равновесно-
му термодинамическому пределу. Следует также за-
метить, что, как показано в [71, 75, 76], ширина об-
ласти существования гексатической фазы в системе
твердых дисков настолько мала, что ее трудно за-
метить на фоне двухфазной области при переходе
первого рода. В следующем разделе мы вернемся к
обсуждению данного вопроса.

В определенном смысле переход первого рода
из гексатической фазы в изотропную жидкость яв-
ляется контринтуитивным. Фазовый переход в си-
стеме, описываемой гамильтонианом (29), в двух и
трех измерениях в приближении среднего поля яв-
ляется непрерывным переходом, поэтому тот факт,
что исчезновение квазидальнего порядка происхо-
дит посредством перехода первого рода, вызыва-
ет удивление. В настоящее время отсутствует одно-
значная последовательная теория перехода перво-
го рода гексатик–изотропная жидкость. Вероятный
механизм состоит в том, что переход БКТ может
стать переходом первого рода при уменьшении энер-
гии ядра топологического дефекта [7,8,131,145–147],
однако последовательный расчет энергии ядра дис-
клинации на данный момент отсутствует, что не поз-
воляет прогнозировать характер перехода в зависи-
мости от вида межмолекулярного потенциала.

В настоящее время можно с достаточной степе-
нью уверенности, опираясь как на эксперимент, так
и на компьютерное моделирование [8, 170], утвер-
ждать, что системы с дальнодействующим взаимо-
действием (например, кулоновское или диполь-ди-
польное взаимодействие, мягкие диски 1/rn с пока-
зателем n 6 6) плавятся в соответствии со сцена-
рием БКТХНЯ, в то время как переход в системе
мягких дисков с n > 6 происходит в соответствии с
описанным выше сценарием БК.

Следует заметить, что в данный момент нет чет-
ких теоретических критериев, позволяющих одно-
значно определить, исходя из вида потенциала, по
какому сценарию пойдет плавление. При этом сле-
дует учесть тот факт, что теория БКТХНЯ, как и
компьютерное моделирование мягких дисков [170,
188] и эксперименты с двумерными твердыми сфе-
рами [186], относилась к треугольной кристалличе-
ской решетке. Однако в последнее время были обна-
ружены двумерные системы с квадратными и более
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сложными решетками, для исследования сценари-
ев плавления которых существующие теории могут
быть применены только условно. Более того, как об-
суждалось в [81, 188, 189], случайный пиннинг спо-
собен изменить сценарий плавления и превратить
переход первого рода в двухстадийное плавление с
непрерывным переходом из кристалла в гексатиче-
скую фазу и переходом первого рода из гексатиче-
ской фазы в изотропную жидкость. Таким образом,
изучение связи между формой межчастичного по-
тенциала и существованием гексатической фазы яв-
ляется интересной задачей, которая пока далека от
однозначного решения.

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ
ДВУМЕРНОГО ПЛАВЛЕНИЯ МЕТОДАМИ
КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для определения границ фазовых переходов
применяется несколько взаимодополняющих мето-
дов. Прежде всего рассчитывается уравнение состо-
яния. На рис. 5а, б, в представлены уравнения состо-
яния, соответствующие описанным выше сценариям
плавления.

В случае переходов первого рода на уравнениях
состояния должны наблюдаться петли Майера – Ву-
да [190] — аналоги петель Ван дер Ваальса (рис. 5а),
из которых с помощью построения Максвелла мож-
но определить границы перехода. Вид петель Май-
ера – Вуда зависит от числа частиц в системе. При
увеличении числа частиц петли сглаживаются и в
термодинамическом пределе вместо петли оказыва-
ется прямая линия, совпадающая с линией перехода,
получаемой из построения Максвелла. В принципе,
петли Майера – Вуда наблюдаются не только в слу-
чае перехода первого рода, но и в случае стандарт-
ного непрерывного перехода типа перехода в дву-
мерной модели Изинга [65], однако поведение петель
при увеличении числа частиц в этих случаях разли-
чается. Для перехода первого рода петля находится
в области сосуществования и обусловлена свободной
энергией интерфейса ∆F . При заданной плотности
свободная энергия поверхности раздела на частицу,
∆f = ∆F/N , может быть вычислена путем инте-
грирования уравнения состояния [65, 75, 76]. В двух
измерениях она масштабируется как ∆f ∝ 1/

√
N .

Напротив, для непрерывного перехода ∆f затуха-
ет быстрее, так что ∆F постоянна, т. е. ∆f ∝ N−1,
и уравнение состояния становится монотонным при
достаточно больших размерах системы [65]. Мас-
штабирование ∆f в зависимости от размера систе-
мы для больших размеров системы является надеж-
ным индикатором фазового перехода первого ро-

да [77]. Базируясь на этом различии, авторы сце-
нария БК доказывали, что они наблюдают переход
первого рода. Однако в этом рассмотрении не учи-
тывается принципиальное различие перехода в дву-
мерной модели Изинга и перехода БКТ.

Следует отметить, что существует некоторое
недопонимание термина непрерывный переход при
обсуждении поведения уравнения состояния в слу-
чае перехода первого рода и непрерывного перехо-
да. Чтобы сравнить поведение систем с переходом
первого рода и непрерывным переходом, авторы [65]
рассмотрели поведение системы жестких дисков и
модели Изинга и попытались применить результаты
исследования перехода в двумерной модели Изинга
для интерпретации результатов компьютерного мо-
делирования двумерного плавления. В этой статье
было проанализировано поведение петель Майера –
Вуда для перехода в модели Изинга и системы жест-
ких дисков и получена представленная выше зави-
симость от числа частиц. Однако при этом не учи-
тывалась принципиальная разница между перехо-
дом второго рода в модели Изинга и переходом БКТ.
В двух пространственных измерениях теорема Мер-
мина – Вагнера строго показывает, что в двумерных
системах с непрерывной симметрией дальний по-
рядок не может существовать при любой конечной
температуре, в отличие от двумерной модели Изин-
га. Например,X–Y -модель не может иметь упорядо-
ченную фазу при низкой температуре, как у двумер-
ной модели Изинга. В двумерных системах с непре-
рывной симметрией, как обсуждалось во Введении,
имеется непрерывный БКТ-переход, однако по срав-
нению с непрерывным переходом второго рода в мо-
дели Изинга переход БКТ является переходом бес-
конечного рода, т. е. по обе стороны от перехода про-
изводные бесконечного порядка от термодинамиче-
ского потенциала равны друг другу, что делает пе-
реход более «плавным» по сравнению со стандарт-
ным переходом второго рода [7]. БКТ-переход про-
исходит в результате диссоциации пар топологиче-
ских дефектов (вихрей в случае X–Y -модели, дис-
локаций в случае двумерного перехода кристалл–
гексатическая фаза и дисклинаций для перехода
гексатическая фаза–изотропная жидкость). Появле-
ние единственного свободного топологического де-
фекта качественно меняет поведение корреляцион-
ной функции параметра порядка от степенного к
экспоненциальному затуханию. В частности, сво-
бодная дислокация делает модуль сдвига двумерно-
го кристалла равным нулю. В этом случае отсут-
ствуют границы фаз, которые создают петли Майе-
ра – Вуда в случае перехода второго рода в конечной
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системе, например, в двумерной модели Изинга, по-
этому в случае БKT-перехода петля Майера – Вуда
вообще невозможна. Это приводит к тому, что для
сценария плавления БКТХНЯ уравнение состояния
должно быть монотонным, без каких-либо петель и,
в принципе, почти без явного изгиба (см. рис. 5б).
Как уже было сказано выше, увеличение числа час-
тиц в случае перехода первого рода действительно
делало петли более плоскими и незначительно из-
меняло размер двухфазной области, но не устраня-
ло петли Майера – Вуда [64, 75, 76]. В то же время в
случае сценария БКТХНЯ изменение числа частиц
может незначительно изменить количественные ха-
рактеристики перехода плавления, но не может из-
менить качественную форму уравнения состояния.

Уравнения состояния весьма надежно отражают
область сосуществования двух фаз, но не дают ин-
формацию о сценарии перехода. Для определения
точных границ гексатической фазы и кристалла сле-
дует использовать подход, связанный с дальнодей-
ствующим поведением ориентационных и трансля-
ционных корреляционных функций параметров по-
рядка [78–82, 93]. Как обсуждалось выше (см. так-
же [13]), граница устойчивости гексатической фазы
может быть определена из условия равенства по-
казателя степени ориентационной корреляционной
функции (ОКФ) G6(r) (28) η6 = 1/4, в то время как
трансляционная корреляционная функция (ТКФ)
GT (r) при переходе кристалл–гексатик также убы-
вает степенным образом (25) с показателем, равным
ηT = 1/3. На рис. 5 схематически показано положе-
ние границ устойчивости для различных сценари-
ев. В случае перехода первого рода (см. рис. 5а) эти
границы устойчивости оказываются внутри двух-
фазной области, в то время как в случае сцена-
рия БК (рис. 5в) граница устойчивости для перехода
гексатик–изотропная жидкость попадает в двухфаз-
ную область, в то время как граница БКТ-перехода
кристалл–гексатик находится в области стабильно-
сти твердого тела, что приводит к существованию
гексатической фазы.

Область существования гексатической фазы
обычно довольно узкая, что делает ее изучение
методами компьютерного моделирования доволь-
но затруднительным. В то же время в реальных
экспериментах по исследованию двумерного плав-
ления рассматриваемые системы, как правило,
содержат случайные поля различной природы —
вмороженные короткодействующие и дальнодей-
ствующие примеси, случайный рельеф подложки,
пиннингующая случайная сила, обязанная своим
происхождением неоднородности подложки.

а

б

в

Рис. 5. Типичные уравнения состояния, соответствующие

описанным в тексте сценариям двумерного плавления.

Стрелками указаны границы устойчивости кристалличе-

ской и гексатической фаз, полученные из анализа пове-

дения корреляционных функций трансляционного и ори-

ентационного параметров порядка. а) Типичное уравнение

состояния для перехода первого рода. Границы перехода

определяются из построения Максвелла. б) Уравнение со-
стояния в случае сценария БКТХНЯ. На уравнении состоя-

ния отсутствуют петли Майера – Вуда. в) Уравнение состо-

яния, соответствующее сценарию плавления БК. Границы

перехода гексатик–изотропная жидкость определяются из

построения Максвелла
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В работах Нельсона [191,192], а затем в последу-
ющих исследованиях [43,44,193–195] было показано,
что введение беспорядка, действующего на частицы,
по-разному должно действовать на трансляцион-
ный и ориентационный порядки. Очевидно, что да-
же небольшой беспорядок должен сильно нарушать
расположение частиц по узлам решетки, в то же вре-
мя ориентация векторов, направленных на ближай-
ших соседей, не должна значительно меняться от
наличия точечных дефектов, поэтому трансляцион-
ный порядок должен достаточно легко разрушать-
ся беспорядком, в то время как влияние беспоряд-
ка на ориентационный порядок должно быть незна-
чительным. В результате температура перехода из
кристалла в гексатическую фазу должна понижать-
ся, в то время как температура перехода из гексати-
ческой фазы в изотропную жидкость должна быть
практически неизменной, что приводит к увеличе-
нию области существования гексатической фазы за
счет уменьшения области кристалла. В этом случае
даже возможна ситуация, когда переход первого ро-
да трансформируется в два перехода в соответствии
со сценарием БК [81,94, 189].

Наличие ориентационного и трансляционного
упорядочения в системе оценивается из изучения по-
ведения соответствующих параметров порядка и их
корреляционных функций.

Для оценки степени ориентационного упорядоче-
ния применяется параметр порядка, имеющий вид

Ψ6(ri) =
1

n(i)

n(i)∑

j=1

ei6θij , (39)

где θij — угол между вектором rij , соединяющим i-ю
и j-ю частицы и произвольной осью. Сумма прово-
дится по всем ближайшим соседям i-й частицы n(i).
Соседи определяются по построению Вороного.

Кроме локального параметра порядка Ψ6(ri)

можно ввести еще глобальный параметр ψ6, кото-
рый является средним по системе от Ψ6(ri):

ψ6 =
1

N

〈∣∣∣∣∣
∑

i

Ψ6(ri)

∣∣∣∣∣

〉
. (40)

Трансляционное упорядочение в системе опреде-
ляется из параметра порядка

ψT =
1

N

〈∣∣∣∣∣
∑

i

eiGri

∣∣∣∣∣

〉
, (41)

где ri — радиус-вектор i-й частицы, а G вектор об-
ратной решетки.

Трансляционная корреляционная функция име-
ет вид

GT (r) =
〈exp(iG(ri − rj))〉

g(r)
, (42)

где
r = |ri − rj |,

g(r) = 〈δ(ri)δ(rj)〉
— радиальная функция распределения. В кристал-
лической фазе без вмороженного беспорядка в пре-
деле r →∞ имеем

GT (r) ∝ r−ηT ,

где ηT 6 1/3 [13].
Похожим образом определяется и ОКФ G6(r):

G6(r) =
〈Ψ6(r)Ψ

∗
6(0)〉

g(r)
, (43)

где Ψ6(r) — локальный ориентационный параметр
порядка (39). В гексатической фазе ОКФ убывает
по степенному закону:

G6(r) ∝ r−η6 ,

где 0 6 η6 6 1/4 [13]. Гексатическая фаза те-
ряет свою стабильность при достижении условия
η6(Ti) = 1/4.

В присутствии пиннинга нами было обнаруже-
но [81], что огибающая ТКФ в логарифмических ко-
ординатах в зависимости от расстояния имеет из-
лом, после которого и применим критерий убыва-
ния ТКФ степенным образом с показателем, равным
ηT = 1/3 для определения границы стабильности
кристалла при переходе в гексатическую фазу.

Описанные выше подходы для определения сце-
нариев и параметров плавления систем с конкрет-
ными потенциалами являются наиболее используе-
мыми в случае проведения исследований методами
компьютерного моделирования.

В качестве иллюстрации применения уравнений
ренормгруппы (23) и (24) рассмотрим плавление си-
стемы мягких дисков U(r) = ǫ(σ/r)12 [189] (далее ис-
пользуется приведенная плотность ρ∗ = ρσ2 и тем-
пература T ∗ = T/ǫ и звездочка в дальнейших выра-
жениях опускается). Эта система, как уже упомина-
лось выше [170], плавится в соответствии со сцена-
рием БК, т. е. происходит БКТ-переход из кристал-
ла в гексатик, а затем переход первого рода из гек-
сатика в изотропную жидкость. С помощью урав-
нений ренормгруппы можно определить параметры
первого перехода, что и было сделано в нашей рабо-
те [189]. Мы рассматривали методом молекулярной
динамики систему из 20000 частиц. Система моде-
лировалась в ансамбле NV T (число частиц N , объ-
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а б

Рис. 6. Корреляционные функции трансляционного GT и ориентационного G6 параметров порядка [189]. а) Корре-

ляционная функция ориентационного параметра порядка. Прямая линия соответствует условию η6 = 1/4. б) Корре-

ляционная функция трансляционного параметра порядка спадает по степенному закону. Прямая линия соответствует

условию ηT = 1/3

Рис. 7. Уравнение состояния рассматриваемой системы с

потенциалом мягких дисков 1/r12. Стрелками указаны гра-

ницы устойчивости кристаллической и гексатической фаз,
полученные из анализа поведения корреляционных функ-

ций трансляционного GT и ориентационного G6 парамет-

ров порядка. Границы перехода гексатик–изотропная жид-

кость определяются из построения Максвелла для наблю-

даемой петли Майера –Вуда. Представленная картина со-

ответствует сценарию плавления БК

ем V и температура T ) с использованием пакета
LAMMPS [196]. С учетом скейлинговых соотноше-
ний для систем с чисто степенными потенциалами
для расчета кривой фазового перехода достаточно
получить параметры перехода при одной темпера-
туре T = 1.0. На рис. 6 представлены корреляцион-
ные функции ориентационного G6 и трансляцион-
ного GT параметров порядка. Видно, что при вы-
соких плотностях ориентационная корреляционная
функция не затухает, что соответствует наличию

дальнего ориентационного порядка в системе. В то
же время трансляционная корреляционная функция
затухает по степенному закону при всех плотностях.
При низких плотностях как ориентационные, так и
трансляционные корреляционные функции демон-
стрируют экспоненциальное затухание, т. е. наблю-
дается изотропная жидкость. На рис. 7 представле-
но уравнение состояния рассматриваемой системы.
Построение Максвелла дает ρl = 0.998 для плотно-
сти изотропной жидкости при переходе жидкость–
гексатическая фаза и ρlh = 1.006 для плотности гек-
сатической фазы. Критическое значение показателя
трансляционной корреляционной функции ηT = 1/3

достигается при ρsh = 1.014. Эта плотность выше,
чем плотность перехода первого рода, полученная
с помощью построения Максвелла для петли Майе-
ра – Вуда (рис. 7). Предел устойчивости гексатиче-
ской фазы η6 = 1/4 достигается при ρh = 1.0 и
находится внутри петли Майера – Вуда. Эти плот-
ности хорошо согласуются с приведенными в [170]
величинами (ρl = 0.998, ρlh = 1.005, ρsh = 1.015).
На рис. 8 представлено поведение параметров по-
рядка (40) и (41). Заметим, что представленные на
рис. 8 параметры порядка не обращаются в нуль при
плотностях ниже точки соответствующего перехода,
что связано с конечностью используемых при мо-
делировании систем. Из представленных результа-
тов видно, что плавление рассматриваемой системы
происходит по сценарию БК.

Для определения параметров перехода крис-
талл–гексатическая фаза можно также использо-
вать уравнения, полученные из рассмотрения по-
ведения векторного кулоновского газа (20). Однако
для использования уравнения (22) и уравнений ре-
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Рис. 8. Ориентационный (ψ6) и трансляционный (ψT )

параметры порядка (40) и (41). Стрелка ρsh указыва-

ет границу устойчивости кристаллической фазы, полу-

ченную из анализа поведения корреляционной функции

трансляционного GT параметра порядка. Границы перехо-
да гексатик–изотропная жидкость (стрелки ρlh и ρliq) опре-

деляются из построения Максвелла для наблюдаемой пет-

ли Майера –Вуда. Представленная картина соответствует

сценарию плавления БК

нормгруппы (23) и (24) необходимы начальные усло-
вия для модуля Юнга (21) и фугитивности

y(l = 0) = exp(−Ec/kBT ),

Ec — энергия ядра дислокации.
Для вычисления модуля Юнга необходимо рас-

считать коэффициенты Ламэ λ и µ. Модуль сдвига
µ может быть вычислен с помощью метода, пред-
ложенного в [197]. В рамках этого метода система
подвергается деформации, при этом недиагональ-
ная компонента тензора напряжений Pxy пропорци-
ональна тензору деформации с коэффициентом про-
порциональности, равном модулю сдвига µ:

Pxy = µuxy +O(u2xy), (44)

где uxy — тензор деформаций. Коэффициент Ла-
ме λ может быть получен из объемного модуля
B = (dP/dρ)T :

B = (dP/dρ)T = µ+ λ. (45)

Энергию ядра дислокации можно оценить из
приближенного соотношения, которое определяет
вероятность обнаружения связанной пары дислока-
ций [198–200]:

pd =
16
√
3π2

K∗ − 8π
I0

(
K∗

8π

)
e

K∗

8π e
− 2Ec

kBT . (46)

Здесь I0 — модифицированная функция Бесселя,

K∗ = a20K/(kBT ), pd = ndp/N,

Рис. 9. Недиагональная компонента тензора напряжений

Pxy как функция тензора деформации uxy

где ndp — число дислокационных пар, N — число
частиц в системе.

На рис. 9 представлено поведение недиагональ-
ной компоненты тензора напряжений как функции
тензора деформации. Видно, что для сравнительно
высоких плотностей зависимость с высокой точно-
стью линейная, что объясняется тем, что при вы-
соких плотностях имеет место хороший кристалл,
который реагирует на сдвиг в соответствии с зако-
ном Гука. При понижении плотности и приближе-
нии к линии плавления линейная зависимость со-
храняется только для небольших деформаций, од-
нако этой области линейности оказывается доста-
точно для вычисления модуля Юнга, представлен-
ного на рис. 10. Рассчитанная с помощью данного

Рис. 10. Приведенный модуль Юнга K∗ = a20K/(kBT ) как

функция плотности ρ. Горизонтальная линия соответству-

ет равенству K∗ = 16π, определяющую плотность перехо-

да при заданой температуре (см. уравнение (22)
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Рис. 11. Энергия ядра дислокации Ec как функция плот-

ности ρ

модуля Юнга и уравнения (46) энергия ядра дис-
локации Ec как функция плотности приведена на
рис. 11. Заметим, что данная энергия заметно выше
обсуждавшейся в разд. 2.2 критической энергии яд-
ра дислокации, ниже которой можно ожидать плав-
ления системы посредством перехода первого рода.
Решения ренормгрупповых уравнений (23) и (24)
представлены на рис. 12. Из представленных реше-
ний видно, что переход происходит при плотности
ρ = 1.019811 ≈ 1.02. Это значение хорошо совпадает
с полученной в этой же статье из рассмотрения по-
ведения трансляционной корреляционной функции
GT величиной плотности, при которой происходит
переход ρsh = 1.014. В работе [170] для плотности
перехода приведено значение ρHS = 1.015 ± 0.005.
Таким образом расчет, использующий ренормгруп-
повые уравнения, дает достаточно надежные оцен-
ки для параметров перехода, однако этот подход
более трудоемкий, нежели использование уравне-
ния состояния и анализ поведения ориентационной и
трансляционной корреляционных функций. Вместе
с тем бывают ситуации, когда данный подход оказы-
вается необходим для подтверждения результатов,
полученных с помощью более простых методов [94].

Достаточно эффективным методом исследова-
ния фазовых переходов в различных системах в слу-
чае двух и трех измерений является метод, базирую-
щийся в первую очередь на конечно-размерном ана-
лизе кумулянтов Биндера, связанных с параметром
порядка и энергией [63, 68, 201–214]:

UL(T, ρ) = 1− 〈ψ
4
6〉L

3〈ψ2
6〉2L

, (47)

VL(T, ρ) = 1− 〈E
4〉L

3〈E2〉2L
, (48)

где ψ6 — ориентационный параметр порядка, E —
энергия и L — линейный размер рассматриваемой
системы. В случае обычного непрерывного перехо-
да (например, двумерной модели Изинга) кумулян-
ты (47) и (48) демонстрируют следующее поведе-
ние: вдали от критической точки в пределе беско-
нечной системы L → ∞ кумулянты имеют различ-
ные предельные значения выше и ниже температу-
ры перехода. Для конечных систем кумулянт (47)
имеет различную величину в зависимости от раз-
мера системы — чем меньше размер системы, тем
больше отклонение. Однако в точке фазового пере-
хода второго рода, в которой наблюдается степен-
ное поведение корреляционной функции параметра
порядка и, соответственно, масштабная инвариант-
ность этой функции, кумулянт UL приобретает уни-
версальное значение U∗

L, не зависящее от размера
системы [201, 202, 204]. В силу этого кумулянты UL

как функции температуры или плотности пересека-
ются в одной точке для разных значений L. В слу-
чае перехода первого рода было показано [213], что
кумулянты UL для различных L не пересекаются в
одной точке, которую можно было бы считать точ-
кой фазового перехода, однако расстояние между
точкой пересечения и точкой перехода уменьшается
в термодинамическом пределе. Под точкой перехо-
да в данном случае понимается точка в двухфазной
области, в которой фазы имеют одинаковый стати-
стический «вес» [215, 216]. В целом, полную карти-
ну определения рода фазовых переходов и расчета
критических температур можно получить, если од-
новременно провести тщательный анализ кумулян-
тов по параметру порядка и энергии. Кумулянты по
энергии не только позволяют доказать наличие фа-
зового перехода первого рода, но и дают много со-
путствующей информации [203,207–214].

В случае перехода БКТ в фазе с квазидальним
порядком корреляционные функции всегда имеют
степенное масштабно-инвариантное поведение (2), в
силу чего кумулянты для различных размеров си-
стемы должны собираться на одну линию крити-
ческих значений U∗

L. Пример подобного поведения
представлен в работах [205, 206], в которых была
рассмотрена ферромагнитная модель Поттса с ше-
стью состояниями на квадратной решетке. В систе-
ме имеется интервал температур, в котором суще-
ствует фаза, подобная X–Y -модели, при этом для
достаточно больших размеров системы в этом тем-
пературном интервале кумулянты U∗

L оказываются
на одной линии. Учитывая, что в гексатической фа-
зе также наблюдается степенное поведение ориен-
тационной корреляционной функции (28), представ-
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Рис. 12. Решения ренормгрупповых уравнений (23) и (24). Плотность перехода ρ = 1.019811 ≈ 1.02

ляется естественным применить этот подход для
определения границ гексатической фазы на фазо-
вой диаграмме. При этом нужно учитывать, что
«ширина» гексатической фазы довольно мала (см.,
например, [75, 76, 170, 189]). В работах [63, 68] была
предпринята попытка исследовать с помощью мето-
да кумулянтов возможность появления гексатиче-
ской фазы при плавлении системы твердых дисков,
однако полученные результаты оказались противо-
речивыми — в работе [63] утверждается, что систе-
ма плавится посредством одного фазового перехо-
да первого рода, в то время как в [68] авторы при-
шли к выводу, что система переходит из изотроп-
ной жидкости в гексатическую фазу посредством
непрерывного БКТ-перехода, однако авторы не бы-
ли уверены, что смогли достичь термодинамическо-
го равновесия и получить гексатическую фазу. Эти
результаты находятся в очевидном противоречии с
более поздними работами [75, 76], в которых рас-
сматривались системы гораздо большего размера и
проводилось очень длительное моделирование для
достижения термодинамического равновесия. Заме-
тим, что тем не менее метод кумулянтов может ока-
заться полезным при изучении возникновения гек-
сатической фазы, если рассмотреть систему при на-
личии случайного пиннинга. Известно, что введе-
ние беспорядка приводит к довольно значительному
уширению области гексатика на фазовой диаграм-
ме [8,81,188,189,191,192], в связи с чем при наличии

случайного беспорядка использование метода куму-
лянтов для определения границ гексатической фазы
может оказаться достаточно эффективным, однако
это пока задача для будущих исследований.

Следует также упомянуть использование моди-
фицированного критерия Линдемана для описания
плавления двумерных систем [22–24, 28, 217–219].
Знаменитый критерий плавления Линдемана [220]
утверждает, что плавление трехмерного кристалла
происходит, когда отношение γ квадратного корня
из среднеквадратичного смещения частицы из по-
ложения равновесия

√
〈u2〉 к межатомному расстоя-

нию в твердом теле a достигает порогового значения
(γ ≈ 0.1)

γ =

√
〈u2〉
a

≈ 0.1. (49)

Это самый старый и, по-видимому, наиболее широко
используемый метод приблизительной оценки пара-
метров плавления реальных и модельных систем.

Очевидно, что традиционный критерий Линде-
мана неприменим к двумерным кристаллам, по-
скольку, как уже обсуждалось в разд. 3, длинновол-
новые флуктуации плотности приводят к логариф-
мической расходимости среднеквадратичного сме-
щения с размером системы, что характерно для ква-
зидальнего кристаллического порядка. Достаточно
успешная попытка модифицировать критерий Лин-
демана для описания плавления двумерных систем
была предпринята в серии работ [217–219]. В ра-
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ботах [217, 218] в рамках самосогласованного при-
ближения были учтены ангармонизмы третьего и
четвертого порядков для системы мягких дисков
U(r) ∝ 1/rn для n = 1, . . . , 12 и рассчитаны темпера-
туры появления неустойчивостей кристаллических
решеток. Оказалось, что величина модифицирован-
ного параметра плавления

γ2D =
〈(ui − ui+1)

2〉
a2

,

где ui — смещение i-го атома, практически не за-
висит от n. С помощью моделирования методом
молекулярной динамики [219] было показано, что
γ2D практически не зависит от природы двумер-
ного классического кристалла. Для двумерных ди-
польных кристаллов и двумерных кристаллов Лен-
нард-Джонса γ2D = 0.12. Для двумерного электрон-
ного кристалла γ2D = 0.10 [219]. При этом значе-
ния γ2D различны в квантовой и классической обла-
стях [217, 218]. К сожалению, критерий Линдемана
является однофазным критерием, не учитывающим
термодинамику перехода, а величина γ2D не связа-
на с критерием, используемым в теории БКТХНЯ.
Попытка проследить эту связь была предпринята в
работах [24, 28].

5. ДВУМЕРНАЯ СИСТЕМА С
n–m-ПОТЕНЦИАЛОМ

Как обсуждалось выше, для чисто отталкива-
тельных потенциалов мягкость отталкивания кар-
динальным образом влияет на сценарии плавле-
ния, термодинамику и спектры возбуждений в дву-
мерных системах. Однако, насколько нам извест-
но, роль притяжения в сценариях плавления дву-
мерных систем систематически не изучалась. Си-
стемы с потенциалом Леннард-Джонса (ЛДж) бы-
ли одними из первых, которые рассматривались с
целью прояснения роли притяжения в двумерном
плавлении. При этом многие опубликованные ре-
зультаты по критической точке и сценарию двумер-
ного плавления ЛДж-кристаллов достаточно про-
тиворечивы [110–123]. В ранних работах сообща-
лось о различных сценариях плавления треуголь-
ного кристалла, включая два непрерывных перехо-
да с промежуточной гексатической фазой согласно
теории БКТХНЯ [110] и один переход первого ро-
да [110–116]. Благодаря росту вычислительных воз-
можностей моделирование больших систем (> 105

частиц) привело к новым результатам по двумерно-
му плавлению ЛДж-кристаллов и родственных си-
стем. Моделирование систем с последующим ана-
лизом их уравнения состояния и дальнодействую-

щей асимптотики трансляционной корреляционной
функции (ТКФ) (которая определяет предел устой-
чивости кристалла) позволило однозначно опреде-
лить сценарии плавления. Например, об изменении
сценария плавления сообщалось в работе [122], в ко-
торой авторы изучали двумерные системы частиц,
взаимодействующих посредством обобщенного по-
тенциала ЛДж с различными отталкивающими ча-
стями (∝ 1/r12 и ∝ 1/r64). В работе было показано,
что система плавится посредством фазового пере-
хода первого рода при низких температурах и через
два непрерывных БКТ-перехода (по теории БКТХ-
НЯ) при высоких температурах. Однако система
ЛДж при высоких температурах обычно считается
близкой к системе мягких дисков 1/r12, таким об-
разом можно ожидать, что в высокотемпературной
области фазовой диаграммы плавление должно про-
исходить в соответствии с БК-сценарием (см., одна-
ко, [123]).

В работе [117] было показано, что в двумерной
ЛДж-системе при высоких температурах наблю-
дается переход первого рода гексатик–жидкость и
непрерывный БКТ-переход кристалл–гексатик (БК-
сценарий), в то время как при низких температу-
рах система плавится посредством одного перехода
первого рода. Результаты моделирования двумер-
ной ЛДж-системы притягивающихся многоугольни-
ков [118] (квадраты, пятиугольники, и шестиуголь-
ники) показали, что при низких температурах, ко-
гда роль притяжения преобладает, все системы пла-
вятся посредством перехода первого рода за счет
подавления гексатической фазы. При высоких тем-
пературах мягкие диски плавятся в соответствии с
БК-сценарием, тогда как шестиугольники и квад-
раты плавятся в рамках теории БКТХНЯ с проме-
жуточными гексатической и тетратической фазами
соответственно. Сценарий плавления пентагонов не
меняется с повышением температуры и является пе-
реходом первого рода.

Здесь мы рассмотрим моделирование систе-
мы с обобщенным потенциалом ЛДж — n–m-
потенциалом (см. рис. 13) при постоянном n = 12 и
m = 6, 9 и 11:

Unm(r) =
ǫ

n−m
[
m
(σ
r

)n
− n

(σ
r

)m ]
, (50)

где n и m — показатели степени для отталкива-
ющей и притягивающей частей соответственно, и
σ и ǫ — масштаб длины и глубина потенциала. В
дальнейшем мы используем безразмерные величи-
ны r→ r/σ, T → T/ǫ.

Система состояла из 20000 частиц. Моделирова-
ние проводилось методом молекулярной динамики
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Рис. 13. n–m-потенциал при n = 12 и m = 6, 9 и 11. Rc —

радиус обрезания потенциала, используемый при модели-
ровании

в NV T -ансамбле в широком диапазоне плотностей
и температур (от T = 0.3 до T = 50.0) с использова-
нием пакета LAMMPS [196]. Плавление кристалла
в некоторых случаях исследовалось и для больших
систем N = 2562 и 5122 для более точного опреде-
ления границ двухфазной области.

Уравнения состояния (изотермы) для всех рас-
сматриваемых систем вели себя сходным образом и
имели особенности, которые в зависимости от тем-
пературы и плотности связаны с переходом газ–
жидкость или плавлением кристалла соответствен-
но. Это показано на рис. 14а дляm = 6: здесь на изо-
терме T = 0.45 видна широкая петля, свойственная
переходу газ–жидкость и узкая петля, связанная с
плавлением кристалла, тогда как только одна пет-
ля, связанная с плавлением кристалла, видна выше
критической точки для перехода газ–жидкость при
T = 1.0. Ниже тройной точки при T = 0.3 имеется
только одна широкая петля, соответствующая пе-
реходу газ–кристалл. Бинодали газ–жидкость были
рассчитаны с помощью построения Максвелла для
петель на изотермах в координатах P–V , при этом
критическая температура Tc ≈ 0.51 и температура
тройной точки Tt ≈ 0.4.

Было обнаружено, что с увеличением m (со-
ответствующем уменьшению радиуса дальнодей-
ствия притяжения) критическая температура пере-
хода газ–жидкость понижается, двухфазная область
сужается, сдвигаясь к низким плотностям, а отно-
шение между температурами критической и трой-
ной точек становится близким к единице при m = 11

(рис. 15).
Петля Майера – Вуда наблюдалась во всех рас-

смотренных системах при высоких температурах,
что свидетельствует о переходе первого рода. Одна-

а

б

в

Рис. 14. Уравнение состояния для двумерной n–m-

системы (m = 6). а) Изотермы системы с m = 6 ниже

(T = 0.3) и выше (T = 0.45) тройной точки и выше крити-

ческой точки T = 1.0. б) Изотерма T = 0.45 газ–жидкость

и изотерма T = 0.3 газ–кристалл при низких плотностях.
в) Изотерма T = 0.45 газ–жидкость и изотерма T = 0.3

газ–кристалл при высоких плотностях
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Рис. 15. Зависимости температур тройной и критической

точек от показателя притяжения m

ко, чтобы определить подходящий сценарий плав-
ления, нужно сравнить границы стабильности кри-
сталла и гексатической фазы с границами пет-
ли Майера – Вуда. Пределы устойчивости гекса-
тической и кристаллической фаз были получены
из асимптотического поведения корреляционных
функций ориентационного и трансляционного пара-
метров порядка соответственно. Пример эволюции
корреляционных функций на изотерме системы с
m = 6 при T = 3.0 представлен на рис. 16б, в. На
рис. 16а показано уравнение состояния при T = 3.0,
полученное путем усреднения по 20 независимым
репликам для системы c m = 6, состоящей из
N = 5122 частиц. Видна четко выраженная пет-
ля Майера – Вуда, присущая переходам первого ро-
да. Петля очень гладкая, что позволяет определить
границы двухфазной области с высокой точностью
(ρ = 1.010–1.0206) с помощью правила Максвелла.

Анализируя корреляционные функции на
рис. 16б и 16в, можно видеть, что петля соответ-
ствует двухфазной области гексатик–жидкость,
при этом имеет место БК-сценарий плавления
с непрерывным переходом БКТ из кристалла в
гексатик и переходом первого рода из гексатика в
изотропную жидкость. Гексатическая фаза стано-
вится неустойчивой при плотности ρhex–liq = 1.014

(рис. 16б), находящейся внутри петли. При этой
плотности ориентационная корреляционная функ-
ция убывает по степенному закону с показателем
η6 = 1/4. Кристалл становится неустойчивым при
плотности ρsol–hex = 1.038 (рис. 16в), которая выхо-
дит далеко за пределы петли Майера – Вуда. При
этой плотности трансляционная корреляционная
функция убывает степенным образом с показателем
ηT = 1/3, что указывает на наличие квазидальнего

а

б

в

Рис. 16. Эволюция корреляционных функций на изотерме

T = 3.0. а) Изотерма T = 3.0 для системы с m = 6, со-
стоящей из N = 5122, полученная усреднением более 20

независимых реплик. Стрелкой указан предел устойчиво-

сти G6 гексатической фазы. б), в) Ориентационная G6 и

трансляционная Gt корреляционные функции для одной и

той же системы m = 6 при разных плотностях
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Рис. 17. БК-сценарий плавления треугольных кристаллов при высоких температурах и плотности. Сплошные линии —

границы петли Майера –Вуда, соответствующие двухфазной области гесатическая фаза — изотропная жидкость. Штри-
ховые линии — границы перехода БКТ из кристалла в гексатическую фазу. Результаты приведены для случаев m = 6, 9

и 11, как указано на рисунке

Рис. 18. Изменение сценария плавления для случаяm = 9:

Сценарий плавления меняется с перехода первого рода

(T = 0.6) на БК-сценарий (T = 0.7). Стрелками пока-

заны пределы стабильности гексатической фазы G6, по-
лученные с использованием ориентационной корреляци-

онной функции и пределы стабильности кристаллической

фазы Gt, полученные с помощью трансляционной корре-

ляционной функции, которые оказываются внутри петли

при понижении температуры. Точки, расположенные в пре-

делах стабильности гексатической фазы, окрашены в крас-

ный цвет

трансляционного порядка. Полученные результаты
хорошо согласуются со сценарием плавления для
мягких дисков 1/r12 (см. [117, 170, 189]), но, в отли-
чие от [123], не демонстрирует двух непрерывных
переходов БКТ в системе Леннард-Джонса при
высоких температурах.

Было обнаружено, что все исследованные нами
треугольные кристаллы плавятся при высоких тем-
пературах по БК-сценарию независимо от показате-
ля притяжения m. Линии плавления в этой области
фазовой диаграммы с увеличением m смещаются в
сторону малых плотностей и ведут себя подобно си-
стеме мягких дисков 1/r12, как показано на рис. 17.

Однако с понижением температуры плавления
баланс влияния отталкивающей и притягивающей
ветвей меняется. В результате мы наблюдали, что
при низких температурах происходит изменение
сценария плавления с БК на переход первого рода
(без гексатической фазы) в системах с m = 6, 9 и 11.
Смена сценария плавления показана для двух изо-
терм системы с m = 9 на рис. 18. Температура Tm,
при которой происходит изменение сценария плав-
ления для разных m, были определены в [121]: для
m = 6 эта температура Tm = 0.6; для m = 9 тем-
пература Tm = 0.65; а для m = 11 температура
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Tm = 0.7. Температура изменения сценария плавле-
ния уменьшалась с уменьшениемm (в сторону более
мягкого и дальнодействующего притяжения). Диа-
пазон притяжения существенно влияет на область
перехода газ–жидкость и критическую температу-
ру Tc, а также температуру Tm, при которой про-
исходит смена сценария плавления и возникает гек-
сатическая фаза. Для случая m = 3 изменение сце-
нария плавления происходит в метастабильной об-
ласти кристалла, и, как показано в [121], приводит
к очень сложной фазовой диаграмме с двумя трой-
ными точками: так как в данном случае плавление
является двухстадийным процессом, в силу правила
Гиббса одна тройная точка соответствует равнове-
сию гексатик–жидкость–газ, которой соответствует
температура Tt1, а вторая — равновесию кристалл–
гексатик–газ. Этой точке отвечает температура Tt2,
при этом температура Tt2 ниже температуры Tt1.
В интервале Tt2 < Tt1 на изотермах наблюдается
непрерывный переход типа БКТ из кристалла в гек-
сатическую фазу и переход первого рода из гексати-
ка в газ вплоть до линии сублимации кристалл–газ,
на которой происходит переход первого рода из кри-
сталла в газ.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В обзоре обсуждаются основные современные
представления о сценариях плавления двумерных
систем, базирующиеся в значительной степени на
теории Березинского – Костерлица – Таулеса (БКТ)
[1,4], а также различные методы компьютерного мо-
делирования, которые используются для определе-
ния сценариев и параметров плавления. В настоя-
щее время можно говорить о трех основных сце-
нариях двумерного плавления. Прежде всего, это
теория Березинского – Костерлица – Таулеса –Халь-
перина – Нельсона – Янга (БКТХНЯ) [8], в которой
был предложен нестандартный по сравнению со слу-
чаем трех измерений сценарий плавления двумер-
ных кристаллов посредством двух непрерывных пе-
реходов типа БКТ с промежуточной гексатической
фазой. При этом фазовый переход первого рода
также может реализоваться. Сравнительно недавно
Бернардом и Краусом (БК) [75, 76] был предложен
еще один сценарий плавления, в рамках которого
плавление также может происходить посредством
двух переходов, однако при этом переход твердое
тело–гексатическая фаза происходит через непре-
рывный переход типа БКТ, а переход гексатическая
фаза–изотропная жидкость — посредством перехода
первого рода.

Физический механизм рассматриваемых перехо-
дов определяется поведением топологических де-
фектов — дислокаций, дисклинаций, доменных сте-
нок, связанных с трансляционным и ориентацион-
ным параметрами порядка. В настоящее время от-
сутствует универсальная теория двумерного плавле-
ния, которая позволила бы однозначно определить
механизм плавления двумерной системы в зависи-
мости от вида межчастичного потенциала, что де-
лает принципиально важным использование мето-
дов компьютерного моделирования. В обзоре описа-
ны различные подходы, которые позволяют в рам-
ках компьютерного моделирования определить па-
раметры и механизм плавления двумерных систем.
В частности, подробно показано, как построить фа-
зовую диаграмму и определить тип перехода, исхо-
дя из вида уравнения состояния и асимптотического
поведения корреляционных функций ориентацион-
ного и трансляционного параметров порядка, опре-
деляющих пределы устойчивости гексатической и
кристаллической фаз соответственно. Нужно учи-
тывать, что принципиально важным для определе-
ния типа перехода является наличие петель Майе-
ра – Вуда на уравнении состояния. При этом нуж-
но учитывать, что переход БКТ является перехо-
дом бесконечного рода, поэтому, как обсуждается в
обзоре, на уравнении состояния в области перехода
из кристаллической фазы в гексатическую петли в
принципе не могут существовать, хотя в некоторых
работах (см., например, [65,75,76]) утверждается об-
ратное. На наш взгляд, представленный подход яв-
ляется наиболее простым и эффективным для изу-
чения плавления двумерных систем с различными
потенциалами взаимодействия. В качестве приме-
ров рассмотрены потенциалы мягких дисков 1/r12

и n–m-потенциал. Для потенциала мягких дисков
также приведен расчет, базирующийся на рассмот-
рении ренормгрупповых уравнений, позволяющий
рассчитать параметры БКТ-перехода из кристал-
лической в гексатическую фазу, и показано хоро-
шее согласие с результатами, полученными из рас-
смотрения асимптотического поведения корреляци-
онной функции трансляционного параметра поряд-
ка. Примеры применения описанных подходов для
более сложных потенциалов можно найти в рабо-
тах [8, 15, 16, 79–82,93–96].

В последние годы появились работы, в кото-
рых рассматриваются двумерные решетки, отлича-
ющиеся от треугольной — квадратные, кагоме, до-
декагональный квазикристалл и т. д. (см., напри-
мер, [82, 93]). К сожалению, как отмечалось вы-
ше, уравнения ренормгруппы были выведены толь-
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ко для треугольной решетки. Даже для простей-
шей из оставшихся, квадратной, эти уравнения не
были выведены. В связи с этим отсутствует точ-
ная асимптотика корреляционных функций пара-
метров порядка, что вынуждает при анализе сцена-
риев плавления решеток, отличных от треугольной,
использовать те же показатели для асимптотик кор-
реляционных функций ориентационного (η6 = 1/4)
и трансляционного (ηT = 1/3) параметров поряд-
ка в надежде, что полученные результаты достаточ-
но хорошо описывают реальную ситуацию. При том
можно ожидать, что показатель для ориентацион-
ной корреляционной функции останется тем же и
для других симметрий, вопрос о показателе транс-
ляционной корреляционной функции, строго гово-
ря, остается открытым [74,91, 93].

Вместе с тем построение микроскопической тео-
рии БКТ-перехода из кристаллической фазы в гек-
сатическую в принципе возможно, исходя из имею-
щихся подходов для расчета упругих модулей (на-
пример, самосогласованного квазигармонического
приближения для расчета фононных спектров [221])
и алгоритма вычисления энергии ядра дислока-
ции [198–200], которые могут использоваться в каче-
стве начальных условий для решения ренормгруп-
повых уравнений, по крайней мере, в случае тре-
угольных решеток. Однако ситуация с построени-
ем микроскопической теории перехода из гексатиче-
ской фазы в изотропную жидкость более сложная.
Несмотря на то, что в этом случае нет проблем с
уравнениями ренормгруппы для этого перехода, в
силу отсутствия даже квазидальнего трансляцион-
ного порядка в гексатической фазе и равенства нулю
модуля сдвига, до сих пор нет надежных микроско-
пических выражений для модуля Франка и энергии
ядра дисклинации, которые необходимы в качестве
начальных значений для уравнений ренормгруппы.

Таким образом, адаптация теории БКТХНЯ для
описания устойчивости кристаллических фаз, от-
личных от треугольной, а также поиск подходов
для микроскопического описания параметров га-
мильтониана, описывающего гексатическую фазу,
представляются важными и интересными задачами,
ожидающими решения.
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