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Предложен и исследован метод прецизионной коррекции волнового фронта для осуществления астроно-

мического наблюдения экзопланет в дифракционной окрестности звезды. Показана применимость мето-

да для измерения и коррекции волнового фронта в схеме телескопа и интерференционного коронографа

без применения гартмановских измерителей волнового фронта. В лабораторном эксперименте получены

точность коррекции ∼ λ/50 и коронографичечкий контраст лучше чем 105. Намечены перспективы для

увеличения точности коррекции до целевого значения λ/500 для визуализации Земли в окрестности

Солнца, наблюдаемых с расстояния 10 пк (в ближайшей окрестности Солнечной системы), за счет до-

полнительной коррекции амплитуды и учета аберраций необщего пути.

DOI: 10.31857/S0044451023020013
EDN: OPNCZA

1. ВВЕДЕНИЕ

В астрономическом изображении для наблюде-
ния экзопланеты (земного типа) в дифракционной
окрестности звезды (солнечного типа) в видимом
диапазоне длин волн развиваются методы улучше-
ния контраста. Сигнал планеты, имеющий интен-
сивность 10−9–10−10 от максимума функции рассе-
яния точки (ФРТ) родительской звезды, требуется
зарегистрировать на фоне рассеянного света звезды
[1–4]. Методы, позволяющие зарегистрировать та-
кой сигнал, называют высококонтрастными или ко-
ронографическими, поскольку для регистрации сла-
бого сигнала уменьшают фон более интенсивного
сигнала. Применение методики улучшения контра-
ста планеты на фоне звезды обусловлено ограни-
ченным динамическим диапазоном CCD-детектора
∼ 104.

* E-mail: yudaev@phystech.edu

Астрономическое изображение формируется оп-
тикой телескопа, для которой характерны дифрак-
ционные эффекты и эффекты рассеяния. Дифрак-
ционный и рассеянный компоненты изображения
звезды создают фон, превышающий сигнал пла-
неты по уровню, выходящему за границы дина-
мического диапазона фотоприемника (∼ 104). По-
этому детектирование слабого сигнала экзоплане-
ты на этом фоне затруднено и требует специальных
мер. Дифракционный компонент изображения звез-
ды от границ круглой апертуры телескопа ослаб-
ляют звездным коронографом [5] с использованием
специальных масок: фокальной маски и маски Лио,
а также экранированием спайдера, границ сегмен-
тов главного и вторичного зеркал телескопа и т. п.
После ослабления главного максимума дифракци-
онного изображения звезды (ФРТ) коронографом
рассеянный компонент изображения физически и
визуально приобретает структуру (совершенного)
спекл-поля, которое содержит фазовую и амплитуд-
ную модуляции в полных диапазонах фазы (0 . . . 2π)
и (нормированной) интенсивности (0 . . . 1). В астро-
номическом изображении эти эффекты маскируют
слабый компонент изображения экзопланеты (ФРТ
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планеты). Этот процесс схематично проиллюстри-
рован на рис. 1.

В верхней части рисунка, иллюстративно, дву-
мерное распределение электрического поля излуче-
ния звезды в плоскости (u, v) зрачка оптической си-
стемы телескопа схематически показано преобразо-
ванным из декартовых координат в координаты на
сфере. Радиус сферы соответствует величине сред-
неквадратичной ошибки волнового фронта. Сфера
помещена в фазовую плоскость вдоль действитель-
ной Re и мнимой Im осей. Предположим, что сред-
неквадратичная ошибка фазы рассеянного света со-
ставляет примерно σ = 15◦ ≈ π/10 рад, тогда до-
ля нерассеянного света — около 90%. Как извест-
но, число Штреля S характеризует энергию главно-
го максимума ФРТ по отношению к энергии всей
ФРТ. S пропорционально квадрату среднеквадра-
тичной ошибки волнового фронта (ВФ) σ в зрачко-
вой плоскости (в зрачке) оптической системы (ОС):

S ≈ e−σ2

. (1)

После того как коронограф, размещенный в
промежуточной плоскости (u′, v′), ослабит нерас-
сеянный компонент излучения звезды наилучшим
образом, фазовая ошибка возрастет от значения
φ(u, v)p−v

∼= πσ (индекс «p–v» от англ. peak-to-valley
обозначает разность максимального и минимально-
го значений) до максимального значения 2π, ампли-
тудная ошибка также возрастет в полном диапа-
зоне (0 . . . 1) так, что спекл-поле станет из «несовер-
шенного» «совершенным» (partially, fully developed
speckle field).

Для целей настоящего анализа следует отметить
что «совершенное» спекл-поле от звезды как осевого
источника света отличается от электрического поля
планеты как неосевого источника (несовершенного
спекл-поля) по нескольким характеристикам.

Во-первых, электрическое поле от планеты со-
держит непогашенную (нерассеянную) часть вдоль
действительной оси Re (которая существенно не
ослаблена коронографом). Во-вторых, планету на-
блюдают под углом зрения в направлении, после те-
лескопа отличающемся от направления на звезду бо-
лее чем на λ/D (λ — длина волны, D — диаметр
телескопа), так что пространственные реализации
функции рассеяния от планеты и от звезды различа-
ются, и планета формирует другое спекл-поле. На-
конец, излучения звезды и планеты являются вза-
имно некогерентными.

Если оптические излучения от звезды и от
планеты проходят через корректирующий фазово-
амплитудный экран, реализованный пиксельным

корректируемым элементом адаптивной оптики
(АО), установленным до коронографа, то стано-
вится возможным в некоторой части изображения
Ω(u′′, v′′) ослабить компонент звезды и практически
не ослабить компонент планеты.

Величина и характеристики ослабления компо-
нентов изображения от звезды и от планеты опре-
деляются типом коронографа, но главным образом
ошибкой волнового фронта до коронографа. Для
ослабления рассеянного компонента используют ме-
тоды сверхточной АО [3], которые выполняют зада-
чу прецизионной коррекции ВФ с чрезвычайно вы-
сокими точностями до λ/10 000 по фазе (по вели-
чине среднеквадратичного отклонения — rms (root-
mean-square)) и до неоднородности 0.1% rms по ам-
плитуде. Номинально, если исправить ВФ до ука-
занных значений, то с помощью коронографа воз-
можно ослабить фон рассеянного компонента звез-
ды на 10−9–10−10 для решения задачи наблюдения
Земли и Солнца с межзвездного расстояния.

Указанные точности коррекции фазы и амплиту-
ды трудно достижимы в эксперименте и тем более в
инструменте космического телескопа, но многочис-
ленные усилия и публикации [6] демонстрируют раз-
витие и техническую реализуемость этих принци-
пов. Для указанных точностей коррекции ВФ стан-
дартные классические схемы АО, см., например,
рис. 2 а, содержащие светоделитель (СД), датчик
волнового фронта (ДВФ), активный корректирую-
щий элемент — деформируемое зеркало (ДЗ), ал-
горитмическую обратную связь между ДВФ и ДЗ,
оказываются неприменимы [3]. В частности, это обу-
словлено наличием так называемых аберраций необ-
щего пути (non-common-path aberrations). Причи-
на аберраций необщего пути — принципиально раз-
ные и оптически несопряженные положения плос-
костей пиксельного корректора ВФ (исполнитель-
ного элемента АО: ДЗ или др.), датчика волнового
фронта, например датчика Гартмана, и промежу-
точных плоскостей элементов оптической системы
телескопа, коронографа и др., искажающих коро-
нографическое изображение в канале регистрации
иначе, чем в канале ДВФ. Важно, что число эле-
ментов оптической системы телескопа с короногра-
фом (точнее, число оптических плоскостей) превы-
шает одну или две плоскости, где практически могут
быть установлены корректирующие элементы адап-
тивной оптики. Без ДВФ в схеме рис. 2 б требуются
специальные методики измерения ВФ и управления
АО, для учета всего пути распространения ВФ (в
телескопе, в сопрягающей оптике и в коронографи-
ческом инструменте, последние не показаны на ри-
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Рис. 1. Эффективное возрастание фазовой ошибки рассеянного компонента излучения звезды при коронографическом

погашении
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Рис. 2. Схемы коррекции волнового фронта посредством адаптивной оптики (АО). Левая пенель (а) — пример построения

стандартной схемы АО (с ДВФ). Правая панель (б) — схема АО для коронографического высококонтрастного метода

(без ДВФ)

сунке).

В дополнение, ограниченные точность и про-
странственное разрешение ДВФ недостаточны для
достижения требуемого качества скорректированно-
го ВФ. Исполнительный элемент адаптивной оптики
–– (традиционно) деформируемое зеркало, коррек-
тирующее ВФ с точностью λ/10 000 rms [3], чрезвы-
чайно критичный элемент как по режиму эксплуа-
тации (требуется вакуумирование, термостатирова-
ние, стабильность, точное управление и т. п.), так и
по его доступности в РФ и его стоимости. На данный
момент известно большое число публикаций, посвя-

щенных этой проблематике для коронографа косми-
ческого телескопа НАСА WFIRST (или The Nancy
Grace Roman Space Telescope) с диаметром главного
зеркала 2.4 м [6], создаваемого НАСА на запасном
зеркале телескопа им. Хаббла (HST).

Для одновременной коррекции фазовых и ам-
плитудных аберраций известны схемы с двумя ДЗ.
Первое ДЗ корректирует фазу ВФ, a второе ДЗ,
установленное на некотором расстоянии от перво-
го (около метра), эффективно корректирует ам-
плитуду ВФ, так как оптическое преобразование
Френеля переводит фазовую модуляцию в фазово-

133



А. В. Юдаев, И. А. Шашкова, . . . , А.В. Тавров ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023

амплитудную.
Недавно был рассмотрен коронограф в составе

отечественного проекта орбитальной обсерватории
космического телескопа Спектр-УФ [7]. Предложен-
ные характеристики коронографа без АО в составе
обсерватории «Спектр-УФ» ограничивали разреше-
ние и контраст на уровне, близком к уже достигну-
тому наземными обсерваториями, оснащенными си-
стемами с АО. Сейчас очевидна необходимость ис-
пользования прецизионной коррекции ВФ, для того
чтобы пространственное разрешение и контраст ста-
ли значительно лучше и имели бы характеристики,
необходимые для наблюдения землеподобных экзо-
планет.

Сегодня наиболее распространенная схема звезд-
ного коронографа — различные модификации коро-
нографа Лио и аподизационные схемы. Обобщенно
они относятся к масочным коронографам, так как
принципиально схемы содержат различные маски в
фокальной и зрачковой плоскостях [5]. Модифика-
ции масок обеспечивают различные свойства коро-
нографа. Оптика масочного коронографа содержит
несколько линз или зеркал для построения сопря-
женных фокальной и зрачковой плоскостей, где раз-
мещены маски, и CCD-камеры поля, спектрографы
и дополнительные анализаторы. Маска в плоскости,
оптически сопряженной со зрачком телескопа, име-
ет историческое название маски Лио — это простей-
ший вариант аподизации, более сложные варианты
которой имеют функциональные преимущества на-
ряду со сложностью их реализаций.

Альтернатива масочному коронографу, интерфе-
ренционный коронограф — это интерферометр тем-
ного поля для осевого источника света (звезды в ну-
левом порядке интерференции), но условие темного
поля не переносится на неосевой источник (планету,
наблюдаемую под некоторым углом, большим чем
0.38 . . .5λ/D, что зависит от конструкции интерфе-
рометра, где D — диаметр телескопа). Интерферен-
ционный коронограф менее распространен, чем ма-
сочные коронографы, так как он содержит боль-
шее число оптических элементов (зеркал и апер-
тур). Более подробное сравнение недостатков и пре-
имуществ интерференционного и масочного короно-
графов приведено в работе [5]. Основной недоста-
ток –– это ограничение коронографического ослаб-
ления при конечном (не бесконечно малом) наблю-
даемом размере осевого источника. Так, для модель-
ных Солнце–Земля, наблюдаемых с расстояния 10
пк телескопом с апертурой 1 м, максимальный оп-
тический контраст ∼ 10−5(λ = 500 нм). Для преодо-
ления этого ограничения предложены схемы интер-

ферометра темного поля вращательного сдвига на
углы, меньшие 180◦, например на 10◦, который име-
ет улучшенный контраст [8]. Интерферометр вра-
щательного сдвига реализует наложение (суперпо-
зицию) изображений с поворотом. В качестве пре-
имуществ интерференционного коронографа можно
указать, например, ахроматизм, возможность гиди-
рования через светлый порт, технологическую до-
ступность в РФ и некоторые другие преимущества.

Прецизионная коррекция ВФ принципиально и
технически связана со схемой коронографа. АО ком-
пенсирует аберрации и дефекты, учитывая оптику
и апертуры коронографа. Также измерение ВФ про-
исходит после коронографа. Методы АО, разрабо-
танные для функционирования в составе масочного
коронографа Лио следует доработать для короно-
графа другого типа. В настоящей работе мы пред-
лагаем и исследуем метод управления АО в соста-
ве интерференционного коронографа, включая мо-
делирование и лабораторный эксперимент.

2. ВОЗМОЖНОСТИ ПОГАШЕНИЯ
РАССЕЯННОГО ФОНА ЗВЕЗДЫ В

ОГРАНИЧЕННОЙ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ
ОБЛАСТИ ИЗОБРАЖЕНИЯ

Визуализация слабого компонента изображения
(экзопланеты) в дифракционной окрестности звез-
ды требует высокого контраста; космический теле-
скоп оснащают адаптивной оптикой и короногра-
фом для максимального ослабления фона звезды.
Физически фон звезды — это вторичные макси-
мумы, «крылья» ФРТ, которые обусловлены ди-
фракционным компонентом (вследствие эффектов
дифракции на апертурах оптики) и компонентом
спекл-поля от рассеянного света (вследствие рассе-
яния на дефектах, микрорельефе и микрошерохова-
тостях оптических поверхностей). С помощью про-
странственного (фазового) модулятора света (де-
формируемого зеркала или жидкокристаллическо-
го пиксельного модулятора (LC-SLM, (phase-only)
liquid crystal spatial light modulator)) спекл-поле воз-
можно ослабить до достижения требуемого короно-
графического контраста в ограниченной простран-
ственной области Ω плоскости изображения, т. е.
провести зональную коррекцию. Ограничение обла-
сти коррекции происходит вследствие ограниченно-
го числа актуаторов ДЗ или SLM, что по теореме
Котельникова определяет размеры корректируемой
области Ω. Также на размер Ω влияют величина и
характер фазово-амплитудной ошибки ВФ, которую
технически возможно скорректировать используе-
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мой АО с реализованной точностью и посредством
примененных алгоритмов управления АО.

Основываясь на принципах фурье-оптики [9], где
пространственные частоты — наклоны ВФ в зрачко-
вой плоскости — соответствуют линейным коорди-
натам изображения (в фокальной плоскости), мож-
но сделать вывод, что существует некоторое три-
виальное решение зональной коррекции ВФ, когда
в волновом фронте достаточно ослабить простран-
ственные частоты, перенаправляя или рассевая ком-
поненты ВФ с локальными наклонами, соответству-
ющими зоне погашения спекл-шума. Пример такой
тривиальной коррекции был показан как в модели-
ровании, так и в эксперименте, см. рис. 3.

На рис. 3 справа четко видны две симметрич-
ные прямоугольные области с ослабленным уровнем
спекл-шума. Очевидно, что компоненты изображе-
ния, соответствующие пространственным частотам
в зонах погашения, были перенаправлены или, точ-
нее, рассеяны в направлении других пространствен-
ных частот. Об этом свидетельствует, в частности,
возросший уровень интенсивности спекл-поля в пе-
риферийной области по сравнению с областью на ле-
вой половине рисунка, где видна некоторая концен-
трация энергии вокруг центра (см. цветовую шкалу,
характеризующую уровень интенсивности). Справа
центральная концентрация энергии спекл-поля от-
сутствует. Для спекл-поля на рис. 3 был применен
стохастический метод оптимизации по генетическо-
му алгоритму [10, 11], по типу алгоритма Монте-
Карло для поиска глобального экстремума (алго-
ритм «отжига», annealing). Стохастические алгорит-
мы могут быть более устойчивы к помехам, шуму,
нестабильности, неточности измерений и т.п., одна-
ко взамен они требуют для реализации большое чис-
ло итераций и измерений, а также гиперпарамет-
ров оптимизируемой функции. При компьютерном
моделировании этими недостатками можно прене-
бречь и использовать их, например, для проверки
существования решения и исследования его свойств,
в частности, точности коррекции (в зависимости от
начальных условий, качества ВФ на входе, ошибок
измерения, числа актуаторов и т. п.).

Очевидно, что тривиальное решение непримени-
мо для решения задачи контрастирования области,
где поставлена цель наблюдения экзопланеты, так
как ФРТ экзопланеты также может быть ослаб-
лена. Поэтому, для того чтобы исключить ослаб-
ление ФРТ планеты, следует корректировать вол-
новой фронт на основании измерения распределе-
ния ВФ в зрачковой плоскости. Это распределение
следует измерить после коронографа, так как оно

должно содержать искажения ВФ в том числе и
в оптике коронографа. Актуаторы ДЗ или пиксели
LC-SLM адаптивной оптики должны иметь конфи-
гурацию, противоположную локальной деформации
ВФ в плоскости зрачка. Очевидно, что для этого
необходимо определить распределение ВФ в плоско-
сти зрачка (до коронографа), причем корректируе-
мый ВФ также должен (с обратным знаком) учиты-
вать аберрации внутри оптики коронографа, кото-
рые приобретет ВФ при последующем распростра-
нении до плоскости изображения.

Существование такого решения известно [12] для
режима малых деформаций ВФ: σ ≪ λ. Реше-
ние для коррекции ВФ представляет собой матри-
цу управляющих напряжений, подаваемых на соот-
ветствующие актуаторы ДЗ или пиксели SLM. Ре-
шение возможно получить итерационным способом
с регистрацией некоторого набора изображений на
CCD-камере, установленной в плоскости изображе-
ния после коронографа.

Если упростить задачу и временно исключить
факторы наличия шума и ограниченной точности
непосредственно АО, а также исключить так на-
зываемые аберрации необщего пути (дополнитель-
ные аберрационные экраны в плоскостях Френеля),
то возможно точное решение без применения итера-
ционных методов в линейном приближении фурье-
оптики, через преобразование Фурье. В реальной
ситуации итерационные алгоритмы измеряют все
более слабый компонент рассеянного поля (спекл-
шума), что требует усреднений и длительных экс-
позиций, как следствие возрастают требования ко
времени настройки и стабильности системы интер-
ференционного инструмента.

При использовании ДЗ число актуаторов состав-
ляет матрицу с числом элементов равным или боль-
шим N × N = 100 × 100 пикселей, положение каж-
дого из которых контролируют с шагом 28–216 по-
ложений в диапазоне порядка длины волны λ. Для
целей прецизионной коррекции ВФ (см., например,
[12]), в режиме слабых начальных аберраций λ/1000
«p–v» (от максимума до минимума) показано, что
пиксельный фазовый модулятор (ДЗ, фазовый LC-
SLM), размещенный в зрачке ОС может скорректи-
ровать спекл-поле в ограниченной области Ω плос-
кости изображения. Эта область ограничена числом
актуаторов N2 со стороны высоких пространствен-
ных частот (N/2)λ/D. В соответствии с теоремой
Котельникова, в оптике преобразование Фурье ре-
ализовано так, что единичный пиксель зрачка со-
ответствует угловой частоте и число пикселей N

определяет так называемый внешний рабочий угол
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Рис. 3. Результаты моделирования (тривиальной зональной) коррекции волнового фронта, содержащего спекл-поле. Сле-

ва — нескорректированное спекл-поле в плоскости изображения после интерференционного коронографа, где красным

квадратом показана область коррекции. Справа — ослабленное спекл-поле в зоне коррекции и симметричной области

для интерференционного коронографа по схеме интерферометра вращательного сдвига (ИВС 180◦), см. [2]

(OWA, outer working angle) вдоль одной из коорди-
натных осей.

Центральная область изображения, состоящая
главным образом из нулевой и первых простран-
ственных частот, практически не ослабляется,
вследствие конструктивных особенностей пик-
сельной модуляции. У ДЗ модуляция отдельного
пикселя (актуатора) связана с положением сосед-
него актуатора ДЗ и определена функцией отклика
(crosstalk). У LC-SLM существует граница пиксе-
ля — немодулируемая область между пикселями,
размер которой определяет fill factor. (У LC-SLM,
используемого в этой работе типа HOLOEYE Pluto
VIS640 fill factor = 93%, т.е. граница пикселя — это
7% от размера пикселя.)

В монохроматическом приближении простран-
ственное распределение электрического поля E в
зрачковой плоскости (u, v) телескопа имеет вид

E(u, v) = P (u, v)eiφ(u,v). (2)

При малых искажениях фазы и амплитуды P в (2) в
зрачке телескопа справедливо следующее линейное
приближение для поля в плоскости изображения с
координатами (α, β):

Ê(α, β) = P̂ (α, β) + iP φ̂(α, β). (3)

где значение P̂ = P̂ (0, 0) равно максимуму ФРТ
звезды, пространственные распределения фазы
φ̂(α, β) и амплитуды P̂ (α, β) являются фурье-
преобразованиями F{. . . }:

φ̂(α, β) = F{φ(u, v)}, P̂ (α, β) = F{P (u, v)}.

Первое слагаемое в правой части (3) P̂ (α, β) —
это изображение звезды без аберраций, так назы-
ваемая дифракционная ФРТ без аберраций, кото-
рую погашает коронограф (без АО). Второе сла-
гаемое iP φ̂(α, β) составляет спекл-поле, состоящее
из полностью рассеянного света, что эквивалентно
интерференции на микрошероховатости — случай-
ном экране. Спекл-поле имеет хаотичную структу-
ру наложенных друг на друга искаженных ФРТ со
случайными аберрациями (см. рис. 2). Поскольку в
главном максимуме ФРТ содержится до 95% энер-
гии, спекл-поле имеет средний размер зерна, равный
диаметру главного максимума ФРТ ∼ λ/D. Вклад
нулевой пространственной частоты в среднюю ин-
тенсивность спекл-поля зависит от случайной реа-
лизации спектра мощности микрорельефа (эквива-
лентной микрошероховатости).

Для ослабления фона звезды (спекл-поля) в зоне
изображения, ограниченной областью Ω(α, β), ВФ
корректируют посредством пространственного фа-
зового модулятора (ДЗ или SLM), состоящего из
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N×N управляемых пикселей (актуаторов). Эта кор-
рекция в первом приближении может быть описана
фазовой функцией ψ(u, v):

ψ(u, v) =

N−1∑

k=0

N−1∑

l=0

αklfkl(u, v), (4)

где

fkl(u, v) = f(u− kd

λ
, v − ld

λ
),

d — расстояние между пикселями ДЗ или SLM,
αkl — значение фазовой модуляции в каждом пик-
селе с номерами k и l.

Точность модуляции δψ(u, v) определяет степень
погашения спекл-поля — контраст фона относи-
тельно непогашенного максимума ФРТ P̂ состав-
ляет приблизительно квадрат точности коррекции
(δψ(u, v))2. Например, при точности фазовой моду-
ляции δψ(u, v) ≈ λ/100 (1% от 2π) уровень спекл-
шума, характеризующийся начальными аберраци-
ями (p–v) ∼ λ/1000, может быть ослаблен в 104

раз (на длине волны λ оптического диапазона). При
начальном уровне оптических аберраций, превыша-
ющих (p–v) ∼ λ/1000, приближение (3) оказыва-
ется нестрогим, увеличивается нелинейность, кото-
рая может быть решена итерационным способом.
Одна из важных причин нелинейности — это ам-
плитудная модуляция вследствие аберраций необ-
щего пути. Фазовые дефекты оптических плоско-
стей, несопряженных со зрачком, по причине ди-
фракции Френеля вызывают фазово-амплитудные
искажения. Также в оптической системе могут быть
и изначально амплитудные дефекты.

В линейном режиме конфигурацию актуато-
ров АО для коррекции ВФ, ψ(u, v) = −φ(u, v)
[12], находят, детектируя изображения в фокаль-
ной плоскости и определяя как минимум три интен-
сивности {I0(α, β), I1(α, β), I2(α, β)}, соответствую-
щие трем пробным модуляциям волнового фронта
{ψ0(u, v), ψ1(u, v), ψ2(u, v)}. Для коронографа Лио,
например, известна методика EFC (electric field
conjugation), детали которой можно найти в [13].

Для интерференционного коронографа [14], в
частности ИВС 180◦, мы используем трехшаговый
метод [15] (или метод с бо́льшим числом шагов) для
определения фазового и амплитудного распределе-
ний в плоскости, оптически сопряженной с детекто-
ром CCD. В результате определяют искомое распре-
деление электрического поля:

P (u, v), φ(u, v). (5)

Похожие алгоритмы продолжают совершенство-
ваться, стимулируемые главным образом планами

НАСА по созданию космического телескопа Ø2.4 м
[6] с коронографом WFIRST-CGI для наблюдения
экзопланет, в перспективе землеподобных планет в
так называемой зоне обитаемости. Разработаны ал-
горитмические методы также с двумя адаптивными
зеркалами (ДЗ) в несопряженных плоскостях для
фазовой коррекции амплитудной модуляции [16].
Точность измерения фазы ψ(u, v) ограничена точно-
стью измерения слабого сигнала, нелинейностью за-
дачи при наличии дополнительных оптических эле-
ментов в промежуточных плоскостях, искажающих
ВФ, френелевских экранов, составляющих аберра-
ции необщего пути. В схеме телескопа при астро-
номических наблюдениях ограничение точности вы-
звано нестабильностью гидирования при визирова-
нии на родительскую звезду.

Фазовая коррекция ВФ в коронографе исполь-
зует измерение фазового экрана ψ(u, v) = −φ′(u, v),
такого, что с обратным знаком минимизирует интен-
сивность ФРТ звезды. Упрощенно, без дополнитель-
ных аберраций, под распределением фазы −φ′(u, v)
понимают ВФ, который может быть рассчитан об-
ратным фурье-преобразованием электрического по-
ля из плоскости изображения в плоскость зрачка:

P ′(u, v)iφ
′(u,v) = F−1{P̂ (α, β)iφ̂(α,β)}. (6)

В реальности в промежуточных плоскостях
{u′, v′}, {u′′, v′′}, . . . между зрачковой плоскостью
{u, v} и плоскостью изображения {α, β} нахо-
дятся фазово-амплитудные экраны: апертуры и
оптические элементы с аберрациями. Оптическое
преобразование будет описываться комбинацией
прямых и обратных (нелинейных) математических
преобразований Френеля и (линейного) прямого
преобразования Фурье, так что преобразование (6)
выражается нелинейным оператором C. Преоб-
разование C содержит линейную часть F фурье-
преобразования и нелинейную часть ∆, которая
по порядку величины варьируется в зависимости
от глубины модуляции фазово-амплитудными
экранами в плоскостях {u′, v′}, {u′′, v′′}, . . . :

P ′(u, v)iφ
′(u,v) = C{P̂ (α, β)iφ̂(α,β)} =

= F−1{P̂ (α, β)iφ̂(α,β)}+∆{P̂ (α, β)iφ̂(α,β)}. (7)

Для интерференционного коронографа мы пред-
лагаем и исследуем методику измерения амплитуд-
ного и фазового распределений электрического поля
в плоскости зрачка, принципиально отличающуюся
от (7) и заключающуюся в регистрации нескольких
изображений (интенсивностей) в плоскости, сопря-
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женной со зрачком, полученных при наборе контро-
лируемых фазовых сдвигов.

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФАЗОВОГО И
АМПЛИТУДНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЙ В

ЗРАЧКОВОЙ ПЛОСКОСТИ С ПОМОЩЬЮ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ N ФАЗОВЫХ

СДВИГОВ

Рассмотрим применение интерференционного
коронографа со схемой интерферометра враща-
тельного сдвига с поворотом на 180◦ [2, 14] в
задаче измерения волнового фронта. В ИВС 180◦

возможна последовательная пошаговая фазовая
модуляция половины поля в сопряженной зрачко-
вой плоскости, где установлен пиксельный элемент
АО (LC-SLM) для измерения распределений фазы
φ(u, v) и амплитуды P (u, v).

В интерферометрии широко известны (см., на-
пример, [16]) шаговые методы измерения распреде-
ления фазы (PSI, phase-shifting interferometry). Так,
например, в одном плече интерферометра Майкель-
сона положение референтного зеркала фиксирова-
но, а в другом плече интерферометра зеркало цик-
лически смещают вдоль оптического пути на крат-
ную величину фазового сдвига α и при этом измеря-
ют соответствующие распределения интенсивности
Ii(u, v). Известны [16] трех-, четырех- и многошаго-
вые методы.

Простейший трехшаговый PSI-метод предпо-
лагает постоянный «шаг» модуляции фазы: −α,
0, α. При α = π/2, измерив три последователь-
ных значения интенсивности I(u, v)α=−π/2 = I1,
I(u, v)α=0 = I2 и I(u, v)α=π/2 = I3, можно вычис-
лить распределение фазы

φ(u, v) = tg−1(
I1 − I3

2I2 − I1 − I3
) (8)

и модуль функции когерентности (взаимную ампли-
туду интерферирующих волн)

γ(u, v) =

√
(I1 − I3)2 + (2I2 − I1 − I3)2

I1 + I3
. (9)

Известно [15], что трехшаговый алгоритм (8), (9)
имеет наибольшую погрешность к ошибкам измере-
ния интенсивностей I1...3. Более точным является,
например, четырехшаговый метод с тем же шагом
α = π/2, когда измеряют четыре распределения ин-
тенсивности I1...4 соответственно c фазовыми сдви-
гами −π/2, 0, π/2, π. Реализация трехшагового ме-
тода в ИВС 180◦ показана на рис. 4. Здесь алгоритм

четырехшагового метода дополнен синей пунктир-
ной линией.

При малых искажениях волнового фронта изме-
рение интенсивности I4 при α = 0 затруднено, так
как это режим темного поля, однако при больших
искажениях волнового фронта ∼ λ условие темно-
го поля не выполняется, так что четырехшаговый
режим становится более надежным. Для четырех-
шагового метода

φ(u, v) = tg−1(
I4 − I2
I1 − I3

), (10)

γ(u, v) = 2

√
(I4 − I2)2 + (I1 − I3)2

I1 + I2 + I3 + I4
. (11)

Рассмотрим волновой фронт, который имеет
пространственное распределение фазы φ′(u, v).
Интерференционный коронограф со схемой
ИВС 180◦ сравнивает электрические поля
E из центрально-симметричных зон, добав-
ляя фазовый сдвиг π, так что интенсивность
I(u, v) → 0 при равенстве модулей амплитуд
|E(u, v)| = |E(−u,−v)|, (P (u, v) = P (−u,−v)) и фаз
φ(u, v) = φ(−u,−v) записывается как

I = 〈E(u, v)Ė(−u,−v)〉, (12a)

I = |E(u, v)|2 + |E(−u,−v)|2 +
+ 2|E(u, v)||E(−u,−v)| ×
× cos(φ(u, v)− φ(−u,−v)± π), (12b)

где оператор 〈. . . 〉 обозначает усреднение по ан-
самблю, а Ė обозначает комплексное сопряжение.

Измеренное таким образом (см. (8) или (10)) рас-
пределение φ(u, v) разности фаз двух полуплоско-
стей зрачка достаточно отобразить в одной полу-
плоскости зрачка посредством АО как −φ′(u, v). То-
гда в случае только фазовых искажений (и в отсут-
ствие аберраций необщего пути) слабый компонент
изображения от неосевого источника экзопланеты
будет проявлен или контрастирован на погашен-
ном фоне звезды (осевого источника). Поскольку
фотоприемная CCD-камера для регистрации L по-
следовательных изображений I1...L пошагового PSI-
метода установлена в оптически сопряженной зрач-
ковой плоскости после интерференционного коро-
нографа, учитывается суммарный вклад в фазовое
распределение всех значимых оптических поверхно-
стей, в том числе и вклад аберраций необщего пути
внутри оптической схемы коронографа.

Дополнительно к фазе φ(u, v), в зрачковой плос-
кости присутствуют еще и амплитудные искажения
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Рис. 4. Схема фазовой модуляции в зрачковой плоскости и соответсвующие трехшаговому алгоритму (8), (9) значения

интенсивностей I
(u)
1...3, I

(d)
1...3 для верхней (u) и нижней (d) половин поля вторичного зрачка. Синим цветом дополнены

модуляция и интенсивности I
(u)
4 , I

(d)
4 для четырехшагового алгоритма (10), (11)

P (u, v). Применяя LC-SLM как АО, можно исполь-
зовать внешние настройки поляризации для осу-
ществления фазово-амплитудной модуляции.

Рисунок 4 иллюстрирует трех- и четырехшаго-
вый методы модуляции на полуплоскостях зрачко-
вой плоскости. При интерференции использована
фазовая модуляция половины поля, согласно с ал-
горитмами (8)–(11).

Здесь волновой фронт, имеющий некоторое фа-
зовое распределение φ(u, v), получает дополнитель-
ный фазовый сдвиг α половины поля (в зрачковой
плоскости). Распространение волн в плечах интер-
ферометра привносит поворот изображения на 180◦

и дополнительный сдвиг фаз на π радиан, что схе-
матично показано на рис. 4. Внизу обозначены соот-
ветствующие разности фаз на полуполях (с услов-
ными индексами «d» — нижнее и «u» — верхнее по-
луполя соответственно), слева — соответствующие
значения интенсивностей, регистрируемые трех- (и
четырех-) шаговым методом в обозначениях I1...3,4.
Реализация четырехшагового метода (10), (11) по-
казана пунктиром синего цвета справа.

4. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ИЗМЕРЕНИЯ И КОРРЕКЦИИ ВФ В

ОПТИЧЕСКОЙ СХЕМЕ С
ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫМ КОРОНОГРАФОМ

4.1. Принципиальная оптическая схема для

расчета коронографических изображений в

присутствии и компенсации искажений ВФ

Для проверки применимости пошагового PSI-
метода в случае интерференционного короногра-
фа ИВС 180◦ было проведено численное модели-
рование. Мы дополнили пакет программ Proper
[17], используемый в проекте НАСА WFIRST [6]
блоками: PSI — шагового метода определения фа-
зы и амплитуды, интерференционного короногра-
фа (ИВС 180◦) и другими вспомогательными оп-
циями. Была смоделирована оптическая схема, по-
казанная на рис. 5, содержащая телескоп (показан
линзой L1), оптические элементы (линзы L2 . . . L6)
для формирования оптических зрачковых плоско-
стей Σ′ = (u′, v′),Σ′′ = (u′′, v′′) и Σ′′′ = (u′′′, v′′′),
сопряженных с первичным зрачком Σ0 = (u, v).
В зрачке Σ0 смоделированы аберрации телескопа,
во вторичном зрачке Σ′ установлен корректирую-
щий фазовый элемент АО: пиксельный корректор
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Рис. 5. Принципиальная оптическая схема коррекции ВФ, содержащая телескоп, корректор ВФ (АО), интерференцион-

ный коронограф, CCD-камеры для регистрации изображений в фокусе и в зрачке

ВФ (LC-SLM). В следующем оптически сопряжен-
ном зрачке Σ′′ помещен интерференционный ко-
ронограф, так что плоскость Σ′′ = (u′′, v′′) соот-
ветствует сложению ВФ. В зрачке Σ′′′ установле-
на CCD2 для анализа ВФ путем регистрации серии
PSI-изображений I1...L для реализации шагового ме-
тода для измерения распределений фазы φ(u, v) и
взаимной амплитуды γ(u, v). В схеме перед фокусом
F ′′ показан (синей пунктирной линией) переключае-
мый или стационарный светоделитель СД для уста-
новки CCD-камеры поля (CCD1). При моделирова-
нии учтены аберрации необщего пути NCPA (non-
common path aberrations), привнесенные в плоскость
ΣNCPA, оптически несопряженную со зрачком. Та-
ких взаимно несопряженных плоскостей (Σ1

NCPA,
. . . не показаны на рисунке) может быть несколько,
что учитывает микрорельеф, микрошероховатости
и дефекты оптических элементов.

С целью упрощения анализа влияния аберра-
ций, коррекции ВФ на коронографическое изобра-
жение, на рис. 5 показана принципиальная оптиче-
ская система с единичным увеличением, с равны-
ми фокусными расстояниями f оптических элемен-
тов. На практике увеличения и масштабы изображе-
ний отличаются от моделируемых параметров. Так-
же практическая схема упрощена.

4.2. Примеры аберрационных экранов в

различных плоскостях оптической схемы и

возможность фазовой коррекции ВФ

На рис. 6 приведены некоторые результаты мо-
делирования схемы рис. 5. Примеры некоррелиро-
ванных аберрационных экранов в плоскостях Σ0 и
в ΣNCPA показаны соответственно на рис. 6 а и б.
Среднеквадратичная ошибка ВФ Σ0 σ = 10 нм, а
ВФ ΣNCPA σ = 1 нм. В модели ВФ Σ0 на главном
зеркале телескопа учитывали два типа геометриче-

ских и статистических аберраций. Геометрические
аберрации соответствовали классическим низкоча-
стотным аберрациям: дефокусировке, сферической
аберрации, коме, астигматизму, дисторсии и т. д.,
для которых полиномы Цернике до 10 порядка име-
ют выраженную сходимость. Статистические абер-
рации характеризуются спектром мощности ошибок
в области средних и высоких пространственных час-
тот f , убывающих по закону f−2. Среднеквадратич-
ную ошибку ВФ (СКО — среднее квадратичное от-
клонение) σ = 10 нм вычисляли на характеристиче-
ской длине 0.05D.

Звезду (*) и планету (p) размещали на астро-
центрическом расстоянии 5λ/D и моделировали с
различными интенсивностями, соответственно I∗ и
Ip, так что контрасты C между ними имели значе-
ния C = I∗,@λ/Ip,@λ ≈ 106 и 109. Здесь I∗,@λ/Ip,@λ

— отношение световых потоков в максимумах ФРТ
звезды и планеты на фиксированной длине волны
λ = 500 нм. На рис. 6 в–к показаны коронографиче-
ские изображения с учетом волновых фронтов: Σ0

и Σ0 + ΣNCPA без компенсации фазы в плоскости
Σ′ = (u′, v′) (рис. 6 в–е), и с компенсацией фазы
(рис. 6 ж–к). Если присутствует только аберрация
ВФ в зрачке Σ0 = (u, v), то компенсация фазы в со-
пряженном зрачке Σ′ = (u′, v′) приводит к чистому
(без спекл-поля) изображению планеты и ее симмет-
ричной копии (рис. 6 ж, з). Если присутствуют обе
аберрации, как в зрачке Σ0, так и в промежуточ-
ной (не в зрачковой) плоскости ΣNCPA, то не уда-
ется только фазовой модуляцией получить чистое
изображение планеты. Фазовые аберрации необще-
го пути ΣNCPA обусловливают фазово-амплитудное
распределение поля в плоскости зрачка (рис. 6 и,
к). Этот эффект визуально заметен при существен-
но больших контрастах между звездой и планетой
C = 109 и практически незаметен при малых кон-
трастах C = 104, ср. рис. 6 и и к. В частности,

140



ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023 Коррекция волнового фронта. . .

0

5 10 15 20 25 30 35 40 45

5

10

15

20

25

30

35

40

45

-0.05

0

0.05

0.1

( )

NCPA

5 10 15 20 25 30 35 40 45

5

10

15

20

25

30

35

40

45

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

( )

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

/D

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8
-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

( )

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

/D

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

( )

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

/D

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8 -10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

( )

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

/D

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

( )

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

/D

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8 -14

-13.5

-13

-12.5

-12

-11.5

-11

-10.5

-10

-9.5

-9

( )

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

/D

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8
-14

-13

-12

-11

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

( )

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

/D

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8
-14

-13.5

-13

-12.5

-12

-11.5

-11

-10.5

-10

-9.5

-9

( )

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

/D

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

-14

-13

-12

-11

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

( )�

Рис. 6. Аберрационные экраны и соответствующие коронографические изображения, использованные и вычисленные

согласно схеме рис. 5. Аберрационные экраны (фазовые распределения φ(u, v) в Σ0 и в ΣNCPA): a) Σ0 (σ = 10 нм) и

б) ΣNCPA (σ = 1 нм). Коронографические изображения I(α′′, β′′) в фокусе F ′′ на камере поля CCD1, вычисленные с

учетом искажения ВФ Σ0 с разными начальными контрастами планеты и звезды C−1: в) 10−9 и г) 10−4; вычисленные с

учетом искажений ВФ Σ0 и ΣNCPA с контрастами планеты и звезды C−1: д) 10−9 и е) 10−4. Коронографические изоб-

ражения I(α′′, β′′), вычисленные с учетом коррекции ВФ Σ0 посредством АО, постановкой фазового экрана −φ(u′, v′)

в плоскости Σ′(u′, v′) для начальных контрастов планеты и звезды C−1: ж) 10−9 и з) 10−4. Коронографические изоб-

ражения I(α′′, β′′) при коррекции ВФ Σ0 + ΣNCPA постановкой фазового экрана −φ1(u
′, v′) 6= φ(u′, v′) (учитывающего

суммарный эффект Σ0 + ΣNCPA в плоскости Σ′(u′, v′)) для C−1: и) 10−9 и к) 10−4
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если смоделировать дополнительную компенсацию
интенсивности в зрачке Σ′ = (u′, v′), то короно-
графическое изображение будет иметь вид чистого,
без спекл-поля, распределения интенсивности ана-
логично рис. 6 ж и з.

Следует отметить два важных аспекта: во-
первых, моделирование на рис. 6 было проведено
с известными распределениями фазы φ(u′, v′) и
амплитуды P (u′, v′) в плоскости, где была кор-
рекция ВФ Σ′ = (u′, v′) — что возможно при
моделировании, а на практике требуется измерение
этих распределений. Во-вторых, компенсация фазы
повторяла точное решение без учета шума, неточ-
ностей модуляции, достаточного числа пикселей и
т. п. Ниже мы учитываем эти замечания.

4.3. Определение фазового экрана для

коррекции волнового фронта шаговым

методом модуляции фазы (PSI)

В этом численном эксперименте показано (см.
рис. 7), что четырехшаговый метод модуляции фа-
зы, примененный на половине зрачковой плоскости
(см. рис. 4 и разд. 3) успешно определяет требу-
емые для осуществления коррекции ВФ простран-
ственные распределения фазы φ(u′, v′) и амплиту-
ды P (u′, v′) ∼ γ(u′, v′) в плоскости Σ′. Рисунок 7
иллюстрирует методику измерения ВФ после коро-
нографа и демонстрирует коррекцию ВФ при ис-
пользовании измеренных таким образом φ(u′, v′) и
P (u′, v′). Так, на рис. 7 а, в, д, ж показаны четыре
фазовых экрана в плоскости Σ′ для каждого шага
модуляции α = −π/2, 0, π/2, π соответственно. Со-
ответственно им, справа на рис. 7 б, г, е, з показаны
распределения фаз в сопряженной зрачковой плос-
кости Σ′′′ = (u′′′, v′′′). Далее вычисляют распределе-
ние фазы φ(u′, v′), которое при передаче на пиксели
АО LC-SLM с обратным знаком −φ(u′, v′) корректи-
рует ВФ.

На рис. 7 и–л показаны коронографические изоб-
ражения для начального контраста C = 109, ко-
гда поданы аберрации Σ0 или (Σ0 + ΣNCPA), опре-
делен и подан корректирующий фазовый компо-
нент −φ(u′, v′). Так, при вычислении изображения
на рис. 7 и учтены аберрации в зрачке Σ0 (рис. 6 а)
и использован соответствующий корректирующий
экран — как результат наблюдаем чистое короногра-
фическое изображение без спекл-шума. На рис. 7 к

активны аберрации в зрачке Σ0 и в несопряженной
плоскости ΣNCPA, но использован корректирующий
экран, вычисленный в предыдущем случае, и, учи-

тывающий только Σ0 — как результат изображение
планеты неразличимо на уровне спекл-шума. Нако-
нец, при вычислении изображения на рис. 7 л учте-
ны также две аберрации в зрачке и в несопряжен-
ной плоскости (Σ0 +ΣNCPA) и использован опреде-
ленный четырехшаговым методом PSI корректиру-
ющий экран — как результат уровень сигнала пла-
неты превосходит уровень спекл-поля, так что мо-
дельная планета визуально различима над уровнем
шума.

Промежуточный вывод: метод PSI пошагового
сдвига на половине зрачковой плоскости и сопря-
женной с плоскостью сложения волн в интерферо-
метре вращательного сдвига на 180◦ хорошо приме-
ним для определения фазового распределения, ис-
пользуемого для коррекции ВФ, в том числе и ис-
кажений ВФ, обусловленных аберрациями необщего
пути (ΣNCPA) в несопряженных плоскостях.

4.4. Неточности и ошибки, допустимые при

коррекции ВФ для визуализации планеты на

рассеянном фоне звезды

В качестве критерия визуализации планеты на
рассеянном фоне звезды можно считать усреднен-
ное по радиусу сечение (2D radial average). Так, ес-
ли максимум, обусловленный сигналом планеты (на
астроцентрическом расстоянии 5λ/D в рассмотрен-
ном случае), превышает другие максимумы, обу-
словленные спекл-шумом, то планету будем считать
визуализированной или различимой на фоне звез-
ды. Поэтому для последующего анализа приведе-
ны вычисленные как двумерные коронографические
изображения, так и соответствующие усредненные
по радиусу сечения.

На рис. 8 показано ухудшение качества короно-
графического изображения при неточности коррек-
ции ВФ, вследствие возрастающего биннирования
(binning). При биннировании шаг пикселя огрубля-
ется, т. е. учитывается меньшее число пикселей в
изображении. Физически при биннировании груп-
па пикселей работает как один пиксель с усреднен-
ным значением. На рис. 8 а, б вычисления проводи-
ли с корректирующим экраном Σ′, учитывающим
∼ 400 × 400 пикселей (биннирование 1). Здесь име-
ющая начальный контраст C−1 = 10−9 планета (и
ее копия) на астроцентрическом расстоянии 5λ/D

достоверно визуализированы на уровне фона. На
рис. 8 в, г учтены ∼ 200 × 200 пикселей в зрачке
Σ′ (биннирование 2), на рис. 8 д, е ∼ 100× 100 пик-
селей на зрачок Σ0 (биннирование 4), как следствие
планета (на 5λ/D) становится все менее заметной

142



ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023 Коррекция волнового фронта. . .

, =

5 10 15 20 25 30 35 40 45

5

10

15

20

25

30

35

40

45

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

( )

, =

5 10 15 20 25 30 35 40 45

5

10

15

20

25

30

35

40

45

-3

-2

-1

0

1

2

3

( )

, = /2

5 10 15 20 25 30 35 40 45

5

10

15

20

25

30

35

40

45

0

0.5

1

1.5

( )

, = /2

5 10 15 20 25 30 35 40 45

5

10

15

20

25

30

35

40

45
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

( )

, =3 /2

5 10 15 20 25 30 35 40 45

5

10

15

20

25

30

35

40

45

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

( )

, =3 /2

5 10 15 20 25 30 35 40 45

5

10

15

20

25

30

35

40

45

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

( )

, =0

5 10 15 20 25 30 35 40 45

5

10

15

20

25

30

35

40

45

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

( )

, =0

5 10 15 20 25 30 35 40 45

5

10

15

20

25

30

35

40

45

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

( )

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

/D

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8 -14

-13.5

-13

-12.5

-12

-11.5

-11

-10.5

-10

-9.5

-9

( )

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

/D

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

-11

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

( )

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

/D

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

-14

-13.5

-13

-12.5

-12

-11.5

-11

-10.5

-10

-9.5

-9

( )

Рис. 7. Коронографические изображения для начального контраста C = 109, когда поданы аберрации Σ0 или

(Σ0 +ΣNCPA), определен и подан корректирующий фазовый компонент −φ(u′, v′)

на уровне спекл-шума. При биннировании 8, когда
корректируют только 50×50 пикселей (рис. 8 ж, з),
сигнал планеты в усредненном радиальном сечении
не превышает уровень шума — планета не визуали-

зирована, согласно принятому выше критерию.

Таким образом, при рассмотренных уровнях ис-
кажений ВФ (СКО: σ = 10 нм в зрачке Σ0 и σ = 1 нм
в несопряженной плоскости ΣNCPA) для визуализа-
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Рис. 8. Коронографические изображения (слева) планеты на астроцентрическом расстоянии 5λ/D с начальным контра-

стом C−1 = 10−9 и соответствующие им радиальные сечения, усредненные по углу, (справа) при различных параметрах

биннирования как уменьшения числа пикселей в зрачке Σ′, где находится АО. а), б) Биннирование = 1, ≈ 400 × 400

пикселей в Σ′. в), г) Биннирование = 2, ≈ 200× 200 пикселей в Σ′. д), е) Биннирование = 4, ≈ 100× 100 пикселей в Σ′.

ж), з) Биннирование = 8, ≈ 50× 50 пикселей в Σ′

ции планеты с начальным контрастом C−1 = 10−9

на астроцентрическом расстоянии 5λ/D достаточно
не менее 100 × 100 управляемых по фазе пикселей
в зрачке. На первый взгляд этот вывод противоре-
чит теореме Котельникова о достаточности 2N×2N ,
где N = 5, т. е. 10 × 10 пикселей в зрачке оптиче-

ской системы для коррекции угловой частоты f5λ/D.
Но очевидно, что только фазовая коррекция зрач-
ка не полностью решает поставленную задачу с тео-
ретической точностью, так как аберрации ΣNCPA

в несопряженной плоскости имеют дополнительный
эффект амплитудных аберраций, которые остаются
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нескорректированными.
На рис. 9 показано ухудшение качества коро-

нографического изображения при неточности кор-
рекции ВФ, вследствие возрастающей ошибки кор-
ректирующего ВФ Σ′. Здесь в каждом (k, l) пик-
селе плоскости Σ′ = (u′, v′) вместо правильного
корректирующего значения −φ(u′, v′) учтено зна-
чение фазы −φ(u′, v′) ± ∆φk,l с ошибкой ∆φk,l,
которая распределена по нормальному случайно-
му закону и рассчитывается в долях длины вол-
ны (λ/n). Чтобы проследить допустимую ошибку
коррекции ВФ, обусловленную неточностью АО, на
рис. 9 биннирование = 1 везде, кроме последних
рис. 9 и, к (биннирование = 4), для оценки сов-
местного вклада биннирования и вклада неточно-
сти коррекции. На рис. 9 а, б ошибка АО соста-
вила малую величину ∆φ ≤ λ/10000, так что на-
блюдают качественную коррекцию ВФ с уверенной
визуализацией планеты (с начальным контрастом
C−1 = 10−9). На рис. 9 в, г ошибка коррекции АО
составила уже величину ∆φ ≤ λ/1000, так что кор-
рекция ВФ все еще достаточна для визуализации
планеты с C−1 = 10−9. На рис. 9 д, е ошибка АО со-
ставила величину ∆φ ≤ λ/500, и точность коррек-
ции ВФ становится недостаточной для визуализа-
ции планеты с C−1 = 10−9. В то же время, точность
коррекции ВФ с ошибкой ∆φ ≤ λ/500 достаточна
для визуализации планеты с меньшим начальным
контрастом C−1 = 10−8, см. рис. 9 ж, з.

Совместный эффект биннирования = 4 и ошибки
коррекции ВФ АО ∆φ ≤ λ/500 показаны на рис. 9 и,

к, что несколько ухудшает предыдущий результат,
но остается удовлетворительным для визуализации
планеты с контрастом C−1 = 10−8 на фоне звезды.
Возможно, более точным практическим критерием
влияния ошибок может быть уровень спекл-шума на
заданном астроцентрическом расстоянии при усред-
нении нескольких реализаций. Численное модели-
рование показывает, что для визуализации планеты
с начальным контрастом C−1 = 10−9 предъявляют
очень высокие требования к точности коррекции ВФ
фазовой адаптивной оптики, допустимая ошибка не
ниже λ/1000 и число активных пикселей с фазовой
коррекцией не менее 100× 100 на площадь зрачка.

4.5. Эксперимент по измерению и коррекции

ВФ в интерференционном коронографе

4.5.1. Схема лабораторного эксперимента

Схема интерференционного коронографа AIC-
180◦ и фотография лабораторного эксперимента по-

казаны на рис. 10.
В эксперименте свет от гелий-неонового лазе-

ра проходит через пространственный фильтр и
далее через коллимационную линзу (L2), линей-
ный поляризатор, фазовый пространственный мо-
дулятор LC-SLM в направлении интерференцион-
ного коронографа ИВС 180◦ (achromatic interfero-
coronagraph (AIC-180◦)). Линзы L3–L4 оптически
переносят зрачковую плоскость Σ′ (рис. 5) (где уста-
новлен LC-SLM) в плоскость светоделителя ИВС
180◦, где происходит сложение волн. После коро-
нографа расположен еще один светоделитель (СД).
В одном направлении (после светоделителя) созда-
на плоскость изображения, там расположена CCD1

(камера поля), с помощью которой наблюдают ко-
ронографическое изображение в фокальной плос-
кости. В другом направлении после светоделителя
(СД) расположены дополнительная линза (L6) для
создания оптической плоскости вторичного зрач-
ка, где расположена вторая CCD2. В этой плос-
кости, оптически сопряженной со зрачком, опреде-
ляли распределение ВФ, согласно алгоритмам (8)–
(11). Между LC-SLM и коронографом линзы (L3–
L4) согласовывают оптические плоскости зрачка Σ′

(рис. 5), где установлен LC-SLM, и плоскость зрач-
ка Σ′′ (рис. 5), где установлен коронограф. Плос-
кость Σ′′ совмещена с плоскостью светоделителя
ИВС 180◦, где происходит суперпозиция (сложение)
интерферирующих волн.

В лабораторном эксперименте мы использовали
более доступный (в коммерческом плане в России)
жидкокристаллический (ЖК) фазовый простран-
ственный модулятор, вместо прецизионного дефор-
мируемого зеркала. Это имеет некоторые преимуще-
ства и некоторые недостатки, которые целесообраз-
но отметить в контексте функционирования АО для
коронографа.

В числе преимуществ ЖК фазового простран-
ственного модулятора (phase-only LC-SLM [18]) сле-
дует отметить существенно большее число адресуе-
мых пикселей более 1500×1000 = 1.5 ·106 по сравне-
нию с меньшим числом актуаторов ДЗ ∼ 103 . . . 104.
Также возможна амплитудно-фазовая и поляриза-
ционная модуляции при использовании поляриза-
ционных устройств. Амплитудно-фазовая модуля-
ция происходит, например, при постановке поля-
ризатора до и после LC-SLM, при углах пропус-
кания, отличающихся от направления главной (по-
ляризационной) оси LC-SLM. Возможна реализа-
ция произвольной поверхности ВФ, в том числе
и с разрывами ВФ, что практически невозможно
с ДЗ. В числе основных недостатков следует от-

2 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 9. Коронографические изображения (слева) планеты на астроцентрическом расстоянии 5λ/D с начальными кон-

трастами C−1 = 10−9 а)–е) и 10−8 ж)–к) и соответствующие им радиальные сечения, усредненные по углу (спра-

ва), при различной величине ошибки ∆φ АО в зрачке Σ′ при подаче корректирующей фазы −φ (по величине СКО):

а), б) ∆φ ≤ λ/10000 (биннирование = 1); в), г) ∆φ ≤ λ/1000 (биннирование = 1); д), е), ж), з) ∆φ ≤ λ/500

(биннирование = 1); и), к) ∆φ ≤ λ/500 (биннирование = 4)
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Рис. 10. Оптическая схема интерференционного коронографа вращательного сдвига на 180◦ (а) и фотография (б) лабо-

раторного эксперимента по коррекции ВФ с измерением искажений ВФ после интерференционного коронографа. Обо-

значены лазер, пространственный фильтр: линза L1, линза-коллиматор L2, линейный поляризатор, ЖК пиксельный

(пространственный) модулятор света (phase-only LC-SLM), интерференционный коронограф (AIC-180◦) (показан в уве-

личенном размере на рис. а)), светоделитель, фокусирующие линзы L3–L5, CCD1 (камера поля), фокусирующая линза

L6 для формирования зрачковой плоскости, CCD2 (в зрачковой плоскости)

метить, в первую очередь, существенно меньшую
точность фазовой модуляции, номинально λ/100–
λ/200 (≈ 5π/28 = 2.5λ/256), что недостаточно для
наблюдения экзопланет, наличие фликера (дрожа-
ния) фазы. Также имеются отличные от ДЗ кра-
евые эффекты пикселей, обусловленными физиче-
скими границами пикселей, относительные размеры
модулируемой и не модулируемой зон описывает fill
factor. Между актуаторами ДЗ нет видимых границ
(со стороны мембранного зеркала), но применяют
функцию (form-factor), которая наиболее точно ап-
проксимирует фазовое распределение по дискретно-
му числу актуаторов, учитывая особенности соеди-
нения актуаторов с мембранным с ДЗ и реакцию
соседней зоны (crosstalk). Наконец, следует учиты-
вать хроматизм LC-SLM, вследствие дисперсионных
свойств материала ЖК, по сравнению с ДЗ с эффек-
тивной свободной дисперсией d оптической длины
пути, d/λ.

Проанализируем основной недостаток по точ-
ности ЖК пространственного модулятора и ука-

жем возможные способы функционирования LC-
SLM для звездного коронографа. Для эффектив-
ного увеличения точности фазовой модуляции (бо-
лее чем на порядок) возможно применение прин-
ципа (существенно) несбалансированного интерфе-
рометра [19]. Так, в двухлучевом интерферометре
можно сложить две когерентные волны с нерав-
ными амплитудами, например, различающимися на
порядок (в общем случае в k раз). Внутри несба-
лансированного интерферометра в одном плече фа-
зу волны, с меньшей амплитудой, корректируют,
при этом учитывают точность фазовой модуляции.
В другом плече интерферометра модуляцию фазы
волны не проводят и интерференционно складыва-
ют волны на светоделителе. Если измерить глуби-
ну фазовой модуляции результирующей волны (по-
сле сложения), то она окажется меньше чем глу-
бина фазовой модуляции слабой по амплитуде вол-
ны. Таким образом, возможно эффективно умень-
шить ошибку модуляции. Подробное описание это-
го метода можно найти в [19]. В настоящей работе
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Рис. 11. Коррекция ВФ, содержащего наклон плоскости зрачка более чем на 2.5λ: а) нескорректированный ВФ, б) скор-

ректированный ВФ, в), г) нескорректированный и скорректированный фрагменты ВФ с соответствующими гистограм-

мами отсчетов д, е

отметим, что под атмосферой ВФ искажен турбу-
ленцией и содержит значительную ошибку ВФ, пре-
вышающую несколько длин волн оптического диа-
пазона. Метод несбалансированного интерферомет-
ра увеличит точность коррекции ВФ, если ошиб-
ка ВФ существенно меньше длины волны λ (хотя
бы на порядок ∼ λ/10. . .∼ λ/100). Поэтому для
точной коррекции ВФ в режиме наземного теле-
скопа возможно использовать два пиксельных ис-
полнительных элемента с точностью порядка λ/100,
один из которых установлен на входе перед несба-
лансированным интерферометром, а другой внут-
ри интерферометра в плече с меньшей амплитудой.
В заатмосферном космическом телескопе получают
дифракционно-ограниченное изображение, так что
искажение ВФ обычно в несколько раз меньше цен-
тральной длины волны λ. Здесь также можно ис-
пользовать LC-SLM в несбалансированном интерфе-
рометре, в квазистатическом режиме по быстродей-
ствию корректирующей АО.

4.5.2. Экспериментальные результаты по
коррекции ВФ

Вначале покажем некоторые результаты коррек-
ции ВФ по измерениям в зрачковой плоскости на
CCD2, см. рис. 10.

На рис. 11 показан результат эксперимента по
коррекции больших искажений волнового фронта,
превосходящих по диапазону длину волны λ (одну
полосу интерференции), в данном случае, наклон
плоскости зрачка был в диапазоне более чем 2.5λ.
Нескорректированное распределение ВФ, показан-
ное на рис. 11 а, было скорректировано, см. риc. 11 б,
в активной области модулятора LC-SLM с примене-
нием методики, описанной выше. Достигнутая точ-
ность (σ ≈ λ/30) восстановления ВФ получена в
результате двух итераций. Вторая итерация эффек-
тивно компенсирует нелинейность фазового отклика
LC-SLM при искажениях в большом диапазоне. На
рис. 11 в, г показаны профили фазовых поверхно-
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Рис. 12. Коррекция ВФ: а) нескорректированный ВФ, б) скорректированный ВФ, с соответствующими гистограммами

отсчетов в, г

стей фрагмента предыдущих изображений до кор-
рекции и после соответственно. На рис. 11 д, е при-
ведены соответствующие гистограммы. После кор-
рекции волновой фронт имеет среднеквадратичное
отклонение σ ≈ λ/30.

Результат коррекции распределения ВФ, более
сложного, чем наклон, показан на рис. 12. Нескор-
ректированное распределение ВФ, показанное на
рис. 12 а, было скорректировано, как показано на
рис. 12 б. Соответствующие гистограммы отсчетов
фазы ВФ приведены на рис. 12 в и г. После кор-
рекции волновой фронт имеет среднеквадратичное
отклонение σ ≈ λ/40.

На рис. 13 показана коррекция практически
плоского ВФ со среднеквадратичным отклонени-
ем σ ≈ λ/5 (по фрагменту нескорректированного
ВФ). Нескорректированный ВФ показан на рис. 13
а, скорректированные поочередно левая и правая
части показаны на рисунках б и в соответствен-
но. В оптической схеме данного эксперимента (см.
рис. 10) пространственный модулятор фазы был
установлен до ИВС 180◦, что позволяет скорректи-
ровать симметричные искажения ВФ одновременно
на двух половинах зрачковой плоскости. Но несим-
метричные искажения ВФ (возникающие непосред-
ственно внутри интерферометра) можно скорректи-
ровать только поочередно или на левой, или на пра-
вой половинах зрачковой плоскости, рис. 13 б и в со-

ответственно. При анализе спектра мощности оши-
бок, усредненного по радиальным сечениям (radially
averaged power spectrum density, PSD), на полуплос-
кости зрачка до коррекции (показан синей пунктир-
ной линией) и после (показан красной сплошной ли-
нией) видно на рис. 13 г, что эффективно коррек-
тируются (более чем на порядок) неоднородности с
пространственными частотами (с характерным раз-
мером) менее 1/10 полуапертуры, тогда как более
высокие пространственные частоты не корректиру-
ются.

Отсутствие коррекции средних и высоких частот
можно объяснить присутствием аберраций необще-
го пути, которые обусловливают нескорректирован-
ные амплитудные ошибки на средних и высоких ча-
стотах.

Эксперименты по коррекции ВФ (аналогично,
показанным выше в зрачковой плоскости) также на-
блюдали в фокальной плоскости на CCD1, где фик-
сировали коронографические изображения. Так, на
рис. 14 показаны изображения (в логарифмиче-
ском масштабе по вертикальной шкале интенсив-
ности), полученные в эксперименте: а — некоро-
нографическое изображение (аналогично изображе-
нию на светлом порте интерферометра) — фактиче-
ски изображение точечного источника (ФРТ) с хо-
рошо наблюдаемыми кольцами Эйри, при экспози-
ции 0.02 мс; б — коронографическое изображение,
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Рис. 13. Коррекция плоского ВФ: а) нескорректированный ВФ; б), в) скорректированные левая и правая полуплоскости;

г) усредненный по радиальным сечениям спектр мощности ошибок (PSD), синяя штриховая линия — до коррекции,

красная сплошная линия — после коррекции
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Рис. 14. Экспериментальные изображения. а) Некоронографическое изображение (экспозиция 0.02 мс). б) Коронографи-

ческое изображение, при коррекции ВФ приблизительно с σ ≈ λ/40 (экспозиция ≈ 30 мс). в) Усредненные радиальные

сечения: синяя сплошная линия для некоронографического изображения а, красная сплошная линия для коронографи-

ческого изображения б, синяя штриховая линия для радиального сечения теоретической ФРТ, черная сплошная линия —

сечение другой реализации в другой момент времени коронографического изображения, черная штриховая линия —

усредненное сечение разности двух коронографических изображений

полученное при коррекции ВФ приблизительно со
среднеквадратичным отклонением σ ≈ λ/40. Здесь
при экспозиции ≈ 30 мс хорошо видно спекл-поле
на астроцентрическом расстоянии (от центра ФРТ)
на месте колец Эйри. По изображениям рис. 14 а

и б были построены усредненные радиальные се-
чения, показанные на рис. 14 в синей сплошной и

красной сплошной линиями соответственно. Также
на рис. 14 в показаны радиальное сечение теорети-
ческой ФРТ (2J1(r)/r)2 — синяя штриховая линия,
усредненное радиальное сечение другой реализации
в другой момент времени изображения, аналогич-
но б — черная сплошная линия и радиально усред-
ненное сечение разности двух коронографических
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изображений, полученных в разные моменты вре-
мени — черная штриховая линия. Разность коро-
нографических изображений подразумевает посто-
бработку, при которой так называемые статические
(statsic) спеклы допускают вычитание и показывают
возможность дополнительного выигрыша в короно-
графическом контрасте.

В астроцентрической области шире, чем второе
кольцо Эйри (< 2λ/D), нами экспериментально по-
лучен контраст, в 105 превышающий значение ФРТ
в максимуме. При достаточной статистике спекл-
поля постобработка способна улучшить это значе-
ние еще на два порядка, что пока не показано в дан-
ном лабораторном эксперименте и, по-видимому, по-
требует большей статистики изображений.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы исследовали как теоретически, так и в мо-
дельном, а также и в лабораторном экспериментах
новую методику коррекции ВФ для задачи наблюде-
ния экзопланет в астрономическом дифракционно-
ограниченном изображении в окрестности звезды на
астроцентрическом расстоянии в несколько дифрак-
ционных радиусов от родительской звезды. Предло-
женная методика работоспособна в части измерения
и коррекции волнового фронта. В частности, для
визуализации Земли в окрестности Солнца с кон-
трастом 109 требуется получить точность коррекции
лучше λ/500 на управляемых 500× 500 пикселях.

Согласно приведенным зарубежным публикаци-
ям практически возможно получить ограниченную
зону в плоскости изображения, где рассеянный фон
излучения звезды (спекл-поле) ослаблен до уров-
ня детектирования слабого сигнала от экзопланеты
и где неосевой сигнал экзопланеты практически не
ослаблен. Это достигается комбинацией сверхточ-
ных систем АО и масочного коронографа Лио. В
процессе коррекции ВФ нетривиальной задачей яв-
ляется измерение ВФ после коронографа, где учте-
ны аберрации необщего пути, из-за чего стандарт-
ные измерители ВФ (датчики Гартмана и др.) ока-
зываются неточными и содержат дополнительные
источники ошибок. Предложенный нами новый ме-
тод измерения и коррекции ВФ в настоящее время
доведен до экспериментального качества волнового
фронта лучше λ/40, что пока примерно на порядок
хуже целевого показателя (λ/500). Несмотря на это
достижение целевой точности коррекции ВФ будет
совершенствоваться в дальнейшей работе с возмож-
ным привлечением дополнительных методик. При

достигнутой точности коррекции показан экспери-
ментальный коронографический контраст, лучше,
чем 105, на астроцентрическом расстоянии более 2
дифракционных радиусов 2λ/D на длине волны 633
нм.

Финансирование. Авторы признательны Пра-
вительству Российской Федерации и Министер-
ству высшего образования и науки РФ за под-
держку в рамках гранта № 075-15-2020-780 (№
13.1902.21.0039).
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Изучены спектральные особенности ампер-ваттной чувствительности фотоэлектрических структур, вклю-

чающих прозрачный ITO-электрод, фоточувствительный органический слой и алюминиевый электрод,

сформированных на подложке из кварцевого стекла. В качестве активного фоточувствительного слоя ис-

пользованы вакуумно-напыленные пленки как индивидуальных органических соединений фталоцианина

цинка (материал ZnPc известен как обладающий донорными свойствами), фуллерена (C70-акцептора),

так и донорно-акцепторной композиции ZnPc:C70. С помощью компьютерного моделирования для всех

трех структур в широком спектральном диапазоне была определена структура полос поглощения. Это

позволило рассчитать отраженную и поглощенную доли падающего на образцы излучения и объяснить

особенности спектрального поведения ампер-ваттной чувствительности смесевой композиции ZnPc:C70.

Показано, что в смесевой композиции максимальная фоточувствительность реализуется в области пере-

крытия полос поглощения донорных и акцепторных молекул.

DOI: 10.31857/S0044451023020025
EDN: OPNGPY

1. ВВЕДЕНИЕ

Фоточувствительные наноструктуры органиче-
ских материалов привлекают все большее внимание
из-за возможности их конкурентного применения в
приборах и устройствах современной наноэлектро-
ники и фотоники. Преимущество органических пле-
нок перед неорганическими — это их заметная деше-
визна, вытекающая из относительно недорогой тех-
нологии их формирования (в том числе на гибких
подложках, без высоких температур и высокого ва-
куума), возможность выбора из огромной номенкла-
туры органических веществ необходимых химиче-
ских соединений, обладающих требуемыми физико-
химическими и оптическими свойствами, и созда-
ние на их основе композиционных материалов про-
стым смешиванием отдельных компонентов. Боль-
шое внимание в последние десятилетия уделяется
фотовольтаическим органическим структурам [1–4],

* E-mail: serguei.palto@gmail.com

используемым не только для преобразования свето-
вой (солнечной) энергии в электрическую [5–10], но
и для детектирования электромагнитных сигналов
в различных спектральных диапазонах [11–14], се-
лективного детектирования различных химических
веществ [15] и др.

В органических фотовольтаических гетерострук-
турах часто используются донорные (D) и акцеп-
торные (A) материалы, которые более эффектив-
но себя проявляют именно в смесевых композици-
ях (по сравнению со слоевыми органическими ге-
тероструктурами) [3, 16]. При этом, наряду с по-
лимерными материалами, широко используются и
композиции низкомолекулярных органических со-
единений: фталоцианинов (доноров CuPc, ZnPc) с
фуллеренами (акцепторами C60 и C70) [17–20]. В
смесевой композиции из-за взаимодействия близко
расположенных молекул донора и акцептора обра-
зуется множество микроскопических гетероперехо-
дов, хаотично распределенных по объему пленки —
так называемые объемные гетеропереходы (bulk
heterojunctions) [21–24]. Поглощенный свет возбуж-
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дает в активном донорно-акцепторном слое экси-
тоны [25], которые затем могут диссоциировать на
электроны и дырки и создавать ток во внешней це-
пи. Поглощение фотона донорно-акцепторной сме-
сью является первичным актом в фотоэлектриче-
ском процессе, влияющем на конечную спектраль-
ную фоточувствительность всего фотоэлектриче-
ского устройства. В связи с этим возникает вопрос,
как соотносятся спектры поглощения и спектраль-
ная фотоэлектрическая (ампер-ваттная) чувстви-
тельность пленок из отдельных компонентов сме-
си с соответствующими спектральными особенно-
стями поглощения света смесевой пленкой при учете
всех элементов фотоэлектрических структур, вклю-
чая систему электродов.

Для выяснения особенностей спектрального
поведения фоточувствительности композиционного
смесевого материала ZnPc : C70 в широком спек-
тральном диапазоне (240–1050 нм) были измерены
спектры фотоэлектрической чувствительности
образцов, которые, естественно, наряду с пленкой
на основе смесевой композиции ZnPc : C70 или
отдельных компонентов смеси (фталоцианина
цинка ZnPc и фуллерена C70), включают и элек-
троды. С помощью экспериментальных спектров
пропускания пленок указанных веществ были по-
строены и численно изучены модели этих слоевых
структур. Численные исследования выполнены
с использованием метода конечных разностей во
временном домене (FDTD — Finite Difference Time
Domain) для решения уравнений Максвелла [26].
Это позволило определить оптические спектры
доли поглощенного потока излучения, падающего
на соответствующие слоевые структуры, и выявить
основные особенности спектрального поведения
фоточувствительности смесевого композиционного
материала ZnPc : C70 в широком диапазоне длин
волн.

2. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ ИЗМЕРЕНИЙ

В данной работе исследуется композиционный
материал, составленный из смеси двух веществ:
фталоцианина цинка ZnPc — донора и фуллере-
на C70 — акцептора. Подбор веществ для смесевых
композиций требует серьезного изучения свойств
каждого компонента смеси в отдельности. В на-
шем случае выбор компонентов смесевой донорно-
акцепторной композиции обусловлен следующими
обстоятельствами. Известно, что фталоцианины ме-
таллов образуют, как правило, молекулярные ком-
плексы, характеризующиеся при оптическом воз-

буждении состояниями с переносом заряда, и мно-
гие из них проявляют полупроводниковые и фото-
полупроводниковые свойства [27]. В ряду фталоциа-
ниновых металлокомплексов полезным набором фо-
тофизических свойств (большое время жизни воз-
буждённых состояний [28], высокая стабильность и
ряд других особенностей [29]) для построения пре-
образователей обладает фталоцианин цинка ZnPc.
Спектр поглощения ZnPc (как и других фталоциа-
ниновых комплексов) состоит из ряда очень интен-
сивных полос, наиболее важные из которых — это
полоса Сорэ (340–360 нм) и Q-полоса (650–850 нм).
В длинноволновой области (600–700 нм) Q-полоса
характеризуется двумя расщепленными электрон-
ными переходами, соответствующими двум пикам
поглощения. В кристаллическом поле имеет место
расщепление этих электронных переходов с обра-
зованием экситонных зон [30] и наблюдается соот-
ветствующее значительное уширение Q-полосы —
её правый край может заходить в ближнюю ИК-
область. С другой стороны, в области 400–600 нм
имеется провал в спектрах поглощения фталоциа-
ниновых комплексов, в том числе и для ZnPc. Этот
провал хорошо компенсируется широкой полосой
поглощения фуллерена C70, расположенной именно
в этой области. Таким образом, даже для тонких
(∼ 100 нм) пленок смесевая донорно-акцепторная
композиция ZnPc : C70 обеспечивает интенсивное
поглощение излучения в широком диапазоне длин
волн от ближней УФ-области до ближней ИК-об-
ласти спектра.

Пленки органических веществ ZnPc, C70 и их
смесевой композиции ZnPc:C70 наносились на квар-
цевые подложки (20× 25мм2) с предварительно на-
несенной полоской ITO-электрода (5×25мм2) мето-
дом термического вакуумного испарения порошков
исходных веществ ZnPc, C70 либо их смеси ZnPc:C70

в камере вакуумной установки ВУП-4. Испарители
для вакуумного напыления изготавливались из ли-
стового молибдена толщиной 0.13 мм. Порошки ис-
ходных веществ ZnPc (НИОПИК) (∼ 1.7мг), C70

(МГУ) (∼ 2.1мг) либо их смесь ZnPc:C70 (∼ 3.8мг)
помещались в молибденовые испарители. В процессе
термического испарения в вакууме при заполнении
ловушки жидким азотом давление в камере варьи-
ровалось от (6–8) ·10−6 до 1.2 ·10−5 ммрт. ст. Сверху,
перпендикулярно полоске ITO-электрода, методом
вакуумного напыления наносилась полоска алюми-
ниевого электрода шириной 4 мм при толщине плен-
ки Al, равной 30± 5 нм. Площадь области перекры-
тия нижнего (ITO) и верхнего (Al) электродов (пло-
щадь активного элемента) составляла 5× 4мм2. Та-

154



ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023 Cпектральные особенности фотоэлектрического эффекта . . .

Рис. 1. Спектры пропускания образцов с пленками ZnPc,

C70 и их композиции ZnPc :C70 (а) и ампер-ваттной чув-

ствительности S (b) структур на основе пленок: ZnPc (кри-

вая 1), C70 (кривая 2) и композиции ZnPc : C70 (кри-

вая 3). На вставке показана слоевая структура образца

ITO –ZnPc:C70 –Al на кварцевой подложке

ким образом, на трех подложках были сформирова-
ны три отдельные структуры типа «ITO – органиче-
ская пленка – Al» с фотоактивными пленками ZnPc,
C70 и смеси ZnPc : C70 (на вставке рис. 1 показана
схема образца с пленкой ZnPc :C70). После напыле-
ния органической пленки её толщина измерялась с
использованием интерферометра Линника (ЛОМО
МИИ-4) в области образца, свободной от электрода.

Измерения спектров оптического пропускания
гибридных структур (в области перекрытия ниж-
него ITO- и верхнего Al-электрода) проводились с
использованием установки на базе поляризацион-

ного микроскопа Olympus CX31-PF5 и оптоволо-
конного спектрометра Avantes AvaSpec-2048-USB2-
UA. Спектральный диапазон измерений спектров
пропускания образцов составлял 240–1000 нм. Этот
диапазон охватывает основные полосы поглоще-
ния ZnPc, C70 и смесевой композиции ZnPc : C70.
Впоследствии эти спектры использовались для со-
здания компьютерных моделей слоевых структур,
включающих электроды.

Для измерения фотоэлектрических свойств ис-
пользовалась специально созданная установка на
базе монохроматора ЛОМО МДР-23 и комплекса
измерительно-управляющих виртуальных приборов
PhysLab, созданных нами как для управления моно-
хроматором, так и для цифровой регистрации сиг-
налов фотоэлектрического отклика. Спектры фото-
электрического отклика регистрировались на пере-
менном токе с использованием фазочувствительно-
го детектирования. Световой поток от галогенной
лампы, установленной перед монохроматором, мо-
дулировался механическим прерывателем на часто-
те 300 Гц и после монохроматора фокусировался си-
стемой кварцевых линз в область активного эле-
мента со стороны прозрачного ITO-электрода. Ис-
пользование фазочувствительной регистрации сиг-
нала на переменном токе имеет множество преиму-
ществ. Наряду с точностью и широким динами-
ческим диапазоном регистрации сигнала, фазочув-
ствительный метод позволяет исключить использо-
вание в структуре образцов специальных согласу-
ющих слоев [12], устраняющих барьеры для проте-
кания постоянного фототока. Протекание перемен-
ного фототока обеспечивается благодаря электриче-
ской емкости барьерных слоев. Эквивалентная элек-
трическая схема фотоприемника на основе смесевой
композиции ZnPc : C70 без согласующих слоев по-
дробно обсуждается в работе [30].

На рис. 1 показаны экспериментальные спектры
оптического пропускания образцов пленок ZnPc,
C70 и композиции ZnPc : C70, представленные на
логарифмической шкале как − lg(I(λ)/I0(λ)), где
I0(λ) — спектр интенсивности света до образца, а
I(λ) — спектр интенсивности света, прошедшего че-
рез образец (рис. 1a), и спектры ампер-ваттной чув-
ствительности S (рис. 1b) активных элементов об-
разцов на основе этих пленок. Отметим здесь, что
фототоэлектрическая чувствительность образца с
пленкой из композиционного материала ZnPc : C70

значительно выше, чем соответствующая фоточув-
ствительность образцов с ZnPc или с C70 (пример-
но в 6 раз, например, на длине волны λ = 650 нм,
рис. 1b).
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Поскольку измеренные спектры пропускания за-
висят и от отраженной доли света от множества
границ: воздух – стекло, ITO – стекло, ITO – органи-
ческая пленка, органическая пленка – Al, а экспери-
ментальные измерения спектров отражения крайне
затруднительны, то для прояснения вопроса о до-
ли энергии, поглощаемой образцами, были построе-
ны математические модели слоевых структур с уче-
том оптических характеристик электродных слоев
и активного фоточувствительного слоя. Численным
моделированием для каждой структуры были опре-
делены их спектральные характеристики (структу-
ра полос поглощения, отраженная, поглощенная и
прошедшая доли падающего на образец излучения)
в широком диапазоне длин волн.

3. МЕТОД ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для решения оптических задач использовалось
созданное в лаборатории программное обеспече-
ние (С. П. Палто), основанное на решении урав-
нений Максвелла методом конечных разностей во
временном домене (FDTD — finite difference time
domain) [26]. Применительно к нашему эксперимен-
ту метод FDTD частично изложен в работе [31].

В FDTD-методе во времени решается система
уравнений Максвелла, а также система дифферен-
циальных уравнений, описывающих свойства мате-
риалов, взаимодействующих с излучением. В ча-
стотном домене эти дополнительные к уравнениям
Максвелла дифференциальные уравнения соответ-
ствуют материальным уравнениям, определяющим
связь между индукцией электрического и магнит-
ного полей и их напряженностями через частотно-
зависимые компоненты тензоров диэлектрической
и магнитной проницаемости материалов. В нашем
моделировании материалы являются немагнитны-
ми (магнитная проницаемость µ = 1) и изотроп-
ными, а соответствующие спектральные зависимо-
сти для компонент тензора диэлектрической про-
ницаемости материалов описываются в рамках мо-
дели Друде – Лоренца (ДЛ). В модели ДЛ частот-
ные зависимости комплексной проницаемости мож-
но трансформировать в соответствующие диффе-
ренциальные уравнения во временном домене, ис-
пользуя свойства преобразования Фурье. В насто-
ящее время модель ДЛ применительно к методу
FDTD рассматривается как наиболее универсаль-
ная, позволяющая описывать как диэлектрики, так
и проводники.

В нашем моделировании индивидуальные соеди-
нения ZnPc, C70 и смесевой материал ZnPc:C70 опи-

Рис. 2. Спектры резонансных полос поглощения лоренце-

вой формы: a — композиционного материала ZnPc : C70,

b, с — пленок индивидуальных соединений C70, ZnPc со-

ответственно. Для каждого материала полосы пронумеро-

ваны, а параметры полос приведены в таблице. Полоса №3

(с) c эффективным отрицательным поглощением, введен-

ная для компенсации протяженных «крыльев» от лорен-

цианов, отмечена на графике лишь номером

сываются набором резонансных полос поглощения
лоренцевой формы в спектральном диапазоне час-
тот, соответствующем длинам волн 200–950 нм, где
расположены основные полосы поглощения иссле-
дуемых материалов, (рис. 2). Как уже отмечалось
выше, лоренцева форма удобна тем, что именно для
нее могут быть записаны материальные уравнения
во временном домене, что необходимо для решения
уравнений Максвелла во времени. Однако лорен-
цева форма полос, являющаяся естественной для
осцилляторов отдельных молекул, не всегда удоб-
на для аппроксимации уширенных спектров в кри-
сталлических и поликристаллических материалах.
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Таблица. Параметры осцилляторов Лоренца пле-

нок ZnPc, C70, ZnPc:C70, использованные при мо-

делировании гибридных структур

Материал
№ λm, нм ∆λm, нм k, мкм−1

пленок

ZnPc

1 704 95.1 17

2 615 95 23

3 510 190 −2.7

4 374 33.7 7.5

5 334 65.5 28

6 287 33 5

7 214 64 33

C70

1 980 100 1

2 850 100 1

3 650 170 1.8

4 505 167 13

5 387 65 11

6 344 45 4.8

7 281 50 21

8 250 40 20

9 248 30 9

ZnPc:C70

1 915 150 1.1

2 698 50 6.5

3 613 110 13.2

4 496 120 5.5

5 390 30 21.4

6 343 98 23.8

7 273 60 24.4

8 253 15 17.5

9 189 30 5.2

В этих материалах контур поглощения определяет-
ся суммой вкладов от огромного количества моле-
кулярных осцилляторов, каждый из которых име-
ет свой спектрально узкий резонанс, который из-за
флуктуирующего локального кристаллического по-
ля оказывается смещенным по частоте. Таким обра-
зом, в результате суперпозиции узких полос от мно-
жества осцилляторов получается уширенный кон-
тур поглощения, который часто трудно аппроксими-
ровать единственным эффективным контуром ло-
ренцевой формы. Кроме того, известно, что ши-
рокие лоренцианы характеризуются протяженными
по частоте «крыльями», которые иногда приходит-
ся компенсировать дополнительными лоренциана-
ми с отрицательным поглощением (например стро-

ка №3 в таблице для ZnPc). Тем не менее замена
множества молекулярных осцилляторов одним или
несколькими «эффективными» осцилляторами, на
наш взгляд, допустима в силу линейности преоб-
разования Фурье, а также в силу известного прин-
ципа Крамерса – Кронига, согласно которому спек-
тральный контур поглощения однозначно определя-
ет спектр показателя преломления вне зависимости
от способа аппроксимации этого поглощения в виде
суперпозиции отдельных полос.

Рис. 3. Экспериментальные (линии с символами) и рас-

четные (сплошные линии) спектры коэффициентов про-

пускания (T ) пленок ZnPc (50 нм), C70(70 нм) и ZnPc:C70

(115 нм)

В данной работе параметры резонансных полос
Лоренца в частотном диапазоне, представленные на
шкале длин волн (λm — длина волны в максимуме
поглощения осциллятора Лоренца, ∆λm — харак-
терная спектральная ширина, k — коэффициент по-
глощения в максимуме в мкм−1 (см. таблицу)), были
подобраны так, чтобы рассчитанные методом FDTD
спектры пропускания пленок ZnPc, C70 и ZnPc:C70

совпадали с измеренными спектрами пропускания
этих пленок. На рис. 3 показаны рассчитанные мето-
дом FDTD спектры пропускания трех исследуемых
пленок ZnPc, C70 и ZnPc : C70 и соответствующие
экспериментальные спектры этих пленок, измерен-
ные вне электродов исследуемых образцов.

Наряду с моделью ДЛ для органических матери-
алов, нами были также созданы аналогичные моде-
ли для ITO- и Al-электродов (рис. 4). В основу мо-
делей этих материалов были положены эксперимен-
тальные зависимости их комплексной диэлектриче-
ской проницаемости из работ [32, 33].

В итоге для трех исследуемых образцов с плен-
ками ZnPc, C70 и ZnPc : C70 нами были построены
математические модели слоевых структур, включа-
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Рис. 4. Спектр пропускания ITO-электрода толщиной

(∼ 100 нм) на кварцевой подложке. Вставки: спектральные

зависимости действительной и мнимой частей диэлектри-

ческой проницаемости алюминия Al (a) и ITO-электрода

(b), используемые в моделировании. Сплошные кривые —

расчетные зависимости, квадраты и кружки — эксперимен-

тальные данные согласно [32,33]

ющие электродные слои. Слоевая структура образ-
цов схематически показана на вставке рис. 1(b).

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Численное моделирование позволило рассчи-
тать, как спектры коэффициента пропускания
(T), так и спектры коэффициента отражения (R)

слоевых структур. Это, в свою очередь, позволило
найти спектральные зависимости доли (1-T-R)

падающего света, поглощенного в исследуемых
структурах, и сопоставить спектры ампер-ваттной
чувствительности S с найденным спектром по-
глощения света в этих структурах. На рис. 5a, b, c
приводятся соответствующие спектры для трех
исследуемых образцов с пленками ZnPc, C70 и
ZnPc:C70.

Из сравнения полученных модельных спектраль-
ных характеристик с экспериментальными зависи-
мостями следует, что экспериментальные спектры
фотоэлектрического отклика S (кривые 1 на рис. 5)
лишь приблизительно коррелируют со спектрами
доли поглощенного света (1-T-R) (кривые 2 на тех
же рис.) для всех трех исследуемых материалов:
ZnPc, C70, ZnPc : C70. Например, на рис. 5а можно
видеть, что максимум фоточувствительности (кри-
вая 1) на длине волны 555 нм соответствует ми-

Рис. 5. Экспериментальные спектры ампер-ваттной чув-

ствительности S (кривые 1) структур: ITO –ZnPc:C70 –Al

(а), ITO –C70 –Al (b), ITO –ZnPc –Al (с) и спектры доли

поглощенного света (1–T–R) в соответствующих структу-

рах (кривые 2)

нимуму поглощенной энергии в структуре (кри-
вая 2). С другой стороны, этот максимум фото-
чувствительности соответствует существенному пе-
рекрытию четвертой полосы поглощения фуллере-
на C70(4) и второй полосы фталоцианина цинка
ZnPc(2). Эти две полосы специально выделены из
всей структуры полос, показанной на рис. 2, и при-
ведены на рис. 5а для демонстрации роли именно пе-
рекрытия полос. При этом очень важно, что фото-
чувствительность смесевой композиции в этой обла-
сти спектра примерно в 5 раз выше, чем фоточув-
ствительность пленки из C70, и в 15 раз выше, чем
фоточувствительность пленки из ZnPc. Последнее
указывает на то, что фоточувствительность смесе-
вой композиции обусловлена взаимодействием меж-
ду молекулами C70 и ZnPc, которое, в свою очередь,
определяется степенью перекрытия полос поглоще-
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ния от донора ZnPc и акцептора C70. При деталь-
ном анализе отмеченная особенность проявляется
и в других областях спектра. Отметим также, что
природа уширения полос поглощения фуллерена и
фталоцианина цинка связана с их расщеплением в
кристаллическом поле и образованием экситонных
уровней [30]. Таким образом, именно экситонным
взаимодействием двух акцепторно-донорных подси-
стем можно объяснить столь значительное увеличе-
ние фоточувствительности в смесевой композиции.

Если рассмотреть фотоэлектрический отклик
пленок отдельных компонент C70 (рис. 5b) и ZnPc
(рис. 5с), то здесь можно наблюдать достаточно
хорошую корреляцию фоточувствительности (кри-
вые 1) с поглощенной энергией (кривые 2), но опять
же с некоторым спектральным сдвигом по отноше-
нию к максимумам поглощения. Это также указы-
вает на важную роль в фотоэффекте экситонных
состояний, возникающих в результате расщепления
основных электронных переходов. Например, мак-
симум фоточувствительности фуллерена C70 в ви-
димой области спектра находится на длине волны
530 нм и сдвинут в длинноволновую область спек-
тра по отношению к максимуму четвертой полосы
поглощения C70(4) на 505 нм (см. табл.). Кроме то-
го, вплоть до 650 нм наблюдается более медленное
уменьшение фоточувствительности с увеличением
длины волны по сравнению с падением поглощения
в данной полосе. Резкое падение фоточувствитель-
ности наблюдается на длинах волн свыше 700 нм,
что, по-видимому, связано с верхним краем запре-
щенной зоны в поликристаллической пленке фул-
лерена. Отметим также, что отсутствие фотоэлек-
трического эффекта на длинах волн выше 700 нм,
несмотря на существенное поглощение в алюмини-
евом электроде, говорит об отсутствии вкладов в
фотоэлектрический эффект, связанных с фотоэлек-
тронной эмиссией или пироэлектрическим эффек-
том. В УФ-спектральном диапазоне имеет место
сильное поглощение в ITO-электроде (рис. 4), кото-
рый является первым и наиболее близким к источ-
нику света поглощающим элементом оптической си-
стемы. Поглощение в ITO приводит к тому, что эк-
ситонные состояния в УФ-области не могут возбуж-
даться, даже если они существуют, и наблюдается
резкое падение фоточувствительности.

Сказанное выше в отношении фотоэлектрическо-
го эффекта в пленках C70 в целом справедливо и в
отношении пленок ZnPc (рис. 5с). Максимумы фото-
электрического эффекта оказываются сдвинутыми
по отношению к максимумам поглощения, что гово-
рит об экситонной природе уширения полос погло-

щения. Например, в области второй полосы погло-
щения фталоцианина ZnPc(2) (максимум на 615 нм)
наблюдаются два максимума фотоэлектрического
эффекта примерно на длинах волн 580 и 640 нм.
Наиболее длинноволновый максимум фоточувстви-
тельности на длине волны 720 нм также сдвинут по
отношению к максимальному поглощению в плен-
ке на 704 нм. Таким образом мы видим, что макси-
мальный фотоэлектрический эффект как в случае
пленок фуллерена, так и фталоцианина цинка воз-
никает не на длинах волн максимального поглоще-
ния, а с некоторым спектральным сдвигом. Послед-
нее, в свою очередь, можно связать со спектральным
положением уровней экситонных состояний, кото-
рые оказываются сдвинутыми по отношению к спек-
тральному положению максимумов поглощения.

В смесевой композиции фотоэлектрический эф-
фект не является простой аддитивной функцией
фоточувствительности индивидуальных соединений
фталоцианина цинка и фуллерена. В пленках из
смесевой композиции наблюдается резкое увеличе-
ние фотоэлектрического эффекта по сравнению с
пленками индивидуальных соединений. При этом
наблюдаемое усиление фотоэлектрического эффек-
та можно связать со степенью перекрытия полос по-
глощения донорных и акцепторных подсистем и, в
особенности, с перекрытием резонансов экситонных
состояний, которые сдвинуты по отношению к мак-
симумам поглощения в индивидуальных соединени-
ях (ZnPc и C70).

На наш взгляд, перекрытие экситонных полос
донорной ZnPc и акцепторной C70 подсистем приво-
дит к резонансному взаимодействию, которое про-
является не только в усилении фотоэлектрическо-
го эффекта, но в неаддитивных изменениях в са-
мом спектре поглощения смесевой пленки в срав-
нении с пленками из индивидуальных соединений.
Например, ZnPc : C70 характеризуется интенсив-
ной и широкой полосой поглощения №6 с максиму-
мом на 343 нм (рис. 2а). В то же время C70 имеет
сравнительно слабую и узкую полосу поглощения
№6 на близкой длине волны (344 нм), при этом в
ZnPc максимум интенсивной полосы №5 располо-
жен на 335 нм, т. е. сдвинут в коротковолновую об-
ласть, а сама полоса более узкая (рис. 2b, c). Воз-
никшую широкую и интенсивную полосу №6 с мак-
симумом на 343 нм в смесевой композиции ZnPc:C70

можно трактовать в терминах резонансного взаи-
модействия экситонных состояний двух подсистем:
донорной ZnPc и акцепторной C70. Аналогично
можно трактовать уширение и коротковолновый
сдвиг полосы №3 смесевой композиции ZnPc : C70 в
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сравнении с полосой №2 в пленке ZnPc.
Таким образом, имеются выраженные особенно-

сти в спектральном поведении оптических и фото-
электрических характеристик композиционного ма-
териала ZnPc : C70, отличные от соответствующих
спектральных характеристик для индивидуальных
соединений, входящих в эту смесевую композицию.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Экспериментально изучены спектральные осо-
бенности фотоэлектрической (ампер-ваттной) чув-
ствительности образцов пленок на основе смесевой
донорно-акцепторной композиции ZnPc:C70 фтало-
цианина цинка ZnPc и фуллерена C70. Параллель-
но изучены и спектры фотоэлектрической чувстви-
тельности пленок из отдельных компонентов ZnPc
и C70. Установлено, что ампер-ваттная чувствитель-
ность пленки смесевой композиции значительно пре-
вышает соответствующую чувствительность образ-
цов пленок из отдельных компонентов.

С помощью методов численного моделирования
построены математические модели слоевых струк-
тур с пленками ZnPc, C70 и ZnPc:C70, заключенны-
ми между ITO- и Al-электродами. В рамках модели
Друде – Лоренца определены структуры полос по-
глощения в пленках ZnPc, C70 и ZnPc:C70, а также
с учетом отражения света определены спектры по-
глощенной доли падающего на образцы излучения
в широком спектральном диапазоне. Показано, что
в случае ZnPc : C70 максимумы фотоэлектрическо-
го эффекта сильно сдвинуты по отношению к мак-
симумам резонансного поглощения и коррелируют
с перекрытием резонансных полос поглощения для
подсистем донора ZnPc и акцептора C70. Именно
резонансным взаимодействием, определяемым пере-
крытием полос экситонных состояний, объясняется
резкое увеличение фотоэлектрического эффекта в
пленках из смесевой композиции ZnPc : C70.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Министерства науки и высшего образова-
ния РФ в рамках Государственного задания ФНИЦ
«Кристаллография и фотоника» РАН.
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Рассмотрено влияние движения атомов в ячейке без буферного газа с антирелаксационным покрытием

стенок на форму и сдвиг резонанса когерентного пленения населенностей. Проведено сравнение двух ти-

пов отражения атомов от покрытия — упругого (зеркального) и диффузного, когда скорость атома после

отражения определяется температурой стенки, — а также от качества антирелаксационного покрытия

стенок. Показано, что для обоих типов отражения наблюдается немонотонная зависимость сдвига резо-

нанса когерентного пленения населенности от размеров ячейки. При диффузном отражении сдвиг может

менять знак, а в определенной области длин ячеек имеет место сложная двугорбая структура резонанса

когерентного пленения населенностей. Проанализирована зависимость обнаруженных эффектов от ши-

рины спектра лазерного излучения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Явление когерентного пленения населенно-
стей (КПН) [1–4] (и родственного с ним эффекта
электромагнитно-индуцированной прозрачности
(ЭИП) [5, 6]) представляет собой возникновение
такого квантового суперпозиционного состояния,
в которое переходит атомная система в результа-
те взаимодействия с бихроматическим лазерным
излучением, в котором это лазерное излучение
перестает поглощаться. Характерной особенностью
эффекта КПН является его резонансный характер,
причем ширина резонанса может быть на несколько
порядков меньше, чем естественная ширина линии
оптического перехода. Это позволяет эффективно
использовать явление КПН в таких областях,
как оптическая магнитометрия [7–9], лазерная
генерация без инверсии [10], квантовая информати-
ка [11–13], стандартизация частоты [14–20].

При реализации эффекта КПН в ансамблях, на-
ходящихся в газовых ячейках, необходимо учиты-

* E-mail: andrey.litvinov@mail.ru
** E-mail: ims@is12093.spb.edu

вать, что атомы при столкновении со стенками ячей-
ки деполяризуются, что приводит к уменьшению
времени когерентного взаимодействия атомов с из-
лучением. Одним из способов, позволяющим увели-
чить это время, является нанесение антирелаксаци-
онного покрытия на стенки ячейки [21]. Благода-
ря такому покрытию удается значительно повысить
амплитуду КПН-резонанса и одновременно умень-
шить его ширину. Это приводит к увеличению па-
раметра качества резонанса КПН, что очень важ-
но, например, для повышения точности квантовых
стандартов частоты, основанных на явлении КПН.

В последнее время усилился интерес к исполь-
зованию новых, ранее не исследованных типов по-
крытия. Так, например, в работе [22] сообщается
об успешном использовании в качестве антирелак-
сационного покрытия такого вещества, как октаде-
цилтрихлорсилан. Соединения алкинов также про-
явили себя хорошими кандидатами на роль антире-
лаксационного покрытия [23,24]. С другой стороны,
традиционно используемый парафин по-прежнему
активно продолжает использоваться в качестве по-
крытия [25]. Достоинством парафинового покры-
тия, несомненно, является его доступность, техно-
логическая простота изготовления, а также высокая
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степень подавления деполяризации (1 акт деполя-
ризации приблизительно на 10000 соударений) ато-
мов при столкновении со стенкой ячейки [26]. Такие
покрытия также характеризуются очень медленным
«старением» [27], что очень важно при их длитель-
ном практическом использовании.

Явление КПН в ячейках с покрытием теорети-
чески впервые исследовалось в работе [28]. Автора-
ми использовалась модель зеркально-когерентного
отражения атомов от стенок ячейки для трехуров-
невой Λ-схемы. В рамках этой же модели авторам
работы [29] удалось теоретически предсказать суже-
ние линии КПН-резонанса при зонной накачке. Этот
эффект нашел экспериментальное подтверждение в
работах [30, 31]. Подход, использовавший предпо-
ложение о зеркально-когерентном отражении, был
обобщен на случай многоуровневой атомной систе-
мы в работе [32] и позволил исследовать форму
темных резонансов в атомарных парах 133Cs. С
другой стороны, в противоположность зеркально-
когерентному отражению, существует модель пол-
ной термализации атомов при столкновении со стен-
ками ячейки. Эта модель использована в рабо-
тах [33,34] при изучении эффекта КПН в атомарных
парах щелочных металлов. Помимо теоретических
работ, явление КПН, а также ЭИП в ячейках с по-
крытием, активно изучается в экспериментах. Для
ячеек с покрытием были экспериментально иссле-
дованы [35,36] резонансы ЭИП. Нелинейные магни-
тооптические резонансы в парах рубидия в ячейках
с антирелаксационным стеночным покрытием рас-
сматривались в работе [37].

Совместное влияние движения атомов и сверх-
тонкого расщепления на форму резонанса КПН в
разреженном газе может приводить к новым фи-
зическим эффектам. Так, установлено [38], что в
определенном диапазоне значений сверхтонкого рас-
щепления возбужденного уровня возникает допол-
нительный пик, соответствующий КПН-резонансу
на втором «нерезонансном» сверхтонком уровне. В
работе [39] совместное влияние движения атомов
и сверхтонкого расщепления было рассмотрено в
ячейках конечного размера в модели зеркального
отражения и для идеального покрытия. В рамках
этого подхода авторами обнаружен целый ряд но-
вых физических эффектов — сложная форма резо-
нанса, появление дополнительных пиков, нетриви-
альная зависимость сдвига от размеров.

Целью настоящей работы является анализ вли-
яния характера отражения атомов от антирелакса-
ционного покрытия на сдвиг резонанса КПН и его
форму. Мы проведем детальное сравнение предска-

заний двух моделей отражения атомов от покрытия:
упругого (зеркального) и диффузного, когда атом
адсорбируется на поверхности на достаточно дли-
тельное время и его скорость после «отражения» не
зависит от начальной и определяется температурой
стенки. Мы проанализируем также, как в каждом
из этих предельных случаев на сдвиг влияет каче-
ство антирелаксационного покрытия стенок, т. е. ве-
роятность релаксации внутреннего состояния атома
при взаимодействии с ним. Наконец, мы исследуем
зависимость сдвига от ширины спектра лазерного
излучения, возбуждающего КПН-резонанс, что, по
нашему мнению, представляет несомненный интерес
при практическом использовании рассматриваемого
эффекта.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Пусть на ансамбль щелочных атомов падает
плоская электромагнитная волна с двумя несущими
частотами, ω1 и ω2. Будем полагать, что волновые
векторы обеих спектральных компонент направле-
ны вдоль оси z. Тогда напряженность электромаг-
нитной волны может быть записана следующим об-
разом:

E(z, t) = e1E1 exp{−i(ω1t− k1z)}+
+ e2E2 exp{−i(ω2t− k2z)}+ c.c. (1)

Здесь Ej , ej и kj — в общем случае комплексная ам-
плитуда напряженности электрического поля, еди-
ничный вектор вдоль направления поляризации
электрического поля и волновое число соответствен-
но (j = 1, 2).

Рис. 1. Схема энергетических уровней активных атомов и

возбуждаемые переходы

Анализ проведем в рамках четырехуровневой
модели (рис. 1) атома, имеющего два основных (|1〉
и |2〉) и два возбужденных (|3〉 и |4〉) уровня. Часто-
ты поля ω1 и ω2 близки к частотам переходов соот-
ветственно |1〉 ↔ |3〉 и |2〉 ↔ |3〉 и отличаются от них
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на величину отстройки соответственно∆1 и ∆2; λhfs
и ωhfs — длина волны и частота сверхтонкого пере-
хода между уровнями основного состояния |1〉 и |2〉
(λhfs — длина волны, соответствующая ωhfs), ω34 —
частота перехода между уровнями возбужденного
состояния |3〉 и |4〉.

Будем полагать, что атомный ансамбль разре-
женный и оптически тонкий и, следовательно, кол-
лективные эффекты не оказывают существенного
влияния на рассматриваемые в данной работе явле-
ния [40, 41]. Состояние ансамбля будем описывать с
помощью одноатомной матрицы плотности ρ̂(p, r, t),
которая в представлении Вигнера по поступатель-
ным степеням свободы атома удовлетворяет следу-
ющему квантовому кинетическому уравнению:
(
∂

∂t
+

p

m
∇
)
ρ̂(p, r, t) =

= − i

~
[Ĥ, ρ̂(p, r, t)] +

ˆ̂
R{ρ̂(p, r, t)}, (2)

где p = mv — импульс атома, m и v — масса и
скорость атома, Ĥ — гамильтониан атома, учитыва-

ющий взаимодействие с внешним полем, ˆ̂
R — опера-

тор релаксации.
Гамильтониан представим в виде Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,

где
Ĥ0 =

4∑

n=1

ǫn |n〉 〈n| (3)

— гамильтониан системы в отсутствие поля, а V̂ —
оператор взаимодействия атомов с полем, который
в дипольном приближении имеет следующий вид:

V̂ = − d̂ ·E = ~Ω1 exp{−i(ω1t− k1z)} |3〉 〈1|+
+ ~Ω2 exp{−i(ω2t− k2z)} |3〉 〈2|+
+ ~κ̃Ω1 exp{−i(ω1t− k1z)} |4〉 〈1|+
+ ~q̃Ω2 exp{−i(ω2t− k2z)} |4〉 〈2|+H.c., (4)

где Ωj = Ejd3j/~ (j = 1, 2), а d̂ = edd̂ — оператор
вектора дипольного момента атомов. Коэффициен-
ты κ̃ = d41/d31, q̃ = d42/d32 определяются как отно-
шения матричных элементов дипольного момента;
элементы матрицы дипольного момента d12 = 0 в
силу того, что электродипольный переход |1〉 ↔ |2〉
запрещен. В выражении (4) мы предположили, что
поляризации падающих волн сонаправлены c векто-
ром дипольного момента атомов (ed · e1,2 = 1).

В настоящей работе мы ограничимся одномер-
ной моделью, рассматривая ячейку в виде плоского
слоя толщиной a, расположенного перпендикуляр-
но оси z. В этом случае матрица плотности будет
зависеть только от проекции скорости атома на на-
правление распространения излучения, т. е. от коор-
динаты z: ρ̂(p, r, t) = ρ̂(v, z, t), где v ≡ vz . Среду, как

уже упоминалось, будем полагать оптически тонкой,
поэтому поглощением излучения в ней можно пре-
небречь [42].

Выделим в недиагональных элементах матрицы
плотности быстро осциллирующий множитель:

ρ̃ge = ρge exp{−i(ωgt− kgz)}, g = 1, 2, e = 3, 4,

ρ̃12 = ρ12 exp{−i(ω1 − ω2)t+ i(k1 − k2)z},
где ρnm(v, z) = 〈n| ρ̂(v, z) |m〉, после чего восполь-
зуемся приближением вращающейся волны. Тогда,
пренебрегая малыми в рассматриваемом случае ко-
герентностями ρ34, получим систему уравнений для
одноатомной матрицы плотности [38]:

∂ρ11
∂t

+ v
∂ρ11
∂z

=

= −iΩ1ρ̃13 + iΩ∗
1ρ̃31 − iκ̃Ω1ρ̃14 + iκ̃∗Ω∗

1ρ̃41 +

+
γ

2
(ρ33 + κ̃2ρ44) + Γ||(ρ22 − ρ11),

∂ρ22
∂t

+ v
∂ρ22
∂z

=

= −iΩ2ρ̃23 + iΩ∗
2ρ̃32 − iq̃Ω2ρ̃24 + iq̃Ω∗

2ρ̃42 +

+
γ

2
(ρ33 + q̃2ρ44) + Γ||(ρ11 − ρ22),

∂ρ33
∂t

+ v
∂ρ33
∂z

=

= iΩ1ρ̃13 − iΩ∗
1ρ̃31 + iΩ2ρ̃23 − iΩ∗

2ρ̃42 − γρ33,

∂ρ44
∂t

+ v
∂ρ44
∂z

=

= iκ̃Ω1ρ̃14 − iκ̃∗Ω∗
1ρ̃41 + iq̃Ω2ρ̃24 − iq̃∗Ω∗

2ρ̃32 −
− γ

2
(κ̃2 + q̃2)ρ44,

∂ρ̃12
∂t

+ v
∂ρ̃12
∂z

=

= iΩ∗
1ρ̃32 − iΩ2ρ̃13 + iκ̃∗Ω∗

1ρ̃42 − iq̃Ω∗
2ρ̃14 +

+ [i(δR + (k1 − k2)v) − Γ12]ρ̃12, (5)
∂ρ̃13
∂t

+ v
∂ρ̃13
∂z

=

= −iΩ∗
1ρ11 − iΩ2ρ̃12 + iΩ∗

1ρ̃33 +

+ [−i(∆1 − k1v)− γ′]ρ̃13,

∂ρ̃14
∂t

+ v
∂ρ̃14
∂z

=

= −iκ̃∗Ω∗
1ρ11 − iq̃∗Ω∗

2ρ̃12 + iκ̃∗Ω∗
1ρ44 +

+ [−i(∆1 − ω34 − k1v)− k̃2γ′]ρ̃14,

∂ρ̃23
∂t

+ v
∂ρ̃23
∂z

=

= −iΩ∗
1ρ̃21 − iΩ∗

2ρ22 + iΩ∗
2ρ33 +

+ [−i(∆2 − k2v)− γ′]ρ̃23,

∂ρ̃24
∂t

+ v
∂ρ̃24
∂z

=

= −iκ̃∗Ω∗
1ρ̃21 − iq̃∗Ω∗

2ρ̃22 + iq̃∗Ω∗
2ρ44 +

+ [−i(∆2 − ω34 − k2v)− q̃2γ′]ρ̃24.
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Здесь δR = (∆1 − ∆2)/2 — двухфотонная отстрой-
ка, γ — скорость спонтанного распада возбужденно-
го состояния, γ ′ — скорость распада оптических ко-
герентностей с уровня |3〉 (γ ′ ≈ γ/2), Γ|| — продоль-
ная скорость релаксации основного состояния, Γ12 —
поперечная скорость релаксации основного состоя-
ния (Γ12 ≈ Γ||/2).

Система уравнений (5) должна решаться с
использованием граничных условий для матрицы
плотности. В настоящей работе будем рассматри-
вать два типа граничных условий — это зеркально-
когерентные граничные условия и граничные
условия диффузного типа. Рассмотрим эти условия
более подробно.

2.1. Граничные условия для зеркального

отражения

Пусть отражение атома от стенок ячейки явля-
ется упругим; процессы атомной деполяризации не
зависят от скорости, с которой атом сталкивается
со стенкой; при столкновениях, сопровождающихся
деполяризацией, переходы между различными под-
уровнями основного состояния равновероятны. То-
гда для элементов матрицы плотности можно запи-
сать следующие граничные условия [28, 32]:

ρ̄ii(v
′
z)− ρii(0, v

′
z) = β(ρ̄ii(vz)− ρii(0, vz)),

ρij(0, v
′
z) = αρij(0, vz), i 6= j,

ρ̄ii(v
′
z)− ρii(a, v

′
z) = β(ρ̄ii(vz)− ρii(a, vz)),

ρij(a, v
′
z) = αρij(a, vz), i 6= j.

(6)

Здесь ρ̄ii(v) — населенность уровня в отсутствие
возбуждающих полей. Коэффициенты α и β

(0 6 α, β 6 1) характеризуют степень сохранения
поляризации населенностей ρii и когерентностей ρij ,
соответственно, в результате соударения атомов со
стенкой.

Зеркально-когерентные граничные условия реа-
лизуются, когда α = 1, β = 1.

2.2. Диффузные граничные условия

Пусть при взаимодействии атома со стенкой
ячейки (налетающие на стенку атомы имеют нерав-
новесную функцию распределения) потенциал вза-
имодействия атома с покрытием такой, что имеет
место физическая адсорбция, т. е. атом захватыва-
ется стенкой ячейки, проводит на ней некоторое вре-
мя [43], обменивается энергией, а затем вылетает с
максвелловским распределением по скоростям [44].
Тогда потоки населенностей налетающих на стенку
атомов ρ−ij на границах z = 0 и z = a имеют соот-
ветственно вид

−
0∫

−∞

ρii(0, vz)vzdvz, (7)

∞∫

0

ρii(a, vz)vzdvz . (8)

Аналогичным образом записываются выраже-
ния и для когерентностей. Тогда атомы, вылета-
ющие от стенки и описываемые потоком населен-
ности ρ+ij , будут иметь максвелловское распределе-
ние M(vz) по скоростям вне зависимости от их внут-
реннего состояния:

ρij(0, vz) =
ρ+ijM(vz)

a
, vz > 0, (9)

ρij(a, vz) =
ρ−ijM(vz)

a
, vz < 0. (10)

Сшивая выражения (7) и (9) при z = 0 и (8) и (10)
при z = a, получим окончательный вид граничных
условий диффузного типа:

ρ+ij

∞∫

0

M(vz)

a
vz dvz = −α

0∫

−∞

ρij(0, vz)vz dvz ,

[
ρ+ii −

1− β

N

] ∞∫

0

M(vz)

a
vz dvz =

=− β

0∫

−∞

ρii(0, vz)vz dvz ,

ρ−ij

0∫

−∞

M(vz)

a
vz dvz = −α

∞∫

0

ρij(a, vz)vz dvz,

[
ρ−ii −

1− β

N

] ∞∫

0

M(vz)

a
vz dvz =

=β

0∫

−∞

ρii(a, vz)vz dvz , i 6= j.

(11)

Здесь N = 2 — число уровней основного состояния.
В результате система дифференциальных уравне-
ний (5) решается совместно с граничными условия-
ми (6) или (11). В следующем разделе мы подробно
обсудим результаты численного решения.

Основной характеристикой, представляющей ин-
терес при исследовании КПН, является контраст ре-
зонанса. В рассматриваемых приближениях сигнал
КПН пропорционален суммарной заселенности воз-
бужденных состояний всех атомов, ρex(δR), при за-
данной двухфотонной отстройке, т. е. формально по-
лучается интегрированием населенностей возбуж-
денных состояний из (5) по скоростям и длине ячей-
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ки. При этом контраст определяется следующим об-
разом:

C(δR) = 1− ρex(δR)

ρNex
,

где ρNex — населенность возбужденного состояния в
отсутствие двухфотонного резонанса, т. е. при боль-
ших двухфотонных отстройках.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА

Начнем рассмотрение численных результатов с
анализа временной эволюции внутреннего состоя-
ния атома на каждом этапе его свободного про-
лета от стенки до стенки. При этом конечное со-
стояние после удара о стенку является начальным
для следующего этапа. В результате полная насе-
ленность возбужденных состояний всех атомов по-
лучается усреднением по их начальному однородно-
му пространственному распределению и распреде-
лению Максвелла по скоростям. Динамика населен-
ности отдельного атома для зеркально-когерентного
и диффузного отражения в случае идеального по-
крытия (α = 1, β = 1) представлена на рис. 2.

Рис. 2. Временная динамика заселенности возбужденного

состояния атома при различных типах отражения. Началь-

ное состояние — некогерентная суперпозиция нижних. Па-

раметры расчета: Ω1 = Ω2 = 2 · 105 с−1; лазер узкополос-

ный, ω34 = 400МГц; Γ12 = 10 Гц; γ ′ = 6МГц; L = 10 см;

T = 50 ◦C; vz = 0.025 vT (vT — наиболее вероятная ско-

рость). Шаг по времени 0.000125 с. Покрытие идеальное

(α = 1, β = 1).

На рис. 2 видно, что в случае диффузного от-
ражения имеет место хаотичность, поскольку эво-
люция состояния отдельного атома случайна из-за
случайного изменения величины скорости при со-
ударении со стенкой. Как следует из граничных
условий (11), скорость атома после такого столкно-
вения с большой вероятностью становится соизме-
рима с наиболее вероятной скоростью. Поскольку

эта величина достаточно большая, а время проле-
та мало, равновесное внутреннее состояние атома
не успевает установиться до следующего столкно-
вения. При этом в атомном ансамбле в целом про-
исходит «самоусреднение» по состоянию большого
числа атомов. С другой стороны, для зеркального-
когерентного типа отражения динамика полностью
детерминирована [39], но при этом даже для идеаль-
ного покрытия после изменения направления ско-
рости начинаются переходные процессы установле-
ния «нового» равновесного состояния. Это вызва-
но изменением частоты внешних полей в систе-
ме отсчета, связанной с движущимся атомом. Для
зеркально-когерентного отражения наблюдается пе-
риодичность в эволюции атомного состояния, что
проявится в особенностях спектров КПН и сдвигов
соответствующих резонансов. При этом периодич-
ность зависит от скорости атома, размеров ячейки,
интенсивности внешнего поля, скоростей спонтанно-
го распада и др.

Различие в динамике отдельных атомов при раз-
ных типах отражения приводит к тому, что и форма
резонанса КПН, и его сдвиг будут также различать-
ся. Наиболее сильное влияние типа отражения име-
ет место в центре линии для ячеек малого размера.
На рис. 3 проведено сравнение сдвигов абсолютно-
го максимума контраста резонанса КПН для двух
типов отражения для идеальных покрытий в зави-
симости от размеров L ячейки.

Как можно видеть из сравнения рис. 3a и 3b,
частота расщепления возбужденного состояния су-
щественно влияет на величины сдвигов резонанса
КПН и их зависимость от размеров ячейки. Нетри-
виальным выглядит тот факт, что для диффуз-
ного отражения с увеличением ω34 среднее значе-
ние сдвига уменьшается, а амплитуда осцилляций
для диффузного отражения растет (рис. 3a). Вторая
особенность, присущая сдвигам КПН-резонанса при
диффузионном отражении, — смена знака величи-
ны сдвига. При этом особенно важно подчеркнуть,
что для малых ячеек, размеры которых существен-
но меньше длины волны микроволнового перехода
(L ≪ λhfs), сдвиг монотонно уменьшается с умень-
шением размера.

Приведенные на рис. 3 результаты соответству-
ют положению максимума основного резонанса
вблизи нулевых двухфотонных отстроек. Сложная
немонотонная зависимость сдвига КПН-резонанса
от размеров и наличие резких изменений при
диффузном отражении связана со сложной формой
контура резонанса КПН, обусловленной различным
вкладом атомов, двигающихся в противоположных

166



ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023 Форма спектра и световой сдвиг. . .

(a)

(b)

Рис. 3. Сдвиги положения абсолютного максимума кон-

траста резонанса КПН в зависимости от размеров ячей-

ки для двух типов отражения — зеркально-когерентного

и диффузного. Расчеты проведены для следующих пара-

метров: Ω1 = Ω2 = 3 · 105 с−1; λhfs = 4.5 см; T = 50 ◦C;

∆1 = ∆2 = 0; ω34 = 800МГц (а); ω34 = 400МГц (b).

Остальные параметры те же, как на рис. 2. Покрытие иде-

альное (α = 1, β = 1)

направлениях. На рис. 4 показаны спектры КПН-
резонанса для диффузного (рис. 4а) и зеркально-
когерентного отражения (рис. 4b). Размеры ячеек
выбраны таким образом, чтобы они были близки к
области первого резкого изменения знака сдвига.

Приведенный выше на рис. 2 результат получен
для диффузного отражения. При зеркальном отра-
жении ситуация иная. Когерентность разрушается
не полностью, а скорость меняется только по на-
правлению. Это создает условия для усиления ме-
ханизма формирования дополнительных резонансов
ЭИП, что хорошо демонстрирует рис. 3.

Диффузное отражение приводит к тому, что
имеет место сложная структура спектра (рис. 4а).
При L = 3.1 см (0.69λhfs) явным образом выде-

(a)

(b)

Рис. 4. Зависимости формы резонанса от размеров ячей-

ки. Все параметры, как на рис. 3; ω34 = 800МГц. Гранич-

ные условия диффузного (а) и зеркально-когерентного (b)

типа

ляется максимум в области отрицательных отстро-
ек, при L = 3.4 см (0.75λhfs) аналогичный макси-
мум имеет место в области положительных отстро-
ек. При L = 3.25 см (0.72λhfs) имеет место двугор-
бая структура. Кривые сдвига на рис. 4a получе-
ны при анализе положения абсолютного максимума
резонанса, поэтому небольшие изменения размера
ячейки для двугорбого резонанса могут приводить к
резкому изменению положения абсолютного макси-
мума, когда превалировать начинает либо правый,
либо левый локальный максимум. Это мы и наблю-
даем на графике зависимости сдвига от размера.

Для зеркально-когерентного отражения ситуа-
ция другая. Спектры более симметричные (рис. 4b),
поэтому зависимость сдвига КПН-резонанса от раз-
меров ячейки более плавная.

При использовании явления КПН в задачах ста-
билизации частоты обычно проводят сканирование
частоты вблизи резонанса. В связи с этим мы пола-
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(a)

(b)

Рис. 5. Зависимости сдвига КПН-резонанса от размеров

ячейки. Все параметры, как на рис. 3, ω34 = 800МГц. Гра-

ничные условия диффузного (a) и зеркально-когерентно-

го (b) типа

гаем целесообразным проанализировать то, как из-
менятся результаты в случае аппроксимации резо-
нансной кривой вблизи максимума параболической
зависимостью в определенной области частот ∆ω

вблизи нулевой двухфотонной отстройки. Парабо-
лическая аппроксимация выбрана для простоты,
при этом она позволяет качественно наблюдать ос-
новные тенденции. Результаты сравнения для диф-
фузионного и зеркального отражения приведены на
рис. 5.

Основной вывод, который следует из рис. 5, со-
стоит в том, что определение сдвига на основе ме-
тода сглаживания кривой приводит к ослаблению
осцилляций этого сдвига. Однако даже в этом слу-
чае амплитуда изменений величины сдвига остает-
ся существенной, также сохраняется знакоперемен-
ность этого сдвига при диффузном отражении. Вто-
рой важный результат касается абсолютной вели-
чины сдвига. И при диффузном, и при зеркальном

(a)

(b)

Рис. 6. Зависимости сдвига КПН-резонанса от размеров

ячейки. Все параметры, как на рис. 3, ω34 = 800МГц, диа-

пазон частот ∆ω = 500 с−1. Граничные условия диффуз-

ного (a) и зеркально-когерентного (b) типа

отражении для большинства размеров ячейки изме-
рение сдвига по модуляционным измерениям дает
большее значение, чем сдвиг абсолютного максиму-
ма резонанса. Особенно это заметно для зеркально-
го отражения и для ячеек, размеры которых меньше
или порядка половины длины волны радиочастот-
ного перехода. По нашему мнению, это связано со
сложной спектральной структурой КПН-резонанса
для ячеек малого размера, обусловленной эффектом
сужения Дике [28, 32, 45].

Рассмотрим теперь зависимость величины сдви-
га от качества покрытия (рис. 6). Будем изме-
нять параметр α, при этом для простоты полагая,
что α = β. Это соответствует случаю, когда каче-
ство покрытия одинаково для населенностей и коге-
рентностей.

На рис. 6 можно видеть, что ухудшение каче-
ства покрытия приводит к уменьшению абсолют-
ной величины сдвига КПН-резонанса и его чув-
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(a)

(b)

Рис. 7. Зависимости сдвига КПН-резонанса от ши-

рины лазерного спектра. Все параметры, как на

рис. 3, ω34 = 800МГц, a = 1 см. Граничные условия

диффузного (a) и зеркально-когерентного (b) типа

ствительности от размеров ячейки (снижается ам-
плитуда осцилляций). С ухудшением качества по-
крытия также уменьшается различие между диф-
фузным и зеркально-когерентным типами покры-
тия. Это связано с тем, что по мере ухудшения по-
крытия начинают превалировать разрушение коге-
рентности и выравнивание населенностей при каж-
дом акте столкновения со стенкой ячейки. В итоге
при α = β = 0 мы получаем картину, соответствую-
щую граничным условиям полного гашения.

Выше нами были рассмотрены зависимости
сдвигов для узкополосного излучения. Сейчас мы
рассмотрим случай, когда лазерное излучение
является широкополосным. Под широкополосным
излучением будем полагать случай, когда ши-
рина лазерного спектра в несколько раз больше
естественной ширины возбужденного состояния
атомов. Как показано в работе [28], учет ширины
лазерного спектра может быть проведен путем

(a)

(b)

Рис. 8. Зависимости формы КПН-резонанса от размеров

ячейки: ω34 = 800МГц; ΓL = 10γ; остальные парамет-

ры, как на рис. 3. Граничные условия диффузного (a) и

зеркально-когерентного (b) типа

соответствующей аддитивной добавки к скорости
распада оптической когерентности γ ′. На рис. 7
представлена зависимость сдвига КПН-резонанса
от размеров ячейки для различных ширин спектра
лазерного излучения. Можно видеть, что, как
и в случае узкополосного лазерного источника,
имеет место квазипериодическая зависимость
сдвига КПН-резонанса от размеров ячейки. При
этом амплитуда и средняя величина изменяются
существенно.

Отмеченные качественные изменения величины
сдвигов и их зависимостей от размеров связаны с
особенностями спектров при широкополосном воз-
буждении КПН [28, 32]. На рис. 8 показаны спек-
тры диффузионного и зеркального отражений для
двух размеров ячейки. Один соответствует области
«провала», т. е. области большого по величине отри-
цательного сдвига, второй — области, когда сдвиг
близок к нулю.
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Хорошо видно, что независимо от характера от-
ражения малым сдвигам соответствует наличие в
спектре сравнительно узкого пика вблизи резонанс-
ной частоты атома. Для тех размеров, для которых
сдвиг велик, узкая структура отсутствует. Имеется
один широкий максимум. Отметим также, что за-
висимости сдвигов и контраста резонанса КПН от
качества покрытия для широкополосного лазерного
возбуждения аналогичны случаю для узкополосно-
го лазера. Различие состоит в абсолютной величине
контраста, которая для широкополосного лазерного
источника в несколько раз выше.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследовано совместное влияние дви-
жения атомов и их столкновений с антирелаксаци-
онным покрытием стенок газовых ячеек на форму
резонанса КПН и его сдвиг в разреженном газе.
Показано, что в случае и узкополосного, и широ-
кополосного лазерных источников при любом типе
отражения атомов от стенок имеет место сложная
немонотонная, осциллирующая зависимость сдвига
КПН-резонанса от размеров ячейки. Амплитуды ос-
цилляций уменьшаются при ухудшении качества по-
крытия. Обнаруженные эффекты объяснены осо-
бенностями спектров КПН-резонансов при различ-
ных условиях возбуждения. Обнаружено, что в рас-
сматриваемых условиях наблюдается сильная зави-
симость формы спектров КПН от размеров ячейки.
В ряде случаев резонансы имеют двугорбую струк-
туру, причем форма спектра испытывает существен-
ные изменения при сравнительно небольших изме-
нениях размеров ячейки.
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нансовой поддержке Министерства науки и выс-
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При комнатной температуре измерены широкодиапазонные спектры отражения гексаборидов YbB6 и YB6

с ян-теллеровской неустойчивостью борного каркаса. Анализ оптической проводимости обнаруживает

наряду с друдевской электронной составляющей сильно передемпфированные коллективные моды, кото-

рые в YB6 характеризуются большими диэлектрическими вкладами ∆ε=2000–5700. Доля неравновесных

носителей в гексабориде иттрия (YB6), находящемся на границе структурной неустойчивости ряда гекса-

боридов, достигает 85–90%, тогда как в легированном полупроводнике — гексабориде иттербия (YbB6)

их концентрация не превышает 25%. Показано, что в отличие от предсказаний модели топологического

кондо-изолятора «металлизация» поверхности в Yb2+B6 может быть объяснена дополнительным леги-

рованием приповерхностного слоя ионами Yb3+.

DOI: 10.31857/S0044451023020049
EDN: OQGWUY

1. ВВЕДЕНИЕ

Гексабориды (RB6) редкоземельных (РЗ) и пе-
реходных металлов демонстрируют большое разно-
образие физических свойств. Среди них имеются
немагнитные металлы (например, LaB6 с рекордны-
ми значениями параметров термоэмиссии [1,2]), ан-
тиферромагнетики со сложной магнитной структу-
рой (PrB6, NdB6, GdB6, TbB6, DyB6 и HoB6) [3–5],
магнитная кондо-решетка CeB6 [6], ферромагнит-
ный полуметалл (EuB6) [7], узкозонный полупровод-
ник (YbB6) [8], сверхпроводник (YB6) [9] и топо-

* E-mail: nes@lt.gpi.ru

логический кондо-изолятор (SmB6) с промежуточ-
ной валентностью ионов Sm [10]. Столь разнообраз-
ное поведение определяется особенностями кристал-
лической структуры (слабосвязанное состояние тя-
желого R-иона в полостях В24 жесткого ковалент-
ного борного каркаса) и наличием нескольких од-
новременно активных взаимодействий, включая ре-
шеточные, орбитальные, зарядовые и спиновые сте-
пени свободы [11], что позволяет отнести RB6 к
системам с сильными электронными корреляция-
ми (СКЭС). Недавно было обнаружено, что в выс-
ших боридах GdxLa1−xB6 развитие ян-теллеровской
(ЯТ) неустойчивости в кластерах В6 приводит к воз-
никновению коллективных возбуждений в инфра-
красном (ИК) диапазоне спектра, которые включа-
ют в себя ЯТ-моду, и кроме того, обусловливают

172



ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023 Коллективные и квазилокальные моды. . .

квазилокальные колебания R-ионов, приводя к пе-
риодическому изменению (модуляции) электронной
плотности в зоне проводимости [12, 13]. Было пока-
зано, что следствием коллективных возбуждений в
RB6 является переход значительной (более 70% в
LaB6) доли электронов проводимости в неравновес-
ное состояние (горячие носители) с сильным рассе-
янием [12,13].

Для проверки влияния ЯТ-неустойчивости бор-
ного каркаса на свойства различных гексабори-
дов, включая полупроводники, представляет инте-
рес выполнить измерения оптических спектров RB6

с двух- и трехвалентными РЗ-ионами и провести
сравнительный анализ вкладов в оптическую про-
водимость в этих СКЭС. С этой целью в работе при
комнатной температуре исследованы спектры отра-
жения монокристаллических образцов узкозонного
полупроводника YbB6 и сверхпроводника YB6, рас-
полагающегося на границе структурной неустойчи-
вости ряда RB6.

2. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Высококачественные монокристаллы полу-
проводника YbB6 с природным бором (18.9%
10В и 81.1% 11В), а также монокристаллические
образцы сверхпроводника YB6 с природным бо-
ром (температура сверхпроводящего перехода
Тс ≈ 7.4K [9]) и изотопически чистым бором
(99.5% 11В, Тс ≈ 4.5K [9]) были выращены методом
вертикальной бестигельной индукционной зонной
плавки в атмосфере аргона [14]. Для характери-
зации выращенных кристаллов использовались
рентгеноструктурный, оптический спектральный
анализ и микроанализ, а также были выполнены
измерения сопротивления и эффекта Холла. Изме-
рения коэффициента отражения в ИК-диапазоне
проводились на кристаллах в форме дисков диа-
метром около 5 мм, методика подготовки образцов
к измерениям подробно описана в [12, 13]. В
диапазоне частот ν = 40–8000см−1 спектры коэф-
фициента отражения R(ν) измерялись с помощью
ИК-фурье-спектрометра Vertex 80V с эталонными
зеркалами, изготовленными напылением золота на
стеклянную подложку. Ниже 20 см−1 коэффициент
отражения YbB6 был измерен на ЛОВ-спектро-
метре (ЛОВ — лампа обратной волны) [15]. Для
измерений спектров оптической проводимости σ(ν)
и диэлектрической проницаемости ε′(ν) в интер-
вале 3700–35000 см−1 применялся эллипсометр
Woollam V-VASE. Полученные по данным эллип-
сометрии коэффициенты отражения объединялись
с измеренными ИК-спектрами. Данные [16] были

использованы для расширения спектрального диа-
пазона примерно до 400000 см−1. Проводимость на
постоянном токе σDC и холловское сопротивление
в магнитном поле H = 3.4 кЭ измерялись стандарт-
ным 5-контактным методом на постоянном токе с
коммутацией.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
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Рис. 1. (a) Спектр коэффициента отражения монокристал-

ла YbB6 (точки) и результат обработки спектра методом

наименьших квадратов (линия) с использованием соотно-

шения (1) для моделирования отклика свободных носи-

телей заряда (Друде) и выражения (2) для коллективных

возбуждений (L1 – L4) в зоне проводимости. Соответству-

ющие вклады в спектры динамической проводимости по-

казаны раздельно на панели (b). Узкие линии Lp1 – Lp6

отвечают фононным особенностям. Спектр диэлектриче-

ской проницаемости представлен на панели (c). На па-

нелях (b) и (c) точки соответствуют результату анализа

спектра отражения с помощью соотношений Крамерса –

Кронига (экстраполяция к нулевой частоте выполнена с

помощью выражения Хагена –Рубенса с измеренной ста-

тической проводимостью; для высокочастотной экстрапо-

ляции использовалось выражение R ∼ ν−4), а линиями

показан результат его обработки по методу наименьших

квадратов

На рис. 1а и рис. 2а, 2с точками показаны широ-
кополосные спектры коэффициента отражения со-
ответственно кристаллов YbB6 и YB6. Особенности
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Рис. 2. Спектры коэффициента отражения (точки) гексаборида иттрия с природным YnatB6 (a) и изотопически чистым

бором Y11B6 (c) и результаты их обработки методом наименьших квадратов (линии) с использованием соотношения (1)

для моделирования отклика свободных носителей заряда в рамках модели Друде (соответствующие вклады показаны

штриховыми линиями на панелях b, d) и выражения (2) для набора коллективных возбуждений L1+L2+L3+L4

выше 1200 см−1 на рис. 1 и выше 20000 см−1 на рис. 2
обусловлены электронными межзонными перехода-
ми и ниже не обсуждаются. На более низких ча-
стотах спектры выглядят типично металлическими
с плазменным минимумом при ν ≈ 1200 см−1 (ши-
рина зоны ∼ 150мэВ) в узкозонном легированном
полупроводнике YbB6 (рис. 1а) и ν ≈ 17000 см−1

(∼ 2.1 эВ) в неравновесном металле YB6 [9] (см.
рис. 2а и 2с). Для анализа оптического отклика ме-
таллов обычно используется модель Друде с ком-
плексной проводимостью:

σ∗
Drude(ν) =

σDrude
DC

1− iν/γDrude
, (1)

где σDrude
DC — проводимость на постоянном токе,

γDrude — скорость релаксации носителей заряда.
Как видно на рис. 1, 2, спектры отражения YbB6

и YB6 не описываются соотношением (1); штри-
ховыми линиями на рис. 1b, 2c, 2d показана наи-
лучшая аппроксимация моделью Друде с измерен-
ными в работе σDrude

DC и найденными значениями
γDrude (см. табл. 1). Аналогично подходу, развитому
в [12, 13] для GdxLa1−xB6, ИК-отклик всех трех ис-
следованных кристаллов гексаборидов YbB6 и YB6,
описывался аддитивной суммой вкладов от свобод-
ных носителей заряда (1) и минимального набо-
ра коллективных возбуждений, обусловленных ко-

оперативной ЯТ-неустойчивостью в кластерах В6,
необходимого для описания измеренных спектров
отражения. Коллективные ЯТ-моды в спектрах RB6

моделировались выражением Лоренца

σ∗(ν) =
0.5fν

νγ + i(ν20 − ν2)
, (2)

где ν0 — резонансная частота, f = ∆εν20 — си-
ла осциллятора, ∆ε — диэлектрический вклад и
γ — коэффициент затухания. Чтобы удовлетвори-
тельно аппроксимировать измеренные спектры от-
ражения в интервале ν 6 17000 см−1 для образ-
цов YB6 с металлической проводимостью оказыва-
ется достаточным ввести 3–4 лоренциана (см. вкла-
ды L1 – L4 на рис. 3). В случае легированного по-
лупроводника YbB6 наряду с коллективными мо-
дами (L1 – L4) в спектре отражения регистрируют-
ся также узкие фононные особенности (см. Lp1 – Lp6
на рис. 1а, 1b). Очевидно, что в отличие от метал-
ла YB6 (ширина зоны проводимости ∼ 2.1 эВ, см.
рис. 2b, 2d), в полупроводнике YbB6 колебательные
состояния Lp1 – Lp6 в спектрах хорошо разрешают-
ся, поскольку они слабо экранируются электрона-
ми проводимости низкой концентрации (см. табл. 1
ниже). Таким образом, полученный результат сви-
детельствует о наличии в оптическом отклике кри-
сталлов YbB6 и YB6 в интервале 100–2000 см−1 ши-
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Рис. 3. Коллективные возбуждения (L1, L2, L3 и L4, пока-

заны на панелях раздельно) в спектрах проводимости (а)

полупроводника YbB6 и металлов (b) YnatB6 и (c) Y11B6.

рокого пика ИК-поглощения, подобного обнаружен-
ному в спектрах GdxLa1−xB6 [12, 13]. На рис. 1b и
2b, 2d представлены спектры оптической проводи-
мости, полученные для исследованных кристаллов
RB6. Отметим, что вклады (i) от свободных носите-
лей (Друде) и (ii) широкого ИК-пика четко различа-
ются, причем из двух кристаллов YB6 пик σ(ν) про-
является наиболее отчетливо для Y11B6, который по
результатам [9] характеризуется наименьшим коли-
чеством стабилизирующих структуру вакансий Y и
бора и является более неравновесным (см. рис. 2d).

На рис. 3 представлены вклады в спектры про-
водимости от коллективных возбуждений, получен-
ные вычитанием друдевской составляющей. Отме-
тим, что для исследуемых в работе кристаллов YB6

спектральная форма пика хорошо воспроизводит-
ся при учете двух основных лоренцевских членов
(см. рис. 2b и 2d), тогда как третье и четвертое
более слабые слагаемые необходимы для описания
нелоренцевской формы пика. Напротив, для описа-
ния суммарного вклада от коллективных возбуж-
дений в полупроводнике YbB6 требуется учет че-
тырех лоренцианов (L1 – L4 на рис. 1b и 3а), при-
чем все составляющие достаточно надежно разре-
шаются в оптических спектрах. Как видно из срав-

нения рис. 3b и 3c, в Y11B6 коллективное возбуж-
дение (L1+L2+L3+L4) расположено заметно выше
по частоте по сравнению с YnatB6, что в сочета-
нии с уменьшенной амплитудой и интервалом низ-
ких частот, в котором регистрируется друдевский
вклад, обеспечивает ярко выраженный характер пи-
ка в случае Y11B6. Следует отметить, что в [9]
было обнаружено значительное смещение особен-
ностей на кривых теплоемкости C (T ) и производ-
ной удельного сопротивления dρ/dT (T ) вверх по
шкале температур в кристаллах Y11B6 по сравне-
нию с YnatB6, что соответствует взаимному распо-
ложению коллективных возбуждений в оптических
спектрах (рис. 3). Указанное смещение было связано
в [9] с развитием структурной неустойчивости вбли-
зи границы диапазона существования RB6, приводя
к значительным структурным искажениям в кри-
сталлах Y11B6 с меньшей концентрацией вакансий
и обусловливая также заметное подавление темпе-
ратуры сверхпроводящего перехода (∆Tc ∼ 3 K [9]).
Характеристики обеих компонент — (i) Друде (σDC

и γDrude) и (ii) суммы лоренцианов L1 – L4 (f —
сила осциллятора, ∆ε — диэлектрический вклад и
γpeak — параметр затухания), полученные при ана-
лизе в рамках соотношений (1), (2), представлены в
табл. 1. В табл. 2 для YbB6 приведены характери-
стики особенностей Lp1 – Lp6 в спектрах σ(ν), от-
вечающих колебательным состояниям (см. рис. 1b).
Видно, что коллективные возбуждения в YB6 ха-
рактеризуются большими диэлектрическими вкла-
дами ∆ε в диапазоне от ∆ε ≈ 2000 (Y11B6) до
∆ε ≈ 5700 (YnatB6) и оказываются сильно пере-
демпфированными (относительные константы зату-
хания γ/ν0 = 2.5–4.2). Указанные параметры срав-
нимы с наблюдавшимися в [12,13] для гексаборидов
GdxLa1−xB6, а также для додекаборидов LuB12 [17]
и Tm0.19Yb0.81B12 [18]. Значительно меньшие значе-
ния ∆ε ∼ 19 и γ/ν0 ∼ 1.5 реализуются в полупро-
воднике YbB6, что свидетельствует о существенной
роли электронной компоненты в коллективной моде
высших боридов (см. табл. 1).

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Полученные результаты рис. 1–3, по-видимому,
свидетельствуют о том, что в высших боридах RB6

и RB12 реализуется общий механизм, приводящий к
возникновению в оптических спектрах этих СКЭС
дополнительного вклада от коллективных возбуж-
дений. При этом вследствие двукратного орбиталь-
ного вырождения верхней занятой молекулярной
орбитали молекулы B6 являются ЯТ-активными,
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Таблица 1. Параметры носителей заряда в модели Друде (см. (1)) и коллективного возбуждения (L1+L2+L3+L4,

см. (2)) для монокристаллов YbB6, YnatB6 и Y11B6

YbB6 Y11B6 YnatB6

σDrude
DC (Ом−1см−1) 160 17331 27027

(Гц) (1.4 · 1013) (1.6 · 1016) (2.4 · 1016)

γDrude (см−1) 640 300 135

(νDrude
pl )2 (106 см−2) 6.1 300 200

fpeak (106 см−2) 1.8 1670 1800

∆εpeak 19 2015 5702

νpeak (см−1) ∼450 1100 530

γpeak (см−1) ∼670 2720 2250

γpeak/νpeak ∼1.5 2.47 4.24

fpeak + (νDrude
pl )2 7.9 1970 2000

(106 см−2)

nHall (1022 см−3) 0.0025 1.12 1.4

npeak/ntotal 0.23 0.84 0.89

m∗/m0 0.27 0.5 0.6

µHall (см2 В−1с−1) 47 10 12

µDrude (см2 В−1с−1) 20 31 69

Таблица 2. Характеристики (ν — частота, ∆ε — диэлектрический вклад, γ — параметр затухания и f — сила ос-

циллятора) особенностей Lp1 – Lp6 в ИК-спектрах полупроводника YbB6, отвечающих колебательным состояниям

(см. рис. 1b)

YbB6 Lp1 Lp2 Lp3 Lp4 Lp5 Lp6

ν (см−1) 72 111 371 428 873 1287

∆ε 0.75 9.6 0.36 0.14 0.03 0.0025

γ (см−1) 4.8 1.6 40 52 17 13

f (см−2) 3.9 · 103 1.2 · 105 5 · 104 2.6 · 104 2.3 · 104 4.1 · 103
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их структура лабильна относительно структурных
ЯТ-искажений. В результате любые структурные
дефекты (вакансии бора, беспорядок, обусловлен-
ный случайным распределением изотопов 10B и 11B
в кластере B6, примеси и др.) приводят к снятию
вырождения и понижению симметрии молекулы B6.
В гексаборидах редкоземельных и переходных эле-
ментов с жестким ковалентным борным каркасом
структурная ЯТ-неустойчивость кластеров В6 резко
усиливается, приводя к статическому и коопера-
тивному динамическому эффектам Яна – Теллера,
которые надежно регистрируются в структурных
исследованиях, например, в GdB6 [19]. Следствием
кооперативного динамического эффекта Яна – Тел-
лера является возникновение коллективных мод,
с которыми оказывается связанной значительная
часть носителей заряда в RB6. При этом в кон-
денсированных фазах металлов и полупроводников
RB6, наряду с плазменной частотой, которая,
например, в неравновесном металле YB6 принимает
значения νpl ≈ 17000 см−1 (около 2.1 эВ, см. рис. 2),
появляется дополнительный масштаб энергий
νpeak ≈ 450–1100 см−1 (60–140 мэВ), отвечающий
скоррелированным ян-теллеровским структурным
искажениям (ferrodistotive effect) борного карка-
са. Подчеркнем, что коллективные возбуждения,
наблюдающиеся в оптических спектрах высших
боридов, являются следствием кооперативного
динамического ЯТ-эффекта, причем характерные
частоты νpeak оказываются непосредственно связан-
ными с величиной расщепления верхних занятых
молекулярных орбиталей кластеров В6.

Используя соотношения для плазменной часто-
ты носителей заряда νpl = [ne2/(πm∗)]1/2 (n — кон-
центрация электронов, e — заряд) и силы осцил-
лятора f = ∆εν20 = ne2(πm∗)−1, для каждого из
трех исследованных кристаллов было найдено отно-
шение n/m∗ и при сопоставлении с величиной хол-
ловской концентрации nH была в грубом приближе-
нии оценена эффективная масса зонных носителей
(см. табл. 1). Как следует из табл. 1, полученные зна-
чения m∗(YB6) ∼ 0.5–0.6m0 сравнимы с найденны-
ми в LaB6 из измерений квантовых осцилляций [20],
тогда как m∗(YbB6) ∼ 0.27m0 оказывается несколь-
ко больше величины 0.2m0, оцененной в ARPES-экс-
периментах [21]. При этом очень малые значения
холловской подвижности

µHall = σDC · [e · nHall ] ≈ 10–12 см2/(В · с)

в YB6 подтверждают вывод о том, что это соедине-
ние располагается на границе абсолютной неустой-

чивости структурного ряда RB6 [9]. Подвижность
друдевской компоненты

µDrude = [e · 2πγDrudem∗]−1 ≈ 30–70 см2/(В · с)

в YB6 оказывается значительно (в 3–5 раз) боль-
ше общей холловской подвижности, что представ-
ляется естественным для системы с доминировани-
ем вклада неравновесных носителей заряда. Оценки
доли носителей в неравновесной (npeak) компонен-
те YB6 на уровне 85–90% от полного числа элек-
тронов проводимости (см. табл. 1) свидетельствуют
о развитии структурной/электронной неустойчиво-
сти в этом соединении, причем в соответствии с вы-
водами [9] располагающееся ближе к стехиометри-
ческому составу соединение Y11B6 характеризуется
большей относительной концентрацией npeak/ntotal .
Напротив, для легированного полупроводника YbB6

холловская подвижность оказывается примерно в 2
раза выше, чем µDrude (см. табл. 1), что свидетель-
ствует о сильном рассеянии носителей в друдевском
канале (см. обсуждение ниже).

При обсуждении колебательных компонент Lp1 –
Lp6 в спектрах σ(ν) YbB6 отметим, что возбужде-
ния на частотах 1225 см−1 (Lp6) и 866 см−1 (Lp5) на-
блюдались ранее соответственно в работах [22] и [23]
и были отнесены к фононному ИК-поглощению в
В6-кластерах. Пики на частотах 72 см−1 и 111 см−1

(рис. 1) следует связать с квазилокальными колеба-
ниями, соответственно, ионов Yb3+ и Yb2+ в по-
лостях В24 жесткого борного ковалентного карка-
са (см., например, [23]). С учетом частотной зави-
симости глубины скин-слоя, меняющейся в интер-
вале 70–115 см−1 в пределах δ = 22–27мкм, отно-
шение силы осцилляторов f(Lp1)/(f(Lp2)+ f(Lp1))

(см. табл.2) позволяет получить грубую оценку свер-
ху n(Yb3+) ∼ 2.5% доли ионов Yb3+ в слое толщи-
ной около δ вблизи поверхности кристаллов YbB6.
В предположении о том, что носители в полупро-
воднике YbB6 обусловлены легированием кристал-
лов Yb2+B6 ионами Yb3+, оценки холловской кон-
центрации nHall/nY b (табл. 2) приводят к значитель-
но меньшей величине n(Yb3+) ∼ 0.18% (см. так-
же [8]), что свидетельствует о появлении избыточ-
ной по сравнению с объемом кристаллов концентра-
ции Yb3+ именно в приповерхностном слое. Такая
«металлизация» приповерхностного слоя YbB6 за
счет его сильного по сравнению с объемом кристал-
ла легирования ионами Yb3+ может служить объяс-
нением, альтернативным модели коррелированного
топологического кондо-изолятора [21], что подтвер-
ждается также выводом ARPES-исследований [24]
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об отсутствии дираковского спектра в этом соеди-
нении. Отметим, что выбор подхода к описанию ди-
электрического состояния в YbB6 между моделями
топологического кондо-изолятора, топологического
изолятора d–p-типа [25] и обычного «зонного» изо-
лятора активно обсуждался в [21, 25–27]. В част-
ности, в [27] были выполнены эксперименты под
давлением до 36 ГПа, которые позволили обнару-
жить переход полупроводник – полуметалл вблизи
14 ГПа и связать его с ростом концентрации ионов
Yb3+. Поскольку приповерхностный слой оказыва-
ется более структурно искаженным, можно пред-
положить, что вблизи поверхности в кристаллах
YbB6 концентрация трехвалентного иттербия зна-
чительно превышает ее значения в объеме, обуслов-
ливая «металлизацию» поверхности в этом соеди-
нении. Нам представляется, что низкая по сравне-
нию с холловской подвижность друдевских носите-
лей в YbB6 (см. табл. 1) связана с сильным рассея-
нием на деформационном потенциале в окрестности
ионов Yb3+, которые ответственны за легирование
и формирование примесной полосы в этом узкозон-
ном полупроводнике.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С использованием инфракрасной фурье-
спектроскопии и оптической эллипсометрии при
комнатной температуре исследованы спектры от-
ражения монокристаллов полупроводника YbB6 и
сверхпроводника YB6. Показано, что в этих гексабо-
ридах наряду со спектральной компонентой Друде
в оптической проводимости присутствуют широкие
коллективные возбуждения с большими диэлектри-
ческими вкладами, которые в случае YB6 прини-
мают значения ∆ε = 2000–5700. Происхождение
коллективных мод, включающих в себя в гексабо-
риде иттрия до 90% всех носителей заряда, связы-
вается с кооперативным динамическим эффектом
Яна – Теллера кластеров B6. Анализ фононных ли-
ний в спектрах YbB6 вместе с результатами изме-
рений эффекта Холла позволяет оценить концен-
трацию ионов Yb3+ в объеме и в приповерхностном
слое кристалла в предположении легирования по-
лупроводника Yb2+B6 этими ионами. По-видимому,
металлизация» приповерхностного слоя YbB6 обу-
словлена структурными искажениями вблизи по-
верхности кристалла, благоприятствующими пере-
ходу иттербия в трехвалентное состояние.
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Изучены характеристики точечных контактов Джозефсона Pb0.6In0.4 /KFe2As2 и KFe2As2 /KFe2As2.

Измерены зависимости характерного напряжения контактов от температуры VC(T ) и зависимости ампли-

туд первых ступенек тока на вольт-амперных характеристиках от мощности электромагнитного излучения

с частотой 7.6 ГГц. Установлено, что зависимости VC(T ) для всех контактов можно описать моделью

SIS*IS-контакта (S — сверхпроводник, I — изолятор, S* — сверхпроводник с меньшей критической тем-

пературой) для сверхпроводников с s-симметрией параметра порядка. Доказано, что период осцилляций

ступенек тока в зависимости от мощности СВЧ-излучения можно точно аппроксимировать резистивной

моделью контакта с IS = IC sin(ϕ). Полученные результаты согласуется с обычной s-симметрией пара-

метра порядка в KFe2As2.

DOI: 10.31857/S0044451023020050
EDN: OQHRUY

1. ВВЕДЕНИЕ

Сверхпроводники на основе железа (Ferrum Base
Superconductors — FeBS) [1] до сих пор вызывают
огромный интерес. Это связано с большим разнооб-
разием структур и свойств этих соединений, много-
зонностью электронной системы, высокой критиче-
ской температурой, неизвестным спаривающим вза-
имодействием [2]. Теоретические исследования по-
казали, что вероятным спаривающим взаимодей-
ствием в FeBS являются спиновые флуктуации, ко-
торые приводят к s±-симметрии параметра порядка
(ПП) [3]. Одним из методов изучения симметрии ПП
является эффект Джозефсона, заключающийся в
протекании сверхпроводящего тока IS через так на-
зываемую слабую связь между двумя сверхпроводя-

* E-mail: golubkov@lebedev.ru

щими электродами, например, тонкий (< 30 Å) слой
изолятора или «нормального» металла или мостик
с размерами порядка длины когерентности. Как из-
вестно, ток пар IS в контакте Джозефсона (КД)
между «обычными» сверхпроводниками пропорци-
онален синусу разности фаз ПП ϕ = ϕ1−ϕ2 в сверх-
проводниках, образующих контакт IS = IC sin(ϕ)

(IC — критический ток контакта) [4]. Если хотя бы
один из сверхпроводников КД является многозон-
ным, то джозефсоновские токи, текущие в разные
зоны, должны зависеть и от фаз ПП в этих зонах [5].
При s±-симметрии ПП это приводит к вычитанию
токов, текущих в противоположных направлениях
в зоны с s+- и s−-симметриями, уменьшению IS , ха-
рактерного напряжения КД VC = ICRN , изменению
зависимости VC от температуры и пропорциональ-
ности IS ∼ sin(2ϕ) [5–10]. Последнее, в свою очередь,
изменяет зависимость IC от магнитного поля и пе-
риод осцилляций критического тока и ступенек тока
на вольт-амперных характеристиках (ВАХ) КД от
мощности внешнего электромагнитного (СВЧ) из-
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лучения [5–10]. Таким образом, величина VC , зави-
симость VC(T ), период осцилляций критического то-
ка и ступенек тока на ВАХ могут служить критери-
ями для определения симметрии ПП в электродах
КД.

К настоящему времени опубликовано около де-
сятка экспериментальных исследований пленочных
и точечных КД с электродами из разных FeBS [11–
24]. Все изученные КД имели заметные отличия от
«классических»: VC порядка нескольких десятков
мкВ вместо ∆/e ∼ 1мВ (∆ — энергетическая щель
сверхпроводника, e — заряд электрона) и нестан-
дартные зависимости VC(T ). В то же время каче-
ственная (точная в [23, 24]) аппроксимация зависи-
мости периода осцилляций IC и ступенек тока в маг-
нитном и СВЧ-полях показала, что IS пропорцио-
нален sin(ϕ). Отклонение от этой зависимости на-
блюдалось только в работе [19]. К сожалению, вели-
чина VC в несколько десятков мкВ не является ве-
сомым доказательством s±-симметрии ПП в FeBS-
электроде, так как КД с VC примерно такой же ве-
личины были получены и на планарных ниобиевых
контактах [25–28]. Качественная аппроксимация пе-
риода осцилляций [19] также вызывает много вопро-
сов.

В теоретических работах, как правило, много-
зонная сверхпроводимость изучалась в «чистых»
системах. В реальных кристаллах FeBS присут-
ствует заметное рассеяние электронов. Включение
рассеяния как на магнитных, так и немагнитных
примесях в теоретический анализ показало, что
эти эффекты убивают нестандартное спаривание
(s±-симметрия ПП преобразуется в обычную s). В
«грязных» сверхпроводниках s±-симметрия ПП мо-
жет сохраниться только на части фазовой диаграм-
мы [29]. Это указывает на актуальность исследова-
ний наиболее «чистых» сверхпроводников для опре-
деления характеристик ПП.

В большом семействе многозонных FeBS про-
стой структурой, низким рассеянием на примесях
и дефектах обладают относящиеся к 122-семейству
монокристаллы KFe2As2 с TC = 3.8К, шириной
перехода ∆TC = 0.3К, удельным сопротивлением
ρab < 1мкОм · см и отношением ρ(300К)/ρ(4К) до
3000 [30]. Рост кристаллов, кристаллическая струк-
тура, фазовая диаграмма, транспортные свойства,
характеристики электронной структуры KFe2As2
к настоящему времени тщательно изучены [30–
36]. Расчеты и измерения зонной структуры [37–
40] подтвердили отсутствие электронных карманов
на поверхности Ферми, что не препятствует s±-
симметрии ПП [40], и сильные электронные кор-

реляции. Проведено изучение энергетической щели
методами ЯМР/ЯКР, измерения теплоёмкости [41–
44], глубины проникновения магнитного поля [45],
туннельной спектроскопии [46] и ARPES [47]. Пока-
зано [46], что плотность состояний на уровне Фер-
ми определяется сингулярностью Ван Хова, что, в
свою очередь, приводит к конечной плотности со-
стояний внутри энергетической щели при T < TC .
При изучении электрон-бозонного взаимодействия
методом точечно-контактной спектроскопии в нор-
мальном состоянии обнаружен пик в области энер-
гий 20 мэВ, природа которого обсуждается в [48].

Полученные результаты указывают на необыч-
ный характер сверхпроводящего состояния
KFe2As2, трёхзонную сильную дырочную сверх-
проводимость с отличной от стандартной s- или d-
симметрией ПП в зонах с величинами энергетиче-
ских щелей ∆α ≈ 1.0, 0.4 и 0.15 мэВ (α — номер
зоны) и линиями узлов на внутренней, средней
и внешней поверхностях Ферми [47]. Фазы ПП в
зонах и механизм, ответственный за спаривающее
взаимодействие, неизвестны. Эффект Джозефсона
в КД с KFe2As2 ранее не исследовался.

В настоящей работе проведены исследования
сверхпроводящего тока точечных контактов (ТК)
Джозефсона между обычным сверхпроводником
Pb0.6In0.4 (TC ≈ 6.6К) и монокристаллами KFe2As2
с (TC = 3.6–4.6 К) и между кусочками одного
монокристалла KFe2As2, сломанного в жидком
гелии с целью определения симметрии параметра
порядка KFe2As2. Нами изучены вольт-амперные
характеристики контактов, измерены зависимости
критических токов КД от температуры VC(T ) в
диапазоне (1.8–4.6)К и зависимости критических
токов и амплитуд ступенек тока In (n = 0, 1, 2;
I0 = IC) на ВАХ от мощности СВЧ-излучения
частотой f = 7.6ГГц при T ≈ 1.8K.

2. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА.

Монокристаллы KFe2As2 были выращены из
KAs-флюса по технологии, близкой к описанной в
работе [36], c небольшой добавкой бария в исходную
шихту. После вскрытия тигля флюс с кристаллов
удалялся механически с последующим отмыванием
в водно-спиртовом растворе и скалыванием. Моно-
кристаллы имели форму пластин черного цвета с
металлическим блеском и были достаточно стабиль-
ны на воздухе. Структура и состав выросших мо-
нокристаллов изучались с помощью рентгеновской
дифракции и рентгеноспектрального микроанализа
на оборудовании, описанном в работе [49].
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Исследования структуры выросших монокри-
сталлов показало, что они имеют тетрагональную
кристаллическую решетку типа ThCr2Si2 с про-
странственной группой симметрии I4/mmm, типич-
ную для KFe2As2 [36]. Средний элементный состав
кристаллов определялся по множеству точек и ме-
нялся в пределах KFe1.99As1.91 –KFe2.07As1.97. На-
личие в выросших кристаллах Ba с концентрацией
до 0.3% привело к вариациям температуры нача-
ла перехода изученных образцов в сверхпроводящее
состояние T onset

C в диапазоне (3.6–4.6)К. Опублико-
ванные работы утверждают, что легирование Ba в
диапазоне 0–10 % приводит к изменению только ам-
плитуд и анизотропий энергетических щелей в зо-
нах, не влияя на их симметрии [50, 51], что не кри-
тично для наших исследований.

Для создания джозефсоновских ТК использо-
вались лучшие монокристаллические пластинки
с размерами до 1 × 0.5 × (0.01–0.02)мм3, полу-
ченные раскалыванием выросших кристаллов,
с минимальной шириной перехода в сверхпро-
водящее состояние и максимальной величиной
RRR = R(290К)/R(4.2К). Магнитная восприимчи-
вость кристаллов χ(T ) измерялась на переменном
токе с частотой 96 кГц. Магнитное поле, направ-
ленное перпендикулярно поверхности пластинки,
не превышало 0.5 Э. Зависимости электрического
сопротивления кристаллов от температуры в диа-
пазоне (1.8–300)K измерялись на постоянном токе
(0.1–1)мА, текущем в плоскости ab кристалла, стан-
дартным четырехконтактным методом [19, 23, 24].
Электрические контакты к образцам с сопротивле-
нием (0.1–0.3)Ом были сделаны с помощью индия.
На рис. 1 показаны температурные зависимости
продольного сопротивления Rab(T ) и магнитной
восприимчивости χ(T ) одного из образцов KFe2As2.
Температура середины перехода TC(50%) и ширина
перехода ∆TC(10%–90%), измеренные по зависимо-
сти χ(T ), составляли соответственно 3.9 К и 0.3 К.
Отношение сопротивлений при комнатной и гелие-
вой температурах RRR = R(290К)/R(4.2К) = 700.
Для разных образцов отношение RRR лежало в
диапазоне 370–800, значение ∆TC(10%–90%) не пре-
вышало 0.5 К, что говорит об их хорошем качестве.

Все измерения проводились в изготовленной на-
ми криогенной вставке в транспортный гелиевый
дьюар, позволяющей делать измерения при T до
1.8 К в СВЧ-поле при минимальном расходе жид-
кого гелия. Описание методов создания ТК Джо-
зефсона типа «игла–наковальня» (needle anvil, NA)
и приборов, использованных в экспериментальной
установке, приведены в работах [23, 24, 52]. В ка-
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Рис. 1. Температурные зависимости сопротивления

Rab(T ) и магнитной восприимчивости χ(T ) одного из

образцов KFe2As2: RRR = R(300К)/R(4К) = 700,

TC(50%) = 3.9К, ∆TC(10%–90%) = 0.3К

честве «иглы» мы использовали обычный БКШ-
сверхпроводник Pb0.6In0.4 c TC = 6.8K [53]. Нако-
вальней служило тонкое ребро пластинки KFe2As2.
Площадь касания электродов ТК была порядка тол-
щины ребра кристалла.

Точечные контакты на микротрещине (break-
junction, BJ) также неоднократно использовались
нами [54]. Для создания BJ-контакта пластина
KFe2As2 зажималась четырьмя индиевыми кон-
тактами на пружинящем основании из спаянных
пластин бериллиевой бронзы (толщина 0.4 мм)
и фольгированного стеклотекстолита (толщина
0.5 мм). В центре кристалла делалась прорезь,
служившая концентратором напряжений. При
изгибе основания с помощью дифференциального
винта кристалл трескался в районе прорези. Ха-
рактеристики ТК настраивались путём изменения
давления. Разламывание кристалла, касание элек-
тродов и настройка ТК проводились при T ≈ 1.8К
и токе (10–100)мкА.

При первом касании электродов сопротивление
ТК, как правило, составляло несколько Ом, сверх-
проводящий ток через контакт отсутствовал из-за
возможных окислов на поверхностях. При увели-
чении давления между электродами сопротивление
ТК уменьшалось, появлялся сверхпроводящий ток и
IC . Величина IC увеличивалась с ростом давления.
Джозефсоновская природа сверхтока IS проверя-
лась по появлению ступенек тока на вольт-амперной
характеристике ТК и по полноте подавления крити-
ческого тока IC СВЧ-излучением.
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После настройки и стабилизации ТК проводи-
лась запись серии ВАХ при T = (1.8–1.9)К при
увеличении мощности СВЧ-излучения P на контак-
те. Мощность увеличивалась до появления призна-
ков нагрева ТК, приводящего к росту сопротивле-
ния, видимого на ВАХ. После этого устанавлива-
лась P = 0 (ослабление = 100дБ) и проводилась
запись контрольной ВАХ. Совпадение первой в се-
рии и контрольной ВАХ позволяло сделать вывод
о стабильности ТК. Для дальнейшей обработки ис-
пользовались ВАХ только стабильных контактов.
Если характеристики ТК не изменялись при записи
в СВЧ-поле, то на этом же ТК проводилась запись
серии ВАХ при повышении температуры до немного
превышающей TC . После этого температура пони-
жалась до первоначальной и для оценки стабильно-
сти ТК вновь записывалась контрольная ВАХ. Из
серий ВАХ, записанных при разных температурах
и мощности СВЧ, извлекались зависимости VC(T )

и зависимости критического тока и амплитуд ступе-
нек тока In (n = 0, 1, 2; I0 = IC) от

√
P . Измеренные

зависимости VC(T ) аппроксимировались вычислен-
ными по формулам теории [47]. Нормированные на
критический ток при P = 0 зависимости

iexpn (
√
P ) = In(

√
P )/IC(P = 0)

аппроксимировались вычисленными из RSJ-модели
контакта Джозефсона icalkn (iac) (iac — переменный
ток в КД, наведенный СВЧ-излучением, нормиро-
ванный на IC) [4, 19, 23, 24].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ

Обычно NA- и BJ-контакты настраивались на
IC = (0.3–1.5)мА. Такой критический ток ока-
зался оптимальным для наших измерений. При
меньшем токе падала амплитуда и увеличивалось
«размытие» IC и ступенек тока. При большем
токе у нас недоставало мощности источника
СВЧ для полного подавления IC . При включе-
нии генератора СВЧ-излучения критический ток
ТК IC уменьшался и на ВАХ при напряжениях
Vn = n~ωac/2e (n = 1, 2, 3, . . . , ωac = 2πf) появ-
лялись ступеньки тока In, отвечающие гармоникам
частоты СВЧ-сигнала. Отметим, что при мощности
СВЧ близкой к максимальной наблюдался рост
сопротивления ТК, связанный с нагревом.

На рис. 2 показаны ВАХ одного из наших ТК,
записанные при нескольких уровнях мощности P ,
СВЧ и метод определения IC и RN , аналогичный
использованному в работах [11–24]. Все ВАХ запи-
сывались от минимального отрицательного тока к
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Рис. 2. Несколько вольт-амперных характеристик NA-

контакта Джозефсона, записанных при T = 1.86К и раз-

ных уровнях мощности СВЧ-излучения. Указаны номера

ВАХ и ослабление мощности в децибелах. Хорошо вид-

но изменение критического тока и амплитуд первых ступе-

нек тока контакта с ростом мощности. Для ВАХ b02 по-

казано определение критических токов +IC , −IC и RN :

+IC = 0.95мА, RN = 0.053Ом, VC = 50мкВ. Первая сту-

пенька тока появлялась при напряжении V1 = 15.7мкВ.

Величина ступенек тока In при воздействии СВЧ опреде-

лялась аналогично IC . Первая b02 и последняя ВАХ b44,

записанные до и после окончания измерений в СВЧ-поле

(P = −100 дБ), имеют минимальные различия, демон-

стрируя стабильность ТК

максимальному положительному. В подписи к рис. 2
приведены основные характеристики контакта IC ,
RN и VC , найденные по ВАХ при P = 0. Запись
ВАХ при больших токах и, соответственно, больших
V оказалась невозможной из-за нагрева ТК. Форма
ВАХ как NA-, так и BJ-контактов могла быть как
гиперболической (ВАХ b02 рис. 2), характерной для
RSJ-модели, так и заметно отличающейся от гипер-
болы (ВАХ a32 рис. 3). На всех ВАХ IC и ступеньки
тока имели заметные амплитуды, которые изменя-
лись при изменении мощности СВЧ. На ВАХ отсут-
ствовали скачки тока или напряжения, связанные с
появлением квантов магнитного потока в контакте.
Это означает, что характерный размер контактов,
определяемый по размеру проводящих ток IS обла-
стей электродов, был меньше джозефсоновской глу-
бины проникновения магнитного поля [55, 56]. От-
метим, что критический ток частично подавлен шу-
мами (ВАХ вблизи IC слегка размыты), а найден-
ная величина RN , по-видимому, также отличалась
от реального сопротивления контакта в «нормаль-
ном» состоянии [23, 24]. Видно, что ветви ВАХ при
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Рис. 3. Вольт-амперные характеристики BJ-контакта Джо-

зефсона, записанные при разных температурах. Первая

а32 и последняя а58 ВАХ серии совпадают, демонстрируя

стабильность ТК

положительных (+V ) и отрицательных (−V ) напря-
жениях практически симметричны. ВАХ, записан-
ные при нулевой мощности СВЧ-сигнала, имели за-
метный гистерезис (+IC/−IC 6= 1), что указывает
на конечную емкость ТК. Минимальные различия
ВАХ b02 и b44, записанных при P = 0 перед на-
чалом и после окончания цикла измерений в СВЧ-
поле, доказывают стабильность ТК в процессе из-
мерений.

После завершения измерений в СВЧ-поле мы
проводили измерения зависимостей критического
тока контактов от температуры IC(T ). Несколько
ВАХ для одного из ТК, записанных при разных тем-
пературах, показаны на рис. 3. Данный ТК был ста-
билен при повышении температуры от 1.8 до 4.5 К и
последующем охлаждении до 1.9 К, что хорошо вид-
но по совпадению ВАХ a32 и a56.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

1. Отметим, что характерные напряжения изу-
ченных ТК VC ≈ 50мкВ (рис. 2) отличались от
предсказываемых резистивной моделью [4]. Тем не
менее, это не является, как уже отмечено во введе-
нии, доказательством s±-симметрии ПП в KFe2As2,
так как примерно такие же VC отмечались на кон-
тактах из обычных сверхпроводников [25–28] ти-
па SNS, SS*S, SIS*IS (S — сверхпроводник, N —
нормальный металл, S* — сверхпроводник с мень-
шей, чем в S, критической температурой, I — изо-
лятор). Отклонение VC наших ТК от типичной для
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Рис. 4. Символы — зависимости eVC(T )/2πkBTC от нор-

мированной температуры T/TC для контактов NA (1) и

BJ (2), измеренные в данной работе. Линии — вычис-

ленные зависимости для SIS*IS-контактов [26]. Парамет-

ры ТК, найденные при аппроксимации: для NA-контактов

критическая температура S-электрода TC = 4.1К, энерге-

тическая щель S-электрода ∆S = 0.62мэВ, критическая

температура промежуточного слоя S* T ∗

C = 1.76К, па-

раметр подавления γeff = 284, параметр симметрии барье-

ров γ− = 1, сумма квадратов отклонений вычисленной и

измеренной зависимостей m = 1.1·10−4 ; для BJ-контактов

TC = 3.8К, ∆S = 1мэВ, T ∗

C = 1.8К, γeff = 1700, γ− = 1,

m = 1.4 · 10−5

БКШ сверхпроводников величины порядка ∆/e мо-
жет быть связано также и с рядом сложностей
при определении IC и RN из начального участка

ВАХ [23,24].

Определим тип слабой связи и симметрии ПП,
которые могут описать измеренные зависимости
VC(T ) изученных NA- и BJ-контактов Джозефсона.
Для сравнения с теорией измеренные температуры
нормировались на TC , а eVC(T ) на 2πkBTC (kB —
постоянная Больцмана). Полученные величины
eVC(T/TC)/2πkBTC показаны символами на рис. 4.
Видно, что кривизна зависимостей VC(T/TC) поло-
жительна вблизи TC и уменьшается при понижении
температуры. Похожие по форме зависимости
VC(T/TC) наблюдались только на КД из «обыч-
ных» сверхпроводников типа SS*S и SIS*IS [26–28].
Теоретический анализ таких структур в рамках
уравнений Узаделя был дан в статьях [26, 28].
Для аппроксимации измеренных зависимостей
мы использовали теорию SIS*IS-структур [26]. В
этой теории рассматривается КД c электродами
из одинаковых сверхпроводников S, как в наших
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BJ-контактах. NA-контакты имели более слож-
ную S1IS*IS2-структуру, где S1 и S2 — разные
сверхпроводники.

Результаты аппроксимации по критерию мини-
мума суммы квадратов отклонений измеренных и
вычисленных зависимостей показаны на рис. 4 ли-
ниями. В качестве варьируемых параметров исполь-
зовались критическая температура T ∗

C промежуточ-
ного S*-слоя и параметр подавления γeff . Параметр
симметрии барьеров γ− = 1. Использование формул
теории [26] для NA-контактов Джозефсона не оче-
видно, тем не менее теория [26] позволяет аппрокси-
мировать зависимости VC(T/TC) и для таких кон-
тактов.

Параметры SIS*IS-структур, полученные при ап-
проксимации измеренных зависимостей, приведены
в подписи к рис. 4. Аппроксимация измеренных на
BJ- и NA-контактах зависимостей с близкой точ-
ностью возможна как при использование БКШ-
зависимостей ∆(T ) и ∆(0) = 1.76kBTC , так и с
квази-БКШ-зависимостью ∆(T ), при которой ∆(T )

описывается той же формулой, что и в БКШ [57], но
∆(0) = 1мэВ (энергетическая щель KFe2As2 [47]).
Такая замена приводила к изменениям только ва-
рьируемых параметров. Все измеренные зависимо-
сти VC(T/TC) можно объяснить SIS*IS-структурой
КД с ПП сверхпроводящих электродов s-типа.

Видно, что подавление VC в BJ-контактах бы-
ло больше, чем в NA-контактах. Возможно, это
связано с более высокой TC одного из электродов
NA-контакта. Отметим, что в случае применимо-
сти SIS*IS-модели в NA- и BJ-контактах форми-
ровалась одинаковая структура, несмотря на раз-
ные методы создания. Очевидно, что появление на
поверхности кристалла скола, перпендикулярного
плоскости ab, слоя S* с подавленной по сравнению
с объемом критической температурой не связано
со взаимодействием с водой и кислородом, так как
в BJ-контактах S*-слой появлялся при разламыва-
нии кристалла в жидком гелии. По-видимому, любое
скалывание кристаллов KFe2As2 в плоскости, пер-
пендикулярной ab, приводит к нарушению кристал-
лической решетки образца и появлению на поверх-
ности слоя с подавленной TC .

Мы не смогли аппроксимировать измеренные
VC(T ) известными теориями для КД из много-
зонных сверхпроводников с s- и s±-симметриями
ПП [5,10, 19, 58–61].

2. Чтобы убедиться, что IS ∼ sin(ϕ), сравним из-
меренные iexpn (k

√
P ) и вычисленные из RSJ-модели

icalkn (iac) (iac = k
√
P ) зависимости амплитуд сту-

пенек тока на ВАХ. Коэффициент k в iexpn необхо-
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Рис. 5. Символы — измеренные на NA-контактах за-

висимости нормированных критического тока и ампли-

туд первых ступенек тока iexpn (k
√
P ) (n = 0, 1, 2)

от корня из мощности СВЧ-излучения, коэффициент

k = 3.57. Линии — вычисленные из уравнения RSJ-модели

с Ω = 0.34 зависимости амплитуд ступенек тока icalkn (iac)

для IS = IC sin(ϕ)

дим для пересчета мощности высокочастотного сиг-
нала в СВЧ-тракте в высокочастотный ток в ТК
iac, нормированный на IC . Выбор величины k об-
судим позже. Зависимости iexpn (k

√
P ) для первых

трех ступенек тока одного из ТК показаны символа-
ми на рис. 5. Отметим полное подавление ступенек
при увеличении мощности СВЧ. Это указывает на
отсутствие неджозефсоновских токов и гармоник в
сверхпроводящем токе контакта.

Зависимости icalkn (iac) были вычислены из диф-
ференциального уравнения RSJ-модели идеально-
го контакта Джозефсона с IS = IC sin(ϕ) в по-
ле СВЧ-излучения частотой f , в которое не вхо-
дят члены, учитывающие емкость и шумы [4,23,24].
Для решения этого уравнения необходимо знать
нормированную частоту СВЧ Ω = 2πf/((2e/~)VC).
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Её величина определяется характерным напряжени-
ем ТК VC . Обычно VC находят из ВАХ-контакта.
При этом предполагается, что IC не размыто шу-
мами, а RN можно измерить, подавив сверхпрово-
димость в берегах контакта магнитным полем или
по линейному участку ВАХ в области напряжений
V > 2(∆PbIn + ∆KFe2As2)/e ≈ 2мВ для нашего ТК
(∆PbIn и ∆KFe2As2 — энергетические щели электро-
дов контакта), что в нашем случае невозможно. Как
правило, вычисленные зависимости icalkn (iac) с VC ,
найденной из ВАХ, не позволяли аппроксимировать
измеренные iexpn (k

√
P ) [23, 24]. Обычно данная про-

блема решалась добавлением в уравнение идеаль-
ного контакта «свободных» (подгоночных) членов,
учитывающих емкость и шумы [4, 62–64]. Емкость
влияет на период осцилляций, т. е. изменяет величи-
ну Ω. Ток шумов inoise уменьшает амплитуду icalkn ,
не влияя на период [62–64].

Величину Ω можно найти из периода осцилля-
ций первой ступеньки тока iexp1 (

√
P ). Это позволяет

автоматически учесть все характеристики ТК, вли-
яющие на период осцилляций. Такой подход был
использован авторами ранее [23, 24]. Для этого из
зависимости iexp1 (

√
P ) (рис. 5) мы вычислили нор-

мированный период осцилляций первой ступеньки
η1 = (η

(2)
1 − η

(1)
1 )/η

(1)
1 = 0.5. В этой формуле i(1)1 и

i
(2)
1 — первый и второй минимумы на зависимости

первой ступеньки тока от
√
P . Связь нормирован-

ного периода осцилляций первой ступеньки тока на
ВАХ с Ω, следующая из уравнения RSJ-модели иде-
ального КД с зависимостью IS = IC sin(ϕ), была
вычислена в работе [65]. Из приведенных в рабо-
тах [23, 24, 65] графиков зависимости η1(Ω) следует,
что в нашем случае Ω = 0.34. Далее из RSJ-урав-
нения были вычислены ВАХ для iac = (0–4) с этой
Ω и построены зависимости icalkn (iac) (n = 0, 1, 2),
которые показаны на рис. 5 линиями. Для зависи-
мостей iexp1 (k

√
P ) (символы) был подобран коэффи-

циент k = 3.57, так чтобы первые минимумы вы-
численной icalk1 (iac) и измеренной iexp1 (k

√
P ) ступе-

нек тока совпали. Найденная величина k использо-
валась как масштабный коэффициент оси абсцисс
также и для зависимостей iexp0 и iexp2 . Видно, что
периоды осцилляций измеренных iexpn (k

√
P ) (n = 0,

1, 2) и вычисленных icalkn (iac) зависимостей, пока-
занные на панелях рис. 5, совпадают для всех трех
ступенек тока. Это однозначно доказывает, что ос-
цилляции ступенек тока в СВЧ-поле описываются
RSJ-моделью, ток Джозефсона IS = IC sin(ϕ), сим-
метрия ПП в KFe2As2 соответствует s-типу. Подоб-
ные результаты были получены для всех изученных
NA- и BJ-контактов.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получены стабильные точечные контакты Джо-
зефсона в стандартной геометрии «игла – нако-
вальня» (NA) между обычным сверхпроводником
Pb0.6In0.4 (TC ≈ 6.6К) и ребром монокристалличе-
ской пластинки сверхпроводника на основе железа
KFe2As2 с TC = (3.6–4.6)К и контакты на микро-
трещине (BJ) в KFe2As2, созданной в жидком ге-
лии. Найдено, что все изученные ТК имели типич-
ную для контактов Джозефсона с FeBS величину ха-
рактерных напряжений VC порядка нескольких де-
сятков мкВ. Изучены зависимости VC от темпера-
туры ряда NA- и BJ-контактов. Показано, что зави-
симости VC(T ) для всех ТК можно вычислить из
известной модели SIS*IS-контакта (S — сверхпро-
водник, I — изолятор, S* — сверхпроводник с мень-
шей критической температурой) для сверхпровод-
ников с s-симметрией ПП. Отмечено, что скалыва-
ние кристаллов даже в жидком гелии приводит к
появлению на поверхности образца слоя с критиче-
ской температурой меньшей TC объема кристалла.
При температуре T = 1.8К для нескольких ТК из-
мерены ВАХ и зависимости амплитуд первых сту-
пеней тока от мощности СВЧ-излучения с частотой
f = 7.6ГГц. Доказано, что сверхпроводящий ток
Джозефсона в контактах с KFe2As2 пропорционален
синусу разности фаз параметров порядка в электро-
дах IS = IC sin(ϕ), что согласуется с обычной s-сим-
метрией энергетической щели в KFe2As2. Таким об-
разом, и температурные зависимости характерного
напряжения VC(T ), и период осцилляций ступенек
тока КД в СВЧ-поле указывают на s-симметрию ПП
в кристаллах KFe2As2.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
Программы фундаментальных исследований Прези-
диума Российской академии наук “Изучение кван-
товых эффектов в веществе в конденсированном со-
стоянии при сверхнизких температурах”.
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17. S. Döring, M. Monecke, S. Schmidt et al., J. Appl.
Phys. 115, 083901 (2014).

18. V.V. Fisun, O.P. Balkashin, O.E. Kvitnitskaya et
al., Fizika Nizkikh Temperatur 40, 1175 (2014).

19. A.V. Burmistrova, A. Devyatov, A.A. Golubov et
al., Phys.Rev.B 91, 214501 (2015).

20. M. Tortello, V.A. Stepanov, X. Ding et al.,
J. Supercond. Novel Magn., 28, 679 (2016).

21. S. Schmidt, S. Döring, N. Hasan et al., Phys. Status
Solidi B, 254, 1600165 (2017).

22. W. Tian, Y. Lv, Z. Xu et al., Supercond. Sci. Technol.
33, 025014 (2020).

23. В. А. Степанов, М. В. Голубков, ЖЭТФ 157, 245
(2020).

24. V.A. Stepanov, C. Lin, R. S. Gonnelli et al., Scientific
Reports 11, 23986 (2021).

25. T. Scheller, F. Mueller, R. Wendisch et al., Phys.
Proc. 36, 48 (2012).

26. M. Yu. Kupriyanov, A. Brinkman, A.A. Golubov et
al., Physica C 326-327, 16 (1999).

27. D. Cassel, G. Pickartz, M. Siegel et al., Physica C
350, 276 (2001).

28. A.A. Golubov, M. Yu. Kupriyanov, and E. Il’ichev,
Rev.Mod. Phys. 76, 411 (2004).

29. V. Stanev, Supercond. Sci. Technol. 28, 014006
(2015).

30. Yong Liu, M.A. Tanatar, V.G. Kogan et al., Phys.
Rev.B 87, 134513 (2013).

31. M. Rotter, M. Pangerl, M. Tegel et al.,
arXiv:0807.4096v2.

32. H. Luo, Z. Wang, H. Yang, P. Cheng et al.,
Supercond. Sci. Technol., 21, 125014 (2008).

33. F. F. Tafti, A. Juneau-Fecteau, M-E. Delage et al.,
Nature Phys. 9, 349 (2013).

34. B. Wang, K. Matsubayashi, J. Cheng et al., Phys.
Rev.B 94, 020502(R) (2016).

35. T. Terashima, M. Kimata, H. Satsukawa et al.,
J. Phys. Soc. Jpn. 78, 063702 (2009).

36. K. Kihou, T. Saito, S. Ishida et al., J. Phys. Soc. Jpn.
79, 124713 (2010).

37. T. Terashima, M. Kimata, N. Kurita et al., J. Phys.
Soc. Jpn. 79, 053702 (2010).

38. T. Terashima, N. Kurita, M. Kimata et al., Phys.
Rev.B 87, 224512 (2013).

39. S. Backes, D. Guterding, H.O. Jeschke et al., New
J. Phys. 16, 083025 (2014).

40. S. Maiti, M. M. Korshunov, A.V. Chubukov, Phys.
Rev.B 85, 014511 (2012).

41. H. Fukazawa, T. Saito, Y. Yamada et al., J. Phys.
Soc. Jpn. 80, sa118 (2011).

42. J.-Ph. Reid, M. A. Tanatar, A. Juneau-Fecteau et al.,
Phys.Rev.Lett. 109, 087001 (2012).

43. M. Abdel-Hafiez, S. Aswartham, S. Wurmehl et al.,
Phys.Rev.B 85, 134533 (2012).

44. F. Hardy, A.E. Bohmer, D. Aoki et al., Phys.Rev.
Lett. 111, 027002 (2013).

45. K. Hashimoto, A. Serafin, S. Tonegawa et al., Phys.
Rev.B 82, 014526 (2010).

46. D. Fang, X. Shi, Z. Du et al., Phys.Rev.B 92, 144513
(2015).

47. K. Okazaki, Y. Ota, Y. Kotani et al., Science 337,
1314 (2012).

48. Yu.G. Naidyuk, O.E. Kvitnitskaya, N.V. Gamayu-
nova et al., Phys.Rev.B 90, 094505 (2014).

187



М. В. Голубков, В. А. Степанов, А. В. Садаков,... ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023

49. М.В. Рослова, Дисс. канд. хим. наук, МГУ, Москва
(2014).

50. Y. Ota, K. Okazaki, Y. Kotani et al., Phys.Rev.B 89,
0811103 (2014).

51. N. Xu, P. Richard, X. Shi et al., Phys.Rev.B 88,
220508(R) (2013)

52. С. И. Веденеев, М.В. Голубков, Ю. И. Горина и
др., ЖЭТФ 154, 844 (2018).

53. C. T. Rao, W. Dubeck, F. Rothwarf. Phys.Rev.B 7,
1866 (1973).

54. S. I. Vedeneev, A.G.M. Jansen, P. Samueli et al.,
Phys.Rev.B 49, 9823 (1994).

55. К.К. Лихарев. УФН 127, 185 (1979).

56. K.K. Likharev. Rev.Mod. Phys. 51, 101, (1979).

57. R. Prozorov and R.W. Giannetta, Supercond. Sci.
Technol. 19, R41 (2006).

58. A. Brinkman, A.A. Golubov, and H. Rogalla et al.,
Phys.Rev.B 65, 180517(R) (2002).

59. C. Nappi, F. Romeo, E. Sarnelli et al., Phys.Rev.B
92, 224503 (2015).

60. A. Sasaki, S. Ikegaya, T. Habe et al., Phys.Rev.B
101, 185501 (2020).

61. A.A. Kalenyuk, E.A. Borodianskyi, A.A. Kordyuk
et al., Phys.Rev.B 103, 214507 (2021).

62. P. Seidel, M. Siegel, E. Heinz, Physica C 180, 284
(1991).

63. F. Busse, R. Nebel, P. Herzog et al., Appl.Phys.
Lett., 63, 1687 (1993).

64. R. L. Kautz, R.H. Ono, and C. D. Reintsema, Appl.
Phys. Lett. 61, 342 (1992).

65. К.К. Лихарев, В. К. Семенов, Радиотехника и
электроника 16, 2367 (1971).

188



ЖЭТФ, 2023, том 163, вып. 2, стр. 189–200 © 2023

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫХ
СОСТОЯНИЙ В ТЕОРИИ ГИНЗБУРГА–ЛАНДАУ

Е.Р. Подоляк *

Институт физических проблем им.П.Л.Капицы Российской академии наук
119334, Москва, Россия

Поступила в редакцию 13 июля 2022 г.,
после переработки 2 декабря 2022 г.

Принята к публикации 8 декабря 2022 г.

Изучается вопрос об устойчивости сверхпроводящих состояний с захваченным магнитным потоком в

сферическом образце. Рассматриваются сверхпроводники с конечным значением параметра Гинзбурга–

Ландау, в частности, сверхпроводники I рода, для которых важную роль играет искажение магнитного

поля вблизи образца. Предполагается, что размер образца не слишком велик по сравнению с корреляци-

онной длиной ξ(T ), а сверхпроводящее состояние имеет аксиальную симметрию. Обсуждается возмож-

ность существования состояний с захваченным потоком в нулевом внешнем поле. Проводится сравнение

с результатами для образца цилиндрической формы.

DOI: 10.31857/S0044451023020062
EDN: OQICSG

1. ВВЕДЕНИЕ

Решение уравнений Гинзбурга–Ландау позволя-
ет найти экстремум свободной энергии, но не позво-
ляет указать тип этого экстремума: минимум, седло-
вая точка или максимум. Поскольку существовать
могут только состояния, соответствующие миниму-
му свободной энергии, то определение типа экстре-
мума является важным аспектом теории Гинзбурга–
Ландау. Тип экстремума можно выяснить с помо-
щью изучения устойчивости решений Гинзбурга–
Ландау.

Традиционный подход к этому вопросу основан
на том, что энергия Гинзбурга–Ландау является эр-
митовым функционалом параметра порядка, и, сле-
довательно, состояние с наименьшей энергией явля-
ется равновесным и заведомо устойчиво. Поэтому,
если из возможных решений выбирать состояние с
наименьшей энергией, то вопрос о его устойчивости
решается автоматически.

Однако, такой подход не позволяет изучать ме-
тастабильные состояния, которые имеют бо́льшую
энергию, чем равновесные, но тем не менее, явля-
ются устойчивыми по отношению к малым возмуще-

* E-mail: eee@kapitza.ras.ru

ниям. Определение области существования метаста-
бильных состояний особенно важно для сверхпро-
водников I рода, поскольку именно метастабильные
состояния отвечают за гистерезисные явления, на-
блюдаемые в магнитном поле.

С вычислительной точки зрения определение
устойчивости решения является трудоемкой зада-
чей. Поэтому, для ее решения приходится использо-
вать какие-либо упрощающие предположения. Од-
ним из таких упрощений, которое тем не менее
представляет практический интерес, является изу-
чение мезоскопических образцов, у которых симмет-
рия решения навязывается симметрией самого об-
разца. В случае сферических образцов за счет это-
го можно свести трехмерную задачу к аксиально-
симметричной двумерной.

Вопрос об устойчивости решений Гинзбурга–
Ландау, по-видимому, был впервые рассмотрен в [1].
В этой работе изучаются сверхпроводники II рода,
у которых параметр Гинзбурга–Ландау очень ве-
лик: κ → ∞. В этом случае уравнения Гинзбурга–
Ландау можно решать в линейном приближении,
поскольку почти во всем диапазоне полей параметр
порядка мал по сравнению с равновесным. Кроме
того, в этом случае пренебрежимо малы и сверх-
проводящие токи, а магнитное поле можно считать
неискаженным. Эти соображения значительно упро-
щают исследование устойчивости решений в случае
сверхпроводников II рода с большим значением κ.
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В настоящей работе мы сформулируем задачу
устойчивости для произвольного значения парамет-
ра Гинзбурга–Ландау и будем учитывать как нели-
нейный вклад от параметра порядка, так и искаже-
ние магнитного поля, вызванное сверхпроводящи-
ми токами. Эти требования являются необходимы-
ми для сверхпроводников с конечным значением κ

и, в частности, для сверхпроводников I рода.
Настоящая работа направлена на изучение воз-

можностей теории Гинзбурга–Ландау для объясне-
ния наблюдаемых особенностей кривой намагничи-
вания монокристаллов свинца [2]. Специальное вни-
мание в работе уделяется адаптации получаемых со-
отношений для численного счета.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Существенной особенностью сверхпроводящих
образцов сферической формы является искажение
магнитного поля в окружающем пространстве. По-
этому для сверхпроводника, находящегося во внеш-
нем полеH0, кроме энергии Гинзбурга–Ландау необ-
ходимо также учитывать диамагнитную энергию об-
разца и энергию искаженного магнитного поля.

Рассмотрим выражение для плотности свобод-
ной энергии сверхпроводника [3] при постоянном
внешнем поле

F = g

∣∣∣∣∇Ψ− i
2 π

Φ0
AΨ

∣∣∣∣
2

+ α(T − Tc)|Ψ|2+

+
β

2
|Ψ|4 + |B |2

8π
− (B,H0)

4π
, (1)

где

g =
~
2

4m
, Φ0 =

hc

2|e| .

В данной работе мы не будем рассматривать
какую-либо дополнительную свободную энергию,
связанную с поверхностью образца, и поэтому будем
использовать естественные граничные условия тео-
рии Гинзбурга–Ландау, которые следуют из (1). Со-
отношения, приводимые ниже, также соответствуют
теории Гинзбурга–Ландау и служат лишь для опре-
деления используемых в работе обозначений.

Из (1) можно получить равновесное значение па-
раметра порядка Ψ в нулевом поле

|Ψ0(T )|2 =
α

β
(Tc − T ) (2)

и термодинамическое критическое поле

Hc(T ) = α(Tc − T )

√
4 π

β
. (3)

В рассматриваемой задаче в части образца, содер-
жащей захваченный поток, параметр порядка пре-
небрежимо мал, а магнитное поле практически од-
нородно. Поэтому в качестве единицы длины мы вы-
бираем корреляционную длину

ξ(T ) =

√
g

α(Tc − T )
, (4)

а естественной единицей магнитного поля будет по-
ле абсолютной неустойчивости нормальной фазы

Hc2(T ) =
Φ0

2 π ξ2(T )
. (5)

Эти единицы не зависят от коэффициента β и хо-
рошо подходят для случая |Ψ| ≪ |Ψ0|. В дальней-
шем мы используем безразмерные величины, ко-
торые обозначаем соответствующими маленькими
буквами:

r =
R

ξ
, b =

B

Hc2
, a =

A

ξ Hc2
=

2π

Φ0
ξA. (6)

Сделав переход к безразмерному параметру поряд-
ка

ψ =
Ψ

|Ψ0|
, (7)

и используя определение параметра Гинзбурга–Лан-
дау

κ =
Φ0

2 π

√
β

8πg2
, (8)

можно переписать плотность свободной энергии (1)
в виде

F =
H2

c ξ
3

4π
×

×
{
|∇ψ − iaψ|2 − |ψ|2 + 1

2
|ψ|4 + κ

2|b|2 − 2κ2(b,h0)

}
,

(9)

где

h0 =
H0

Hc2

обозначает приложенное магнитное поле.
Плотность свободной энергии (9) удобно отсчи-

тывать от энергии нормальной фазы (ψ = 0, b = h0)

F̃ =
H2

c ξ
3

4π
×

×
{
|∇ψ − iaψ|2 − |ψ|2 + 1

2
|ψ|4 + κ

2|b− h0|2
}
.

(10)

Подчеркнем еще раз, что поскольку магнитное поле
вне образца отличается от приложенного поля, то
минимизацию свободной энергии нужно выполнять
во всем пространстве, а не только внутри образца.
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3. АКСИАЛЬНО–СИММЕТРИЧНОЕ
СОСТОЯНИЕ

Рассмотрим сферический образец (радиуса rs),
находящийся во внешнем магнитном поле (h0), на-
правленном вдоль оси z. В этом случае удобно
пользоваться цилиндрической системой координат
(ρ, ϕ, z). Будем считать, что сверхпроводящее состо-
яние имеет аксиальную симметрию, и фаза парамет-
ра порядка φ = nϕ пропорциональна азимутально-
му углу. Аксиальной симметрии параметра порядка

ψ(r) = |ψ(ρ, z)| einϕ (11)

соответствует симметрия векторного потенциала

a(r) = a(ρ, z) eϕ. (12)

Поэтому удобно воспользоваться лондонов-
ской калибровкой векторного потенциала
q(r) = a − ∇φ = q(ρ, z) eϕ, в которой параметр
порядка ψ = ψ∗ = f(ρ, z) является вещественной
функцией координат.

Свободную энергию в лондоновской калибровке
можно представить в виде интеграла

E =
H2

c ξ
3

2

∫
ρ dρ

∫
dz×

×
{
|∇f |2 + q2f2 − f2 +

1

2
f4 + κ

2|b− h0|2
}
, (13)

где
q = a− n/ρ, (14)

b = rota = rotq =
1

ρ
∂ρ (ρ q) ez − ∂z q eρ. (15)

Приравнивая нулю вариацию энергии (13), полу-
чим уравнение Гинзбурга–Ландау

∆f = f
(
q2 − 1 + f2

)
, (16)

где ∆ обозначает двумерный оператор Лапласа

∆ = ∂2ρ +
1

ρ
∂ρ + ∂2z

в цилиндрической системе координат, и уравнение
Максвелла

−rotb =
f2

κ2
q . (17)

Векторный потенциал и сверхпроводящий ток в рас-
сматриваемой задаче имеют только eϕ компоненту,
поэтому уравнение (17) можно переписать в скаляр-
ном виде

∂ρ

(
1

ρ
∂ρ(ρq)

)
+ ∂2zq =

f2

κ2
q. (18)

Приравнивая нулю вариацию энергии (13) на по-
верхности шара (r = rs) получаем граничное усло-
вие Гинзбурга–Ландау

∂nf(rs) = 0, (19)

где

n =
ρ

r
eρ +

z

r
ez

— нормаль к поверхности образца, и условие непре-
рывности магнитного поля на границе образца.

Вне образца (18) сводится к уравнению Лапласа

∆q =
1

ρ2
q, (20)

для которого существует точное решение в виде раз-
ложения по мультиполям

q(ρ, z) =
1

2
h0 ρ−

n

ρ
+

∞∑

j=1

Cj

P 1
j (ρ, z)

rj+1
, (21)

где коэффициенты Cj обозначают мультипольные
моменты, а P 1

j (ρ, z) — присоединенные функции Ле-
жандра. Решение задачи симметрично относительно
экваториальной плоскости, и для векторного потен-
циала справедливо q(ρ,−z) = q(ρ, z), поэтому в раз-
ложении (21) отличны от нуля только мультиполь-
ные моменты с нечетными индексами.

Магнитное поле вне образца, как правило, содер-
жит большое число мультиполей, поэтому выгодно
решать (20) численно, а выражение (21) использо-
вать только для задания граничного условия. При
r → ∞ это приводит к естественному условию —
магнитное поле равно приложенному. На конечном
радиусе r = rout, которым ограничена область чис-
ленного счета, граничное условие должно учиты-
вать остаточный вклад от мультиполей.

В случае уравнения Лапласа (20) граничное
условие на конечном радиусе выражает нормальную
производную векторного потенциала в каждой точ-
ке границы

∂rq =
1

r


1
2
h0 ρ+

n

ρ
−

∞∑

j=1

(j + 1)Cj

P 1
j (ρ, z)

rj+1


 (22)

через значение самого векторного потенциала. По-
скольку и векторный потенциал (21), и его нормаль-
ная производная (22) являются функциями муль-
типольных моментов, то граничное условие пред-
ставляет собой неявный способ определения муль-
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типольных моментов. Пользуясь ортогональностью
функций Лежандра можно вычислить

Cj =
2j + 1

2j(j + 1)
rout

j−1×

×
∫

r=rout

ρ dl

[
q(ρ, z)− 1

2
h0 ρ +

n

ρ

]
P 1
j (ρ, z), (23)

где
l = −z

r
eρ +

ρ

r
ez

обозначает касательную к границе рабочей области.
При такой формулировке граничного условия,

численное решение (20) не зависит (с вычислитель-
ной точностью) от величины rout. Значение rout вли-
яет только на точность вычисления мультипольных
моментов и на общий объем вычислений.

По мере увеличения rout уменьшается влияние
высших мультиполей, но при этом ухудшается точ-
ность вычисления мультипольных моментов, по-
скольку выражение в квадратных скобках в (23)
стремится к нулю. В дальнейшем нам потребуется
значение дипольного момента (C1), поэтому мы вы-
бираем rout так, чтобы дипольное слагаемое (j = 1)
было не слишком мало как по отношению к потен-
циалу неискаженного поля, так и по отношению к
сумме остальных мультиполей. В работе мы исполь-
зуем rout = 10 rs, при котором относительная по-
грешность вычисления дипольного момента не пре-
вышает 10−3.

Оставшиеся граничные условия сводятся к тре-
бованию непрерывности функций ψ, a и b на оси об-
разца. Отметим, что вариационные граничные усло-
вия при ρ = 0

ρ ∂ρf = 0, ρ ∂zq = 0 (24)

допускают особенности в функциях ∂ρf и q.
Численное интегрирование системы уравнений

(16), (17) вблизи оси образца представляет некото-
рую трудность. Дело в том, что при ρ → 0 модуль
параметра порядка изменяется как f(ρ, z) ∝ ρn, и
при больших значениях n — это практически сту-
пенчатая функция, которая вблизи оси становится
исчезающе малой.

Проблему с быстрым изменением функции f

вблизи оси можно устранить с помощью замены пе-
ременных

g = ln f, (25)

но функция g приобретает при ρ→ 0 логарифмиче-
скую расходимость. Для численного счета расходи-
мости в функциях g и q необходимо выделить

g̃ = g − n ln ρ, q̃ = q +
n

ρ
. (26)

Таким образом, система уравнений Гинзбурга–
Ландау приобретает вид

∆g̃ = q̃ 2 − |∇g̃ |2 − 2n

ρ
(q̃ + ∂ρg̃)− 1 + f2, (27)

∆q̃ =
1

ρ2
q̃ +

f2

κ2
q. (28)

Кроме конечности функций g̃ и q̃, входящих в эти
уравнения, при ρ→ 0 справедливо также q̃ ∝ ρ1 → 0

и ∂ρg̃ ∝ ρ1 → 0.
Можно видеть, что в правой части уравнения

(27) присутствуют неопределенности вида 0/0, а в
(28) первое слагаемое расходится как ρ−1. Способ
обработки этих особенностей определяется конкрет-
ной программой численного счета. Мы использу-
ем программу FlexPDE [5], в которой эта проблема
не существенна благодаря интерполяции функций
внутри элементов пространственной сетки, примы-
кающих к оси образца. Этого оказывается достаточ-
но для решения системы (27), (28) с точностью луч-
ше, чем 10−5.

Точность вычислений вблизи оси образца мож-
но улучшить, если дополнительно ввести вспомога-
тельные функции

t̃ =
1

ρ
∂ρg̃, s̃ =

2

ρ
q̃, (29)

уравнения для которых можно получить простой
подстановкой (29) в (27), (28). Использование функ-
ций t̃ и s̃ позволяет вычислять решение систе-
мы уравнений Гинзбурга–Ландау (f, q) с точностью
(≈ 10−7) достаточной для последующего анализа
его устойчивости.

Приведем некоторые общие свойства решений
системы уравнений Гинзбурга–Ландау. Для вычис-
ления энергии полученного сверхпроводящего со-
стояния можно проинтегрировать первое слагаемое
в (13) по частям и подставить соотношение (16)

E =
H2

c ξ
3

4

∫
ρ dρ

∫
dz
{
−f4 + 2κ2|b− h0|2

}
. (30)

Это выражение не содержит векторного потенциа-
ла и производных параметра порядка и оказывается
более удобным для численного счета, чем (13).

Отметим, что конечная магнитная энергия вне
образца приводит к изменению величины критиче-
ского поля Hc от его значения (3) для бесконечного
сверхпроводника. Пренебрегая глубиной проникно-
вения поля в образец, можно показать [3], что для
майснеровского состояния (n = 0) вне образца отли-
чен от нуля только дипольный момент

C1 = −h0
r3s
2
. (31)
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В этом приближении энергию майснеровского состо-
яния можно вычислить аналитически

E =
H2

c (ξ rs)
3

6

(
3

2
κ
2h0

2 − 1

2

)
. (32)

Из (32) следует, что энергия сверхпроводящего ша-
ра во внешнем поле сравнивается с энергией шара в
нормальном состоянии при приложении поля

h0 = hcM =
1

κ
√
3
, (33)

в то время как термодинамическое критическое по-
ле в принятых обозначениях

hc =
1

κ
√
2
. (34)

Уменьшение критического поля в случае сфериче-
ского образца соответствует тому, что при прило-
жении внешнего поля h0 = hcM поле на экваторе
образца (ρ = rs, z = 0) с учетом размагничивающе-
го фактора составит

be =
3

2
h0 =

√
3

2
hc.

В используемых здесь единицах безразмерный
квант магнитного потока равен 2 π, поэтому можно
сформулировать условие квантования захваченного
в образце магнитного потока

ρ∗∫

0

ρ dρ bz(ρ, 0) = n. (35)

Здесь ρ∗ обозначает радиус в экваториальном сече-
нии образца, на котором сверхпроводящий ток об-
ращается в 0, т.е. меняет свое направление. Поэтому
можно считать, что число n описывает не только на-
бег фазы параметра порядка при обходе образца, но
и количество квантов захваченного образцом маг-
нитного потока.

В данной работе мы не приводим вычисленные
функции f(ρ, z) и q(ρ, z) двух координат, а пред-
ставляем результаты вычислений в виде кривой на-
магничивания, т.е. в виде зависимости дипольного
момента M(h0) = C1 от приложенного поля. Та-
кое представление удобно тем, что оно соответству-
ет зависимостям, измеряемым в эксперименте. Зави-
симость M(h0) — многозначная, т.к. каждому зна-
чению параметра n на ней соответствует отдельная
ветвь. Различия между ветвями носят количествен-
ный характер, поэтому в дальнейшем мы исполь-
зуем для иллюстраций только одну ветвь: n = 10,
которая показана на рис.1.

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

-5

0

5

hmax

M(h0)

h0

n=10

hsc1

hsc2

hmin

Рис. 1. Кривая намагничивания для образца rs = 5,

κ = 0.6 при n = 10

Кривая намагничивания, показанная на этом ри-
сунке, демонстрирует поведение, характерное для
сверхпроводников I рода, а именно, существование
двух решений при некоторых значениях поля.

Сначала рассмотрим точки окончания кривой
(h0 = hsc1, hsc2). В этих точках параметр порядка
обращается в нуль. И, следовательно, в окрестно-
сти этих точек уравнение Гинзбурга–Ландау можно
линеаризовать. Решения линейной задачи для об-
разцов как сферической, так и для цилиндрической
формы получены в [4]. Кроме величин критических
полей hsc(rs, n) в [4] вычислено максимальное зна-
чение n = nmax(rs), а также критическое значе-
ние κcrit(rs) параметра Гинзбурга–Ландау, которое
определяет знак производной кривой намагничива-
ния при подходе к hsc.

Результирующую кривую намагничивания об-
разца мы получаем, повторяя вычисления магнит-
ного момента для всех значений 0 6 n 6 nmax.

В общей постановке задачи о свойствах сфери-
ческого образца в магнитном поле остаются еще два
параметра: радиус образца и параметр Гинзбурга–
Ландау κ. Следует напомнить, что уравнения Гинз-
бурга–Ландау (16), (17) не содержат температурных
зависимостей. От температуры зависят лишь раз-
мерные единицы (4) и (5). Для сферических образ-
цов конечных размеров, рассматриваемых здесь, си-
туация качественно меняется. Физическому размеру
образца Rs соответствует безразмерный радиус

rs =
Rs

ξ(T )
∝
√
Tc − T , (36)

который меняется с температурой и стремится к
нулю при температуре сверхпроводящего перехода.
Поэтому, в эксперименте можно управлять величи-

5 ЖЭТФ, вып. 2
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ной rs с помощью изменения температуры. Хорошо
известно [6], что маленький образец (при rs < 1.33)
не может иметь состояний с захваченным потоком.
И, наоборот, при rs ≫ 1 наблюдаемое промежу-
точное состояние имеет сложную структуру без ак-
сиальной симметрии. Тем не менее, подчеркнем,
что при приближении к сверхпроводящему перехо-
ду всегда существует область температур, в которой
rs не слишком велик, и для которой применимы ре-
зультаты настоящей работы.

В данной работе мы не проводим исследование
влияния параметров rs и κ, а ограничиваемся зна-
чениями радиуса rs = 5 и параметра Гинзбурга–
Ландау κ = 0.6. Такие значения выбраны для удоб-
ства сравнения с результатами [4], полученными для
образца цилиндрической формы, который имеет та-
кие же радиус и κ.

Уже из рис.1 видно, что при заданном внеш-
нем поле задача может иметь одно, два или ни од-
ного (нетривиального) решения. Поэтому возника-
ет вопрос: какое из возможных решений реализует-
ся, и как изменяется число n сверхпроводящего со-
стояния при изменении внешнего поля. На этот во-
прос отвечает исследование устойчивости получен-
ных решений.

4. УСТОЙЧИВОСТЬ

В предыдущем параграфе описана процедура
вычисления сверхпроводящего состояния, которое
имеет аксиальную симметрию. Возмущения, кото-
рые приводят к его разрушению, не обязательно
имеют такую же симметрию. Ниже мы исследуем
устойчивость решения по отношению к возмущени-
ям произвольного вида.

В рассматриваемой задаче произвольные воз-
мущения описываются четырьмя вещественными
функциями: одна функция — p(ρ, ϕ, z) описы-
вает возмущение модуля параметра порядка
f(ρ, ϕ, z) = f0(ρ, z) + p(ρ, ϕ, z), и еще три функции
описывают возмущение компонент векторного
потенциала:

q(ρ, ϕ, z) = q0(ρ, z) + δq(ρ, ϕ, z),

δq = qρ(ρ, ϕ, z)eρ + qz(ρ, ϕ, z)ez + qϕ(ρ, ϕ, z)eϕ.

Здесь и далее индекс ’0’ обозначает то решение
уравнений Гинзбурга–Ландау — f0,q0, устойчивость
которого мы изучаем. Отметим, что использова-
ние лондоновской калибровки значительно упроща-
ет постановку задачи об устойчивости, поскольку
исключает возмущения фазы параметра порядка,

которые с учетом изменения калибровки, не меня-
ют состояние сверхпроводника.

Устойчивость сверхпроводящего состояния по
отношению к малым возмущениям определяется
знаком второй вариации энергии

δ2E =

∫
ρ dρ

∫
dϕ

∫
dz×

×
{
|∇p|2 + p2

(
q2
0 − 1 + 3f2

0

)
+

+ 4f0p (q0, δq) + f2
0 |δq|2 + κ

2|δb|2
}
, (37)

где

δb = rot(δq ).

Устойчивыми (в малом) являются состояния,
для которых любое возмущение приводит к положи-
тельной δ2E. И, наоборот, если найдется какое-либо
возмущение, для которого δ2E < 0, то сверхпрово-
дящее состояние является неустойчивым.

Следуя общепринятой процедуре, разложим воз-
мущение в ряд Фурье по азимутальному углу ϕ:

p(ρ, ϕ, z) =

∞∑

k=−∞

eikϕ pk(ρ, z), qϕ(ρ, ϕ, z) =

=

∞∑

k=−∞

eikϕ qkϕ(ρ, z), (38)

qρ(ρ, ϕ, z) =

∞∑

k=−∞

eikϕ qkρ(ρ, z), (39)

qz(ρ, ϕ, z) =
∞∑

k=−∞

eikϕ qkz(ρ, z). (40)

Теперь, подставим (39) – (41) в (37) и проинтегриру-
ем по ϕ. С учетом ортогональности фурье-гармоник
получим

δ2E =

∞∑

k=−∞

∫
ρ dρ

∫
dz×

×
{
|∇pk|2 +

k2

ρ2
|pk|2 + |pk|2

(
q2
0 − 1 + 3f2

0

)
+

+ 4f0pkq0q
∗
kϕ + f0

2|δqk|2 + κ
2|δbk|2

}
, (41)

где

δqk = qkρ(ρ, z)eρ + qkz(ρ, z)ez + qkϕ(ρ, z)eϕ,

δbk = bkρ(ρ, z)eρ + bkz(ρ, z)ez + bkϕ(ρ, z)eϕ
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и

bkρ = −∂zqkϕ + i
k

ρ
qkz , (42)

bkz =
1

ρ
∂ρ(ρqkϕ)− i

k

ρ
qkρ, (43)

bkϕ = −∂ρqkz + ∂zqkρ. (44)

Поскольку все функции (38)–(40) вещественные, то
для амплитуд гармоник выполняются соотношения
p−k = p+k

∗ и т. д. Попарно суммируя в (41) слагае-
мые с +k и −k получим

δ2E = δ2E0(p0, q0r, q0ϕ, q0z)+

+ 2

∞∑

k=1

δ2Ek(pk, qkρ, qkϕ, qkz), (45)

где

δ2Ek(pk, qkρ, qkϕ, qkz) =

∫
ρ dρ

∫
dz×

×
{
|∇pk|2 + |pk|2

(
q2
0 +

k2

ρ2
− 1 + 3f0

2

)
+

+ 2f0q0

(
p∗kqkϕ + pkq

∗
kϕ

)
+ f2

0 |qkϕ|2+

+ κ
2 |rot(qkϕeϕ)|2+

+
k2κ2 + ρ2f0

2

ρ2
(
|qkρ|2 + |qkz |2

)
+ κ

2|∂zqkρ|2−

− κ
2(∂ρq

∗
kz ∂zqkρ + ∂ρqkz ∂zq

∗
kρ) + κ

2|∂ρqkz |2−

− κ
2 ik

ρ2
(
∂ρ(ρq

∗
kϕ) qkρ − ∂ρ(ρqkϕ) q

∗
kρ

)
−

− κ
2 ik

ρ

(
∂zq

∗
kϕ qkz − ∂zqkϕ q

∗
kz

)}
. (46)

Теперь устойчивость k-й азимутальной гармони-
ки возмущения можно исследовать независимо от
остальных. Гармоники k = 0 и k = n являются выде-
ленными, что типично для сферической геометрии.
Мы рассмотрим эти гармоники отдельно в конце па-
раграфа. Сейчас остановимся на случае 0 < k < n.

Определим норму собственной функции с помо-
щью интеграла

‖pk, qkρ, qkϕ, qkz‖ =

∫
ρ dρ

∫
dz×

×
{
|pk|2 + wkρ |qkρ|2 + wkϕ |qkϕ|2 + wkz |qkz |2

}
,

(47)

где неотрицательные весовые функции {wkα(ρ, z)}
определяют условия ортонормированности компо-
нент {pk, qkρ, qkϕ, qkz} собственных функций.

Задача об устойчивости решения по отношению
к k-й гармонике произвольного возмущения заклю-
чается в определении знака наименьшего значе-
ния (46) при фиксированной норме (47). Используя,
например, метод множителей Лагранжа эта зада-
ча сводится к вычислению знака наименьшего соб-
ственного значения Ek в задаче

δ2Ek(pk, qkρ, qkϕ, qkz) = Ek ‖pk, qkρ, qkϕ, qkz‖. (48)

Следует подчеркнуть, что выбор весовых функций
{wkα} влияет как на форму самих собственных
функций, так и на спектр собственных значений.
Здесь ключевым моментом является то, что знак
наименьшего собственного значения и, следователь-
но, устойчивость k-й гармоники не зависит от выбо-
ра {wkα}. В терминах линейной алгебры это утвер-
ждение означает, что положительная обусловлен-
ность квадратичной формы не зависит от выбора
базисных векторов.

На практике мы выбираем весовые функции так,
чтобы минимизировать время вычислений, а соб-
ственная функция была максимально гладкой. По-
скольку выбор {wkα} не имеет принципиального
значения при анализе устойчивости, то далее для
простоты изложения положим все wkα = 0.

Выражение (46) можно минимизировать по
функциям qkρ, qkz и qkϕ, вариационные уравнения
для которых

κ
2 ∂z(ρbkϕ) =

k2κ2 + ρ2f0
2

ρ
qkρ+

+ i
kκ2

ρ
∂ρ(ρqkϕ), (49)

− κ
2 ∂ρ(ρbkϕ) =

k2κ2 + ρ2f0
2

ρ
qkz+

+ i
kκ2

ρ
∂z(ρqkϕ), (50)

κ
2 ∂ρbkz − κ

2 ∂zbkρ = f0
2qkϕ + 2f0 q0pk. (51)

Удобно ввести обозначения

Qρ = i
k

ρ
qkρ, (52)

Qz = i
k

ρ
qkz , (53)

t = ρ qkϕ,

u = −i ρ
k
bkϕ,
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и переписать (49)–(51) в виде

∂zu =
1

ρ
∂ρt−

1

γ̃
Qρ, (54)

−∂ρu =
1

ρ
∂zt−

1

γ̃
Qz, (55)

div (γ 2∇t) =
f0

2

κ2ρ2
t+ 2

f0
κ2ρ

q0pk+

+
1

ρ
(∂zγ̃ ∂ρu− ∂ργ̃ ∂zu) , (56)

где

γ̃ =
k2κ2

k2κ2 + ρ2f0
2 ,

γ 2 = (1− γ̃)ρ−2 =
f0

2

k2κ2 + ρ2f0
2 .

Обратим внимание на важное обстоятельство,
связанное с непрерывностью возмущений δqk и δbk

на границе образца. Компоненты векторного потен-
циала (52), (53) и их производные должны быть
непрерывны на границе образца, а коэффициент γ̃ в
(54), (55) испытывает скачек, поскольку вне образца
f0 = 0.

Выразим нормальную и касательную (в плоско-
сти ρ, z) компоненты возмущения векторного потен-
циала на границе образца

Qn = γ̃

[
1

ρ
∂nt− ∂lu

]
, (57)

Ql = γ̃

[
1

ρ
∂lt+ ∂nu

]
. (58)

Из производных, входящих в правую часть этих
уравнений, претерпевать скачек может только нор-
мальная производная u. Отсюда следует, что на гра-
нице образца должно выполняться Qn = 0, т.е.

∂nt = ρ ∂lu, (59)

что соответствует обращению в нуль нормальной
компоненты возмущения тока.

Поскольку вне образца γ̃ = 1, то из условия
непрерывности Ql можно вычислить величину скач-
ка ∂nu на поверхности образца

γ̃ ∂nuint − ∂nuext = γ2 ρ ∂lt. (60)

Условия (59) и (60) можно независимо получить
приравнивая нулю вариацию (46) на поверхности
шара.

Подставив (52)–(55) в (46), получим выражение
для δ2Ek,

δ2Ek =

∫
ρ dρ

∫
dz×

×
{
|∇pk|2 + |pk|2

(
q0

2 +
k2

ρ2
− 1 + 3f0

2

)
+

+ 2
f0
ρ
q0 (p

∗
kt+ pkt

∗) + κ
2γ2|∇t |2 +

f0
2

ρ2
|t |2+

+ κ
2

[
γ̃ |∇u |2 + k2

ρ2
|u |2

]}
, (61)

из которого видно, что для вычисления устойчиво-
сти нет необходимости находить функции qkρ и qkz .
Вместо этих двух функций достаточно вычислить
только одну функцию u, уравнение для которой по-
лучается подстановкой (52)-(55) в (44)

div(γ̃∇u ) = k2

ρ2
u+

1

ρ
(∂zγ̃ ∂ρt− ∂ργ̃ ∂zt) . (62)

Заметим, что это уравнение нельзя получить пря-
мым варьированием (61), поскольку u определена с
помощью (44) из минимизации (46) по qkρ, qkz , и не
является независимой функцией.

В итоге задача об устойчивости сверхпрово-
дящего состояния сводится к определению знака
наименьшего собственного значения Ek в краевой
задаче

∆pk = pk

(
q2
0 +

k2

ρ2
− 1 + 3f0

2 − Ek

)
+

+ 2
f0
ρ
q0 t, (63)

div(γ2∇t ) =
f0

2

κ2ρ2
t+ 2

f0
κ2ρ

q0 pk+

+
1

ρ
(∂z γ̃ ∂ρu− ∂ργ̃ ∂zu) ,

div(γ̃∇u ) = k2

ρ2
u+

1

ρ
(∂zγ̃ ∂ρt− ∂ργ̃ ∂zt)

с условиями (59), (60) и ∂npk = 0 на границе образ-
ца.

Важным свойством (61) является то, что вне об-
разца она зависит только от u. Действительно, вне
образца pk = 0, а все слагаемые с t содержат мно-
житель f0 = 0, и, следовательно, уравнение (56) вне
образца выполняется для произвольной функции t.
Поэтому вне образца система (63) сводится к един-
ственному уравнению для u:

∆u =
k2

ρ2
u (64)
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с условиями u(ρ,−z) = −u(ρ, z) и u = 0 при r → ∞.
Это уравнение Лапласа с азимутальным индексом
k, решение которого выражается через присоединен-
ные функции Лежандра. Уравнение (64) мы решаем
численно, исходя из тех же соображений, что и при
решении (20).

В численном счете, который также выполнен с
помощью программы FlexPDE, при 0 < k < n мы
пользуемся весовыми функциями

wkρ = wkz = 0, wkϕ(ρ, z) =
ρ2

k2
f0

2. (65)

Следует сказать, что вопрос об оптимальном выборе
весовых функций {wkα} остается открытым. Можно
лишь отметить, что при ρ → 0 используемое нами
значение wkϕ обеспечивает выполнение равенства

f0t = kpk, (66)

что значительно упрощает раскрытие неопределен-
ностей вблизи оси образца.

С другой стороны, из равенства нулю сверхпро-
водящих токов (и их возмущений) вне образца сле-
дует, что и все {wkα} вне образца должны обра-
щаться в нуль. Таким образом, можно считать, что
собственная функция существует только внутри об-
разца, а вне образца во второй вариации энергии
дополнительно присутствует интеграл от квадрата
возмущения поля. Уравнение (48) превращается в

δ2Ek(pk, qkρ, qkϕ, qkz) =

= Ek

∫∫

r6rs

ρ dρdz
{
|pk|2 + wkϕ |qkϕ|2

}
+

+ κ
2

∫∫

r>rs

ρ dρdz |δbk|2. (67)

Второй интеграл в этом выражении можно проин-
тегрировать по частям. С учетом соотношений (64)
и (60) окончательно получим

δ2Ek(pk, qkρ, qkϕ, qkz) =

= Ek

∫∫

r6rs

ρ dρdz
{
|pk|2 + wkϕ |qkϕ|2

}
+

+ κ
2

∮

r=rs

dl γ2ρ
2u ∂lt. (68)

Теперь рассмотрим случай k = 0. Уже из опре-
делений (52), (53) видно, что этот случай является
особым. Возвращаясь к минимизации (46), можно
видеть, что при k = 0 исчезает связь между qkρ, qkz

и qkϕ. Это приводит к тому, что минимуму (46) со-
ответствует q0ρ = q0z = u = 0. Формально систему
уравнений (63) можно оставить в том же виде, что
и при 0 < k < n, если положить u = 0 и γ2 = 1/ρ2 во
всем пространстве. При этом уравнение для t нуж-
но решать не только внутри образца, а во всем про-
странстве с граничным условием t = 0 при r → ∞,
что аналогично задаче (28) вычисления сверхпрово-
дящего состояния. На границе образца в этом случае
требуется лишь непрерывность t и ее производных.
Укажем также, что при k = 0 в качестве весовой
функции мы используем w0ϕ(ρ, z) = f0

2, при этом
соотношение (66) превращается в f0t = p0.

Следует сказать, что случай k = 0 обычно не
представляет интереса из-за общих свойств решений
уравнений Гинзбурга–Ландау . При заданном внеш-
нем поле либо не существует нетривиальных реше-
ний, либо существуют два решения, одно из которых
устойчиво (по отношению к гармонике k = 0), а дру-
гое неустойчиво. Отличить устойчивое решение от
неустойчивого легко, поскольку энергия устойчиво-
го состояния должна быть меньше, чем у неустой-
чивого. Кроме того, с увеличением внешнего поля
у устойчивого решения параметр порядка уменьша-
ется, а у неустойчивого — растет. При некотором
внешнем поле эти два решения сливаются, и при
дальнейшем увеличении поля нетривиальные реше-
ния не существуют.

Существование двух близких решений вблизи
максимального (и минимального) поля является
трудной ситуацией для любой программы численно-
го счета. Поскольку в максимальном (и минималь-
ном) поле δ2E0 обращается в нуль, то точное значе-
ние поля, в котором еще существует сверхпроводя-
щее состояние с данным n, мы определяем из интер-
поляции δ2E0 между устойчивым и неустойчивым
решениями.

Другой особый случай k = n возникает из-за из-
менения особенности поведения собственной функ-
ции вблизи оси образца. Можно показать, что для
любого k при ρ→ 0

pk ∝ ρ|n−k|, t ∝ ρ|n−k|−n, u ∝ ρk. (69)

Степени ρ (как положительные, так и отрицатель-
ные) можно выделить с помощью замены

pk = vkf0ρ
|n−k|−n, t = tkρ

|n−k|−n, u = ukρ
k. (70)

Определенные таким образом функции vk, tk и uk не
имеют особенностей при ρ→ 0 и позволяют решать
задачу об устойчивости при произвольном k.

Изложенный выше метод определения устойчи-
вости для сферических образцов можно естествен-
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ным образом обобщить на цилиндрические образцы
(ориентированные вдоль поля). Если положить от-
сутствие зависимостей от z для всех функций и ра-
венство нулю размагничивающего фактора (bρ = 0,
bext = h0), то соотношения, полученные здесь, пере-
ходят в соответствующие выражения [4] для цилин-
дрического образца.

Как было сказано выше, устойчивые по отно-
шению к малым возмущениям состояния должны
иметь неотрицательную вторую вариацию энергии
для всех гармоник возмущения. Для состояний с
n = 10, изображенных на рис.1, область неотрица-
тельной второй вариации энергии показана на рис.2.
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Рис. 2. Спектры устойчивости состояний, представленных

на рис.1, для нескольких первых гармоник возмущения:

k = 0, 1, 2, 3

Из рисунка видно, что для n = 10 усло-
вие устойчивости выполняется в области полей
1.18 . h0 . 1.48. При уменьшении поля (h0 < 1.18)
первой теряет устойчивость гармоника с k = 1. Это
свойство, по-видимому, является общим для сверх-
проводников с любым κ. Можно сказать, что маг-
нитное поле выходит из образца по одному кван-
ту. При увеличении поля картина потери устойчи-
вости оказывается несколько сложнее. Для сверх-
проводников I рода с κ ≪ 1 потеря устойчивости
происходит в поле h0 = hmax(n) при k = 0. Для
сверхпроводников II рода с κ > 1 потеря устойчи-
вости происходит в поле h0 . hmax(n) при k = 1. В
промежуточном случае κ ∼ 1 при малых n потеря
устойчивости происходит при k = 0, а при больших
n . nmax — при k = 1. Возможно, что достаточ-
ным условием для потери устойчивости при k = 1

является существование в поле h0 . hmax(n) состо-
яния ’n+1’. Это предположение подводит к вопросу

о конечном состоянии, в которое перейдет состояние
’n’ при потере устойчивости. Очевидно, что в этом
поле само конечное состояние должно быть устойчи-
вым и иметь меньшую энергию. Если при заданном
поле сравнивать энергию устойчивых состояний с
разными значениями n, то состояние с наименьшей
энергией будет абсолютно устойчивым, т.е. равно-
весным, а все остальные — метастабильными. Это
значит, что при достаточно большой амплитуде воз-
мущения метастабильное состояние может перейти
в равновесное состояние или в другое метастабиль-
ное состояние с меньшей энергией.

Заметим, что в случае сверхпроводников II рода
неустойчивость может развиться в много-вихревое
состояние [1], которое в линейном приближении
можно представить как суперпозицию аксиально-
симметричных решений. В настоящей работе та-
кие состояния не изучаются, поскольку в нели-
нейной задаче, рассматриваемой здесь, суперпози-
ция аксиально-симметричных состояний решением
не является. Можно, тем не менее, предположить,
что поскольку в сверхпроводниках I рода энергия n-
s границы положительна, то (по аналогии с массив-
ными образцами) много-вихревые состояния будут
невыгодными.
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Рис. 3. Области устойчивости состояний с n = 10. Толстая

кривая — равновесные состояния, тонкая кривая — мета-

стабильные (устойчивые в малом) состояния, пунктирная

кривая — абсолютно неустойчивые состояния

Таким образом, с точки зрения устойчивости
на кривой намагничивания рис.1 можно выделить
3 типа состояний: равновесные, метастабильные и
неустойчивые. Соответствующие области устойчи-
вости показаны на рис.3. Неустойчивые состояния
(пунктирная кривая) не реализуются никогда. Ме-
тастабильные (тонкая кривая) и равновесные (тол-
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стая кривая) состояния являются устойчивыми и
могут наблюдаться.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

Результирующая кривая намагничивания для
сферического образца, составленная из устойчивых
состояний для всех допустимых значений 0 6 n 6 14

показана на рис.4. Эта кривая заметно отличается
от результата [4] для цилиндрического образца. Во-
первых, в сферическом образце нет "парамагнит-
ных" состояний, т.е. в сферическом образце для всех
устойчивых состоянийM(h0) 6 0. Во-вторых, мини-
мальное поле, в котором существуют состояния с за-
хваченным потоком, составляет h0 ≈ hcM . Отметим,
что в нулевом внешнем поле существуют решения с
0 6 n 6 5, но среди них только майснеровское со-
стояние является устойчивым.

Можно сказать, что состояния с захваченным
потоком в сферическом образце менее устойчивы,
чем в цилиндрическом. Такой результат легко объ-
яснить, если обратить внимание, что при смещении
области нормальной фазы от оси шара (что соот-
ветствует k = 1) уменьшается ее длина. А посколь-
ку энергия единицы длины такого "вихря" положи-
тельна, то это смещение более эффективно понижа-
ет энергию в сферическом образце, чем в цилиндри-
ческом, где подобного уменьшения длины нет.
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Рис. 4. Полная кривая намагничивания. Вертикальные ли-

нии обозначают границы равновесных состояний

От экспериментальных результатов [2] получен-
ная кривая отличается существенно. Остановимся
на двух ключевых отличиях. Первое заключается в
наблюдении положительного магнитного момента в
нулевом поле, которого, как показано в этой работе,
теория Гинзбурга–Ландау не допускает.

Второе отличие состоит в наблюдении сверхпро-
водящих состояний выше Tc, чего также не может
быть в рамках теории Гинзбурга–Ландау. Существо-
вание сверхпроводимости выше Tc означает, что в
свободной энергии присутствуют дополнительные
отрицательные слагаемые, которые выше Tc пре-
обладают над положительной энергией Гинзбурга–
Ландау.

Поэтому, полученную здесь кривую намагничи-
вания следует рассматривать как результат приме-
нения к сферическим образцам теории Гинзбурга–
Ландау в ее классической форме.

Среди возможных дополнительных слагаемых
в свободной энергии, которые могут быть суще-
ственными для описания экспериментальных ре-
зультатов, естественно рассмотреть энергию, свя-
занную с поверхностью образца. Описание поверх-
ности сверхпроводника в терминах поверхностной
свободной энергии хорошо известно [7]. Здесь мы
обсудим лишь самые общие свойства, следующие из
граничных условий Де Жена [8].

5.1. Граничное условие Де Жена

Граничное условие на поверхности сверхпровод-
ника (19), принятое в теории Гинзбурга–Ландау, яв-
ляется следствием результата, полученного Де Же-
ном

∂RΨs = − 1

L
Ψs, (71)

где Ψs — значение параметра порядка на поверхно-
сти образца. Величина L для границы сверхпровод-
ник–вакуум [8]

L ∼ ξ20
a0
, (72)

где a0 обозначает межатомное расстояние, а ξ0 —

длина когерентности при T = 0, роль которой в тео-
рии Гинзбурга–Ландау выполняет величина

ξ0 =

√
g

αTc
. (73)

Граничное условие Де Жена в приближении
Гинзбурга–Ландау можно получить [7], сопоставив
границе сверхпроводника дополнительную свобод-
ную энергию

Fs = Λs|Ψs|2. (74)

Величину ΛS , соответствующую (71), в обозначени-
ях (1) можно выразить как

Λs ∼ a0 · αTc. (75)
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Обычно, L много больше размеров образца, поэто-
му естественно положить L = ∞ и, соответственно,
Λs = 0, что и лежит в основе граничного условия
(19) теории Гинзбурга–Ландау.

Отметим, что для теории Гинзбурга–Ландау
важна не сама величина L, которая не зависит
от температуры, а ее отношение к корреляционной
длине ξ(T ), поэтому роль поверхностной энергии
растет по мере приближения к Tc. Если перейти к
безразмерным единицам этой работы и выразить по-
верхностную свободную энергию

Es = λs |ψs|2, (76)

где

λs =
ξ(T )

L
∼ a0
ξ0

1√
|τ |
, τ =

T − Tc
Tc

, (77)

то можно видеть, что вблизи сверхпроводящего пе-
рехода существует характерная приведенная темпе-
ратура

τs ∼
(
a0
ξ0

)2

(78)

такая, что при |τ | . τs поверхностной свобод-
ной энергией пренебрегать нельзя. Более того, если
λs < 0, то отрицательная поверхностная свободная
энергия понижает энергию сверхпроводящего состо-
яния, и сверхпроводимость существует выше Tc.

Для классических сверхпроводников I рода сдвиг
температуры перехода τs очень мал, но с ростом κ

он увеличивается и, например, для свинца [2] состав-
ляет τs ≈ 0.25mK/Tc.

Отметим, что из-за малости отношения a0/ξ0 в
поверхностной свободной энергии необходимо так-
же учитывать инварианты четвертой степени по Ψs

[9], которые при |τ | . τs могут иметь тот же поря-
док величины, что и (74). Граничные условия в этом
случае определяются 4 параметрами, с помощью ко-
торых удается аппроксимировать наблюдаемое поле
неустойчивости нормальной фазы вблизи Tc.

Нужно заметить, что возмущения, приводящие к
потере устойчивости, полученные в данной работе,
сосредоточены вблизи n-s границы и, по-видимому,
слабо чувствительны к условиям на поверхности об-
разца. Поэтому нет оснований полагать, что учет
поверхностной свободной энергии приведет к суще-
ственному изменению кривой намагничивания.

5.2. Дислокационная сверхпроводимость

Другой механизм, который может приводить к
увеличению температуры сверхпроводящего перехо-

да — это дислокационная сверхпроводимость [10].
Этот механизм также способствует удержанию маг-
нитного потока в нулевом поле благодаря пиннин-
гу вихрей на дислокациях. Отметим, что дислока-
ционная сверхпроводимость должна проявляться на
кривой намагничивания уже при небольшом коли-
честве дислокаций, которые неизбежно присутству-
ют в образце, но еще не сказываются на других его
свойствах. Поэтому дислокационная сверхпроводи-
мость является хорошим кандидатом для описания
экспериментальных результатов [2] и их отличия от
результатов теории Гинзбурга–Ландау, полученных
в данной работе.

Следует отметить, что существующая методи-
ка измерения магнитного момента не обладает про-
странственным разрешением, поэтому указать, свя-
заны наблюдаемые эффекты с поверхностью образ-
ца или с дислокациями в его объеме, нельзя.
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полезные обсуждения. Также свою искреннюю бла-
годарность автор выражает О. Р. Подоляк за по-
мощь при работе над текстом статьи.

ЛИТЕРАТУРА

1. B .J. Baelus, D. Sun, and F.M. Peeters, Phys.Rev. B
75, 174523 (2007).

2. И. Н. Хлюстиков, ЖЭТФ 149, 378 (2016); И.
Н. Хлюстиков, ЖЭТФ 159 (2021).

3. Е. М. Лифшиц, Л. П. Питаевский, Статистиче-

ская физика, ч.2, Москва, ФМЛ (2000).

4. Е. Р. Подоляк, ЖЭТФ 153, (2018).

5. http://pdesolutions.com

6. В. Л. Гинзбург, ЖЭТФ 34, 113 (1958).

7. Е. А. Андрюшин, В. Л. Гинзбург, А. П. Силин
УФН 163, 113 (1993).

8. П. де Жен, Сверхпроводимость металлов и

сплавов, Мир, Москва (1968).

9. Е. Р. Подоляк, ЖЭТФ 140, 1185 (2011).

10. Е. Р. Подоляк, ЖЭТФ 156(1), 118 (2019).

200



ЖЭТФ, 2023, том 163, вып. 2, стр. 201–213 © 2023

ОБРАЗОВАНИЕ, ДИФФУЗИЯ И РОСТ ГАЗОНАПОЛНЕННЫХ
ПУЗЫРЬКОВ В γ-УРАНЕ ПРИ ИЗБЫТКЕ МЕЖДОУЗЕЛЬНЫХ

АТОМОВ: СВЯЗЬ МОЛЕКУЛЯРНОЙ ДИНАМИКИ И КИНЕТИКИ

Е. А. Лобашев a,b*, А. С. Антропов a,b**, В. В. Стегайлов a,b,c

a Объединенный институт высоких температур Российской академии наук
125412, Москва, Россия

b Московский физико-технический институт (Национальный исследовательский университет)
141701, Долгопрудный, Московская обл., Россия

c Национальный исследовательский университет “Высшая школа экономики”
101000, Москва, Россия

Поступила в редакцию 22 августа 2022 г.,
после переработки 14 сентября 2022 г.

Принята к публикации 18 октября 2022 г.

Для описания эволюции ядерных топлив важным процессом является образование газонаполненных на-

норазмерных пузырьков в результате объединения отдельных продуктов деления урана. Теоретическое

описание этого процесса связано со значительными трудностями, так как требует учета в рамках еди-

ной модели как динамики отдельных атомов в решетке, так и кинетики эволюции ансамбля пузырьков.

В данной статье описана попытка построить такую модель, основанную на молекулярно-динамических

(МД) расчетах для пузырьков ксенона в ОЦК-уране в случае избытка междоузельных атомов в кристал-

лической матрице. Анализ основан на МД-моделировании неравновесного процесса образования нанопу-

зырьков ксенона из отдельных атомов Xe, растворенных в кристаллической матрице. Проанализировано

соотношение размера пузырьков и числа атомов газа в них, а также зависимость коэффициента диффу-

зии пузырьков от их радиуса и числа междоузельных атомов в матрице γ-U. Предложена кинетическая

модель эволюции ансамбля пузырьков, позволяющая описать результаты МД-расчетов и экстраполиро-

вать их на большие времена.

DOI: 10.31857/S0044451023020074
EDN: OQNPWL

1. ВВЕДЕНИЕ

Детальное понимание механизмов выхода газо-
образных продуктов деления (преимущественно ксе-
нона) из ядерных топлив для математического моде-
лирования этого процесса представляет собой важ-
ную современную научно-техническую проблему [1,
2]. С качественной точки зрения эти процессы ана-
логичны процессам транспорта гелия в металлах,
которые изучаются для конструкционных матери-
алов ядерных и термоядерных реакторов [3]. При
этом, конечно, конкретные механизмы диффузии

* E-mail: lobashev.ea@phystech.edu
** E-mail: antropov@phystech.edu

газа и нуклеации пузырьков различаются из-за су-
щественного различия в размерах атомов газа.

Ключевым этапом выхода газа из материала яв-
ляется его выход на границы зерен. На движение га-
за к границам зерен могут влиять следующие про-
цессы [3]: диффузия атомов газа в матрице, обра-
зование и рост пузырьков за счет поглощения ва-
кансий или испускания междоузельных атомов, по-
глощение газа пузырьками и перерастворение газа,
а также два механизма слияния пузырьков — ми-
грация и коалесценция и созревание по Оствальду
(последний механизм играет роль при высоких тем-
пературах и низких концентрациях газа).

Многие вычислительные подходы учитывают
только диффузию атомов газа в матрице, захват
(trapping) атомов газа неподвижными пузырьками
и перерастворение (resolution) атомов газа из пу-
зырьков в матрицу в результате воздействия тре-
ков осколков деления [4,5]. Игнорирование иных ме-
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ханизмов выхода газа из объема зерен материала
топлива обусловлено, вообще говоря, как нехваткой
экспериментальных данных, так и сложностью тео-
ретического описания соответствующих процессов.
Так, например, зачастую используется упрощенное
описание, согласно которому в результате перерас-
творения появляются пузырьки одинакового разме-
ра, хотя имеются указания на то, что учет распреде-
ления пузырьков по размерам может повысить точ-
ность подобных моделей [6].

Некоторые топливные коды (например, код
MFPR, разрабатывающийся в ИБРАЭ РАН [7])
явно включают в математическую модель мигра-
цию и коалесценцию пузырьков. В этом случае
отдельного внимания заслуживают коэффициенты
диффузии газонаполненных пузырьков.

Для отдельных задач, связанных с поведением
газовых пузырьков, были предложены аналитиче-
ские решения. В работах Рязанова, Волкова и Вос-
кобойникова была развита общая теория образова-
ния пузырьков в перенасыщенных растворах вакан-
сий, междоузельных атомов и атомов газа [8–10]. В
частности, было показано, что высокая плотность
газа в пузырьках заметно снижает размер крити-
ческого зародыша и барьер его образования [8]. На
основе этого результата в работе Реста [11] был про-
анализирован механизм нуклеации газовых пузырь-
ков одновременно из нескольких атомов газа (в про-
тивоположность общепризнанному ранее двухатом-
ному механизму). В работе Нуаро показана связь
равновесных концентраций газа в пузырьке с его
размером и концентрациями дефектов в объеме мат-
рицы [12]. Вещуновым и Шестаком была развита
детальная теория диффузии газонаполненных пу-
зырьков в диоксиде урана [13].

Важной подзадачей является изучение транспор-
та газа в объеме матрицы без радиационного сти-
мулирования (т. е. при отсутствии в материале тре-
ков осколков деления атомов урана). В этом слу-
чае радиационное перерастворение газа перестает
играть роль и определяющей становится диффузия
пузырьков. В такой постановке результаты теоре-
тических расчетов можно сравнить с результатами
экспериментов по выходу газа из облученного мате-
риала при отжиге, как, например, в [14]. И в этом
случае вопрос о скорости выхода газа из топлива
также нельзя считать решенным. В работе Эван-
са [15] указывается на то, что выход газа из объема
зерна происходит гораздо быстрее, чем это предска-
зывают теоретические модели. Там же предполага-
ется, что ускоренный выход газа связан с движени-
ем пузырьков в поле градиента концентрации вакан-

сий. Однако результаты Верма с соавторами [14] по
расчету скорости выхода ксенона из диоксида ура-
на в рамках многомасштабной модели, учитываю-
щей ускоренное движение пузырьков в градиенте
концентрации вакансий [15], показывают очень зна-
чительные расхождения с результатами специально
поставленных экспериментов.

С помощью разработанного ранее метода нерав-
новесной молекулярной динамики (МД) для моде-
лирования диффузии пузырьков [16,17] недавно на-
ми были получены результаты [18] для диоксида
урана, свидетельствующие о существовании меха-
низмов сверхбыстрой диффузии газонаполненных
нанопузырьков, которые пока не учитываются в
топливных кодах.

Как было указано в работе [19], эволюция попу-
ляции пузырьков через миграцию и коалесценцию
подчиняется уравнениям, схожим с таковыми для
коагуляции коллоидных частиц и может быть опи-
сана моделью Чандрасекара [20].

МД-моделирование активно используется для
исследования поведения пузырьков Xe в UO2. Мур
с соавторами в работе [21] установили, что кластер
атомов Хе формируется из отдельных атомов Хе, за-
нимающих вакансии Шоттки, чему способствует пе-
ресыщение вакансий Шоттки в UO2. Мерфи с соав-
торами в работе [22] изучали свободную энергию Хе
в точечных дефектах и пузырьках в UO2. Джелеа
с соавторами [23] также изучали поведение пузырь-
ков Хе в UO2 и их влияние на распухание топли-
ва. Лиу с соавторами [24] моделировали нуклеацию
пузырьков ксенона и гелия в UO2. Кинетика роста
ксеноновых пузырьков в диоксиде урана и испуска-
ние ими дислокационных петель изучалось методом
МД в [25]. Другим методом моделирования разви-
тия газовой пористости в материалах является ме-
тод фазового поля [26], к которому, однако, нужно
относится как к качественному методу.

Концентрации Xe в пузырьках радиусом 2–
500 нм были экспериментально измерены [27] и ока-
зались выше равновесных значений, что можно объ-
яснить механизмом испускания дислокационных пе-
тель при росте пузырьков [28]. Поэтому отдельный
интерес представляет рост пузырьков в условиях из-
быточной концентрации междоузельных атомов.

Обсуждаемые механизмы гораздо меньше иссле-
дованы в других видах топлива. Металлическое топ-
ливо UMo — один из перспективных кандидатов на
роль топлива для реакторов на быстрых нейтронах.
Пузырьки ксенона в сплаве UMo уже исследовались
методами атомистического моделирования [29, 30],
однако в них не рассматривались начальные этапы
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формирования пузырьков. Экспериментальная ра-
бота [31] по наблюдению пузырьков, образующихся
при бомбардировке монокристалла молибдена иона-
ми ксенона дала возможность верифицировать мо-
дели диффузии ксенона в молибдене [32] (в данной
модели ключевая роль отводилась радиационно сти-
мулированной диффузии). В работе [33] моделиро-
валась нуклеация пузырьков ксенона в молибдене
из растворенных атомов газа, находящихся в вакан-
сии. В этой работе было показано наличие порого-
вой концентрации ксенона, необходимой для образо-
вания пузырьков, а также механизм ускорения диф-
фузии вакансий вблизи пузырька.

В данной работе рассматривается чистый ОЦК-
уран как прототип топлива UMo. Особенностью
ОЦК-урана является аномально низкая энергия об-
разования междоузельных атомов [34] и их пре-
имущественная роль в самодиффузии. Это приво-
дит, например, к необычному механизму диффу-
зии нанополостей [17]. Методами классической мо-
лекулярной динамики моделируется эволюция газо-
вых пузырьков в решетке ОЦК-урана из растворен-
ных в ней атомов ксенона. Обсуждаются как тер-
модинамические характеристики равновесной попу-
ляции пузырьков, так и кинетика их объединения
и роста. В разд. 2 описываются условия моделиро-
вания. В разд. 3 рассматривается связь между раз-
мерами пузырьков, количеством атомов ксенона в
них и концентрацией точечных дефектов. В разд. 4
вычисляются коэффициенты диффузии пузырьков
небольших размеров. В разд. 5 рассматривается тео-
ретическая модель эволюции популяции газовых пу-
зырьков, основанная на подходе Чандрасекара [20]
и предсказания этой модели сравниваются с резуль-
татами моделирования.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОД РАСЧЕТА

В работе проводилось моделирование эволюции
решетки урана с растворенными в ней в начальный
момент атомами ксенона. Был использован EAM-
потенциал для системы U–Mo–Xe [35]. Этот потен-
циал был разработан для моделирования процес-
сов с участием ксенона в сплаве U–Mo и уже про-
шел апробацию в исследованиях различных науч-
ных групп (см., например, [30, 36–39]). Модель хо-
рошо описывает и свойства чистых U, Mo и Xe.
Хотя активно развивающиеся в настоящее время
машинно-обучаемые и нейросетевые модели потен-
циалов для многокомпонентных систем [40,41] обес-

печивают зачастую более высокую точность, их вы-
числительная сложность на 1–2 порядка выше.

Начальное состояние системы — ОЦК-решетка
из атомов урана, представляющая собой куб со сто-
роной 20 постоянных решетки. Из решетки уда-
лялись атомы урана (с номерами, выбранными по
случайному принципу), чтобы обеспечить некото-
рую начальную концентрацию вакансий, а также
в случайных положениях размещались атомы ксе-
нона (после этого проводилась минимизация энер-
гии системы). Наиболее интересные результаты уда-
лось получить для 127 атомов ксенона. Система при-
водилась к состоянию равновесия в течение 1 нс
при помощи термостата Нозе–Гувера при темпера-
туре 1400 K и нулевом давлении. Такая темпера-
тура была выбрана из методических соображений:
при бо́льших температурах происходит плавление,
а при меньших диффузия происходит медленнее.
Несмотря на то, что некоторые атомы урана бы-
ли удалены из решетки, в системе сразу в начале
МД-расчета появлялись междоузельные атомы. Это
связано с тем, что атомы ксенона вытесняли атомы
урана в междоузельные положения и занимали их
место за время порядка 10 пс (энергия образования
междоузельных атомов U меньше, чем междоузель-
ных атомов Xe, поэтому междоузельные атомы Xe в
расчетах не наблюдались). За это же время группы
из 2–7 атомов ксенона, начальные положения кото-
рых оказались рядом, сформировали пузырьки.

Часть появившихся междоузельных атомов ан-
нигилировала со свободными вакансиями, поэтому
количество междоузельных атомов в начальный мо-
мент времени примерно равно количеству атомов
ксенона минус начальное количество вакансий. Наи-
более подробно был изучен случай с 67 начальными
вакансиями, потому что в этом случае концентрация
междоузельных атомов после релаксации оказыва-
ется близка к равновесной при данной температуре,
а именно 127− 67 = 60 атомов на ячейку.

Также были проведены расчеты, в которых на-
чальное количество вакансий было выше (до 257). В
этом случае даже после того, как атомы ксенона вы-
теснили атомы урана, свободных вакансий осталось
больше, чем междоузельных атомов.

Вакансии и междоузельные атомы определя-
лись в пакете OVITO [42] (рассматривались ячей-
ки Вигнера–Зейтца, окружающие идеальные поло-
жения узлов решетки, вакансией считалась ячейка,
в которой не было атомов, а междоузельным ато-
мом — ячейка, в которой находились два атома).

Далее система рассчитывалась в NVE-ансамбле
с шагом 1 фс. Постоянная решетки a = 3.555 Å
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Рис. 1. Моделируемая система после 30 нс МД-расчета.

На верхней картинке показаны все атомы (красные — U,

желтые — Xe), а на нижней — результат анализа той же

структуры (атомы урана не показаны). Голубым цветом

обозначены пустые вакансии, желтым — вакансии, внутри

которых содержится атом ксенона

соответствует нулевому давлению при температу-
ре 1400 K. Моделирование проводилось в течение
100 нс. Для системы с 67 вакансиями было рас-
считано 20 траекторий по 100 нс каждая (траек-
тории различаются только направлениями скоро-
стей атомов в начальный момент времени, что до-
статочно для стохастизации, приводящей к их ста-
тистической независимости [43]). Для анализа ме-
тодом Вигнера–Зейтца было необходимо избавить-
ся от слишком больших тепловых колебаний, по-
этому положения атомов усреднялись по 1000 МД-
шагам (рис. 1). В рассматриваемой МД-модели за
100 нс давление и температура в системе меняют-
ся незначительно (давление возрастает примерно до
6000 бар, а температура поднимается на 80 К). Рас-
четы проводились с помощью программного ком-
плекса LAMMPS [44] на суперкомпьютере “Десмос”
в ОИВТ РАН [45].

Csia = (5.6÷8.3)⋅ 10-4
Å
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Рис. 2. Зависимость радиуса пузырька от количества ато-

мов ксенона n для двух концентраций междоузельных ато-

мов урана. Линия соответствует формулам (2) и (1

Была рассмотрена гипотеза, что размер пузырь-
ка для фиксированного n (n — число атомов Xe в
пузырьке) может зависеть от концентрации меж-
доузельных атомов Csia (self-interstitial atoms), ко-
торая существенно меняется со временем. Поэто-
му сначала рассматривались только пузырьки, су-
ществовавшие в начале моделирования, а потом
только существовавшие в конце (два набора дан-
ных на рис. 2). Рассмотренные в работе значения
концентраций междоузельных атомов Csia соответ-
ствуют отношениям концентрации Csia к концентра-
ции атомов урана (равной 440 · 10−4 Å−3) порядка
0.003–0.02. По полученному графику можно сделать
вывод, что зависимость размера пузырьков от кон-
центрации газа практически не меняется при изме-
нении концентрации междоузельных атомов урана.

Для пузырьков размера n = 5 и более атомов ксе-
нона количество вакансий, приходящихся на один
атом ксенона, практически не зависит от размера
и равно примерно 2.7 (здесь мы называем объемом
вакансии объем одной ячейки Вигнера–Зейца ОЦК-
фазы урана). А для меньших пузырьков это отно-
шение меньше (рис. 3), например, пузырек с одним
атомом ксенона состоит из одной вакансии. Таким
образом, зависимость количества вакансий, состав-
ляющих пузырек, от количества атомов ксенона мо-
жет быть приближенно описана эмпирической фор-
мулой

Nvac/n = (2.7− 2.1 exp(−0.27n)). (1)
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Рис. 3. Количество вакансий, приходящихся на один атом

ксенона, для пузырьков различного размера. Линия соот-

ветствует формуле (1)
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Рис. 4. Зависимость количества междоузельных атомов

от времени. Кривыми показаны зависимости, получен-

ные в результате решения кинетической модели (уравне-

ния (20) и (22))

В результате того, что в больших пузырьках на
один атом ксенона приходится больше вакансий,
при объединении пузырьков некоторые атомы ура-
на вытесняются в междоузельные положения. Этим
и объясняется зависимость концентрации междо-
узельных атомов от времени, показанная на рис. 4.

3. СВОЙСТВА ПОПУЛЯЦИИ ПУЗЫРЬКОВ

3.1. Соотношение размера пузырьков и

числа атомов газа

Сразу после термостатирования большинство
атомов ксенона находилось в виде атомов замеще-
ния в решетке; после этого они начали объединять-
ся в пузырьки. Процессы перехода атомов Xe между
пузырьками (созревание по Оствальду) в данной си-
стеме практически не наблюдались.

На рис. 4 показано, что число междоузельных
атомов урана растет с течением времени в результа-
те укрупнения газовых пузырьков.

Для всех пузырьков, содержащих одинаковое ко-
личество атомов ксенона, было найдено среднее ко-
личество вакансийNvac, составляющих их. На рис. 2
показана зависимость эффективного радиуса пу-
зырька от количества атомов ксенона. За радиус
был принят радиус шара, объем которого равен сум-
марному объему вакансий:

R = a

(
3Nvac

8π

)1/3

. (2)

Отдельно стоит сказать про расчеты с повышен-
ной начальной концентрацией вакансий. Выше бы-
ло сказано, что даже после того, как атомы ксенона
вытесняют атомы урана в междоузельные положе-
ния, в системе остаются свободные вакансии. Оказа-
лось, что в таких расчетах все свободные вакансии
почти сразу объединялись с пузырьками, и в систе-
ме все равно появлялось некоторое количество меж-
доузельных атомов. При этом количество вакансий
на атом ксенона в пузырьке было больше, чем по-
лучается по формуле (1). Но через некоторое время
в результате объединения пузырьков количество ва-
кансий на атом ксенона достигло такого же значе-
ния (т. е. в некотором смысле произошло “насыще-
ние” пузырьков), и после этого концентрация меж-
доузельных атомов начала расти, как в предыдущем
случае (рис. 4).

3.2. Давление газа в пузырьках

В континуальном пределе зависимость равновес-
ного давления газа в пузырьке от его радиуса опре-
деляется формулой Лапласа

P =
2γ

R
, (3)

где γ — коэффициент поверхностного натяжения.
В связи с тем, что пузырьки находятся в кристал-
лической матрице, следует также учесть поправку,
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связанную с выдавливанием газом междоузельных
атомов (или дислокационных петель, представляю-
щих собой кластеры из нескольких междоузельных
атомов, имеющих форму плоских “дисков”) [46]:

P =
2γ

R
+
Ei/l

Vi/l
, (4)

где Ei/l — энергия образования междоузельного
атома или дислокационной петли, а Vi/l — соответ-
ствующий объем, освобождающийся при их испус-
кании.

Для твердого вещества нет простого способа
определения коэффициента поверхностного натяже-
ния, но для количественного анализа нам будет до-
статочно оценки. Согласно [47] для ОЦК- и ГЦК-
решеток при нулевой температуре есть универсаль-
ная связь между энергией атома в решетке Ecoh и
коэффициентом поверхностного натяжения (выра-
женного в эВ/атом)

γ(0) = 0.134Ecoh . (5)

Для ОЦК-урана в рамках используемой мо-
дели потенциала EAM было рассчитано, что
Ecoh = 4.147 эВ/атом.

В [48] предлагается следующая зависимость по-
верхностного натяжения от температуры:

γ(T ) = γ(0)− TS, (6)

где принимается энтропийный вклад S = 1.0kB.
Согласно формулам (5) и (6) γ = 0.049 эВ/Å2

(переход от эВ/атом к эВ/Å2 делается с использо-
ванием средней площади, приходящейся на атом по-
верхности пузырька). Кривая, описываемая форму-
лой (3), показана на рис. 5.

Для того чтобы сравнить результаты молекуляр-
ной динамики с формулами (3) и (4), необходимо
знать зависимость давления ксенона от концентра-
ции (плотности). Для этого была проведена серия
МД-расчетов ячейки с чистым ксеноном (2000 ато-
мов). Получено, что

P = aXeC
bXe , (7)

где C — концентрация ксенона в Å−3,
aXe = 2.54 · 1010 бар, bXe = 3.38. Эта оцен-
ка достаточно точно выполняется в диапазоне
C = (0.015–0.033) Å

−3
. Концентрация определялась

как
C =

3n

4πR3
. (8)

На рис. 5 показаны точки, полученные по формулам
(7) и (8).
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Рис. 5. Зависимость давления ксенона от его концентра-

ции. Линия определяется формулой (3), точки соответ-

ствуют данным МД и соотношениям (8) и (9)

Можно также учесть, что эффективный ради-
ус пузырька, использующийся для расчета концен-
трации газа в нем, может отличаться от опреде-
ления (2). Из-за того, что среднее расстояние U–
Xe несколько больше, чем среднее расстояние U–U,
целесообразно ввести поправку на объем пузырька
для расчета концентрации газа в нем. Толщина соот-
ветствующего “исключенного слоя” может быть оце-
нена как L = 0.5 Å при помощи сравнения функций
радиального распределения U–U и U–Xe. Тогда в
формуле (8) R следует заменить на (R − L):

C =
3n

4π(R− L)3
. (9)

Точки, рассчитанные с этой поправкой, также изоб-
ражены на рис. 5.

Видно, что серые точки (L = 0) на рис. 5 выхо-
дят на константу P = 25 кбар. Можно ожидать, что
черные точки (L = 0.5 Å) выйдут на ту же констан-
ту, только при бо́льших радиусах R ≫ L. Если пред-
положить механизм роста пузырьков за счет испус-
кания одиночных междоузлий, то асимптотическое
давление должно составлять Ei/(a

3/2) ∼ 50 кбар,
гдеEi ∼ 0.7 эВ [34], a3/2 — атомный объем U в ОЦК-
матрице. Таким образом, асимптотическое давление
газа в пузырьках в МД-модели оказывается пример-
но в два раза ниже, чем если бы пузырек расши-
рялся за счет одиночных междоузлий. При испус-
кании дислокационных петель энергия образования
El дислокационной петли из Nl междоузлий может
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быть ниже, чем NlEi, за счет изменения энергии
междоузлий при объединении их в дислокационную
петлю. Однако оценить эту энергию намного слож-
нее, чем энергию образования междоузельного ато-
ма Ei.

4. ДИФФУЗИЯ ПУЗЫРЬКОВ

Для параметризации кинетической модели, опи-
сывающей рост пузырьков (см. разд. 5), необходи-
мо определить коэффициенты диффузии пузырьков
различного размера. Было принято, что коэффици-
ент диффузии пропорционален концентрации меж-
доузельных атомов [18]. Для проверки этого пред-
положения была отдельно рассчитана зависимость
коэффициента диффузии пузырька из 10 атомов
от концентрации междоузельных атомов. Ячейка со
стороной 10 постоянных решетки с единственным
пузырьком моделировалась в течение 260 нс. На-
чальная концентрация междоузлий варьировалась
в расчетах, в процессе моделирования она точно
определялась методом Вигнера–Зейтца и усредня-
лась за все время моделирования. Остальные пара-
метры были такими же, как в основных 20 расчетах.
На рис. 6 показаны полученные зависимости (для
ясности отметим, что 1 Å2

/нс = 10−7 см2/с). Пред-
положение о пропорциональной зависимости оказы-
вается разумным, хотя для некоторых размеров на-
блюдаются существенные отклонения от нее.

Таким образом, мы можем вычислять не сам ко-
эффициент диффузии, а отношение D/Csia .

Расчет коэффициента диффузии газовых пу-
зырьков проводился по тем же 20 траекториям сле-
дующим образом. Для каждого пузырька было най-
дено смещение за 1 нс (если за это время он не объ-
единился с другим пузырьком), коэффициент диф-
фузии был определен по формуле

D =
〈∆r2〉
6∆t

(10)

и нормирован на среднюю концентрацию междо-
узельных атомов на протяжении данной одной на-
носекунды. На рис. 7 показана зависимость среднего
квадрата смещения пузырька от времени.

Получившиеся значения коэффициента диффу-
зии показаны на рис. 8. Минимумы около n = 7 и
n = 25 атомов объясняются правильной геометриче-
ской формой соответствующих пузырьков (рис. 9).
Для пузырьков из 30 и более атомов Xe коэффици-
енты диффузии были рассчитаны с меньшей точ-
ностью, поэтому для них они были приближены
асимптотической зависимостью. Можно ожидать,
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Рис. 6. Зависимость коэффициента диффузии пузырьков

различных размеров от концентрации междоузельных ато-

мов урана
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Рис. 7. Средний квадрат смещения пузырька из 10 ато-

мов, деленный на концентрацию междоузельных атомов,

в зависимости от времени. Для сравнения приведен также

график, полученный в результате моделирования ячейки

с одним пузырьком

что для больших пузырьков D ∝ R−3 ∝ n−1 или
D ∝ R−4 ∝ n− 4

3 в зависимости от механизма диф-
фузии (объемный или поверхностный соответствен-
но [13]). По полученным МД-данным невозможно
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можно получить, учитывая, что D ∝ Csia

Рис. 9. Сверху: пузырьки из 15 вакансий (7 атомов ксено-

на) и 62 вакансий (25 атомов ксенона). Снизу: идеальный

пузырек из 65 вакансий и изображение ромбического до-

декаэдра для сравнения

однозначно определить, какой из этих механизмов
преобладает в данном случае, так как они пример-
но с одинаковой точностью описывают зависимость
D(n) при n > 30. Поэтому были проведены расчеты

для обоих случаев. Для поверхностного механизма
асимптотика была приближена следующей форму-
лой:

D

Csia

=
190000

n4/3

(
A5

нс

)
, n > 30, (11)

а для объемного — следующей:

D

Csia

=
49000

n

(
A5

нс

)
, n > 30. (12)

5. КИНЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

5.1. Формулировка модели

В данном разделе описывается модель диффу-
зии и нуклеации пузырьков, основанная на подхо-
де Чандрасекара [20]. В работе [20] рассматривает-
ся модель для коллоидных частиц в растворе, мы
же используем аналогичный математический под-
ход для газовых пузырьков.

Будем считать, что пузырьки не взаимодейству-
ют, находясь на расстояниях больше R, а сблизив-
шись на это расстояние, они мгновенно объединяют-
ся в один.

Сначала будем рассматривать один неподвиж-
ный пузырек размера n, находящийся в начале ко-
ординат, вокруг которого равномерно распределены
пузырьки одинакового размера m с начальной кон-
центрацией Cm. Если решить уравнение диффузии

dC

dt
= D∆C (13)

с граничными условиями

{
C = Cm, |r| > R, t = 0,

C = 0, |r| = R, t > 0,
(14)

то получится следующее:

C = Cm

(
r −R+R·erf

(
r −R√
Dt

))
. (15)

Отсюда частота объединения такого пузырька с
остальными будет равна

J = 4πR2D
dC

dr

∣∣∣∣
r=R

= 4πDRCm

(
1 +

R√
πDt

)
, (16)

где вторым слагаемым обычно можно пренебречь,
если рассматривается достаточно большой отрезок
времени:

t≫ D

R2
. (17)
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Если учесть, что рассматриваемый пузырек тоже
может двигаться, то в формуле (16) вместо D бу-
дет коэффициент взаимной диффузии

Dnm = Dn +Dm. (18)

Теперь можно записать частоту объединений пу-
зырьков двух размеров:

Jnm = 4π(Dn +Dm)RnmCnCm (19)

и искомую систему кинетический уравнений:

dCn

dt
= −4πCn

∑

j

CmRnmDnm +

+ 4π
∑

m+k=n

CmCkRmkDmk.
(20)

Здесь первое слагаемое означает исчезновение пу-
зырьков размера n за счет объединения с другими,
а второе — появление пузырьков размера n за счет
объединения меньших пузырьков, сумма размеров
которых равна n.

На основе наших расчетов можно проверить точ-
ность этой модели для ксенона в уране и найти оп-
тимальные параметры в модели.

5.2. Параметризация, проверка и

применение модели

В качестве радиуса объединения было выбрано

Rnm = Rn +Rm + b, (21)

где b = 6 Å было подобрано таким образом, чтобы
средний размер пузырька через 20 нс после нача-
ла расчета совпадал с результатами моделирования.
Радиус Rn определялся по формулам (2) и (1).

Для решения уравнений (20) был использован
метод Рунге–Кутты 4-го порядка. Учитывались пу-
зырьки размером до 240 атомов. Было принято, что
в начальный момент весь ксенон находится в пу-
зырьках из одного атома (т. е. отдельные атомы Xe
в позициях замещения в узлах ОЦК-решетки).

В кинетические уравнения входит коэффициент
диффузии, а он зависит от концентрации междо-
узельных атомов. Она рассчитывалась как

Csia = −Cvac(0) +
2

a3

∑

i

4π

3
R3

i , (22)

где Ri — радиус i-го пузырька, a3/2 — объем, при-
ходящийся в решетке на один атом. Таким обра-
зом, количество междоузельных атомов определяет-
ся суммарным количеством вакансий, образующих

пузырьки, а также начальной концентрацией вакан-
сий.

Результаты решения кинетических уравнений
и результаты моделирования показаны на рис. 10.
Для определения количества и размеров пузырьков
в моделировании за пузырек считался кластер ато-
мов ксенона, т. е. группа атомов, находящихся друг
от друга на расстояниях не более 4 Å. Концентрация
пузырьков находилась как количество пузырьков в
ячейке, деленное на ее объем, т. е. на 3.6 · 105 Å3.
Сравнение результатов МД-расчетов (усредненных
по 20 траекториям) и результатов кинетической мо-
дели показывает, что кинетическая модель обеспе-
чивает адекватное описание МД-данных.

Преимущество кинетической модели в том, что
с ее помощью можно рассчитывать распределение
газовых пузырьков по размерам на временах, су-
щественно превышающих времена, доступные пря-
мым МД-расчетам. В качестве примера был прове-
ден расчет, предсказывающий распределение по раз-
мерам через одну микросекунду после начала рас-
чета (рис. 11). Поскольку в системе при этом пре-
обладают пузырьки больших размеров, для кото-
рых коэффициенты диффузии определяются с по-
мощью асимптотической аппроксимации, были рас-
смотрены оба варианта аппроксимации (D ∝ R−3

и D ∝ R−4). Рис. 11 показывает, что на масштабе
1 мкс зависимость от выбора асимптотики невели-
ка (влияние заметнее на бо́льших временах). Мож-
но заметить, что распределение, предсказанное ки-
нетической моделью для времени 1 мкс, имеет пики
около пузырьков с низким коэффициентом диффу-
зии.

На рис. 12 показано, как менялась концентрация
пузырьков некоторых размеров в течение 1000 нс.
Видно, что имеет место максимум концентрации для
пузырьков каждого размера.

6. ОБСУЖДЕНИЕ

Рассмотренный в работе относительно неболь-
шой размер МД-модели был ориентирован на повы-
шение физического времени в МД-расчетах. Высо-
кая начальная концентрация растворенного в ОЦК-
уране ксенона позволила ускорить процесс образо-
вания пузырьков и уменьшить времена ожидания
их последующего взаимодействия, что облегчает по-
лучение кинетической информации из МД [49]. Во-
обще говоря, в дальнейшем планируется рассмот-
реть вопрос влияния начальной концентрации га-
за. Современные суперкомпьютерные системы да-

6 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 10. Распределение пузырьков по размерам в различ-

ные моменты времени для 20 траекторий

ют возможность моделировать МД-модели из де-
сятков миллионов атомов с аналогичными EAM-
потенциалами на сотни наносекунд [50], особенно с
использованием графических ускорителей [51, 52].

На первый взгляд, рассмотренная в данной ра-
боте ситуация избытка междоузельных атомов яв-
ляется достаточно специальным случаем неравно-
весной концентрации точечных дефектов, который
может реализовываться только в особенных усло-
виях (например, под облучением). Однако именно
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Рис. 11. Распределение пузырьков по размерам через 1

мкс после начала расчета, полученное решением кинети-

ческих уравнений
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Рис. 12. Изменение концентрации пузырьков с 1, 7, 25 и

30 атомами Xe в течение 1000 нс

для γ-U характерна аномально низкая энергия об-
разования междоузельных атомов Ei ∼ 0.7 эВ и, со-
ответственно, аномально высокая равновесная кон-
центрация междоузельных атомов [34]. Следует от-
метить, что эта особенность γ-U не позволяет при-
менять для описания газовых пузырьков в γ-U об-
щую теорию [8–10], разработанную в приближении
(справедливом для большинства металлов), что рав-
новесная концентрация междоузельных атомов на-
много меньше, чем концентрация вакансий.

Детальный анализ давления газа в пузырь-
ках показал, что на рассмотренных в работе МД-
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траекториях в газовых пузырьках всех размеров,
начиная с наименьших, давление газа выше равно-
весного лапласовского давления. Хотя существова-
ние пересжатых (over-pressurized) газовых пузырь-
ков в топливе U–Mo описано в литературе (см., на-
пример, [53]), информации о механизме формиро-
вания таких пузырьков и давлении газа в них все
еще недостаточно. Интересным результатом данной
работы является существование асимптотики соот-
ношения числа вакансий, составляющих пузырек,
к числу атомов газа в нем, Nvac/n, для пузырьков
небольшого размера (R < 1 нм), начиная с n ∼ 20.
В недавней работе Билера с соавторами [37] были
рассмотрены более крупные пузырьки ксенона раз-
мером 3–8.5 нм в сплаве U–Mo (в рамках точно та-
кой же модели межатомного потенциала [35], что
используется в этой работе), и авторы делают за-
ключение о возрастании соотношения Nvac/n для
пузырьков этих размеров. Асимптотическое значе-
ние давления 25 кбар ∼ Ei/a

3 в пузырьках, рассмот-
ренных нами в данной работе, может быть объясне-
но механизмом выдавливания давлением газа ком-
плексов междоузельных атомов урана с поверхности
пузырька в объем ОЦК-матрицы. Детали подобно-
го механизма требуют специального исследования,
аналогичного, например, работе по МД-анализу ис-
пускания дислокационных петель содержащими ге-
лий нанометровыми пузырьками в вольфраме [54].

Для того чтобы применить разработанную мо-
дель к системе с избыточной концентрацией вакан-
сий, необходимо решить ряд вопросов. Во-первых,
предположение о том, что коэффициент диффузии
пропорционален концентрации междоузельных ато-
мов, не позволяет проводить расчеты при нулевой
концентрации междоузельных атомов. Во-вторых,
при низких концентрациях междоузельных атомов
важно учитывать зависимость соотношения Nvac/n

не только от n, но и от Csia . На рис. 4 для случая с
257 начальными вакансиями решение было построе-
но, только начиная с момента 30 нс, так как до этого
момента концентрация междоузельных атомов была
слишком мала. Кроме того, для описания случая с
пониженной концентрацией междоузельных атомов
соотношение (1) потребовало уточнения.

Результаты данной работы свидетельствуют об
определяющей роли междоузельных атомов в диф-
фузии пересжатых газонаполненных пузырьков, что
говорит об универсальности подобного механизма,
уже обнаруженного нами недавно в диоксиде ура-
на [18]. Наличие междоузельных атомов в припо-
верхностном слое газовых пузырьков существенно

облегчает перестройку поверхности пузырьков, что
обеспечивает колоссальное (на порядки) ускорение
скорости диффузии пузырьков в кристаллической
матрице. Нами установлен факт пропорционально-
сти D ∝ Csia для большинства размеров газовых
пузырьков.

В то же время результаты работы показывают,
что маленькие пузырьки с определенным числом
атомов газа (n = 7 и n = 25) демонстрируют ано-
мально низкую скорость диффузии. Причина это-
го состоит в особенной регулярной форме подоб-
ных пузырьков, соответствующей правильным мно-
гогранникам, в результате чего сильно снижается
число подвижных поверхностных атомов и, следова-
тельно, эффективно снижается и поверхностная са-
модиффузия, обеспечивающая диффузию пузырь-
ков. Некоторые причины несферичности полостей в
ОЦК-металлах были недавно проанализированы в
работе Назарова с соавторами [55]. Низкая подвиж-
ность пузырьков указанных размеров обеспечивает
их высокую концентрацию на больших временах,
что демонстрирует решение кинетической модели,
параметризованной по МД-данным. Наличие высо-
кой концентрации подобных малоподвижных сверх-
малых пузырьков может быть важно с точки зре-
ния интерпретации экспериментальных данных и
построения моделей выхода газа из топлива. Отме-
тим, что наличие большого числа подобных пузырь-
ков может ускользать из рассмотрения, поскольку
предел разрешения основного экспериментального
метода анализа пузырьков — просвечивающей элек-
тронной микроскопии (TEM) — соответствует 1 нм.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проанализирована модель образования газовых
нанопузырьков из ксенона, растворенного в матри-
це ОЦК-урана при избытке междоузельных атомов.
Показано, что для пузырьков размером R ∼ 5–10 Å
(n = 20–100 атомов Xe) характерна одинаковая
концентрация газа. Соответствующее максимальное
предельное давление газа заметно выше равновес-
ного лапласовского и определяется механизмом вы-
давливания газом атомов урана с поверхности пу-
зырька в объем ОЦК-матрицы.

Получены коэффициенты диффузии пузырьков
в рассмотренном диапазоне размеров. Оказалось,
что зависимость коэффициента диффузии от разме-
ра для пузырьков из 1–30 атомов имеет существен-
но немонотонный вид. Обнаружено существование
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малоподвижных пузырьков, форма которых соот-
ветствует форме правильных многогранников. По-
казано, что коэффициенты диффузии для пузырь-
ков большинства рассмотренных размеров пропор-
циональны концентрации междоузельных атомов в
ОЦК-матрице.

Построена кинетическая модель, описывающая
эволюцию функции распределения пузырьков по
размерам. Решение этой модели для времени в
1 мкс, что в 10 раз больше времени рассмотрен-
ных МД-расчетов, показывает длительное сохране-
ние популяции малоподвижных пузырьков в матри-
це.

Расчеты выполнены с использованием Супер-
компьютера “Десмос” СКЦ ОИВТ РАН.

Финансирование. Исследование осуществлено
при частичной финансовой поддержке в рамках
Программы фундаментальных исследований НИУ
ВШЭ.
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Представлен новый метод управления спиновой релаксацией в одномолекулярных магнитах (SMM) с це-

лью устранения спиновой декогеренции до уровня, приемлемого для квантовых вычислений c частотой

релаксации порядка 102 Гц при температуре 2K. Значительная часть SMM имеет быструю магнитную

релаксацию, протекающую по нескольким параллельным каналам, чувствительным к наличию внеш-

него магнитного поля. Подавление части каналов релаксации в таких материалах (их также называют

одноионные магниты, SIM) обычно достигается с помощью электромагнита в макроскопических объе-

мах комплексов. Это неприемлемо для использования отдельных комплексов SIM в качестве кубитов и

заставляет искать пути реализации локального магнитного поля и других типов взаимодействий ком-

плексов в специально подобранной среде, обеспечивающей зеемановское взаимодействие в отсутствие

внешнего поля. В статье показано, что композит из комплексов SIM с ионами Er3+ и ферромагнитных

микрочастиц проявляет остаточную намагниченность в объеме, достаточную для уменьшения частоты

спиновой релаксации. По величине этот эффект конкурирует с известным эффектом гибридизации орби-

талей комплекса при взаимодействии с поверхностью металла. Поэтому микроструктурирование массива

комплексов в ферромагнитной матрице может быть использовано для создания локальных областей с

регулируемой частотой магнитной релаксации.

DOI: 10.31857/S0044451023020086
EDN: OQOMHH

1. ВВЕДЕНИЕ

Очевидные успехи химического дизайна одномо-
лекулярных магнитов (SMM) [1–4] пока не превра-
тили их в готовый прибор и до сих пор не приве-
ли к получению кубитов, спиновых переключателей
или других устройств, использующих квантовые со-
стояния одиночных ионов металлов. Хотя физиче-
ские модели внутриатомных электронных перехо-
дов, учитывающие энергию одноионной анизотро-
пии и электронную структуру энергетических уров-
ней в таких соединениях, разработаны на самом вы-

* E-mail: spintronics2022@yandex.ru

соком квантово-механическом уровне, и имеются ра-
боты, моделирующие квантовые операции в таких
молекулах [5–7], реализация ячейки памяти или ло-
гического устройства на основе отдельных молеку-
лярных комплексов сильно затруднена. Это связано
с тем, что в результате сложной цепочки химиче-
ских реакций, которые задают структуру комплекса
SMM и соответствующее поле лигандов, симметрию
окружения иона и другие требуемые характеристи-
ки, получается макроскопическое количество кри-
сталлитов с размерами около 1–10мкм. Получив-
шийся порошок, как правило, диэлектрик, не позво-
ляет селективно обращаться к отдельным комплек-
сам, записывать и считывать информацию с них.
Поэтому одной из задач реализации практическо-
го применения таких комплексов является органи-
зация массива комплексов внутри некоторой матри-
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цы, которая позволяет обходиться без внешнего по-
ля. В такой матрице можно создавать микро- или
нанодорожки с индивидуальными свойствами ком-
плексов вокруг них и индивидуальной внутренней
намагниченностью. Примером подобной инженерии
может служить система, состоящая из сверхпровод-
ника и молекулярного магнетика, в которой магнит-
ное поле, создаваемое сверхпроводником на его по-
верхности, затормаживает спиновую релаксацию в
комплексах [8]. Имеются и аналогичные работы с
ферромагнетиками, в которых остаточное поле на-
магниченности ферромагнетика устраняет кванто-
вое туннелирование спина в комплексах Co2+, чем
значительно уменьшает частоту спиновой релакса-
ции [9].

Нужно отметить, что до работ [8,9] зеемановское
взаимодействие внутри образца считалось пренебре-
жимо малым [10,11]. В качестве основного механиз-
ма влияния на спиновую релаксацию в комплексах
металлов принималась спин-орбитальная гибриди-
зация комплексов, вызванная установлением хими-
ческой связи между органическими лигандами ком-
плекса и кислородом на окисленной поверхности ме-
таллов [12, 13]. Этот механизм влияния металли-
ческой поверхности на спиновую релаксацию ком-
плексов, расположенных на этой поверхности, дей-
ствительно существует во многих системах и дол-
жен приниматься в расчет при конструировании на-
норазмерных ячеек памяти на литографически со-
зданной поверхности металла с отдельными наноя-
чейками. Поскольку в большинстве случаев в экс-
периментах использовались немагнитные переход-
ные металлы Pt, Cu, Au, при расчете зеемановско-
го взаимодействия принималось во внимание лишь
диполь-дипольное взаимодействие между спинами
комплексов [14]. Поскольку в кристаллической ре-
шетке молекулярного кристалла расстояния между
ионами металлов велики, около 1–3 нм, магнитное
диполь-дипольное взаимодействие между ними дей-
ствительно имеет порядок 0.1К и мало на что спо-
собно влиять.

Однако в работе [9] было показано, что введе-
ние намагниченных микрочастиц в микрокристал-
лический порошок молекулярных комплексов при-
водит к значительному влиянию зеемановского вза-
имодействия на скорость магнитной релаксации в
SIM, блокируя квантовое туннелирование и затор-
маживая релаксацию спинов до желаемых частот
порядка 102 Гц.

Отметим, что одноионные магнетики (SIM) от-
личаются от SMM только тем, что в таких ком-
плексах спиновая релаксация протекает быстрее,

поэтому она недоступна для измерения СКВИД-
магнитометром и не соответствует условиям кванто-
вой декогеренции, необходимым для квантовых рас-
четов. Однако приложение магнитного поля частич-
но блокирует спиновую релаксацию в SIM и сдвига-
ет частоту релаксации до желаемого значения по-
рядка 1–103 Гц.

Рис. 1. Определенная в работе [15] атомная структура

комплекса [Er(HL)(L)] · 4CHCl3 · H2O и микрочастица

PrDyFeCoB, покрытая комплексами эрбия, находящимися

в ее поле рассеяния

В этой работе мы создали композит, аналогич-
ный тому, который был исследован в работе [9], од-
нако рабочее тело композита (комплексы SIM) было
создано на основе комплексов с ионом Er3+ (рис. 1).
Структура, химический состав, длины связей, маг-
нитные свойства комплексов в отсутствие микроча-
стиц были детально исследованы в [15]. Измерение
полевых зависимостей намагниченности при разных
температурах позволило получить параметры спин-
гамильтониана и параметры расщепления уровней
в кристаллическом поле лигандов в комплексе [15].
Магнитные измерения в переменном поле выяви-
ли индуцированное полем поведение SIM-комплекса
эрбия с потенциальным барьером Ueff = 87К при
внешнем поле 1500Э [15]. Магнитная релаксация в
нулевом внешнем поле при T = 2К была столь быст-
рой в этом соединении, что ее частота была выше,
чем частотный диапазон СКВИД-магнитометра (до
1400Гц) и установки PPMS (до 10 кГц) [15]. По-
скольку ионы Er3+ обладают уникальными опти-
ческими свойствами и внутриионные переходы мо-
гут быть легко зарегистрированы по флуоресценции
этих ионов [16,17], они кажутся весьма перспектив-
ными для разработки приборов квантовых вычисле-
ний.

Цель настоящей работы заключалась в установ-
лении каналов спиновой релаксации в одноионных
магнитах на основе Er3+, а также в обнаружении и
определении тех из каналов, которые ускоряют или
замедляют магнитную релаксацию при взаимодей-
ствии комплексов с поверхностью ферромагнитных
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микрочастиц и в установлении физических механиз-
мов изменения низкотемпературной спиновой дина-
мики в комплексах, распределенных в ферромагнит-
ной матрице. Кроме того, целью работы было созда-
ние условий для замедления магнитной релаксации
комплексов до значений, доступных для измерения
в СКВИД-магнитометре при 2К.

2. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДИКА

В экспериментах использовался нейтральный
комплекс лантанидов с химической формулой
[Er(HL)(L)] · 4CHCl3 · H2O, в котором ион Er3+

был окружен кольцами (N3O2) и лигандами L
(2,6-бис(фенилгидразон)пиридин), обеспечивающи-
ми симметричную координацию с группами NO
(рис. 1). Кристаллическая решетка молекулярного
кристалла соответствует пространственной группе
P212121 [15]. Полное описание химического синтеза,
кристаллической структуры и атомной структуры
индивидуального комплекса, включая межатомные
длины, представлены в [15].

(a)

(b)
Рис. 2. СЭМ-изображения чистого комплекса Er (a) и эле-

ментный состав комплекса (b) с указанием области прове-

дения анализа EDX на вставке

Локальный химический состав образца и кар-
тирование химических элементов определялись ме-
тодом энергодисперсионного рентгеноструктурного
анализа (EDX) в сканирующем электронном мик-
роскопе (СЭМ) SUPRA 25 (Zeiss). Фазовый анализ
выполнялся на Superprobe-733 (JEOL), оснащенном
анализатором Inca Energy EDX. Площадь анализи-
руемого участка составляла 1мкм2. Глубина про-
никновения рентгеновского излучения составляла
около 1мкм. На рис. 2 a показана морфология по-
рошка комплекса. На рис. 2 b показан спектр EDX
и соответствующий участок поверхности прессован-
ного комплекса без микрочастиц (рис. 2 b, врезка),
на котором был выполнен химический анализ прес-
сованного материала.

Микрочастицы (МЧ) Pr16Dy17Fe42Co24B1 полу-
чались методом распыления расплава в потоке арго-
на. После кристаллизации капель средним размером
10 мкм получившиеся МЧ были использованы для
создания композита. Композитный материал прес-
совался в таблетки под давлением при концентраци-
ях 85 об.% микрочастиц и 15 об.% порошкового ком-
плекса. Для проверки также был изготовлен обра-
зец с 20 об.% комплекса. Это соотношение было на-
ми подобрано в результате оптимизации полезного
сигнала магнитной восприимчивости комплексов эр-
бия в композите. Объемные концентрации комплек-
сов SIM и МЧ должны быть подобраны таким обра-
зом, чтобы внутреннее магнитное поле было прибли-
зительно одинаковым везде, где находятся комплек-
сы, т. е. тонкий слой порошка SIM должен покры-
вать МЧ, а распределение МЧ по размерам должно
быть узким. Аттестация химического состава таб-
летки позволяет оценить среднее расстояние меж-
ду ферромагнитными МЧ — около 10мкм, убедить-
ся в целостности микрочастиц, подтвердить одно-
родное распределение комплекса Er3+ между МЧ и
оценить атомные доли элементов. Ряд изображений
СЭМ и EDX, характеризующих прессованный ком-
позит МЧ с порошком SIM, представлены, соответ-
ственно, на рис. 3 и 4.

Рис. 3. СЭМ-изображения различных участков композит-

ного материала на основе комплекса Er и микрочастиц

PrDyFeCoB, полученные на микроскопе Tescan Solaris
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Рис. 4. СЭМ-изображение композитного материала на ос-

нове комплекса Er3+ и микрочастиц PrDyFeCoB с много-

слойным наложением элементного картирования (a); рас-

пределение химических элементов Fe,Co,Pr,Dy,Er на по-

верхности композитного материала (b–f )

Химические элементы, входящие в состав МЧ,
были локализованы в областях, заполненных толь-
ко МЧ (рис. 4 b–e), тогда как Er был распростра-
нен и в пространстве между МЧ (рис. 4 e). Атом-
ный состав композитного образца, определенный
по спектру EDX (рис. 5), был близок к ожидаемо-
му составу, рассчитанному по исходным объемным
долям: Fe (46.7 ат.%), Co (9.4 ат.%), Pr (8.8 ат.%),
Dy (8.7 ат.%), Er (12.3 ат.%).

Мы анализировали три типа прессованных об-
разцов: 1) образец 1 представляет собой чистый по-
рошковый комплекс Er [15], спрессованный в наших
экспериментах (рис. 2); 2) образец 2, который пред-
ставляет собой спрессованную смесь комплекса Er с
МЧ; 3) образец 3 — спрессованные МЧ, не содержа-
щие комплексов Er.

(a)

(b)

(c)

Рис. 5. a) СЭМ-изображение участка композитного мате-

риала на основе комплекса Er и микрочастиц PrDyFeCoB

с указанием области проведения анализа EDX, b) эле-

ментный состав, определенный в области «Спектр 1» на

рис. a, c) элементный состав, определенный в области

«Спектр 2» на рис. а
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Магнитные измерения проводились с помо-
щью СКВИД-магнитометра (MPMS XL, Quantum
Design). Измерения магнитной восприимчивости
в переменном магнитном поле (AC) проводились
при амплитуде переменного поля 4Э в диапазоне
температур 1.8–5К на частотах 0.1–1400Гц. Ре-
гистрировались действительная χ′ и мнимая χ′′

составляющие магнитной восприимчивости χ.

Рис. 6. Частотные зависимости действительной χ′(1 , 2 ) и

мнимой χ′′(3 , 4 ) частей магнитной восприимчивости, за-

регистрированных при температуре 2К в нулевом магнит-

ном поле в образце 1 (чистый комплекс Er3+ без МЧ).

Оранжевые (1 ) и синие (3 ) символы соответствуют ком-

плексам без предварительного намагничивания, желтые

(2 ) и голубые (4 ) символы соответствуют комплексам,

подвергнутым предварительному воздействию в магнит-

ном поле 1Тл

Сначала мы убедились, что в отсутствие магнит-
ного поля в образце 1 (без ферромагнитных микро-
частиц) отсутствуют пики на частотных зависимо-
стях действительной χ′ и мнимой χ′′ частей магнит-
ной восприимчивости (рис. 6).

Перед прессованием композита нами были ат-
тестованы магнитные свойства образца 3 (т. е. од-
них только ферромагнитных частиц, спрессованных
без добавления комплекса эрбия (рис. 7d ). В диапа-
зоне температур 2–5К, в котором мы исследовали
свойства композитного материала, коэрцитивная си-
ла фиксированных МЧ составляла HC = 21.6 кЭ, а
при комнатной температуре HC = 0.60 кЭ. Остаточ-
ный магнитный момент составлял Mrem = 0.6мкВ
на формульную единицу, в то время как намагни-
ченность насыщения составляла Msat = 1.13мкВ на
формульную единицу в поле 50 кЭ (рис. 7).

Температура блокировки МЧ, определённая в
точке пересечения температурных зависимостей

магнитного момента при охлаждении в поле (FC)
и при охлаждении в нулевом поле (ZFC), превы-
шает 350К (рис. 7b). Было проверено, что ниже
температуры блокирования намагниченности МЧ
не вносят вклада в частотные зависимости воспри-
имчивости от переменного магнитного поля при
2–5К. Магнитные параметры МЧ далее использо-
вались для оценки остаточного магнитного поля
в намагниченном композите. Свойства массивов
МЧ Pr16Dy17Fe42Co24B1 описаны в работе [18].
Таким образом, все описанные далее максимумы
магнитной восприимчивости принадлежат только
комплексу Er3+. В дальнейших экспериментах один
и тот же протокол измерений был реализован для
всех трех образцов. Магнитная восприимчивость в
переменном поле (AC) использовалась для зондиро-
вания релаксационных процессов в комплексах по
наличию сигналов действительной χ′(f) и мнимой
χ′′(f) частей магнитной восприимчивости.

Рельеф поверхности и распределение градиента
магнитной силы вдоль поверхности прессованного
образца были получены с помощью атомно-силового
(режим АСМ) и магнитно-силового (режим МСМ)
микроскопа «Интегра-Аура» (НТ-МДТ) при темпе-
ратуре 290К (рис. 8). Двухпроходный алгоритм ска-
нирования МСМ обеспечивает минимизацию влия-
ния топографии на сканируемую магнитную кар-
ту поверхности. Для сканирования поверхности ис-
пользовался кантилевер MFM LM на кремниевой ос-
нове, покрытый тонкой пленкой CoCr с коэрцитив-
ной силой HC = 400Э, что не превышает коэрци-
тивную силу МЧ, HC = 600Э, при высоких темпе-
ратурах. Расстояние между кантилевером и части-
цей было близко к амплитуде колебаний кантиле-
вера. Затем кантилевер располагался на расстоянии
50 нм от образца. Фаза колебаний кантилевера ϕ бы-
ла прямо пропорциональна градиенту силы магнит-
ного диполя между частицей и кантилевером. От-
личие рельефа поверхности (рис. 8a) от магнитного
рельефа (рис. 8b) говорит о правильной настройке
сканирования, при которой можно независимо ис-
следовать магнитные моменты микрочастиц в ком-
позите.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Сначала приведем данные о магнитной воспри-
имчивости чистого комплекса в отсутствие ферро-
магнитных микрочастиц, т. е. для образца 1, поме-
щенного во внешнее магнитное поле. В чистом ком-
плексе Er3+ (образец 1), как уже было отмечено,
не наблюдается медленной магнитной релаксации
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 7. a) Петли гистерезиса микрочастиц Pr16Dy15Fe42Co24B1 (образец 3) при температурах 2, 300 и 350К, b) темпе-

ратурные зависимости магнитного момента одиночной микрочастицы среднего диаметра 10мкм, записанные в режимах

ZFC и FC, c) температурная зависимость остаточного магнитного момента одной формульной единицы ферромагнитной

частицы, выраженного в магнетонах Бора (образец был намагничен перед записью температурной зависимости в поле

50 кЭ при 2К), d ) частотная зависимость действительной (1 ) и мнимой (2 ) частей магнитной восприимчивости МЧ в

магнитных полях 0, 1 и 10 кЭ при температуре 2К

в нулевом магнитном поле при температурах 2–5К
в диапазоне частот 0.1–1400Гц (рис. 6). Кроме то-
го, не наблюдалось никаких пиков на зависимостях
χ′(f) и χ′′(f) для одних только МЧ без комплексов
Er3+ в образце 3 (рис. 7d ). Исходные компоненты
композита не проявляют медленной релаксации на-
магниченности при температуре 2–5К. Этот факт
был подтвержден и многочисленными предыдущи-
ми измерениями для комплексов Er3+ с различной
симметрией полей лигандов [19–26].

В постоянном магнитном поле 300–2000Э обра-
зец 1 демонстрировал наличие частотно-зависимого
сигнала действительной и мнимой частей магнит-
ной восприимчивости (рис. 9a, b). В работе [15] появ-
ление этого сигнала объяснялось подавлением тун-
нельной магнитной релаксации в магнитном поле и
уменьшением частоты спиновой релаксации до та-
ких значений, которые доступны для регистрации в
частотном окне СКВИД-магнитометра 0.1–1400Гц.
Поскольку главным параметром, характеризующим
спиновую релаксацию, является частота спиновой
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(a)

(b)

Рис. 8. АСМ-изображение (a) и соответствующее ему

МСМ изображение (b) композитного материала на осно-

ве комплекса Er и микрочастиц PrDyFeCoB

релаксации fc, мы строили зависимости мнимой ча-
сти магнитной восприимчивости от ее действитель-
ной части и извлекали fc в результате аппроксима-
ции формулами

χ′(f) = χS +

+
(χT + χS)

(
1 + (2πf/fc)

1−α sin (πα/2)
)

1 + 2 (2πf/fc)
1−α

sin (πα/2) + (2πf/fc)
2(1−α)

,

(1)

χ′′(f) =

=
(χT − χS) (2πf/fc)

1−α cos (πα/2)

1 + 2 (2πf/fc)
1−α

sin (πα/2) + (2πf/fc)
2(1−α)

.

(2)

(a)

(b)

(c)

Рис. 9. Частотные зависимости действительной χ′ (a )

и мнимой χ′′ (b ) частей магнитной восприимчивости

в образце 1 при температуре 2К в постоянных полях

300–2000 Э; графики Коула – Коула χ′(χ′′) образца 1 при

T = 2К и внешнем поле 300–2000Э (c ); cплошные ли-

нии — аппроксимации уравнениями Коула –Коула
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Параметр α характеризует ширину распределе-
ния fc, обусловленную неоднородностью внутрен-
него магнитного поля в композите. Значения χS ,
χT представляют собой соответственно адиабатиче-
скую и изотермическую восприимчивости [22, 25].
Диаграммы Коула – Коула χ′(χ′′) анализировались
после исключения частоты из выражений (1) и (2)
при различных температурах и внешних полях
(рис. 9с).

Рис. 10. Зависимость действительной и мнимой частей

магнитной восприимчивости образца 1 от величины под-

магничивающего поля DC при температуре 2К. Амплитуда

поля AC hAC = 4Э, частота fAC = 100 Гц

В образце 2 (комплекс с микрочастицами) перед
измерениями зависимостей магнитной восприимчи-
вости от частоты нужно было сначала оптимизиро-
вать внешнее поле, при котором проводятся измере-
ния. Для этого на образце 1 были проведены изме-
рения зависимостей χ′(H) и χ′′(H) при постоянной
частоте 100Гц (рис. 10). Эти измерения позволили
установить, что максимум мнимой части обнаружи-
вается в магнитном поле около 1.5 кЭ при темпера-
туре 2К.

Оптимальное поле 1.5 кЭ было использовано для
дальнейших измерений композита (образца 2) в маг-
нитном поле. На рис. 11 приведены графики Коу-
ла – Коула χ′(χ′′) образца 2 при T = 2–4К во внеш-
нем поле H = 1500Э (рис. 11a) и зависимость χ′(χ′′)

в нулевом внешнем поле H = 0 после предваритель-
ного намагничивания образца 2 в поле H0 = 0–5Tл
при T = 2К (рис. 11b). Видно, что, в отличие от об-
разца 1, сигнал магнитной релаксации присутству-
ет как во внешнем поле 1500Э (рис. 11a), так и в
его отсутствии при предварительном намагничива-
нии микрочастиц в композите (рис. 11b). Это гово-
рит о том, что намагниченные микрочастицы влия-

(a)

(b)

Рис. 11. a) Графики Коула –Коула χ′(χ′′) образца 2 при

T = 2–4К при внешнем поле H = 1500Э, b) зависимость

χ′(χ′′) в нулевом внешнем поле H = 0 после предваритель-

ного намагничивания образца 2 в поле H0 = 0–50 кЭ при

T = 2K. Направления роста температуры и поля предва-

рительного намагничивания показаны стрелками. Сплош-

ные линии представляют собой аппроксимации системой

уравнений (1) и (2)

ют на расщепление спиновых уровней в ионах эрбия
и сдвигают частоту магнитной релаксации в удобное
для регистрации частотное окно.

На рис. 12 представлены немонотонные зависи-
мости χ′(f) и χ′′(f), полученные в отсутствие внеш-
него поля в образце 2 при 2К. В отличие от образ-
ца 1, в образце 2 наблюдается магнитная релаксация
даже в нулевом внешнем поле H = 0. Поскольку на-
личие ферромагнитных МЧ в образце 2 является его
существенным отличием от образца 1, можно заклю-
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(a)

(b)

Рис. 12. Зависимости действительной χ′ и мнимой χ′′ ча-

стей магнитной восприимчивости в композитном образ-

це 2, записанные в нулевом внешнем поле H = 0 при

T = 2К после их намагничивания в постоянном поле

H0 = 0–50 кЭ. Стрелки указывают направление увеличе-

ния поля, используемого для предварительного намагни-

чивания образца

чить, что появление излома на зависимости χ′(f) и
максимума на зависимости χ′′(f) на рис. 12 обуслов-
лены наличием ферромагнитных МЧ, намагничен-
ных в поле, приложенном перед экспериментами.

Если из представленных выше измерений из-
влечь методом Коула – Коула частоту магнитной ре-
лаксации fc при разных температурах, для образ-
цов 1 и 2 получатся температурные зависимости
fc(T

−1) и fc(T 1) в поле 1.5 кЭ (рис. 13).

(a)

(b)

Рис. 13. Зависимость частоты релаксации fc от обрат-

ной температуры T−1, полученная в магнитном поле

H = 1500Э в образце 1 (1 ) и образце 2 (2 ) при объем-

ных концентрациях комплексов эрбия 15% (2 ) и 20% (3 ) в

координатах fc(T
−1) (a) и в координатах fc(T ) (b). Сплош-

ные линии на рис. a — аппроксимации уравнением (3)

Кривая 1 для образца 1 повторяет зависимость,
полученную в [15]. Видно, что в образце 2 часто-
та релаксации в поле 1.5 кЭ больше на порядок ве-
личины при температуре 2К (кривая 2 на рис. 13).
Таким образом, в присутствии внешнего поля час-
тота магнитной релаксации эрбия в композите уве-
личивается по сравнению с чистым образцом эрбия.
На рис. 13b показано, что зависимости fc(T ) спрям-
ляются в полулогарифмических координатах. Далее
будет показано, что этот факт не соответствует ни
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(a)

(b)

Рис. 14. a) Зависимость частоты релаксации fс в образ-

це 2, определенной в нулевом внешнем поле H = 0 после

предварительного намагничивания образца в различных

полях H0, от значения H0, показанного на горизонтальной

оси при T = 2К (1 ). Зависимость остаточного магнитного

момента Mrem образца 3, нормированного на его макси-

мальное значение Mrem(MAX ) при T = 2К (2 ). b) Зависи-

мость частоты релаксации fс в образце 1 (1 ), измеренная

во внешнем поле H при T = 2К; частота релаксации в

образце 2 (2 ), измеренная в нулевом поле от остаточного

поля Hrem , созданного предварительным намагничивани-

ем образца; частота релаксации в образце 2 (2 ′), измерен-

ная во внешнем поле 1500Э и с представленной поправкой

200Э, вызванной внутренним полем в композите. Сплош-

ные линии — аппроксимации уравнением (4)

одному из известных механизмов магнитной релак-
сации ни в чистых комплексах, ни в их компози-
тах с ферромагнитными микрочастицами. Возмож-

но, это указывает на существование неизвестного до
сих пор механизма магнитной релаксации, которая
подчиняется в комплексах Er3+ эмпирической зави-
симости fc ∼ α+ β exp(γT ), где α, β и γ — парамет-
ры, не зависящие от температуры.

Поскольку некоторые каналы релаксации могут
быть подавлены внешним магнитным полем, мы ис-
следовали зависимость частоты релаксации, извле-
каемой методом Коула – Коула от магнитного по-
ля [27]. На рис. 14a показана зависимость fc от по-
ля H0, используемого для предварительного намаг-
ничивания МЧ в нем, в условиях, когда магнит-
ная восприимчивость измеряется в нулевом внеш-
нем поле при температуре 2К (кривая 1). Для срав-
нения показана зависимость нормированной оста-
точной намагниченности образа 3Mrem/Mrem(MAX )

от предварительно приложенного поля. Эта зависи-
мость также была получена в нулевом внешнем поле
в независимом измерении. Видно, что кривые fc(H0)

иMrem/Mrem(MAX )(H0) обладают сходством, что го-
ворит о том, что зеемановское взаимодействие ионов
эрбия в комплексах с намагниченными МЧ влияет
на частоту релаксации. На рис. 14b показана зависи-
мость частоты релаксации fc от остаточного магнит-
ного поля Hrem , рассчитанного из измеренной на-
магниченности Mrem по формуле Киттеля для од-
нородно намагниченного шара Hrem = 2/3πMrem.
При этом мы исходили из данных [9], где на при-
мере композита с ионами Co2+ было установлено,
что при используемой концентрации комплексов и
тех же микрочастицах внутреннее остаточное поле
близко к полю на поверхности одной микрочастицы.

Таким образом, хотя оценка внутреннего поля,
создаваемого ансамблем хаотически распределен-
ных микрочастиц затруднительна, мы воспользова-
лись результатом предыдущей работы [9], где экви-
валентное внутреннее поле Hrem измерялось путем
определения положения пика на кривой χ′′(f) в ком-
позите комплекса Co с той же концентрацией МЧ,
что и в композите комплекса эрбия и МЧ в данной
работе.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Хотя на рис. 13b зависимости fc(T ) спрямляются
в полулогарифмических координатах, мы аппрокси-
мировали данные на рис. 13a общепринятым выра-
жением, учитывающим несколько конкурирующих
вкладов, определяющих скорость спиновой релак-
сации [3, 4, 19, 28, 29]:
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Таблица 1. Параметры аппроксимации зависимостей f(T−1) уравнением (3) в образцах 1 и 2

fQTM , Гц A, Э−4с−1К−1 C, с−1К−n n f0, с Ueff , К

Образец 1 200 4.74 · 10−13 1.40 6.14 4.0 · 10−12 87

Образец 2 98 6.83 · 10−11 1.47 6.42 4.0 · 10−12 87

Таблица 2. Параметры аппроксимации зависимостей fc(Hrem) уравнением (4) в образцах 1 и 2

A1, с−1К−1Э−4 B1, с−1 B2, Э−2 Z, с−1

Образец 1 1.431 · 10−11 1815 9.43 · 10−6 34

Образец 2 1.098 · 10−12 644 5.45 · 10−6 872

fc = fQTM (H) +

+AH4T + CT n + f0 exp

(−Ueff

kT

)
, (3)

где Ueff — эффективный энергетический барьер,
возникающий из-за одноионной магнитной анизо-
тропии и разделяющий состояния иона с противоп-
чернаяоложными направлениями спина, k — посто-
янная Больцмана. Член fQTM (H) в уравнении (3)
зависит от поля, но не зависит от температуры, по-
скольку он связан с квантовым туннелированием
намагниченности (QTM). Слагаемое A(H)T описы-
вает прямую релаксацию, зависящую от поля, то-
гда как слагаемое CT n соответствует независимому
от поля рамановскому процессу с n = 6 для ионов
Крамерса, каким является Er3+. Экспоненциальный
член f0 exp(−Ueff /kT ) описывает частоту независи-
мой от поля спин-решеточной релаксации Орбаха.
Извлеченные параметры аппроксимации зависимо-
сти fc(T−1) приведены в табл. 1

Изменение под действием микрочастиц в основ-
ном претерпевают два параметра, fQTM и A, отно-
сящиеся соответственно к квантовому туннелирова-
нию и прямой магнитной релаксации. При добав-
лении МЧ параметр fQTM уменьшается примерно
в 2 раза, а параметр A увеличивается примерно в
100 раз. Остальные параметры, C, n, f0, Ueff , оста-
ются постоянными и близки к значениям, выявлен-
ным в [15] для образца 1. При высоких температу-
рах, более 4К, различие между значениями fc на
кривых 1 и 2 рис. 13a исчезает, поскольку доминиру-
ющими становятся магнитные релаксации Рамана и
Орбаха, не зависящие от поля.

Далее мы анализировали зависимость расчетной
частоты релаксации fc от внешнего поля и от эф-
фективного магнитного поля в композите, которое
складывается из внешнего поля и магнитного по-
ля, создаваемого предварительно намагниченными

микрочастицами. Поле, создаваемое такими микро-
частицами, варьировалось в диапазоне 0–1.2 кЭ. На
рис. 14b видно, что в образце 1 (черная кривая 1) во
внешнем поле частота релаксации меньше по срав-
нению с композитным образцом 2 (красная кри-
вая 2) в том же внутреннем остаточном поле. Это
можно объяснить двумя способами: либо неверно
рассчитано остаточное поле в композите, либо име-
ется дополнительный канал влияния контакта МЧ
с комплексами, кроме их зеемановского взаимодей-
ствия.

На рис. 14b одиночный символ (2 ′) соответству-
ет частоте релаксации, определенной в образце 2 во
внешнем магнитном поле, скорректированном с рас-
четным внутренним полем в образце 2, т. е. к внеш-
нему полю мы добавили поле однородно намагни-
ченного шара Hrem = 2/3πMrem = 200Э. Этот экс-
перимент с образом 2 в поле хорошо соответству-
ет полевой зависимости, записанной в нулевом по-
ле (красные символы). Это показывает, что оценка
внутреннего остаточного поля верна. Немонотонная
зависимость fc(H) в эталонном образце 1 указывает
на конкуренцию двух различных процессов проти-
воположного знака, влияющих на частоту релакса-
ции. Один процесс уменьшает частоту релаксации,
а другой ее увеличивает (рис. 10). Процесс умень-
шения fc (положительный эффект) зависит от по-
ля, тогда как процесс увеличения fc (отрицатель-
ный эффект) является просто результатом покры-
тия комплекса Er3+ металлической матрицей.

Разумно предположить, что положительный эф-
фект оказывает влияние внутреннего магнитного
поля ферромагнитной матрицы на прямую и тун-
нельную релаксацию, а отрицательный вклад, не за-
висящий от поля и целиком сдвигающий всю кри-
вую вверх по оси частот, соответствует химической
модификации комплексов за счет их контакта с ме-
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таллическими МЧ. Модификация химических свя-
зей в комплексах SMM и SIM, нанесенных на метал-
лическую поверхность, хорошо известна и описана
в литературе [12, 13, 30]. Гибридизация орбитально-
го момента комплексов, нанесенных на металличе-
скую поверхность, является доминирующим движу-
щим фактором, удобным для объяснения увеличе-
ния частоты релаксации (отрицательный эффект).
Положительный эффект можно объяснить анало-
гично наблюдаемому в [8], где рассеивающее поле
сверхпроводника влияло на спиновую динамику в
молекулярных магнетиках, нанесенных на металли-
ческую поверхность. В работе [8] под действием по-
ля рассеяния сверхпроводника инициирован переход
SMM из спинового состояния, заблокированного ба-
рьером анизотропии, в состояние, в котором проис-
ходит релаксация с помощью QTM. В наших экспе-
риментах этот механизм обеспечивает зависимость
частоты релаксации от поля.

Зависимости частоты релаксации от внешнего
магнитного поля для квантового туннелирования и
прямой релаксации хорошо известны для одноион-
ных магнетиков Er3+ [19,20,31]. Для аппроксимации
зависимости fc(Hrem) (рис. 14b) использовалось сле-
дующее выражение:

fc =
B1

1 +B2H2
rem

+A1H
4
remT + Z. (4)

Первый член в уравнении (4) соответствует по-
левой зависимости частоты квантовой туннельной
релаксации; второй член соответствует прямой ре-
лаксации, зависящей от поля, а третий член Z со-
ответствует вкладам гибридизации и магнитных ре-
лаксаций Рамана и Орбаха, не зависящих от магнит-
ного поля. Параметры, извлеченные из аппроксима-
ции зависимости fc(Hrem), представлены в табл. 2.

Коэффициент, соответствующий прямой релак-
сации A1, лежит в диапазоне, характерном для дру-
гих соединений Er3+ [20, 21, 32]. Значения парамет-
ров B1 и B2 также близки к опубликованным для
ионов Er3+ в указанной литературе. Сравнение этих
параметров в образце 1 и образце 2 в табл. 2 пока-
зывает, что наиболее сильное различие проявилось в
параметре Z, который соответствует не зависящим
от поля магнитным релаксациям Рамана и Орбаха
и эффекту гибридизации. Этот факт подтверждает
гипотезу о том, что отрицательный эффект (нисхо-
дящая часть кривой 1 на рис. 14b) обусловлен про-
цессами, не зависящими от магнитного поля.

5. ВЫВОДЫ

1. Магнитная релаксация в комплексах
[Er(HL)(L)](solv) изменяется после их внедрения
в ферромагнитные среды. Мы обнаружили две при-
чины влияния матрицы PrDyFeCoB на магнитную
релаксацию: (i) орбитальная гибридизация, вызван-
ная химическим связыванием соединения с поверх-
ностью металла, увеличивает частоту релаксации;
(ii) магнитодипольное взаимодействие, обеспечивае-
мое остаточной намагниченностью матрицы, умень-
шает частоту релаксации.

2. Комплексы [Er(HL)(L)](solv) с быстрой релак-
сацией в нулевом поле неудобны для квантовых опе-
раций. Введение комплексов в ферромагнитную сре-
ду приводит к частоте релаксации, доступной для
обнаружения СКВИД-магнитометром даже в нуле-
вом внешнем поле. Внутреннее магнитное поле по-
давляет прямую релаксацию и квантовую туннель-
ную релаксацию, в то время как релаксации Рамана
и Орбаха остаются неизменными.

3. Внутреннее остаточное магнитное поле мас-
сива микрочастиц PrDyFeCoB зависит от намагни-
ченности микрочастиц. Это поле можно изменять
в диапазоне 0–1.2 кЭ, ограниченном магнитным на-
сыщением ферромагнитных зерен в микрочастицах.
Этого диапазона достаточно, чтобы поддерживать
медленную магнитную релаксацию в комплексах,
помещенных между микрочастицами. Магнитной
релаксацией можно управлять с помощью предва-
рительно приложенного внешнего магнитного поля,
обеспечивающего остаточное поле желаемой вели-
чины.

4. Предложен простой способ уменьшения час-
тоты магнитной релаксации в тех соединениях, где
экспериментальное наблюдение магнитной релакса-
ции невозможно в нулевом внешнем поле. Облегче-
ние измерения релаксации может включать множе-
ство новых соединений в кругу потенциально удоб-
ных квантовых кубитов.
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Рассмотрены взаимодействующие электрон и дырка в дихалькогенидах переходных металлов. Для иссле-

дования взаимодействия было получено уравнение Бете – Солпитера в ведущем порядке по потенциалу

взаимодействия. Показано, что поведение потенциала на малых расстояниях существенно влияет на зна-

чения энергий связи электрона и дырки. Получено, что разложение уравнения Бете –Солпитера при

малой константе связи не содержит сингулярных операторов. Поэтому энергия связи электрона и дырки

не содержит параметра регуляризации. Используя теорию возмущений по константе связи, мы аналити-

чески рассчитали энергии основного и первого возбужденного состояний. Для произвольных значений

константы связи численно получены энергии связанных состояний электрона и дырки. Также численно

найдены критические значения константы связи для кулоновского потенциала и для экспоненциально

убывающего потенциала.

DOI: 10.31857/S0044451023020098
EDN: OQSTQJ

1. ВВЕДЕНИЕ

В 2004 г. появилась знаменитая статья [1], по-
священная экспериментальному исследованию гра-
фена. Статья вызвала всплеск интереса к двумер-
ным и квазидвумерным материалам. Одними из та-
ких материалов являются двумерные дихалькоге-
ниды переходных металлов (ДПМ). Эти материалы
представляют собой полупроводники, имеющие ши-
рину запрещенной зоны порядка 2 эВ, см., напри-
мер, [2]. Кроме того, ДПМ — это дираковские ма-
териалы, т. е. движение одночастичных возбужде-
ний электронного газа в них описывается двумер-
ным уравнением Дирака. Исследование энергий эк-
ситонных состояний (связанных состояний электро-
на и дырки) для ДПМ является интересной зада-
чей как с экспериментальной, так и с теоретической
точек зрения. Сравнение теоретических предсказа-
ний экситонного спектра со спектром, полученным
экспериментально, может дать понимание природы
электрон-электронного взаимодействия в ДПМ.

* E-mail: p.a.krachkov@inp.nsk.su
** E-mail: i.s.terekhov@inp.nsk.su

Теоретическое исследование взаимодействую-
щих электрона и дырки в материалах представляет
собой довольно сложную задачу. Эта сложность
связана с нетривиальностью введения взаимодей-
ствия в модель. Было много попыток описать
взаимодействие электрона и дырки в двумерных
ДПМ, см., например, [3–10]. Так, в работе [5]
для нахождения гамильтониана, описывающего
взаимодействующие электрон и дырку, авторы пре-
образовали гамильтониан невзаимодействующих
электрона и дырки к блочно-диагональному виду.
Затем полученный гамильтониан разложили по
малому параметру в предположении, что кинетиче-
ская энергия много меньше ширины запрещенной
зоны. После этого в гамильтониан ввели слагае-
мое, отвечающее кулоновскому взаимодействию.
В работе [3] для нахождения спектра экситонов
и исследования критического поведения системы
рассматривается двумерное модифицированное
уравнение Дирака для частицы в кулоновском
поле. В работах [4, 6] гамильтониан системы был
выбран в виде суммы трех слагаемых. Первое
второе и третье слагаемые являются кинетической
энергией частицы с приведенной массой, потенци-
алом взаимодействия и слагаемым, связанным с
кривизной Берри, соответственно. Также в рабо-
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те [4] для описания системы обсуждались еще два
уравнения. Первое — уравнение Шредингера для
двух взаимодействующих дираковских частиц с га-
мильтонианом, разложенным по малому параметру
отношения энергии связи к ширине запрещенной
зоны. Второе уравнение является некоторой моди-
фикацией уравнения Бете – Солпитера. В работе [9]
рассматривается уравнение Шредингера для двух
взаимодействующих дираковких частиц. Авторы
получили разложение этого уравнения по малой
константе связи в ведущем и следующем за ве-
дущим порядке. Результат разложения совпал с
уравнением, полученным в [4]. Было обнаружено,
что при разложении гамильтониана возникают
неинтегрируемые сингулярные операторы. Поэто-
му для вычисления поправок по константе связи
к энергиям экситона необходимо ввести некото-
рый параметр регуляризации [9]. Таким образом,
поправки зависят от параметра регуляризации.
Зависимость энергий связи от внешних параметров
выглядит необычно, поэтому необходимо даль-
нейшее изучение взаимодействующих электрона и
дырки. Различные подходы к задаче показывают
сложность добавления в систему взаимодействия
между электронами.

Эта сложность связана с тем, что задача о вза-
имодействии электрона и дырки в дихалькогени-
дах не является двухчастичной, поскольку суще-
ствуют электроны под поверхностью Ферми, кото-
рые приводят к появлению электрон-дырочных воз-
буждений в промежуточных состояниях. Аналогич-
ные задачи рассматривались в рамках квантовой
теории поля, см., например, [11,12]. Уравнение, опи-
сывающее связанные состояния электрона и дыр-
ки, — это уравнение Бете – Солпитера (УБС). Поэто-
му для нахождения экситонного спектра необходи-
мо получить УБС для системы взаимодействующих
электрона и дырки. УБС для полупроводников было
получено в работе [13]. УБС для двумерных ДПМ
рассматривалось работах [8,10]. В работе [8] авторы
численно решили УБС и нашли спектр экситонов.
При получении спектра учитывались как приближе-
ние случайных фаз для потенциала, так и поправки,
связанные с оператором собственной энергии. Од-
нако одночастичная функция Грина, используемая
в работе [8], соответствует частице с параболиче-
ской зависимостью энергии от импульса, тогда как
в ДПМ одночастичные возбуждения описываются
двумерным уравнением Дирака и имеют другой за-
кон дисперсии. Приближение для функции Грина,
используемое в работе [8], означает малость кине-
тической энергии частицы по сравнению с шириной

запрещенной зоны. Однако величины кинетической
энергии и энергии взаимодействия для электронов
в ДПМ имеют порядок ширины запрещенной зо-
ны, поэтому такое приближение для функции Грина
некорректно.

В настоящей работе мы получаем УБС для си-
стемы взаимодействующих электрона и дырки в
двумерных ДПМ в ведущем порядке по потенциалу
взаимодействия. Мы исследуем решения полученно-
го уравнения для разных значений константы связи
и для разных типов потенциалов. Для кулоновско-
го потенциала мы находим аналог нерелятивистско-
го приближения для УБС, который можно исполь-
зовать в случае малой константы связи. Найденное
уравнение отличается от полученного в работах [4,9]
и не содержит неинтегрируемых операторов, поэто-
му поправка к энергии экситона не зависит от пара-
метра регуляризации. Мы также находим численно
критическое значение константы связи, т. е. значе-
ние константы связи, при котором энергия основ-
ного состояния экситона достигает валентной зоны.
Для исследования поведения решений вблизи кри-
тических значений константы связи мы рассмотрели
локализованный потенциал, не содержащий особен-
ностей.

Статья имеет следующую структуру: в разд. 2
мы описываем модель, получаем УБС для электро-
на и дырки; в разд. 3 рассматриваем разложение
УБС при малой константе связи и показываем, что
стандартный метод разложения УБС в случае куло-
новского потенциала приводит к появлению неинте-
грируемых поправок к потенциалу взаимодействия.
В разд. 3.1 находим правильное разложение УБС в
случае кулоновского потенциала взаимодействия. В
разд. 4 представлено точное численное решение для
УБС. В этой же главе мы сравниваем точное реше-
ние и решение, полученное с помощью теории воз-
мущений. Также мы находим критические значения
констант связи. В Заключении обсуждаются полу-
ченные результаты.

2. МОДЕЛЬ

Стартовой точкой нашего рассмотрения являет-
ся гамильтониан, описывающий спектр одночастич-
ных возбуждений в двумерных ДПМ [14]:

Ĥλ = v0 (τ p̂xσ
x + p̂yσ

y) +
∆

2
σz − λτ

σz − 1

2
sz, (1)

где (σx, σy, σz) — матрицы Паули, отвечающие псев-
доспиновой степени свободы, p̂ = (p̂x, p̂y) — опе-
ратор импульса, sz — матрица Паули, отвечающая
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спиновой степени свободы, τ = ±1 — индекс, отве-
чающий долине, λ — параметр спин-орбитального
взаимодействия, ∆ — ширина запрещенной зоны. В
уравнении (1) мы ввели скорость v0 = at/~, a — по-
стоянная решетки, t — интеграл перекрытия, ~ —
постоянная Планка, см. детали в [14]. Значения па-
раметров ∆, λ, t, и a можно найти в таблице 1 ра-
боты [14]. Поскольку λ/∆ ≪ 1, мы в качестве нуле-
вого приближения положим λ = 0. Тогда гамильто-
ниан (1) принимает вид

Ĥ = (σ · p̂) +mσz , (2)

где m = ∆/2 — масса квазичастицы, σ = (σx, σy).
Здесь и далее мы переходим к безразмерным вели-
чинам и полагаем ~ = v0 = 1. Кроме того, мы без
потери общности рассматриваем случай τ = 1. Соб-
ственные значения E гамильтониана (2) зависят от
импульса следующим образом:

E(p) = ±
√
p2 +m2. (3)

Отметим, что каждый уровень энергии четырех-
кратно вырожден, дважды по спиновой степени сво-
боды и дважды по числу долин.

Для нахождения энергетического спектра экси-
тонов необходимо ввести взаимодействие в гамиль-
тониан:

(σe · p̂e) +mσz
e + (σh · p̂h) +mσz

h, (4)

где индексы e и h соответствуют электрону и дыр-
ке. В работах [3–7] отправной точкой рассмотре-
ния является разложение гамильтониана невзаи-
модействующих частиц вблизи энергии электрон-
дырочной пары равной 2m. Затем добавляется по-
тенциал взаимодействия V (r) и некоторые слага-
емые, связанные с кривизной Берри, см., напри-
мер, [4, 6]. Такое рассмотрение аналогично нереля-
тивистскому разложению в квантовой электродина-
мике. Хорошо известно, что это разложение спра-
ведливо, когда выполняется следующее соотноше-
ние: (2m − Eexc)/m ≪ 1, где Eexc — энергия па-
ры электрон-дырка [11]. Однако для таких мате-
риалов, как WS2 и WSe2, энергия связи электро-
на и дырки порядка m, т. е. (2m − Eexc)/m ∼ 1,
см. [15,16]. Это означает, что величина эффективной
безразмерной константы связи между квазичасти-
цами порядка единицы. Для такой константы свя-
зи аналог нерелятивистского разложения неприме-
ним, поскольку электрон-дырочные возбуждения в
промежуточном состоянии могут существенно изме-
нить взаимодействие, см. [11,12]. Поэтому примени-
мость аналога нерелятивистского разложения для

взаимодействующих электрона и дырки в двумер-
ных ДПМ спорно.

В рамках квантовой электродинамики показано,
что УБС описывает связанные состояния электрона
и позитрона [11,12]. Теория электронного газа в по-
лупроводниках аналогична квантовой электродина-
мике, поэтому для исследования свойств экситонов
(связанных состояний электрона и дырки) в полу-
проводниках необходимо найти и решить УБС [13].
Используя технику, описанную в [12], мы получаем
УБС для взаимодействующих электрона и дырки в
ведущем порядке по потенциалу взаимодействия:

Ψi,j(ε1,p1|ε2,p2) = −iGi,n
e (ε1,p1)G

j,l
h (ε2,p2)×

×
∫
dq dω

(2π)3
V (q)Ψn,l(ε1 + ω,p1 + q|ε2 − ω,p2 − q), (5)

где V (q) — это фурье-образ потенциала электрон-
электронного взаимодействия V (r), Gi,m

a (ε,p) —
функция Грина частицы, индекс a = {e, h} соответ-
ствует электрону/дырке, а верхние индексы отвеча-
ют матричным элементам сигма-матриц. Функция
Грина имеет следующий вид:

Gi,m
a (ε,p) =

ε+ (σi,m
a · p) +m(σz

a)
i,m

ε2 − p2 −m2 + i0
. (6)

Мнимая добавка в знаменателе функции Грина
означает, что энергия Ферми расположена в сере-
дине запрещенной зоны. Волновая функция Бете –
Солпитера Ψ зависит от двух энергий ǫ1 и ǫ2, однако
волновая функция экситона должна зависеть толь-
ко от одной энергии (одного времени во временном
представлении). Поэтому функция Ψ не может рас-
сматриваться в качестве волновой функции эксито-
на. Эта проблема хорошо изучена [12]. Для получе-
ния волновой функции экситона в уравнении (5) мы
переходим к новым переменным E и Ω: ε1 = E/2+Ω,
ε2 = E/2 − Ω. Затем интегрируем по переменной Ω

обе части уравнения и получаем

ψ̃(E,p1,p2) = −i
∫
dΩ

2π
Ge

(
E

2
+ Ω,p1

)
×

×Gh

(
E

2
− Ω,p2

)∫
dq

(2π)2
V (q) ψ̃(E,p1 + q,p2 − q),(7)

где введена волновая функция экситона:

ψ̃(E,p1,p2) =

∫
dΩ

2π
Ψ

(
1

2
E +Ω,p1|

1

2
E − Ω,p2

)
.

Здесь и далее мы опускаем индексы, отвечаю-
щие элементам сигма-матриц. Ниже мы будем рас-
сматривать экситон с нулевым полным импульсом,
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т. е. p1 = −p2 = p. Выполняя интегрирование по пе-
ременной Ω в правой части уравнения (7), мы полу-
чаем следующее уравнение для волновой функции
экситона ψ(E,p) = ψ̃(E,p,−p):

(E − (σe − σh) · p− (σz
h + σz

e )m)ψ(E,p) =

=
(
Λ−−(p)− Λ++(p)

)∫ dq

(2π)2
V (|p− q|)ψ(E,q) , (8)

где операторы Λ±± имеют следующий вид:

Λ±±(p) = Λ±
e (p) Λ

±
h (−p) , (9)

Λ±
a (p) =

ω(p)± (σa · p+mσz
a)

2ω(p)
, (10)

ω(p) =
√
p2 +m2 .

Отметим, что уравнение (8) похоже на уравнение
Бете – Солпитера для электрон-позитронной пары,
полученного в квантовой электродинамике. Это не
удивительно, поскольку гамильтониан (2) является
двумерным аналогом дираковского гамильтониана
электрона. В координатном представлении уравне-
ние (8) имеет вид
(
i
∂

∂t
− ((σe − σh) · p̂)− (σz

h + σz
e )m

)
ψ(t, r) =

=

∫
dR
[
Q−−(r−R)−Q++(r−R)

]
V (R)ψ(t,R),(11)

где

p̂ = −i
(
∂

∂x
,
∂

∂y

)

— оператор импульса, а Q±±(r) — фурье образ опе-
ратора Λ±±(p):

Q±±(r) =

∫
d2p

(2π)2
ei(p·r)Λ±±(p). (12)

Можно показать, что уравнение (11) имеет сохраня-
ющийся ток с плотностью ρ:

ρ =

∫
dr
(
|ψ++(t, r)|2 − |ψ−−(t, r)|2

)
, (13)

где

ψ±±(t, r) =

∫
dRQ±±(r−R)ψ(t,R).

В импульсном представлении ρ имеет следующий
вид:

ρ =

∫
dp

(2π)2
ψ†(t,p)[Λ++(p) − Λ−−(p)]ψ(t,p), (14)

где ψ†(t,p) — это функция, эрмитово сопряженная
к функции ψ(t,p). Плотность ρ может быть отрица-
тельной, поэтому величина ρ не может рассматри-
ваться как плотность вероятности, см. [12].

3. ПРИБЛИЖЕНИЕ МАЛОЙ КОНСТАНТЫ
СВЯЗИ

Покажем, что в случае слабого взаимодей-
ствия между электроном и дыркой УБС (8)
переходит в уравнение Шредингера. Представим
функцию ψ(E,p) в следующем виде:

ψ(E,p) = f(p)|1, 1〉+ h(p)|1,−1〉+
+ g(p)|1, 0〉+ d(p)|0, 0〉, (15)

где |Σ,Σz〉 — собственные векторы операто-
ров (σe + σh)

2 и (σz
e + σz

h):

(σe + σh)
2|Σ,Σz〉 = (Σ2 +Σ− (Σz)2)|Σ,Σz〉 ,

(σz
e + σz

h)|Σ,Σz〉 = Σz |Σ,Σz〉.

Подставляя функцию ψ(E,p) в виде (15) в уравне-
ние (8), получаем систему уравнений

Ef(p) = 2mf(p)−
√
2p−d(p)− m

ω(p)
(V̂ f)(p) +

+
p−√
2ω(p)

(V̂ d)(p) , (16)

Eh(p) = −2mh(p) +
√
2p+d(p) +

m

ω(p)
(V̂ h)(p)−

− p+√
2ω(p)

(V̂ d)(p) , (17)

Ed(p) =
√
2p−h(p)−

√
2p+f(p) +

+
p+√
2ω(p)

(V̂ f)(p)− p−√
2ω(p)

(V̂ h)(p) , (18)

Eg(p) = 0, (19)

где p± = px ± ipy,

(V̂ f)(p) =

∫
dk

(2π)2
V (|p− k|)f(k). (20)

Уравнение для функции g(p) отделилось от систе-
мы (16)–(18), кроме того, в случае отличной от нуля
энергии E 6= 0 функция g(p) равна нулю, поэтому
далее мы полагаем g(p) = 0. Разложение системы
уравнений (16)–(18) по малой константе связи ана-
логично нерелятивистскому разложению уравнения
Дирака для электрона во внешнем поле [11].

Энергия связи E − 2m, характерное значение
импульса и потенциал взаимодействия при малой
константе связи удовлетворяют следующим услови-
ям [11]:
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|E − 2m| ≪ m, (21)

p2

m
≪ m, (22)

∣∣∣∣∣

∫
dkf+(k)(V̂ f)(k)∫

dk|f(k)|2

∣∣∣∣∣≪ m. (23)

При разложении уравнений (16)–(18), как и в соот-
ношении (23), предполагается, что основной вклад
в интегралы по переменной k дает область импуль-
сов k ≪ m. В случае кулоновского потенциала ос-
новной вклад в интегралы дает область k ∼ a−1

B ,
где aB — боровский радиус. Таким образом мы пред-
полагаем, что функции f , h и d убывают достаточно
быстро при больших импульсах.

Для соединения WS2 ширина запрещенной
зоны и энергия связи равны ∆ = 2.41 эВ,
|E − 2m| = 0.32 эВ; для WSe2 — ∆ = 2.02 эВ,
|E − 2m| = 0.37 эВ, см. [15]. Если сравнить энергию
связи в этих соединениях с результатами работы [5],
то получим, что величина эффективной константы
связи порядка 0.5. При таких значениях константы
связи точные результаты для энергий связи могут
сильно отличаться от результата, полученного в
главном приближении. Поэтому необходимо решить
задачу точно, либо вычислить поправку к энергии
связи. Точное численное решение УБС рассмот-
рено в разд. 4. В настоящем разделе мы найдем
аналитически поправку к энергии связи.

Разложим уравнения (16)–(18) до второго поряд-
ка по потенциалу. Для этого подставим энергию E

в виде

E = 2m+ κ (24)

в (16)–(18), учитывая неравенства (21)–(23), раскла-
дываем величину ω(p), считая что p2/m2 ≪ 1, удер-
живаем слагаемые необходимого порядка и получа-
ем

κf(p) ≈ −
√
2p−d(p)−

(
1− p2

2m2

)
(V̂ f)(p) +

+
p−√
2m

(V̂ d)(p) , (25)

h(p) ≈ p+d(p)

2
√
2m

, (26)

d(p) ≈ p−√
2m

h(p)− p+√
2m

(
1− κ

2m

)
f(p) +

+
p+

23/2m2
(V̂ f)(p). (27)

Подстановка функции h в виде (26) в (27), а затем
полученного результата для d в (25) приводит к сле-
дующему уравнению:

κf(p) =
p2

m
f(p)− (V f)(p)− p4

4m3
f(p) +

+
p2

2m2
(V f)(p)− p−(V p+f)(p)

2m2
. (28)

В этом уравнении удержаны слагаемые, имеющие
необходимый порядок точности. Видно, что опера-
тор в правой части не является эрмитовым. Причи-
на в том, что функция f(p) не является волновой
функцией уравнения Шредингера, поскольку усло-
вие её нормировки отличается от нормировки шре-
дингеровской волновой функции, см. [11]. Для того
чтобы получить гамильтониан, мы должны перейти
к новой функции.

Волновая функция ψ(E,p) нормирована услови-
ем (14), которое с необходимой точностью принима-
ет следующий вид:

ρ ≈
∫
dp

(
1 +

p2

2m2

)
|f(p)|2. (29)

Поэтому, подставляя функцию f в виде

f(p) =

(
1− p2

4m2

)
ψSh(p), (30)

в уравнение (29), получаем с необходимой точно-
стью следующее выражение для плотности ρ:

ρ =

∫
dp|ψSh(p)|2. (31)

Видно, что сохраняющаяся плотность ρ (31) совпа-
дает с плотностью для уравнения Шредингера. Под-
ставляя функцию f в виде (30) в (28), затем вы-
полняя преобразование Фурье, мы получаем уравне-
ние Шредингера для функции ψSh в координатном
представлении:

κψSh(r) = (Ĥ0 + Ĥ1)ψSh(r), (32)

Ĥ0 =
p̂2

m
− V (r). (33)

Ĥ1 = − p̂4

4m3v20
− ~

2

4m2v20
(∇2V ) +

+
i~2

2m2v20
[(∇V )×∇]z . (34)

Здесь ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y), [ a × b ] — векторное про-
изведение. В уравнении (32) мы восстановили раз-
мерность. Оператор Ĥ0 является гамильтонианом
частицы с массой m/2, находящейся в потенциа-
ле −V (r). Знак минус перед потенциалом связан с
тем, что V (r) — потенциал электрон-электронного
взаимодействия. Гамильтониан Ĥ1 является эрмито-
вым оператором. Отметим, что уравнение (32) бы-
ло получено ранее в работах [4, 9] при разложении
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другого уравнения, а именно уравнения Шрединге-
ра для двух взаимодействующих дираковских час-
тиц.

Рассмотрим решения уравнения (32) в случае ку-
лоновского потенциала

VC(r) =
e2

ǫr
, (35)

где e — заряд электрона, ǫ — коэффициент диэлек-
трической проницаемости. Собственные функции и
собственные значения гамильтониана Ĥ0 + Ĥ1 мож-
но найти с необходимой точностью, используя тео-
рию возмущений. Представим κ и ψSh(r) в виде

κ = κ
(0) + δκ и ψSh(r) = ψ

(0)
Sh (r) + δψSh(r),

где индекс (0) обозначает лидирующий вклад, а δκ
и δψSh(r) — отвечают поправкам, связанным с га-
мильтонианом Ĥ1. В лидирующем порядке теории
возмущений имеем [6]

κ
(0)
n,l = − mα2

4(n+ |l|+ 1/2)2
, (36)

ψ
(0)
Sh(r) =

√
2√

πaB
e−r/aB , (37)

где n — радиальное квантовое число, l — азимуталь-
ное квантовое число, α = e2/ǫ — безразмерная кон-
станта связи, aB = 1/(mα) — боровский радиус.

Поправка δκ0,0 к энергии основного состоя-
ния κ

(0)
0,0 имеет вид

δκ0,0 =

∫
d2r

(
ψ
(0)
Sh (r)

)†
Ĥ1ψ

(0)
Sh(r). (38)

Поскольку ψ(0)
Sh (r) не равна нулю в точке r = 0, ин-

теграл (38) в случае кулоновского потенциала рас-
ходится логарифмически на малых расстояниях:

δκ0,0 ∝
∫

0

dr

r
, (39)

см. [9]. В работе [9] для вычисления поправки δκ,
связанной с Ĥ1, авторы ввели параметр регуляриза-
ции на малых расстояниях. Поэтому поправка зави-
сит от этого параметра. Параметр невозможно най-
ти в рамках описания взаимодействия электрона и
дырки с помощью уравнения Шредингера для двух
взаимодействующих дираковских частиц. Отметим,
что гамильтониан, подобный Ĥ1, возникает при раз-
ложении трехмерного уравнения Дирака для части-
цы в кулоновском поле. Однако никаких особенно-
стей при вычислении поправок к энергиям в трех-
мерной задаче не возникает [11]. Сложности возни-
кают из-за того, что электроны двигаются в двух

измерениях, а кулоновское поле распространяется
в трех измерениях. Это приводит к тому, что по-
тенциал на малых расстояниях ведет себя как 1/r

вместо ln r. Для потенциалов, сингулярность кото-
рых меньше чем 1/r при r → 0, можно использовать
разложение (32) и поправка δκ не будет содержать
внешнего параметра регуляризации. Для кулонов-
ского потенциала разложение УБС необходимо вы-
полнить аккуратнее.

Расходимость интеграла (38) на малых рассто-
яниях для состояний l = 0 означает, что расстоя-
ния r ≪ aB (большие импульсы p ≫ 1/aB) дают
вклад в поправку. Как следствие, предположение,
что основной вклад в интегралы в уравнениях (16)–
(18) набирается в области малых импульсов, не яв-
ляется верным. Поэтому для вычисления поправки
порядка α4 к основному состоянию экситона необ-
ходимо учесть вклад области k . m в интегралах,
содержащихся в уравнениях (16)–(18).

3.1. Случай кулоновского потенциала

Для поиска поправок порядка α4 к уровням, от-
вечающим l = 0, мы подставляем функции f(p),
h(p) и d(p) в виде

f(p) = f(p), h(p) = h(p)e2iφp , d(p) = d(p)eiφp (40)

в уравнения (16)–(18) и находим

Ef(p) = 2mf(p) +
p2

m
(f(p) + h(p))− m

ω(p)
×

×
∫

dk

(2π)2
V (P )

(
f(k) +

(p · k)
2m2

(f(k) + h(k))

)
, (41)

Eh(p) = −2mh(p)− p2

m
(f(p) + h(p)) +

+
m

ω(p)

∫
dk

(2π)2
V (P )

(
h(k)

(p · k)2 − [p× k ]2

p2k2
+

+
(p · k)
2m2

(f(k) + h(k))

)
, (42)

d(p) = − p√
2m

(f(p) + h(p)), (43)

где P = |p − k|, φp — угол вектора p. При получе-
нии уравнений (41)–(43) мы преобразовали два по-
следних слагаемых в правой части (18), используя
уравнения (16) и (17), затем полученный результат
для функции d(p) подставили в (16) и (17). Видно,
что уравнения (41) и (42) не содержат функции d(p).
Кроме того, функция d(p) элементарно выражается
через f(p) и h(p). Поэтому далее мы будем рассмат-
ривать только уравнения (41) и (42).
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В правой части уравнений (41), (42)
содержатся неэрмитовые операторы ти-
па (1/ω(p))

∫
dkV (|p − k|). Подставляя функции f

и h в виде

f(p) =

√
m

ω(p)
a(p), h(p) =

√
m

ω(p)
b(p), (44)

а энергию E в виде (24) в уравнения (41), (42), по-
лучаем

κ a(p) =
p2

m
(a(p) + b(p))−

∫
dk

(2π)2
Ṽ (p,k)a(k)−

− 1

2m2

∫
dk

(2π)2
Ṽ (p,k) (p · k)(a(k) + b(k)), (45)

b(p) = − κ

4m
b(p)− p2

4m2
(a(p) + b(p)) +

+
1

4m

∫
dk

(2π)2
Ṽ (p,k)

(p · k)2 − [p× k ]2

p2k2
b(k) +

+
1

8m3

∫
dk

(2π)2
Ṽ (p,k)(p · k)(a(k) + b(k)) , (46)

где введено обозначение

Ṽ (p,k) =
m√

ω(p)ω(k)
V (|p− k|). (47)

Оператор Ṽ (p,k) удовлетворяет условию
Ṽ (p,k) = Ṽ (k,p), поэтому операторы в правой
части уравнений (45), (46) являются эрмитовыми.
Видно, что функция Ṽ убывает быстрее, чем
функция V (p) при больших импульсах p ≫ m.
Это свойство и позволяет нам вычислить поправку
порядка α4 к энергиям κ

(0)
n,0.

С необходимой точностью уравнение для функ-
ции b(p) имеет вид

b(p) = − p2

4m2
a(p).

Подставляя функцию b(p) в уравнение (45) и удер-
живая слагаемые порядка p4/m2, получаем уравне-
ние для функции a(p):

κa(p) =
p2a(p)

m
− p4a(p)

4m3
−

−
∫

dk

(2π)2
Ṽ (p,k)

(
1 +

(p · k)
2m2

)
a(k). (48)

Мы решаем уравнение (48), используя теорию воз-
мущений. Для этого подставляем величины κ и a в
виде

κ = κ̃ + δκ, (49)

a(p) = ã(p) + δa(p) (50)

в (48) и получаем следующие уравнения для функ-
ции ã(p) и поправки δκ:

κ̃ ã(p) =
p2ã(p)

m
−
∫

dk

(2π)2
Ṽ (p,k)ã(k), (51)

δκ = −
∫

dp

(2π)2
p4ã2(p)

4m3
−

−
∫
dp dk

(2π)4
Ṽ (p,k)

(p · k) ã(p) ã(k)
2m2

. (52)

Здесь предполагается, что функция ã(p) нормиро-
вана на единицу. Выполняя стандартные, но гро-
моздкие вычисления, получаем следующий резуль-
тат для κ̃:

κ̃ = −mα2 +mα4

(
−4 +

π

2
+ 3 ln 2 + 2 ln

1

α

)
. (53)

Перейдем к вычислению поправки (52). Пользуясь
уравнением (51), мы выражаем действие операто-
ра p2 на функцию ã(p) и получаем

−
∫

dp

(2π)2
p4ã2(p)

4m3
= − 1

4m

(
κ̃
2

∫
dp

(2π)2
ã2(p) +

+ 2κ̃

∫
dp dk

(2π)4
ã(p) Ṽ (p,k) ã(k) +

+

∫
dp dk dq

(2π)6
Ṽ (p,k) Ṽ (p,q) ã(k) ã(q)

)
. (54)

Первое слагаемое в скобках вычисляется тривиаль-
но в силу нормировки функции ã(p). Второе слага-
емое уже содержит параметр κ̃ перед интегралом,
поэтому нам необходимо вычислить интеграл с точ-
ностью α2. Видно, что интегралы по переменным p

и k сходятся на масштабах порядка 1/aB, поэто-
му с необходимой точностью мы заменяем Ṽ (p,k)

на V (|p− k|) = 2πα/|p− k|, а функцию ã(p) на

ã0(p) =
2
√
2π aB

(1 + p2a2B)
3/2

,

которая является фурье-образом функции (37) для
основного состояния (n = l = 0), а также нулевым
приближением для решения уравнения (51). По-
сле таких преобразований вычисление второго сла-
гаемого становится тривиальным. Для вычисления
третьего слагаемого преобразуем его к следующему
виду:

∫
dp

(2π)2
m√

p2 +m2

[∫
dk

(2π)2
2πα

√
mã(k)

|p− k|(k2 +m2)1/4

]2
.(55)

Сходимость интеграла по переменной k при боль-
ших k (k ≫ 1/aB) и произвольном импульсе p опре-
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деляется только функцией ã(k). Поэтому в инте-
грале по k с необходимой точностью мы подставля-
ем ã0(k) вместо ã(k), пренебрегаем k по сравнению
с m, вычисляем интеграл, затем переходим к пере-
меной p = x/aB, интегрируем по углу вектора x и
получаем

4m2α3

aB

∞∫

0

dxx

(x2 + 1)
√
x2 + α−2

. (56)

Здесь мы учли, что aB = 1/(mα). Поскольку α≪ 1,
мы вычисляем интеграл (56) методом сшивки и по-
лучаем следующий результат для третьего слагае-
мого:

4m2α4(ln 2− lnα). (57)

Складывая результаты для всех слагаемых, получа-
ем, что с необходимой точностью

−
∫

dp

(2π)2
p4ã2(p)

4m3
= −mα4

(
ln 2− lnα− 3

4

)
. (58)

Для вычисления второго слагаемого в правой
части выражения (52) найдем масштабы, которые
дают основной вклад в интеграл. Поскольку инте-
грал содержит скалярное произведение в числите-
ле, вклад областей, в которых один из импульсов по
модулю много больше другого, подавляется при ин-
тегрировании по углам. Это означает, что основной
вклад в интеграл дает область p ∼ k. Если мы под-
ставим ã0 вместо ã и V (|p − k|) вместо Ṽ (p,k), то
интеграл при больших импульсах сходится, посколь-
ку в числителе стоит шестая степень импульса, а в
знаменателе седьмая. Поэтому большие импульсы
вклада не дают и с необходимой точностью мы дей-
ствительно можем сделать подобные замены. Инте-
грал набирается в области p, k ∼ 1/aB. Вычисляя
интеграл с необходимой точностью, получаем

−
∫
dp dk

(2π)4
Ṽ (p,k)

(p · k) ã(p) ã(k)
2m2

= −mα4 . (59)

Отметим, что область p, k ∼ m приводит к поправ-
кам порядка α6.

Складывая результаты (58) и (59) мы получаем

δκ = −mα4

(
ln

1

α
+ ln 2 +

1

4

)
. (60)

Таким образом, энергия основного состояния E0,0 в
лидирующем и следующим за лидирующем поряд-
ках по параметру α имеет вид

E0,0 = 2m+ κ = (61)

= 2m−mα2

(
1− α2

[
ln

1

α
+
π

2
+ ln 4− 17

4

])
.

Первое слагаемое в круглых скобках совпадает с ре-
зультатом (36), второе слагаемое — поправка. Заме-
тим, что выражение в квадратных скобках содер-
жит логарифмический вклад lnα, который набира-
ется в области интегрирования a−1

B ≪ k ≪ m. Отме-
тим, что логарифмический вклад α4 lnα совпадает
с результатом, полученным в [9].

Выполняя похожие вычисления, мы получаем
следующее выражение для состояния, имеющего
квантовые числа n = 1, l = 0:

E1,0 = 2m+ κ1,0 = (62)

= 2m− mα2

9

(
1− α2

3

[
ln

12

α
+
π

2
− 23

4

])
.

Видно, что этот результат также содержит логариф-
мическое слагаемое lnα.

Отметим, что результаты (61) и (62) не содер-
жат параметров регуляризации. Это связано с тем,
что на расстояниях r ∼ 1/m эффективный потен-
циал взаимодействия отличается от кулоновского и
является менее сингулярным.
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Рис. 1. Зависимость отношения E/2m от параметра α для

основного состояния. Сплошная, пунктирная и штрихпунк-

тирная линии отвечают соответственно точному решению

уравнения Бете –Солпитера, нулевому приближению (36)
и результату (61)

Результаты (61) и (62) изображены на рис. 1 и
2 штрихпунктирной линией. Видно, что аналити-
ческие результаты хорошо согласуются с точными
численными расчетами вплоть до α . 0.5. Однако
для параметров α > 0.5 необходимо учитывать по-
правки более высоких порядков по параметру α.

4. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УБС ДЛЯ
СЛУЧАЯ l = 0

Для численного решения УБС волновую функ-
цию ψ(p) удобно представить в следующем виде:
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Рис. 2. Зависимость отношения E/2m от параметра α для

состояния с квантовыми числами n = 1, l = 0. Сплошная,

пунктирная и штрихпунктирная линии отвечают соответ-

ственно точному решению уравнения Бете –Солпитера, ну-

левому приближению (36) и результату (62)

ψ(E,p) =
F (p) +H(p)√

2
|1, 1〉+ eiφpd(p)|0, 0〉+

+ e2iφp
F (p)−H(p)√

2
|1,−1〉 , (63)

где φp — угол вектора p. Подстановка этой функ-
ции в уравнение (8) приводит к следующей системе
уравнений:

E

2m
F (p) = H−

∫
dk

(2π)2
V (P )

2ω(p)

[
s2F (k) + c2H(k)

]
, (64)

E

2m
H(p) = F +

p2

m2
F−

∫
dk

(2π)2
(p · k)V (P )

2m2ω(p)
F (k)−

−
∫

dk

(2π)2
V (P )

2ω(p)

[
c2F (k) + s2H(k)

]
, (65)

d(p) = − p

m
F (p). (66)

Здесь для краткости введены следующие обозначе-
ния:

s2 =
p k − (p · k)

2 p k
,

c2 =
p k + (p · k)

2 p k
.

Как и ранее, уравнение для функции d(p) отде-
лилось, поэтому далее мы рассматриваем только
функции F (p) и H(p).

Мы решим уравнения (64) и (65) для кулоновско-
го потенциала (35) и локализованного потенциала,
не имеющего особенности в точке r = 0:

V (r) = U0e
−r2/R2

, (67)

где U0 и R — соответственно глубина и характерная
ширина потенциала. В импульсном представлении
этот потенциал имеет вид

V (p) = πU0R
2 exp{−R2p2/4}. (68)

4.1. Кулоновский потенциал

Для повышения точности численного решения
интегральных уравнений мы выделяем асимптоти-
ческое поведение F (p) и H(p) при больших импуль-
сах p ≫ m. Для этого подставляем F (p) и H(p) в
виде

F (p) = A1/p
2β, H(p) = A2/p

2β1 (69)

в уравнения (64), (65). Здесь A1 и A2 — некоторые
константы. Удерживая лидирующие асимптотики,
получаем уравнения для показателей β и β1:

Γ (β − 1/2)Γ(2− β)

Γ(β)Γ(5/2− β)
=

4

α
, (70)

Γ (β1 − 1/2)Γ(1− β1)

Γ(β1)Γ(3/2− β1)
=

8

α
, (71)

где Γ(x) — гамма-функция Эйлера. В лидирующем
и следующим за лидирующем приближении по па-
раметру α решения этих уравнений имеют вид

β ≈ 2− α

8
, β1 ≈ 1− α

8
. (72)

Мы не будем описывать детали численного реше-
ния системы уравнений (64)–(66). Укажем лишь на
то, что для численного решения удобно явно выде-
лить асимптотическое поведение функций, переходя
к новым функциям:

F (p) =
F̃ (p)

(m2 + p2)β
, H(p) =

H̃(p)

(m2 + p2)β1
. (73)

Функции F̃ (p) и H̃(p) стремятся к некоторым кон-
стантам при больших импульсах p ≫ m. Далее мы
приведем лишь полученные результаты для энергий
связанных состояний частицы и дырки.

Найденная зависимость энергии основного состо-
яния экситона при различных α представлена на
рис. 1 и 3. Можно заметить, что точное решение для
величины E/2m существенно отличается от резуль-
тата (36) при α > 0.7. Мы обнаружили, что энер-
гия основного состояния достигает валентной зоны
(E = −2m) при α = 1± 0.05. Неопределенность свя-
зана с сильной зависимостью результата для уров-
ня энергии от шага дискретизации при численном
вычислении интегралов. С нашей точностью можно
сказать, что критическое значение константы свя-
зи αc = 1. Вдали от критического значения кон-
станты связи результаты для энергии уровня слабо
зависят от шага дискретизации. При α > αc энер-
гетический уровень, отвечающий квантовым чис-
лам n = l = 0 исчезает из дискретного спектра,
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Рис. 3. Зависимость отношения E/2m от параметра α.

Сплошная линия соответствует состоянию с квантовыми

числами n = l = 0. Пунктирная линия — n = 1, l = 0

см. рис. 3. Кроме того, на рис. 3 изображена зави-
симость E(α) для состояния с квантовыми числа-
ми n = 1, l = 0. Видно, что когда параметр α стано-
вится больше единицы, основным состоянием стано-
виться состояние с квантовыми числами n = 1, l = 0.
Такое поведение аналогично поведению электрон-
позитронной пары в квантовой электродинамике.
Строго говоря, при достижении α критического зна-
чения вакуум становится нестабильным и начина-
ют происходить процессы рождения пар частица-
дырка, поэтому не имеет смысла рассматривать об-
ласти α > αc.

4.2. Локализованный потенциал

Для исследования поведения уровней энергии
вблизи критического значения константы связи мы
рассмотрели модельный локализованный потенци-
ал (67). На рис. 4 изображена зависимость отно-
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Рис. 4. Зависимость отношения E/2m от параметра U0

при R = 5~/m. Сплошная линия отвечает состоянию с

квантовыми числами n = 0, l = 0. Пунктирная — n = 1,

l = 0. Штрихпунктирная — n = 2, l = 0

шения E/2m от величины U0/m для трех ниж-
них уровней энергии при фиксированном радиу-
се R = 5~/m. Видно, что при увеличении глубины
потенциала положение уровней энергии плавно из-
меняется от E = 2m до E = −2m. Нижний уровень

достигает −2m при Ũ = Ũc. Видно, что для экс-
поненциального потенциала наклон функции E(Ũ)

остается конечным в отличие от поведения уровня
в случае кулоновского потенциала. Такое поведение
связано с тем, что локализованный потенциал регу-
лярен при r → 0.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе мы исследовали взаимодей-
ствие электрона и дырки в двумерных дихалькоге-
нидах переходным металлов. Для этого мы решили
уравнение Бете – Солпитера, полученное в лидиру-
ющем приближении по потенциалу взаимодействия.
Мы нашли зависимость нескольких нижних уровней
энергии экситона от константы взаимодействия.

Как и авторы работ [4], мы показали, что в ли-
дирующем приближении разложение уравнения Бе-
те – Солпитера и разложение уравнения Шрединге-
ра для двух дираковских частиц совпадают. Мы об-
наружили, что для потенциалов, сингулярность ко-
торых меньше чем 1/r, разложения в следующем за
лидирующим приближении также совпадают. Одна-
ко для кулоновского потенциала результаты суще-
ственно различаются. Так, в уравнении Шредингера
возникают сингулярные операторы, тогда как УБС
не содержит таковых. В случае кулоновского потен-
циала, используя разложение уравнения Бете – Сол-
питера (48) при малых константах связи, мы ана-
литически вычислили энергии основного и первого
возбужденного состояний с точностью α4 включи-
тельно. Было найдено, что в порядке α4 результа-
ты для энергий содержат слагаемые α4 lnα, которые
набираются в области интегрирования по импуль-
сам a−1

B ≪ p ≪ m, этот результат совпал с резуль-
татами работы [9].

Мы численно исследовали поведение энергий
связи электрона и дырки для кулоновского потенци-
ала и локализованного потенциала. Получили, что
для кулоновского потенциала критическое значение
константы связи равно единице, αc = 1. Мы также
показали, что в случае локализованного потенци-
ала при увеличении глубины потенциала значения
уровней энергии плавно изменяются от 2m до −2m.
При достижении валентной зоны уровни исчезают
из дискретного спектра. Такое поведение аналогич-
но поведению уровней энергии электрона в потенци-
але, см., например, [17].

В заключение отметим, что найденные нами по-
правки к энергии экситона порядка α4 не явля-
ются единственными. Существуют поправки такого
же порядка, связанные с изменением потенциала на

236



ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023 К задаче о связанном состоянии электрона и дырки. . .

малых расстояниях (потенциал Юлинга), а также с
диаграммами типа «кросс-бокс». Подобные поправ-
ки не рассматривались в данной работе.

ЛИТЕРАТУРА

1. K. S. Novoselov et al., Science 306, 666 (2004).

2. Z.Y. Zhu, Y.C. Cheng, and U. Schwingenschlögl,
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1. ВВЕДЕНИЕ

История изучения одномерных систем со взаи-
модействующими носителями началась с работ То-
монаго [1] еще в 1950-х годах. Первоначально та-
кие системы рассматривались как простейшие моде-
ли для сильновзаимодействующих фермионов в ре-
лятивистских теориях [2, 3]. Интерес теоретиков к
одномерным системам в этом случае стимулировал-
ся тем, что они являлись простейшими моделями
с «невылетанием» частиц. Позднее, по мере совер-
шенствования технологий, изучение транспортных
свойств одномерных каналов получило и экспери-
ментальный интерес в физике твердого тела. Про-
гресс в теории, описывающей транспортные свой-
ства баллистичеких каналов, в значительной сте-
пени был обусловлен тем, что задача в этом слу-
чае является точно решаемой. Одновременно с этим
стало понятно, что примесное рассеяние кардиналь-
но меняет картину транспортных явлений в одно-
мерных проводниках. Простейшей моделью с при-
месным рассеянием является баллистический канал
с имплантированной точечной примесью. В рамках
имеющихся на сегодня представлений такая задача
уже не может быть решена точно. Для ее решения

* E-mail: vasili.afonin@mail.ioffe.ru

требуется использовать подходы, развитые при по-
строении теории элементарных частиц. Можно ска-
зать, что теория одномерных сильно взаимодейству-
ющих фермионов является одной из немногих задач
теоретической физики, интересных с точки зрения
как теории поля, так и физики твердого тела.

К настоящему времени достигнуто хорошее по-
нимание явлений, происходящих в чистых одномер-
ных каналах. Этого нельзя сказать о каналах с при-
месями. Даже в простейшей задаче с одной точеч-
ной и упругой примесью подавляющее большин-
ство работ относится к случаю слабого фермион-
фермионного (e–e) взаимодействия:

ν ln (M/|ω|) ≤ 1, ln (M/|ω|) ≫ 1, (1)

где M — параметр ультрафиолетового обрезания,
ω — частота внешнего поля, ν = 1/vc − 1, а
vc =

√
1 + V0/π < 1 — перенормированная ско-

рость Ферми. В физике твердого тела вместо пере-
нормированной скорости vc часто используется па-
раметр Латтинжера (K), равный 1/vc. (Рассматри-
вается простейшая из возможных задач: одноком-
понентные притягивающиеся фермионы и точечное
e–e-взаимодействие (Ve−e = V0δ(x − y)). Все скоро-
сти измеряются в единицах скорости Ферми, ~ = 1.)

В низшем порядке по параметру (1) (область тео-
рии возмущений) поправки к кондактансу в лат-
тинжеровской жидкости (LL) впервые были вычис-
лены в работах [4, 5]. Позднее, в рамках ренорм-
группового (РГ) подхода, тоже предполагающего
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выполнение условий (1), были получены выраже-
ния для кондактанса, учитывающие вклады поряд-
ка νn lnn−m (M/|ω|), m = 0, 1, 2 [6–8]. Случай силь-
ного (ν ∼ 1)) e–e взаимодействия обсуждался

• для отталкивающихся фермионов: работы [4,
9], в которых было рассмотрено точное реше-
ние для LL с отталкиванием и одной точечной
примесью, существующее при vc = 2, и цикл
работ, использующих термодинамический aн-
зац Бете (см. [10] и ссылки в ней);

• для LL с притяжением: в работе [11] было
получено выражение для первой поправки к
|Rω|2, справедливое при |R0|2 → 0 и ν ≤ 1/2

(R0 — затравочный коэффициент отражения
фермионов от примеси, а Rω — с учетом e–e-
взаимодействия).

В процитированных выше статьях был применен
разный подход к решению этой задачи. В работах
[7,11] проводилась сшивка решений нелинеаризован-
ного уравнения Шредингера в точке расположения
примеси. Необходимость такого подхода диктуется
тем, что на масштабе точечной примеси (∼ 1/pF )
разделение полной волновой функции фермиона на
волновую функцию правого (ΨR) и левого (ΨL) фер-
мионов невозможно. При таком способе вычисле-
ний автоматически учитывается существование по-
сле рассеяния носителя на примеси как отраженной,
так и прошедшей волн. В работах [4, 5, 9] примес-
ное рассеяние описывалось c помощью туннельно-
го гамильтониана [12]: в уже линеаризованное урав-
нение Шредингера ввoдилось слагаемое, описываю-
щее переход правых фермионов в левые и не содер-
жащее прошедшую волну. (Далее мы будем назы-
вать такой подход гамильтонианом Кейна–Фишера;
КФ-гамильтониан.) Получающийся в первом подхо-
де эффективный гамильтониан, в котором в каче-
стве полевой переменной была взята фаза рассея-
ния фермионов на примеси, качественно отличает-
ся от КФ-гамильтониана. Он нелокален и содержит
бесконечное количество слагаемых. Соответственно,
система уравнений Гелл-Мана–Лоу в этом случае
оказывается бесконечной [8, 11]. Это не помешало
доказать перенормируемость теории, сформулиро-
вать РГ-подход так, чтобы наблюдаемые величины
зависели в каждом порядке по m только от m кон-
стант связи и решить все эти системы уравнений.
Однако оба этих подхода приводили к одним и тем
же частотным зависимостям в наблюдаемых вели-
чинах при ν ≪ 1. Отличие ответов для кондактан-
са в работах [8] и [7], начиная с двухпетлевого при-

ближения (m = 1), возникало не от разницы в под-
ходах, а от неприменимости анзаца Андерсона, ис-
пользованного в [7]. В такой ситуации важно срав-
нить результаты, следующие из нелокального и КФ-
гамильтонианов, и при ν ∼ 1. Это представляется
интересным еще и потому, что одним из предска-
заний работы [11] является то, что для притягива-
ющихся фермионов в точке ν = 1/2 инфракрасная
расходимость в выражении для |Rω |2 должна сме-
ниться на ультрафиолетовую, и при более сильном
взаимодействии кондактанс должен быть пропорци-
ональным |ω|. (А не |ω|2ν , как это следовало бы из
экстраполяции ответов для слабого e–e взаимодей-
ствия в область ν ∼ 1.) Сравнение результатов ока-
зывается возможным потому, что гамильтониан КФ
является точно решаемым и при vc = 1/2 [13]. (Ду-
альность теорий с отталкиванием (vc = 2) и притя-
жением (vc = 1/2) для гамильтонианов КФ не до-
казана, и они не переходят друг в друга при замене
vc ↔ 1/vc [13].) Кроме того, новое точное решение
задачи в области сильного e–e-взаимодействия все-
гда представляет самостоятельный интерес.

Результаты вычислений, сделанных в этой рабо-
те, подтверждают выводы статьи [11]: при vc = 1/2

выражение для кондактанса оказывается пропорци-
ональным |ω| и в модели Кейна–Фишера, т.е. не сов-
падает с экстраполяцией ответа для случая слабо-
го e–e взаимодействия в область ν ∼ 1. (Последняя
привела бы к зависимости |ω|2.) Как и в подходе
с нелокальным гамильтонианом, это получается из-
за существования ультрафиолетовой расходимости
в выражении для кондактанса. Сам факт существо-
вания такой расходимости сразу гарантирует умень-
шение степени частоты в выражении для кондактан-
са, так как ответ зависит только от двух величин
с размерностью энергии: M и ω. Поэтому появле-
ние расходимости, связанной с ультрафиолетовым
обрезанием, по размерным соображениям означает
уменьшение степени частоты. Появляющийся при
этом расходящийся множитель должен быть спря-
тан в перенормированную (за счет сильного взаи-
модействия в ультрафиолетовой области) амплиту-
ду рассеяния носителей на примеси. С физической
точки зрения понижение степени частоты связано
с тем, что на временах t ≤ 1/M энергия фермио-
на плохо определена, так что говорить о законе со-
хранения энергии при рассеянии на упругой приме-
си в такой ситуации не представляется возможным.
В случае сильного взаимодействия из-за существо-
вания ультрафиолетовой расходимости эти времена
дают главный вклад в кондактанс. (Это качественно
отличает случай сильного e–e взаимодействия при
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vc = 1/2 от области теории возмущений. В послед-
ней ответ определяется большими временами, что
при условии выполнения (1) давало возможность
применить скейлинговый подход.) Вклад от боль-
ших времен, на которых закон сохранения энергии
выполняется, в случае сильного взаимодействия то-
же существует, но он конечен и поэтому теряется на
фоне расходящегося ответа в процессе перенорми-
ровки.

Статья построена следующим образом. В разд. 2
с использованием формализма тождеств Уорда по-
лучено выражение для величины тока в подходе
Кейна–Фишера. В разд. 3 обсуждается вопрос о пе-
реходе в представление нормальных квазичастиц в
гамильтониане Кейна–Фишера, приводящий к точ-
но решаемой задаче при vc = 1/2, и получено
ее решение. Раздел 4 посвящен вычислению коэф-
фициента отражения фермионов от примеси. Все
сколько-нибудь громоздкие с математической точ-
ки зрения вычисления, не требующие физического
обсуждения, вынесены в Приложения.

2. ТОЖДЕСТВА УОРДА ДЛЯ
ГАМИЛЬТОНИАНА КЕЙНА–ФИШЕРА

Тождества Уорда играют важную роль при по-
строении любой теории, так как они связывают
между собой матричные элементы, описывающие
наблюдаемые величины. Эти связи являются прояв-
лением фундаментальных законов, существующих в
задаче (таких как законы сохранения, калибровоч-
ная инвариантность и т.д.). В этом разделе мы будем
считать, что все операторы поля записаны в гайзен-
берговском представлении.

Туннельный гамельтониан, предложенный в [4]
для описания рассеяния взаимодействующих одно-
мерных фермионов с примесью и являющийся сей-
час почти общепринятым для нашей задачи, состоит
из двух частей

H = Hee +Himp,

где Hee — гамильтониан взаимодействующих фер-
мионов, равный

He−e =

=

∫
dx[Ψ̂†

R(x)(−i∂x)Ψ̂R(x) + Ψ̂†
L(x)(i∂x)Ψ̂L(x)] +

+

∫
dxdyρ̂(x)Ve−e(x − y)ρ̂(y). (2)

Здесь ρ̂ — оператор электрического заряда ферми-
онной системы, а Himp описывает примесную часть
рассеяния носителей тока:

Himp =

∫
dxdyVimp(x, y)[Ψ

†
R(x)ΨL(y) + hc]. (3)

Он был впервые использован Дж.Бардиным [12] для
вычисления матричных элементов перехода между
двумя проводящими областями, разделенными сло-
ем окисла. Этот гамильтониан, строго говоря, спра-
ведлив только в низшем приближении по прозрачно-
сти. Однако в нашем случае можно попробовать рас-
сматривать его в качестве упрощенного модельно-
го подхода, описывающего примесное рассеяние вза-
имодействующих фермионов при любой величине
Vimp. При таком подходе Vimp — это просто фено-
менологический параметр, описывающий фермион-
примесное рассеяние. В окончательных ответах он
должен быть выражен через наблюдаемые в экспе-
рименте величины.

Любой модельный гамильтониан, описываю-
щий рассеяние фермионов на примеси, должен
сохранять электрический заряд и, в случае то-
чечной примеси (Vimp(x, y) = Vimpδ(x)δ(x − y)),
приводить к существованию δ-фукционного ис-
точника кирального заряда. (Нам будет удобно
измерять заряд фермиона в единицах заряда сво-
бодного фермиона e0, тогда полный заряд есть
ρ̂(x, t) = ρ̂(x, t)R + ρ̂(x, t)L, а киральный заряд,
если определить его как +1 для R-фермионов
и −1 для L, будет совпадать с выражением для
электрического тока: ĵ(x, t) = ρ̂R(x, t) − ρ̂L(x, t).)
Гамильтонан КФ удовлеворяет этим минимальным
требованиям. Действительно, прямое вычисление
коммутатора [Himp, ĵ(x, t)]−, входящего в уравне-
ние Шредингера для гайзенберговских операторов,
позволяет написать уравнение неразрывности для
кирального заряда. Для этого достаточно заметить,
что

[ρ̂(x, t), Ψ̂R,L(y, t)]− = −δ(x− y)Ψ̂R,L(y, t),

[ρ̂(x, t), Ψ̂†
R,L(y, t)]− = δ(x− y)Ψ̂†

R,L(y, t),

[ĵ(x, t), Ψ̂R,L(y, t)]− = ∓δ(x− y)Ψ̂R,L(y, t),

[ĵ(x, t), Ψ̂†
R,L(y, t)]− = ±δ(x− y)Ψ̂†

R,L(y, t).

Это позволяет вычислить ∂tĵ(x, t):

[Himp, ĵ(y, t)]− =

=

∫
dxV (x, y)[−Ψ̂†

R(x, t)Ψ̂L(y, t)− Ψ̂†
R(y, t)Ψ̂L(x, t) +

+ Ψ̂†
L(x, t)Ψ̂R(y, t) + Ψ̂†

L(y, t)Ψ̂R(x, t)].
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Переходя к точечному взаимодействию и вводя
псевдоскалярный оператор ŝ(t) (бозонного типа),
описывающий примесное рассеяние,

ŝ(t) = 2i(Ψ̂†
L(0, t)Ψ̂R(0, t)− Ψ̂†

R(0, t)Ψ̂L(0, t)),

ŝ(t)† = ŝ(t),
(4)

видим, что −i[Himp, ĵ(x, t)] = Vimpŝ(t)δ(x). Отсюда
следует уравнение неразрывности для кирального
заряда:

∂tĵ(t, x) + v2c∂xρ̂(t, x) = Vimpŝ(t)δ(x) −
1

π
∂xUext(x, t),

(5)
При его выводе использовано выражение для так
называемой адлеровской (аксиальной) аномалии
[14, 15]. Для LL в кулоновской калибровке его
можно записать в виде

∂tĵ(x, t) + ∂xρ̂(x, t) = − 1

π
∂xU(x, t), (6)

где U(x, t) — полное электрическое поле, состоящее
из внешнего поля Uext(x, t), приложенного к каналу,
и среднего поля фермионов в точке x:

−∂xU(x, t) =

∫
dyρ(y, t)∂yVe−e(x− y) + Eext(x, t).

Адлеровская аномалия играет одну из централь-
ных ролей в теории взаимодействующих одномер-
ных фермионов. Дело в том, что гамильтониан e–e-
взаимодействия LL без примеси сохраняет как ки-
ральный, так и электрический заряд. Если бы ни
одна из симметрий ΨR,L → exp(±iΛ)ΨR,L не бы-
ла бы нарушена, то e–e-взаимодействие не проявля-
лось бы в электрических свойствах канала. (В этом
случае мы бы имели два алгебраических уравнения,
выражающие законы сохранения электрического и
кирального зарядов, для двух величин 〈ρ̂(q, ω)〉 и
〈ĵ(q, ω)〉, совпадающих с невзаимодействующей тео-
рией.) Таким образом, для проявления взаимодей-
ствия в задачах, связанных с переносом заряда, од-
на из этих симметрий должна быть нарушена. Есте-
ственно, нарушается киральная симметрия, которая
приводила бы к закону сохранения кирального за-
ряда (см. правую часть выражения для адлеровской
аномалии (6)), а электрический заряд сохраняется.

Однако при вычислении кондактанса мы всегда
сталкиваемся с расходящимися в ультрафиолетовой
области ответами. Физическая причина этой рас-
ходимости состоит в том, что справа и слева от
точечной примеси (на микроскопическом масштабе
∼ 1/pF ) образуется двойной слой (см. [11]). C точки

зрения одномерной теории, справедливой на боль-
ших масштабах, — это скачок заряда. В подходе со
сшивкой в этом можно убедиться непосредственно.
В работе [11] показывается, что требование калиб-
ровочной инвариантности одномерной теории, учи-
тывающей существование прошедшей волны, поз-
воляет однозначно вычислить его величину. После
перенормировки, рецепт которой определяется ка-
либровочной инвариантностью, и при выполнении
условий (1) теория со сшивкой волновых функций
уже не содержит ультрафиолетовых расходимостей,
а кондактанс определяется только эффектами, свя-
занными с инфракрасной областью. Если этот ска-
чок заряда не экранируется трехмерным окруже-
нием, то его дальнодействующее взаимодействие с
фермионами одномерного канала и приводит к ано-
мальной частотной зависимости кондактанса. (Во-
просы, связанные с экранировкой зарядов, рассмот-
рены в работе [16].)

Возвращаясь к туннельному гамильтониану,
приходится констатировать, что переход к точеч-
ной примеси делает теорию патологичной. Дело
в том, что с точки зрения «чистой математики»
дифференциальные уравнения первого порядка
с δ-функционным потенциалом не имеют реше-
ния. Действительно, варьируя КФ-гамильтониан
без учета e–e взаимодействия по Ψ∗

R(x), мы бы
получили уравнение

i∂xΨR(x) =

∫
dyVimpδ(x− y)δ(x)ΨL(x) − EΨR(x).

Интегрируя это выражение по бесконечно малому
интервалу, видим, что скачок волновой функции
должен быть равен

i[ΨR(ǫ)−ΨR(−ǫ)] =
ǫ∫

−ǫ

dyVimpΨL(y)δ(y).

Но это равенство не может быть выполнено: его ле-
вая часть антисимметрична при ǫ→ −ǫ, а правая —
симметрична. Таким образом, туннельный гамиль-
тониан корректно (в математическом смысле) опи-
сывает рассеяние фермионов только на дальнодей-
ствующей примеси (тогда правая часть этого выра-
жения будет равна нулю), но ответы этой задачи
будут качественно отличаться от рассматриваемо-
го нами случая точечной примеси. В результате та-
кой, чисто математической, некорректности переход
в линеаризованном гамильтониане к точечному при-
месному рассеянию приводит к появлению допол-
нительных (нефизических) ультрафиолетовых рас-
ходимостей. Подход со сшивкой нелинеаризованно-

8 ЖЭТФ, вып. 2
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го уравнения Шредингера, естественно, не содер-
жит этой патологии. Таким образом, эти два под-
хода заведомо нетождественны — они различаются
поведением в ультрафиолетовой области. Это надо
иметь в виду при детальном сопоставлении резуль-
татов, полученных из этих двух подходов. Однако
вычисления с нелокальным и содержащим беско-
нечное количество слагаемых гамильтонианом до-
статочно трудоемки. Вместе с этим, из физических
соображений можно ожидать, что на очень больших
расстояниях от примеси примесное рассеяние все-
таки должно восприниматься как точечное. Это поз-
воляет надеяться, что КФ-гамильтониан правиль-
но описывает эффекты, определяемые инфракрас-
ной областью. Так и происходит при выполнении
условий (1)). В этом случае оба подхода приводят
к одинаковым частотным зависимостям кондактан-
са. Однако даже в этом случае использование КФ-
гамильтониана приводит к появлению слагаемых,
расходящихся в ультрафиолетовой области и фор-
мально существующих даже в отсутствие взаимо-
действия. Причина их появления — указанная вы-
ше математическая некорректность, и поэтому они
должны быть опущены.

Выражение (5) служит исходной точкой для
тождеств Уорда. Мы будем вычислять фейнманов-
ский линейный отклик системы на бесконечно малое
внешнее поле Uext(1) (1 = x1, t1) и сведем его к вы-
числению поляризационного оператора (PO) поля
ŝ(1) = δ(x1)ŝ(t1):

Πs,s(1, 2) = 〈T {ŝ(1), ŝ(2)}〉 = δ(x1)δ(x2)S(t1 − t2).

Нам будут нужны все PO Πα,β(ω, x1, x2), где
α, β = j, ρ, s. Они немного отличаются от обычных
выражений для матрицы линейных откликов.
Держа в голове подход Хаббарда, в котором
e–e-взаимодействие сводится к эволюции невзаимо-
действующих фермионов в медленно меняющемся
внешнем поле (c последующим интегрированием
по всем его реализациям) [17], видим, что при
обычном определении матрицы линейных откликов
поляризационные операторы с индексом ρ, входя-
щие и в e–e взаимодействие, и в линейный отклик,
будут различаться множителем i. Чтобы сделать
вершины одинаковыми, выделим это i и в отклике:

j(ω, x1) =

∫
dx2Πj,ρ(ω, x1, x2)(−iUext(ω, x2)).

Это позволяет определить все PO одинаково:
Πα,β(1, 2) = 〈T {α̂(1), β̂(2)}〉. (Мы вычисляем фейн-
мановский отклик, поэтому здесь стоит {, } — анти-
коммутатор.) Из-за законов сохранения различные

компоненты матрицы Πα,β связаны между собой.
Закон сохранения полного электрического заряда
говорит, что ∂t1Πj,β(1, 2) = −∂x1

Πρ,β(1, 2). Кроме
этого, компоненты матрицы Πα,β связаны между
собой еще и тождествами Уорда, следующими из
(5). Для их получения домножим уравнение (5) на
θ(t1 − t2)ρ(2) справа, потом на θ(t2 − t1)ρ(2) слева,
сложим эти выражения и вычислим матричный
элемент по основному состоянию. Получившееся
выражение отличается на

δ(t1 − t2)〈[j(x1), ρ(2)]−〉 =
i

π
δ(t1 − t2)∂x1

δ(x1 − x2)

от ∂t1Πj,ρ(1, 2). Отметим, что для получения правой
части этого уравнения использовано выражение для
швингеровской аномалии:

[ρ̂R,L(x, t), ρ̂R,L(x
′, t)]− = ± i

2π
∂xδ(x− x′).

В итоге мы получили связь

∂t1Πj,ρ(1, 2) + v2c∂x1
Πρ,ρ(1, 2) = VimpΠs,ρ(1, 2) +

+
i

π
δ(t1 − t2)∂x1

δ(x1 − x2).

Учитывая, что

[ρ(x), ρ(x′)]− = [ρ(x), s(x′)]− = 0,

дифференциируем эту связь по времени. В резуль-
тате имеем

∂2t1Πj,ρ(1, 2)− v2c∂
2
x1
Πj,ρ(1, 2) = Vimp∂x2

Πs,j(1, 2)+

+
i

π
∂t1δ(t1 − t2)∂x1

δ(x1 − x2). (7)

Вычислим теперь Πs,j(1, 2). Для получения это-
го поляризационного оператора нам нужен комму-
татор

〈[j(x1), s(x2)]−〉|t1=t2 =

= −2iδ(x1 − x2)〈(Ψ̂†
L(x1, t)Ψ̂R(x1, t) +

+ Ψ̂†
R(x1, t)Ψ̂L(s1, t))〉.

Матричный элемент (аномальное среднее), стоящий
в правой части, может быть отличным от нуля толь-
ко в том случае, когда основное состояние вырожде-
но по киральности, т.е. тогда, когда основное состо-
яние есть суперпозиция волновых функций с раз-
ной киральностью. Для притягивающихся ферми-
онов такого вырождения не может быть, так как
в этом случае критическая температура перехода
в сверхпроводящую фазу типа Костерлица–Таулеса
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Tc ∼ vc/L ≪ Td ∼ 1/L — температура вырождения
[18], а для отталкивания аномальное среднее равно
нулю при T ≪ Td ≪ Tc [19]. Здесь L — это длина ка-
нала; в этих неравенствах она считается конечной.
Необходимость учета температуры вырождения и
возможность существования фаз типа Костерлица–
Таулеса в конечной одномерной системе подробно
обсуждена во Введении статьи [18].

Действуя как в предыдущем случае, имеем

∂2t2Πs,j(1, 2)−v2c∂2x2
Πs,j(1, 2) = Vimp∂t2Πs,s(1, 2). (8)

В итоге получим

Πj,ρ(ω, k, q) = −2πδ(q − k)
i

π

ωk

ω2 − v2ck
2
−

−
ωqV 2

impΠs,s(ω)

(ω2 − v2ck
2)(ω2 − v2cq

2)
. (9)

Первое слагаемое — это баллистический ток (в пре-
деле ω → 0 оно дает выражение для кондактанса
баллистического канала, равное e20/2πvc), а второе
— вклад от рассеяния. Однако мы еще не учли вклад
от решения однородного уравнения

Π0
j,ρ(ω, k, q) =

= f(k)2πδ(q − k)[δ(ω − vck) + δ(ω + vck)].

При переходе в статику онo дает точно такой же
вклад, как и баллистика, при f(k) ∝ k. (Постоян-
ную же в случае притяжения и отталкивания мож-
но брать разной.) Это означает, что данный подход
реально позволяет вычислить только зависящую от
частоты часть коэффициента отражения (δ|Rω|2).
В случае существования ультрафиолетовых расхо-
димостей (неинтегрируемые особенности при t → 0

в корреляторе Πs,s(t)) они тоже дадут вклад в |Rω |2
при ω = 0.

Обсудим теперь важный для нашей задачи во-
прос о переходе от фейнмановского отклика к за-
паздывающему. Дело в том, что исходно равновес-
ные диаграмные техники (и фейнмановская, и мацу-
баровская) вычисляют фейнмановские отклики. А
дальше возможны два пути:

• можно довести до конца вычисление фейнма-
новского отклика, и только в окончательном
ответе для j(ω, k) совершить переход от фейн-
мановского отлика к запаздывающему,

• а можно делать аналитическое продолжение
«символического» выражения для отклика, за-
писанного в терминах функций Грина, до его

настоящего вычисления. В этом случае час-
то продолжают не окончательное выражение
для наблюдаемой величины, а каждый член
произведения по отдельности (в нашей зада-
че часто продолжают статсумму, выражение
которой не убывает на больших частотах; см.,
например, Приложение в [4]).

Kогда все функции Грина, входящие в аналитиче-
ское выражение для отклика, убывают при ω → ∞,
оба подхода приводят к одному ответу. Проблема
возникает в том случае, когда это условие не вы-
полняется, а продолжают «по обычным правилам»
блок, не убывающий (а в нашей задаче даже рас-
тущий) на больших частотах. В этом случае эти
два способа вычислений приведут к разным отве-
там. (Поэтому до доказательства того, что запаз-
дывающая функция Грина есть просто аналитиче-
ское продолжение фейнмановской в верхнюю полу-
плоскость, всегда доказывается убывание фейнма-
новской функции Грина при ω → ∞).

Обсудим последнее утверждение подробнее. В
Приложении А показано, что для вычисления эф-
фективного коэффициента отражения, входящего в
кандактанс, нужно вычислить коррелятор S и раз-
делить его на частоту. Если бы фейнмановский кор-
релятор SF (ω) − SF (ω = 0) убывал в области боль-
ших частот, то запаздывающий коррелятор можно
было бы получить как аналитическое продолжение
фейнмановского с вещественной оси в верхнюю по-
луплоскость комплексной переменной ω. (Предпола-
гается, что все особенности в фейнмановском кор-
реляторе сдвинуты с вещественной оси по правилу
ω → ω + iδsgn(ω), следующему из фейнмановских
граничных условий.) И, что самое важное в этой за-
даче, при вычислении низкочастотного запаздыва-
ющего отклика можно было бы использовать длин-
новолновую асимптотику коррелятора SF (t). (В ин-
тересующей нас задаче вычисления обычно прово-
дятся в t-представлении и только потом в фурье-
представлении.)

Действительно, убывающий по частоте фейнма-
новский коррелятор всегда можно разделить на две
функции, каждая из которых не имеет особенностей
во всей верхней (нижней) полуплоскости S±

F (ω):

SF (ω) = S+
F (ω) + S−

F (ω) =

=

∞∫

−∞

dω′

2πi

S+
F (ω′)

ω′ − ω − iδ
−

∞∫

−∞

dω′

2πi

S−
F (ω′)

ω′ − ω + iδ
. (10)
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После фурье-преобразования этого выражения по ω
получаем

SF (t) = θ(t)

∞∫

−∞

dω′

2π
exp(−iω′t)S+

F (ω′) +

+ θ(−t)
∞∫

−∞

dω′

2π
exp(−iω′t)S−

F (ω′).

Отсюда видно, что ветвь, не имеющая особенностей
в верхней полуплоскости, действительно определя-
ет запаздывающую функцию Грина Sret(t), вычис-
ленную «по обычному» рецепту, а поскольку боль-
шие частоты не дают вклада в это выражение, то
при вычислении низкочастотного запаздывающего
отклика можно было бы использовать длинновол-
новую асимптотику коррелятора в t-представлении.
Но так можно действовать только в том случае, ко-
гда фейнмановский коррелятор убывает при боль-
ших частотах.

Переходим к нашей задаче. Подумаем, что мы
знаем о корреляторе SF (ω). Прежде всего, его точ-
ное выражение, справедливое для всех частот, обя-
зано оставаться растущим как |ω| при |ω| → ∞.
Следовательно, SF (ω) имеет полюс первого порядка
в бесконечно удаленной точке ω∞ (что бы ни про-
исходило в ультрафиолетовой области, физическое
требование к способу перенормировки должно со-
держать условие SF (ω) ∝ |ω| при |ω| → ∞). Это
следует из того, что при больших частотах эффек-
ты, связанные с e–e-взаимодействием, должны быть
подавлены, т.е. коэффициент отражения фермионов
от примеси должен стремиться к постоянному зна-
чению. (Высокочастотные эффекты в упорядочен-
ной и нормальной фазах всегда совпадают.)

Кроме того, его длинноволновая асимтотика
(а только ее мы и можем вычислить) растет еще
сильнее: растущей оказывается даже величина
(SF (ω) − SF (0))/ω. И этот рост продолжается
вплоть до частот ω ∼ M. При бо́льших частотах
аналитические вычисления в нашем случае невоз-
можны, так как требуют знания гамильтониана в
ультрафиолетовой области. В этой области частот
в выражениях для откликов должен произойти
переход от сильного к слабому межэлектронному
взаимодействию. Из всего этого следует, что в
выражении (10) мы должны интегрировать по
замкнутым контурам C±

R , идущим сначала по ве-
щественной оси, а потом замыкающимся в верхнюю
(нижнюю) полуплоскость (теорема Коши), таких,
чтобы в области, ограниченной этими контурами,
у функции S+

F (ω′) не было бы особенностей (на

самом деле мы вынуждены ограничить размер
контура условием |ω|/M ≤ 1). Таким образом,
функции S+

F (ω), аналитической во всей верхней
полуплоскости, в нашем случае просто нет. Есть
лишь функции, аналитические внутри C±

R :

SF (ω) =

∫

C+

R

dω′

2πi

S+
F (ω′)

ω′ − ω − iδ
−
∫

C−

R

dω′

2πi

S−
F (ω′)

ω′ − ω + iδ
,

(11)
после фурье-преобразования этого выражения полу-
чаем

SF (t) = θ(t)

∫

C+

R

dω′

2π
exp(−iω′t)S+

F (ω′) +

+ θ(−t)
∫

C−

R

dω′

2π
exp(−iω′t)S−

F (ω′).

Из-за того, что S+
F (ω′) растет в области больших

частот, интеграл по отрезку контура R+ не мал,
и его вкладом в запаздывающую функцию Гри-
на нельзя пренебречь (а само существование тако-
го вклада всегда означает существование особенно-
сти в S+

F (ω) при больших частотах в верхней полу-
плоскости). Таким образом, для продолжения этой
функции Грина в область, ограниченную контуром
C+

R , надо знать поведение коррелятора S+
F (ω) в уль-

трафиолетовой области, что в принципе невозмож-
но. Поэтому в нашей задаче надо продолжать окон-
чательное выражение для фейнмановского откли-
ка, следующее из выражения (9), и сформулировать
теорию так, чтобы в отклик давала бы вклад только
область малых частот.

Отсюда следует и то, что при переходе от мацу-
баровского отклика (в τ -представлении) к запазды-
вающему нельзя ограничиться заменой τ → i(t± iδ)

в выражении для статсуммы, вычисленной при
больших τ , если она имеет неинтегрируемую особен-
ность при t→ 0. Такой способ вычислений тоже иг-
норирует вклад от особенности в ультрафиолетовой
области [4].

Вклад рассеяния в фейнмановский отклик прин-
ципиально отличается от выражения для SF (ω), так
как он сильнее убывает по |ω|:

δjF (ω, k) =
ωV 2

impSF (ω)

v2ck
2 − ω2 − iδ

∫
(dq)

Eext(q, ω)

v2c q
2 − ω2 − iδ

,

(12)
поэтому вопрос об интеграле по контуру R+ в
δjF (ω, k) просто не стоит. Это выражение точное
и, на самом деле, справедливое не только в слу-
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чае КФ-гамильтониана, но оно содержит неизвест-
ную функцию SF (ω), которую надо вычислить (как
и все это выражение) по фейнмановским правилам и
связать с наблюдаемой величиной. Функция SF (ω),
в отличие от полюсных слагаемых, медленно зави-
сит от частоты, так как это петлевая диграмма и
все особенности входящих в нее свободных пропага-
торов «замываются» интегрированием. После ана-
литического продолжения выражения (12) с веще-
ственной оси в верхнюю полуплоскость (см. Прило-
жение А) в выражении для запаздывающего откли-
ка (δjret) можно переходить к пределу ω → 0. Если
нас интересует отклик на медленно меняющееся по-
ле, то необходимо учесть, что SF (ω) − SF (0) → 0

при ω → 0. Компенсировать это убывание можно за
счет полюсного вклада подынтегрального выраже-
ния. Поэтому наиболее медленно убывающая асимп-
тотика кондактанса определяется δ-функционным
вкладом в (12). В итоге для вычисления кондак-
танса нам оказывается достаточно знать асимпто-
тику SF (ω) при малых частотах, но вычислена она
должна быть по фейнмановским правилам при ве-
щественных частотах.

Связать S(ω) с перенормированным за счет вза-
имодействия коэффициентом отражения фермио-
нов от примеси можно, рассмотрев невзаимодей-
ствующую теорию. В этом пределе прямое вы-
числение отклика и сравнение его с (12) дает
SF (ω)/|ω| ∝ −|R0|2. Естественно ожидать, что и
в случае взаимодействующих носителей это отно-
шение можно связать с |Rω|2. Это подтверждается
выражением для кондактанаса, следующим из (12)
(Приложение А). В нем показано, что в кондактанс
входит величина

|Rω |2 = − π

2vc|ω|
V 2
imp ReS(|ω|). (13)

Она аналитична в верхней полуплоскости в области
C+

R , определяемой условием |ω|/M ≪ 1, если под
|ω| понимать +

√
(ω + iδ)2, а кондактанс выражает-

ся через нее по обычной формуле:

G(ω) = 1

2πvc

(
1− |Rω|2

)
. (14)

3. ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ПРИ vc = 1/2

3.1. Переход к квазичастичному

представлению

Хорошо известно, что в одномерном случае па-
кеты, состоящие из фермионов с линейным спек-
тром, не расплываются. Это означает, что состояние

с одной и той же энергией может быть представле-
но в виде большого числа различных пакетов, со-
стоящих из разного числа частиц. Единственно, что
может различать такие пакеты, — это коммутаци-
онные свойства. Волновые функции пакетов, состо-
ящие из четного числа фермионов, коммутируют, а
из нечетного — антикоммутируют. Это означает, что
любое состояние может быть описано как в ферми-
онном, так и в бозонном представлении, причем мно-
гими способами. (В таких случаях принято говорить
о вырождении состояний.) В частности, любой фер-
мион, двигающийся вправо/влево (±), может быть
представлен как пакет бозонов Ô(x)±:

Ψ̂†
± (x) = exp

(
Â†

± (x)
) σ̂†

±√
L
exp

(
−Â± (x)

)
, (15)

Â†
± (x) =

1

L

∑

n>0

e∓ipnx

√
2π

pn
Ô†

±(x)(p).

Здесь pn = 2πn/L, а σ̂± — аналог лестничных
операторов Халдейна [20], определяемых условия-
ми σ̂†

±σ̂± = 1, {σ̂±, σ̂∓} = 0 и коммутирующих со
всеми бозонами. Это соотношение представляет из
себя просто алгебраическое тождество. Для его до-
казательства достаточно заметить, что так опреде-
ленные поля Ψ̂†

± (x) и Ψ̂± (y) обычным образом анти-
коммутируют при |x − y|/L ≪ 1. (Антикоммутация
обеспечивается операторами σ со специально по-
добранными коммутационными свойствами; важен
также и численный коэффициент

√
2π/pn в показа-

теле экспоненты.) Отметим, что вырождение состо-
яний не снимается точечным e–e-взаимодействием,
так как спектр взаимодействующих фермионов в
этом случае остается линейным.

Для того чтобы представить в бозонном пред-
ставлении фермионы R и L, в выражение (15) вме-
сто Ô†

±(x) нужно подставить операторы

ĈR,L (p) =

√
2π

p

∫
dxe∓ipx ˆ̺R,L (x) , p > 0. (16)

В нашей задаче удобно использовать другое
представление — представление нормальных воз-
буждений латтинжеровской жидкости (χ̂±(x)) [21].
Это представление сводит гамильтониан с e–e-
взаимодействием без примеси к свободному. Можно
показать, что основное состояние латтинжеров-
ской жидкости без примеси является «вакуумным
состоянием» полей χ̂±(x). Из-за поляриризации ос-
новного состояния их заряд (e∗) отличен от заряда
e0 и равен 1/

√
vc. Таким образом, кондактанс кана-

ла без примеси может быть вычислен по обычной
формуле, справедливой для невзаимодействующих
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фермионов: e∗2/2π. Поля χ представляют собой не
что иное, как правый/левый фермион, двигающийся
вместе с поляризационным облаком, возникающим
в основном состоянии. Поэтому он не квантуется в
единицах заряда свободного фермиона.

Для перехода к представлению нормальных
возбуждений в работе [21] в выражении (15)
вместо поля Ô(x)± использовались поля Ĉ(±p),
диагонализующие гамильтониан с точечным e–e-
взаимодействием

Hee =
vc
L

∑

n>0

pn(Ĉ
†
pĈp + Ĉ†

−pĈ−p) =

=
vc
L

∑

i=1,2;n>0

pnB̂
†
i (p)B̂i(p),

B̂1,2(p) =
Ĉ(p)± Ĉ(−p)√

2
,

C(p)| 〉 = 0, и выражающиеся через бозоны (16) с
помощью преобразования

Ĉ (p) = ch θĈR (p) + sh θĈ†
L (p) ,

Ĉ† (−p) = ch θĈ†
L (p) + sh θĈR (p)

(17)

(«угол поворота» θ определяется равенством
sh(2θ) = V0/2πvc). В задаче с точечной примесью
нам будет удобно ввести операторы квазичастичных
возбуждений χ̂1,2 немного по-другому: с помощью
бозонов B̂1,2(p). В этом случае гамильтониан e–
e-взаимодействия без примеси тоже сводится к
свободному:

Hee = vc

∫
dx
(
χ̂†
1(x)(−i∂x)χ̂1(x) + χ̂†

2(x)(i∂x)χ̂2(x)
)
.

(18)
Для того чтобы выразить примесную часть гамиль-
тониана через поля χ̂1,2, нужно переписать показа-
тель экспоненты произведения ΨR(0)Ψ

†
L(0) c помо-

щью формул (15), (17) через бозоны Ĉ(±p):

Ψ̂†
R(0)Ψ̂L(0) =

∆1−1/vc

L
exp
(
Â†
)σ†

RσL
L

exp
(
−Â
)
,

Â† =
1

L

∑

n>0

√
2π

pn

2

vc

1√
2
(Ĉ†(pn)− Ĉ†(−pn)),

(19)

где ∆ = MbLe
γE/2π (ультрафиолетовое обрезание

1/Mb возникло из-за того, что на масштабе поряд-
ка размера примеси e–e-взаимодействие трехмерно,
что делает одномерную формулу (19), полученную
с помощью выражения (15) и содержащую произве-
дение двух фермиевских операторов в одной точке,
неприменимой в ультрафиолетовой области). Выра-
жение (19) показывает, что в точках 2/vc = m2

1 (m1

— целое число) гамильтониан Кейна–Фишера сво-
дится к задаче о рождении/уничтожении m1 фер-
мионных квазичастиц в точке x = 0. (Показатель
экспоненты в этом случае совпадает с показателем
произведения χm1

2 .) Это был бы нуль из-за принци-
па Паули, но при написании произведения χm1

2 надо
учесть правильный порядок экспонент с A† и A, взя-
тых в одной точке (а этот множитель расходится, ес-
ли координаты фермионов совпадают.) Таким обра-
зом, во всех случаях, кроме vc = 2, мы будем иметь
неопределенность типа 0·∞. Приm1 = 2 (vc = 1/2)

в гамильтониане возникает слагаемое, описывающее
рождение/уничтожение двух квазичастиц в одной
точке. Эта неопределенность раскрывается с помо-
щью разложения χ̂2(x) в ряд Тейлора с симметрич-
ной раздвижкой аргументов сомножителей. Кроме
того, из (19) мы видим, что возбуждения χ̂1 (па-
кет, определяющийся полем B1) не рассеиваются на
точечной примеси, и вcя примесная часть гамильто-
ниана при vc = 1/2 равна [13]

Himp = iγ(χ̂†
2(0)∂xχ̂

†
2(0)− ∂xχ̂2(0)χ̂2(0)), (20)

где γ = 2Vimp exp(−γE)/Mb — константа взаимо-
действия, имеющая размерность длины, а под со-
кращенной записью ∂xχ2(0) надо понимать пре-
дел ∂xχ2(x)|x→0. После перехода к майорановскому
представлению

χ̂2(x) =
1√
2

(
ß̂(x) + iΦ̂(x)

)
, (21)

{ß̂(x), ß̂(x′)} = {Φ̂(x), Φ̂(x′)} = δ(x− x′),

{Φ̂(x), ß̂(x′)} = 0,

этот гамильтониан диагонализуется с помощью уни-
тарного поворота, так как сводится к квадратичной
форме двух невзаимодействующих друг с другом ве-
щественных полей:

Htot =
vc
2L

∑

n

[ß(−pn)pnß(pn) + Φ(−pn)pnΦ(pn)] +

+ γ
1

L

∑

m 6=0

Φ(pm)
1

L

∑

n

pnΦ(pn)−

− γ
1

L

∑

m 6=0

ß(pm)
1

L

∑

n6=0

pnß(pn). (22)

Важное для дальнейшего условие m 6= 0 следует из
того, что это состояние изначально отсутствовало в
формулах бозонизации.

Нам осталось выразить оператор ŝ при vc = 1/2

через майорановские поля ß; Φ. Мы определяли
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ŝ(x, t) как киральный поток, входящий в уравнение
неразрывности для кирального заряда (см. урав-
нение (5)). Он отличается от выражения, стояще-
го в гамильтониане, относительным знаком первого
и второго слагаемых (физический смысл оператора
ŝ(x, t) — оператор кирального заряда, уходящего в
конденсат). В итоге, повторяя все предыдущие вы-
числения, получаем

ŝ(0) = 2γs

(
χ̂†
2(0)∂xχ̂

†
2(0) + ∂xχ̂2(0)χ̂2(0)

)
=

= 2γs (Φ(0)∂xß(0) + ß(0)∂xΦ(0)) , (23)

где γ = 2Vimpγs.

3.2. Диагонализация гамильтониана

Поля, в терминах которых гамильтониан (22)
диагонален (λ;β), в гайзенберговском представле-
нии имеют вид

λ̂(ǫn, t) = λ̂(ǫn) exp{(iǫnt)},

где ǫn — спектр свободных майоранов. Они получа-
ются из «неповернутых» полей (Φ(m), ß(n)) преоб-
разованием

λ̂(ǫn) =
1

L

∑

m 6=0

S(ǫn, pm)Φ̂(m). (24)

Далее обозначение ǫn будет показывать, что индекс
n относится к «повернутым» полям, а pm — к «непо-
вернутым». Все суммирования ограничены сверху
числом уровней N1: |m| < N1 = 2πLW/vc, где W
— ширина зоны проводимости. Кроме того, необхо-
димо учесть вещественность майорановских полей.
Это означает, что в импульсном представлении при
нормировке на длину канала их антикоммутатор ра-
вен

{̂λ(ǫn), λ̂(ǫm)} = Lδn,−m. (25)

В Приложении В показано, что матрица поворота
удовлетворяет «уравнению Шредингера»,

(ǫn − vckm)S(ǫn, km) = γkm
1

L

∑

m1 6=0

S(ǫn, pm1
) +

+ γ
1

L

∑

m1 6=0

pm1
S(ǫn, pm1

), (26)

а обратная матрица получается из нее одновремен-
ной сменой знаков индексов:

S−1(ǫn, pn) = S(ǫ−n, p−n). (27)

Переходим к решению уравнения (26). Перепи-
сываем это уравнение отдельно для четной и нечет-
ной по km частям функции S(ǫn, km). Для этого вве-
дем

S(ǫn, km) =
Z(ǫn) + kmY (ǫn)

(ǫn − vckm)
. (28)

Отбирая четную и нечетную по km части функции
в левой стороне равенства, имеем вместо исходного
уравнения систему

Z(ǫn) =
γ

vc

1

L

∑

m 6=0;|m|<N1

m[Z(ǫn) + (2πm/L)Y (ǫn)]

yn −m
,

(29)

Y (ǫn) =
γ

vc

1

L

∑

m 6=0;|m|<N1

Z(ǫn) + (2πm/L)Y (ǫn)

yn −m
,

(30)
где yn = ǫnL/2πvc — безразмерная энергия. Из этого
выражения видно, что коэффициенты при неизвест-
ных функциях Z(ǫn) и Y (ǫn) расходятся в термо-
динамическом пределе N1 → ∞. Наиболее сильная
расходимость — линейная. Поэтому суммы должны
вычисляться в конечных пределах |m| ≤ N1. Реше-
ние этой системы зависит от одного параметра ♭. (И
способа регуляризации, который должен быть еди-
ным в ходе вычислений. Мы при выводе гамильто-
ниана уже использовали симметричную раздвижку
аргументов, поэтому пределы суммирования тоже
выбраны симметричными.) Параметр

♭ =
Lvc
γN1

∼ Mbv
2
c

WVimp

не зависит от длины канала. B случае точечной при-
меси Mb ∼ 1/pF , т.е. Mb ∼W .

В Приложении В.1 показано, что точное условие
существования решения этой системы, определяю-
щее спектр квазичастиц, есть

B(yn) =
♭2N1

2(♭+ 1)
; (31)

при n,N1 ≫ 1 оно переходит в более простое выра-
жение

yn = n

(
1 +

1

πn
arcsin

πn√
P2 + π2n2

)
∼ n+n/P (32)

(в этом выражении arcsin определен на интервале
(−π, π), а P ∼ N1; точное выражение для P — в
Приложении В.1, формула (60)). В итоге вся матри-
ца поворота может быть представлена в виде

S(ǫn, km) =
Lz0

[Ñ2
1 + y2n]

1/2

yn
yn −m

[
1+

♭+ 2

♭

m

yn

]
, (33)
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где

z0 = ♭/2π(♭+ 1),

Ñ1 = N1(♭+ 2)2/2π(♭+ 1).

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА
ОТРАЖЕНИЯ

4.1. Одночастичные функции Грина

Для вычисления коэффициента отражения
фермионов от примеси нам будет нужна одноча-
стичная фейнмановская функция Грина полей Φ

(G(Φ|t) = 〈Φ(t, x = 0)Φ(0, 0)〉) и функции Гри-
на, в которых одно (или два) поля заменены на
их производную, вычисленную в точке x = 0.
Они могут быть вычислены, так как для полей,
диагонализующих гамильтониан, переход от шре-
дингеровского представления к гайзенберговскому
сводится к умножению на exp(iǫnt). (Эти поля
возникли из L-фермионов, в которых импульс n

отсчитывается в обратную сторону, таким образом,
чтобы увеличение |n| увеличивало энергию ǫn.)
Поэтому

Φ(x = 0, t) =
1

L2

N1∑

−N1;m,n6=0

S(ǫ−n, p−m)exp(iǫnt)λn

(34)
и вся функция Грина полей Φ может быть представ-
лена в виде

G(Φ|t, 0) = 1

L2

N1∑

−N1;n,n′ 6=0

G0(λ|n, t;n′, 0)×

× 1

L2

N1∑

−N1;m,m′ 6=0

S(ǫ−n, p−m)S(ǫ−n′ , p−m′),

где G0(λ|n, t;n′, 0) — свободная функция Грина ле-
вого майорана λ, равная

G0(λ|n, t;n′, 0) =

= Lδn,−n′ exp{(iǫnt)}[θ(t)θ(−n) − θ(−t)θ(n)].
По индексам m и m′, стоящим в последней сум-
ме, можно провести суммирование (см. выражение
(33)); коэффициенты A(n) и B(n), возникшие в ре-
зультате этого суммирования, введены в Приложе-
нии B.1. Используя точное условие существования
решения (31) и соотношение между этими коэффи-
циентами (B(y,N1) = yA(y,N1) − 2N1), видим, что
вся функция Грина оказывается пропорциональной

N1∑

−N1;m 6=0

yn + ((♭ + 2)/♭)m

yn −m
= N1(♭+ 2). (35)

После этого получаем окончательное выражение
для функции Грина

G(Φ|t, 0) =

= Φ2
0

1

L

N1∑

−N1;n6=0

exp(iǫnt)

1 + (n/Ñ1)2
[θ(t)θ(−n)−θ(−t)θ(n)],

(36)

где Φ0 = ♭/(♭+ 2).
Кроме этой функции Грина нам будут нужны

функции Грина с производными полей, вычислен-
ными в точке x = 0. Теперь для суммирования по
немому индексу m (импульсу поля Φ(pm, t)) нам бу-
дет нужна сумма

N1∑

−N1;m 6=0

m
yn + ((♭+ 2)/♭)m

yn −m
=

= ynB(yn) +
♭+ 2

♭
C(yn) = N1yn♭

(мы опять воспользовались выражением для точно-
го спектра (31) и соотношением C(yn) = ynB(yn)).
В итоге

G1(Φ|t, 0) = 〈∂Φ(t, x = 0)Φ(t, x = 0)〉 =

= −iΦ3
0

2π

L2

N1∑

−N1;n6=0

nexp(iǫnt)

1 + (n/Ñ1)2
×

× [θ(t)θ(−n)− θ(−t)θ(n)]. (37)

Выражение 〈Φ(t, x = 0)∂Φ(t, x = 0)〉 отличается от
〈∂Φ(t, x = 0)Φ(t, x = 0)〉 знаком, так как дифферен-
цирование по координате приведет в этом случае к
появлению множителя n′ = −n.

Точно так же функция Грина с двумя производ-
ными равна

G2(Φ|t, 0) = 〈∂Φ(t, x = 0)∂Φ(t, x = 0)〉 =

= −Φ4
0

(2π)2

L3

N1∑

−N1;n6=0

−n2exp(iǫnt)

1 + (n/Ñ1)2
×

× [θ(t)θ(−n)− θ(−t)θ(n)]. (38)

Таким образом, квантовые числа «неповернутых»
полей оказались полностью изгнанными из выраже-
ний для одночастичных функций Грина.

Обратим внимание на появление лишних степе-
ней Φ0, отличающих функции Грина полей Φ от от-
ветов для плоской волны: в случае точечной приме-
си функции Грина с производными определяются
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только соответствущим членом тейлоровского раз-
ложения поля Φ(x, t) в точке x = 0. Это суще-
ственно упрощает задачу, позволяя воспользовать-
ся соотношением (31), и является следствием δ-
функционности примесного рассеяния.

4.2. Схема перенормировки и регуляризация

Для того чтобы вычислить перенормированный
взаимодействием коэффициент отражения, нам на-
до вычислить коррелятор S(t):

S(t) =< T {ŝ(t), ŝ(0)} > .

Согласно формуле (23) каждая вершина ŝ(t) запи-
сывается в виде

ŝ(t) = 2γs (Φ(t)∂xß(t) + ß(t)∂xΦ(t)) .

Таким образом, коррелятор S(t) содержит четыре
графика. Каждая из этих четырех функций Грина
— это петлевая диаграмма, изображенная на рис. 1.
По теореме Вика коррелятор равен

S(t) = −(2γs)
2
(
〈Φ(t, 0)Φ(0, 0)〉〈∂xß(t, 0)∂xß(0, 0)〉+

+ 〈ß(t, 0)ß(0, 0)〉〈∂xΦ(t, 0)∂xΦ(0, 0)〉 −
− 〈ß(t, 0)∂xß(0, 0)〉〈∂xΦ(t, 0)Φ(0, 0)〉 −

− 〈Φ(t, 0)∂xΦ(0, 0)〉〈∂xß(t, 0)ß(0, 0)〉
)
. (39)

В n-представлении первый график содержит
множитель (n1n

′
1)Φ

2
0(−♭) → (−n1n1)Φ

2
0(−♭), вто-

рой — множитель (nn′)Φ2
0(♭) → (−nn)Φ2

0(♭), а
два последних дают −2nn1Φ0(♭)Φ0(−♭). Таким
образом, вся диаграмма приобретает множитель
−Φ2

0(♭)Φ
2
0(−♭) (nΦ0(♭)− n1Φ0(−♭))2 Здесь n — им-

пульс функции Грина G(Φ|n, n′; t), а n1 — импульс
второй функции Грина G(ß|n1, n

′
1; t), получающейся

из G(Φ|n, n′; t) заменой Vimp → −Vimp. (Нештри-
хованные индексы относятся к левой вершине
диаграммы, а штрихованные — к правой.) Другим
множителем в сумме всех диаграмм будет петля из
двух свободных функций Грина, в каждой вершине
которой происходит рождение (уничтожение) двух

G (Φ | n, m, m')

G (β | n
1 
, m

1 
, m

1
')

n
1

n
1
'

m m'
n n'

m
1

m
1
't 0

Рис. 1.

фермионов. (Это видно уже из исходного гамильто-
ниана в терминах полей χ; там стоят два оператора
χ2, а не χ†

2χ2.)
Теперь в выражениях для каждой из функций

Грина, входящих в петлевую диаграмму, при n≫ 1

уже можно перейти от дискретных n к непрерыв-
ной переменной k обычным способом, считая, что
tvc/L≪ 1:

1

L

N1∑

−N1

exp{(2πivcnt/L)}f(n) →

→
N1∫

−N1

(dn) exp{(2πivcnt/L)}f(n),

a далее в нашей задаче необходим переход к тер-
модинамическому пределу N1 → ∞ при конечном
k = 2πn/L. Подставив в полученное выражение
функции Грина из предыдущего раздела, легко убе-
диться, что это приводит нас к выражению для S,
расходящемуся в области больших импульсов.

Для того чтобы придать этому выражению мате-
матически осмысленный вид, его надо регуляризо-
вать, введя функцию FPV , обеспечивающую сходи-
мость всего выражения. Нам будет удобно исполь-
зовать регуляризацию Паули–Вилларса, в которой
вкдад от ультрафиолетовой области (большие k) ре-
гуляризуется массой MPV . Обычно в таких задачах
требуется обеспечить сходимость подынтегральных
выражений по всем независимым переменным. В на-
шем случае это были бы шесть импульсов. (Четы-
ре импульса «неповернутых» полей и два сохраня-
ющихся импульса «повернутых» полей.) Функция
FPV должна выходить на 1 при kvc ≪ MPV ≪ Mb

и быстро убывать в области больших k, обеспечи-
вая сходимость всех интегрирований. (В дальней-
шем теория должна быть сформулирована так, что-
бы в окончательных выражениях оказалось возмож-
ным совершить предельный переход MPV → ∞, и
это условие очень важно для перенормировки.) То-
гда петлевые диаграммы до суммирования по ин-
дексам «неповернутых» полей m,m1 (см. предыду-
щий раздел) записывались бы в виде

∑

n..., n1...

G̃(Φ|t, 0;n,m,m′)G̃2(ß|t, 0;n1,m1,m
′
1)×

×FPV (n,m,m
′;n1,m1,m

′
1).

Получившиеся в результате суммирования по ин-
дексам «неповернутых» полей функции Грина в
этом случае отличались бы от функций Грина (36)–
(38) из-за зависимости FPV от индексов «неповерну-
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тых» полей. Однако оказывается, что в нашем слу-
чае достаточно регуляризовать петлевые диаграм-
мы только по индексам «повернутых» полей. Чтобы
убедиться в этом, вернемся к правилу сумм (35) и
оставим из всего ряда A(yn) только одно слагаемое с
m = n (в котором импульсы «повернутого» и «непо-
вернутого» полей равны). Согласно уравнению (32)
в термодинамическом пределе это соответствует за-
мене ynA(yn) → P . Учитывая условие существова-
ния решения для матрицы поворота (31) и выраже-
ние для P (cм. Приложение В.1), снова получаем
правую часть выражения (35):

1

N1

N1∑

−N1;m 6=0

yn + ((♭+ 2)/♭)m

yn −m
=

=
1

N1

(
ynA(yn) +

(♭+ 2)

♭
B(yn)

)
→

→ 1

N1
P +

♭(♭ + 2)

2(♭+ 1)
= ♭+ 2.

(В предыдущем разделе вычисления были сделаны
так, чтобы была возможность учесть все члены ря-
да.) Таким образом, в термодинамическом пределе
в петлевой диаграмме из всего ряда на самом деле
выживает только одно слагаемое с m = n. Отсюда
следует, что, обеспечив сходимость выражения по
импульсу kn, мы автоматически приходим к сходя-
щемуся ответу и по импульсу «неповернутого» поля
pm. Точно так же обстоит дело и со всеми другими
суммами, входящими в функции Грина, вычислен-
ными в разд. 4.1. Таким образом, функция FPV в
нашем случае зависит только от двух переменных
kn, kn1

, и мы можем использовать для дальнейших
вычислений формулы (36)–(38) для функций Грина.
С формальной точки зрения условие существования
решения (31) в нашей задаче играет роль допол-
нительного условия, которое необходимо учитывать
при регуляризации расходящегося ответа. Оно го-
ворит, что расходящаяся в термодинамическом пре-
деле сумма B(yn), получившаяся в результате сум-
мирования по индексам «неповернутых» полей, на
самом деле не имеет права зависеть от yn при лю-
бых n. При нарушении этого условия уравнение для
матрицы поворота не имеет решения.

Регуляризация типа Паули–Вилларса сводится к
тому, что мы дописываем в подынтегральное выра-
жение для петлевой диаграммы (39) по сомножите-
лю

F(k,MPV ) =

[
M2

PV

(vck)2 +M2
PV

]n

на каждую функцию Грина, а степень n подбираем
так, чтобы обеспечить сходимость интегралов. По-

скольку в ответ входят функции Грина с двумя про-
изводными, для обеспечения сходимости интегралов
надо взять n = 2.

В Приложении C (уравнение (66)) показано, что
регуляризованное выражение для коррелятора S(ω)
может быть представлено в виде

S(ω) = −(2γs)
2Φ2

0(♭)Φ
2
0(−♭)

∞∫

0

dt cos(ωt)×

×
∞∫

0

(dkdk1) exp(itvc(k + k1))×

×
[1
2
(Φ2

0(♭) + Φ2
0(−♭))(k + k1)

2 −

− kk1(Φ0(♭) + Φ0(−♭))2
]
F(k,MPV )F(k1,MPV ).

(40)

Однако ответ, полученный в результате вычислений
входящих в это выражение интегралов, не может
рассматриваться как окончательный. Дело в том,
что в отсутствие регуляризации он расходится, а
это значит, что ответ для выражения (40) опреде-
ляется видом функции F(MPV ) (насколько быст-
ро она обрезает расходящийся вклад от ультрафи-
олетовой области). Между тем этот коррелятор на-
прямую определяет наблюдаемую величину. Поэто-
му его зависимость от способа вычислений недопу-
стима. Регуляризация — это не способ вычисления
окончательного ответа, а просто вспомогательная
процедура, необходимая для того, чтобы придать
выражению осмысленный с математической точки
зрения вид. Другое дело — процедура перенорми-
ровки, использующаяся для того, чтобы наблюдае-
мая величина не зависела бы от способа вычисле-
ний. (По сути, изложенная ниже процедура повто-
ряет первый шаг построения теории ренормгруппы
по Гелл-Ману–Лоу. Она имеет весьма общий харак-
тер и почти полностью переносится на другие зада-
чи, в которых точные аналитические ответы расхо-
дятся в ультрафиолетовой области.) Схема перенор-
мировки по Гелл-Ману–Лоу подразумевает не толь-
ко вычисление этого выражения как функции MPV .
После этого нужно, считая MPV сколь угодно боль-
шим, выделить в этом выражении главный (расхо-
дящийся в пределе MPV → ∞) множитель. Далее
надо ввести перенормированную (за счет взаимо-
действия в ультрафиолетовой области) амплитуду
рассеяния (γ(ren)), зависящую от MPV таким обра-
зом, чтобы сократить весь расходящйся в пределе
MPV → ∞ множитель, возникающий при вычисле-
нии диаграммы. (γ(ren) не подлежит вычислению в
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рамках данного подхода.) Подчеркнем, что только
предел MPV → ∞ приводит (и то только в случае
перенормируемых теорий) к независимости наблю-
даемых величин от способа регуляризации расходя-
щихся выражений.

Для того чтобы доказать возможность введения
амплитуды γ(ren), необходимо ввести в гамильто-
ниан специально подобранный контрчлен. Он дол-
жен зависеть от двух масштабов MPV и Mren —
произвольная точка перенормировки. (Единствен-
ное ограничение на величину Mren пока состоит
в том, что мы считаем ее принадлежащей обла-
сти, описывающейся перенормированным одномер-
ным КФ-гамильтонианом, т.е. Mb ≫MPV ≫Mren.)
После этого надо повторить все изложенные вы-
ше вычисления наблюдаемой величины. Если кон-
трчлен подобран правильно, то в итоге мы и долж-
ны получить ответ, в котором ультрафиолетовые
расходимости сократятся за счет зависимости γ(ren)
от MPV . Такая процедура означает, что все расхо-
димости будут «спрятаны» в γ(ren). Основная идея
подобных процедур состоит в том, что мы изменя-
ем неправильный в ультрафиолетовой области КФ-
гамильтониан таким образом, чтобы наблюдаемые
величины, вычисленные с помощью ренормирован-
ного КФ-гамильтониана, совпадали бы в длинновол-
новой области с ответами, вычисленными с помо-
щью неизвестного нам точного гамильтониана, в ко-
тором ультрафиолетовые расходимости отсутству-
ют. В том случае, когда речь идет о точном реше-
нии, под Mren нужно понимать точку, в которой от-
вет известен. В нашей задаче нужно потребовать,
чтобы |Rω|2(ω/Mren = 1) = |R0|2 (высокочастотные
отклики в фазе с нарушенной симметрией и в нор-
мальной фазе всегда совпадают). Это — граничное
условие, фиксирующее поведение теории в ультра-
фиолетовой области. При переходе к другой регуля-
ризации изменится множитель, зависящий от спосо-
ба регуляризации. Как следствие этого, другим бу-
дет контрчлен и неинформативная связь между пе-
ренормированной и затравочной амплитудами рас-
сеяния. Однако зависимость наблюдаемых величин
от физической амплитуды рассеяния в перенорми-
руемых теориях останется той же, т.е. наблюдаемая
величина |Rω|2 не будет зависеть от способа вычис-
лений. (Подчеркнем, что доказательство перенорми-
руемости теории тоже основывается на схеме пере-
нормировки по Гелл-Ману–Лоу или эквивалентной
ей схеме Вильсона. Кроме того, в процессе вычисле-
ний необходимо придерживаться единой схемы пе-
ренормировки для всех выражений.)

Таким образом, требование независимости на-
блюдаемых величин от способа регуляризации до-
стигается за счет того, что мы считаем массу MPV

больше всех остальных (заранее нам неизвестных)
параметров теории, а потом «прячем» эту величи-
ну в перенормированные константы гамильтониа-
на. Фактически в процессе вычислений мы дела-
ем предельный переход MPV → ∞, возвращаю-
щий наш ответ в исходную (расходящуюся) зада-
чу. Это определяет и правила вычисления перенор-
мируемой величины. В частности, в нашем случае
нельзя менять порядок интегрирования в выраже-
нии (40): до вычисления интегралов по k первым вы-
полнить интегрирование по времени «обычным спо-
собом» (сделав интеграл по t сходящимся за счет
бесконечно малого сдвига частоты в комплексную
плоcкость). Фурье-преобразование, выполненное та-
ким образом, автоматически доопределяет расходя-
щуюся часть выражения (40) нулем. Действитель-
но, с одной стороны расходимость действительной
части исходного выражения (40) (точнее, величины
S(ω) − S(0)) при MPV → ∞ видна невооруженным
взглядом: интегралы по k расходятся степенным об-
разом. А при изменении порядка интегрирования
вещественная часть выражения (40) будет пропор-
циональна δ (vc(k + k1)− |ω|), что сразу делает от-
вет конечным при любом MPV (в том числе и при
MPV → ∞; |ω|/MPV ≪ 1). Технически это проис-
ходит потому, что области интегрирования по k и
k1 в (40) при таком способе вычислений оказывают-
ся ограничены частотой (все k одного знака). Таким
образом, перемена порядка интегрирования автома-
тически доопределяет расходящуюся приMPV → ∞
часть ответа нулем. Причина этого «парадокса» со-
стоит в том, что эти два способа вычислений по-
разному доопределяют особенность, возникающую в
длинноволновой асимптотике коррелятора S(t) при
t → 0 (вне области ее применимости). Поэтому с
точки зрения математической физики любая расхо-
дящаяся в ультрафиолетовой области теория полно-
стью определена только тогда, когда задан не толь-
ко гамильтониан, но и схема перенормировки. Отсю-
да следует, что выбор схемы перенормировки — это
всегда вопрос, требующий обсуждения физической
картины явления.

Разберемся с этим утверждением подробнее.
Заметим, что вещественная часть коррелятора
S(ω) − S(0) определяется вероятностью рождения
электрон-дырочной пары нормальных возбуждений
(полей χ2, см. гамильтониан (20)). Точнее, в его
выражение входит вероятность рождения электрон-
дырочной пары квазичастиц χ2, существующей
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любое (в том числе и очень малое) время, что
принципиально отличает нашу задачу от задачи
рассеяния. В последней мы вычисляем вероятность
перехода из начального состояния (заданного при
t→ −∞) в конечное (t → ∞). Поэтому в задаче рас-
сеяния вероятность должна быть пропорциональна
δ (vc(k + k1)− |ω|), т.е. δ-функции, выражающей
закон сохранения энергии. Это и есть физическое
требование, которое должно быть учтено в схеме
перенормировки задачи рассеяния. Мы же вычис-
ляем кондактанс (линейный отклик при ω → 0). А
в него дают вклад и переходы между состояниями с
плохо определенной энергией. Более того, как уже
обсуждалось ранее, специфика нашей задачи состо-
ит в том, что справа и слева от точечной примеси
образуется скачок заряда, который не экранируется
одномерными фермионами. (На самом деле элек-
трически заряженный двойной слой, образующийся
вокруг примеси, — это чисто гидродинамический
эффект: поток, встретив препятствие, образует горб
перед препятствием и впадину за ним. Характерный
размер двойного слоя — порядка размера примеси:
в нашем случае ∼ 1/pF → 0.) Такой скачок заряда,
приводящий в случае сильного e–e-взаимодействия
к большой перенормировке амплитуды рассеяния,
должен существовать и в подходе Кейна–Фишера.
Величина перенормировки, возникающая из-за
ультрафиолетовой расходимости S(t), определяется
как раз малыми временами t ≤ 1/MPV , т.е. време-
нами, за которые фермион не успел далеко отойти
от примеси и сильнейшим образом взаимодействует
с двойным слоем, существующим рядом с ней.
На таких временах энергия плохо определена,
т.е. говорить о существовании закона сохранения
энергии в этом случае уже не приходится. Из-за
ультрафиолетовой расходимости выражения для
S(t) область t ≤ 1/MPV дает главный вклад в γ(ren)
и определяет наиболее медленную зависимость
коэффициента отражения от частоты (об этом
см. ниже). Вклад от больших времен, на которых
выполняется закон сохранения энергии, конечно,
тоже существует. Однако, как мы видели, он коне-
чен и теряется в результате предельного перехода
MPV → ∞ на фоне расходящегося ответа.

Правильность использования в нашей задаче
схемы перенормировки по Гелл-Ману–Лоу доказы-
вается окончательным ответом (уравнение (43)). Со-
гласно ему, физическая амплитуда рассеяния (квад-
рат эффективной константы связи γs(Mrem)Mrem),
полученная в результате вычислений, оказалась без-
размерной и независящей от точки ренормировки.
Так и должно быть в перенормируемых теориях,

а перенормируемость означает и независимость на-
блюдаемой величины от способа регуляризации. До-
определение же расходящегося вклада от ультрафи-
олетовой области нулем заранее предполагает, что
и в случае сильного e–e-взаимодействия кондактанс
определяется только большими временами. В отли-
чие от задачи рассеяния, для кондактанса это пред-
положение не имеет физического обоснования и, на
самом деле, сразу предопределяет ответы. В то же
время переход к асимптотике |Rω|2 ∼ |ω| как раз и
должен происходить из-за того, что инфракрасная
расходимость коррелятора S сменяется на ультра-
фиолетовую [11].

4.3. Перенормированный коэффициент

отражения

В Приложении C показано, что регуляризован-
ная по Паули–Вилларсу частотнозависящая часть
коррелятора δS(ω) = S(ω)−S(0), определяемая вы-
ражением (40), может быть представлена в виде

Re δS(ω) = −F (Vimp) (γs(Mb))
2
ω2MPV . (41)

(Конкретный вид функции F (Vimp) нам не важен.)
Это выражение линейно расходится при MPV → ∞,
поэтому исходный гамильтониан (20) требует пере-
нормировки. Будем рассматривать константу γ(Mb)

как затравочный заряд локальной теории и вспом-
ним, что настоящее рассеяние в области малых длин
нелокально. Естественно предположить, что наблю-
дая за рассеянием из одномерной области (боль-
шие длины), мы будем видеть перенормированное
за счет взаимодействия в ультрафиолетовой обла-
сти и точечное рассеяние фермионов примесью. Для
решения такой задачи надо написать одномерный
длинноволновый гамильтониан, зависящий от пере-
нормированного заряда, который приведет к сходя-
щемуся ответу для наблюдаемой величины, несмот-
ря на существование ультрафиолетовой расходимо-
сти в одном из сомножителей выражения.

Попытаемся выяснить вид перенормированно-
го гамильтониана. В результате вычислений с пе-
ренормированным гамильтонианом вместо выраже-
ния (41) должен получиться ответ, допускающий
предельный переход MPV → ∞ и содержащий квад-
рат перенормированного заряда. Простейший вари-
ант предполагаемого ответа имеет вид

Re δS(ω) = −γ2s (Mren)
Mren

MPV
⊙ F (Vimp)MPV ω

2.

(Все, что стоит после ⊙, набирается от вычисле-
ния перенормированной петли, и этот сомножитель
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будет одинаковым при любой константе связи, а
Mren/MPV — простейшая безразмерная комбина-
ция, позволяющая сократить MPV в наблюдаемой
величине.) Чтобы получить этот ответ, в гамиль-
тониан нужно добавить контрчлен, пропорциональ-
ный χ̂†

2(0)∂xχ̂
†
2(0)− ∂xχ̂2(0)χ̂2(0) c константой

δγ = γ(Mren)
√
Mren/MPV − γ(Mb).

В итоге вся перенормированная константа, стоящая
в гамильтониане, будет равна

γren = γ(Mren)
√
Mren/MPV ∝ 1/

√
MrenMPV ,

γren → 0 при MPV → ∞.

С этим гамильтонианом вместо выражения (41)
мы действительно получим

Re δS(ω) = −(γs(Mren)Mren)
2F (Vimp)

ω2

Mren
. (42)

Отметим, что разложение функции Re δS(ω) идет
по степеням |ω|/MPV , а не по |ω|/Mren (см. При-
ложение C). Поэтому следующие члены ряда будут
равны нулю после предельного перехода MPV → ∞.
Отсюда следует, что это выражение должно быть
справедливым во всей одномерной области (т.е.
и на достаточно больших частотах). Поэтому мы
должны позаботиться о правильной высокочастот-
ной асимптотике выражения (42). Для этого на-
до вычислить отклик невзаимодействующих носи-
телей, рассеивающихся на примеси, и сравнить его
с формулой (12), в которой стоит точный корре-
лятор Re δSexact(ω). В результате мы увидим, что
Re δSexact в области больших частот отличается от
|ω||R0|2 только численным коэффициентом. Поэто-
му, для того чтобы зафиксировать правильное по-
ведение ренормированной теории в высочастотной
области, нам достаточно потребовать выполнения
условия

|Rω |2(ω = Mren) = |R0|2

при любой величине |R0|2. Такой выбор точки пе-
ренормировки означает, что в нашем случае мас-
штаб 1/Mren — это тот масштаб, начиная с кото-
рого рассеяние квазичастиц на примеси может быть
описано с помощью локальной, но перенормирован-
ной за счет взаимодействия в ультрафиолетовой об-
ласти амплитуды рассеяния. Этот масштаб являет-
ся единственным подгоночным параметром теории
и не может быть вычислен в рамках модели. В ито-

ге, используя формулу (47), мы получаем ответ для
фейнмановского коэффициента отражения:

|Rω|2 = |R0|2
|ω|

Mren
, (43)

|R0|2 = πV 2
imp (γs(Mren)Mren)

2 F (Vimp)

(|ω| ≤ Mren ≪ Mb). В этом выражении важно, что
полученная в результате такой процедуры физиче-
ская амплитуда рассеяния фермионов на примеси,
учитывающая сильное e–e взаимодействие в уль-
трафиолетовой области, оказалась пропорциональ-
на (γs(Mren)Mren)

2, т.е. она безразмерна и не зави-
сит от точки нормировки. Как это и должно быть
в перенормируемой теории. (Одним из способов вы-
вода уравнения Гелл-Мана–Лоу в теории ренорма-
лизационной группы как раз и служит требование
независимости физической амплитуды рассеяния от
импульса обрезания. В нашем подходе его роль иг-
рает Mren.)

Запаздывающий отклик получается из фейнма-
новского заменой |ω| →

√
(ω + iδ)2 (см. Приложе-

ние A).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье вычисляется коэффициент отражения
носителей от точечной примеси при vc = 1/2, т.е.
в области сильного фермион-фермионного взаимо-
действия (притяжение). Их рассеяние на примеси
описывается с помощью туннельного гамильтониа-
на, учитывающего только падающую и отраженную
волны и пренебрегающего существованием прошед-
шей волны. До этого в работе [11] (подход со сшив-
кой решений нелинеаризованного уравнения Шре-
дингера) в пределе бесконечно слабого примесного
рассеяния предсказывалось, что при vc < 2/3 ин-
фракрасная расходимость выражения для кондак-
танса сменяется ультрафиолетовой, что приводит к
смене частотной зависимости кондактанса с |ω|2ν на
|ω|. (Показатель степени частоты в случае сильного
взаимодействия перестает зависеть от его величи-
ны.) Точное решение, существующее при vc = 1/2

в подходе с туннельным гамильтонианом, подтвер-
ждает этот вывод. Все происходит по тому же сце-
нарию: при произвольном примесном и сильном e–
e рассеянии (vc = 1/2) выражение для кондак-
танса расходится в ультрафиолетовой области. В
итоге вместо пропорцинальности квадрату часто-
ты кондактанс зависит от частоты линейно. Физи-
ческой причиной изменения частотной зависимости
кондактанса является отсутствие закона сохранения
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энергии при упругом рассеянии носителей на точеч-
ной примеси на очень малых временах, т.е. на та-
ких временах, на которых величина энергии плохо
определена. Именно эти времена из-за ультрафио-
летовой расходимости и дают главный вклад в са-
мую медленно убывающую по частоте асимптотику
кондактанса.
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ПРИЛОЖЕНИЕ А.
ПЕРЕХОД ОТ ФЕЙНМАНОВСКОГО
ОТКЛИКА К ЗАПАЗДЫВАЮЩЕМУ

Используя ответ для поляризационного операто-
ра (9), можно представить фейнмановскую часть от-
клика, зависящую от примесного рассеяния и вы-
численную при вещественных ω, в виде

δjF (ω, k) =
ωV 2

impSF (|ω|)
v2ck

2 − ω2 − iδ

∫
(dq)

Eext(q, ω)

v2c q
2 − ω2 − iδ

.

(44)
Это выражение xорошо убывает по частоте при
|ω| → ∞ и является точным во всей одномерной
области. (Все ограничения по ω определяются при-
ближениями, сделанными при вычислении функции
SF (|ω|.) Для получения запаздывающего отклика
(δjret(ω, k)) надо продолжить фейнмановский от-
клик (44), вычисленный при вещественных часто-
тах, в аналитическую в верхней полуплоскости ω

функцию. Для этого нам будет удобно перейти в ко-
ординатное представление:

δj̃F (ω, x) =
iV 2

impSF (|ω|)
8v3c |ω|

×

× (θ(x) exp{(i|ω|x/vc)}+ θ(−x) exp{(−i|ω|x/vc)} ×

×
∫
(dq)Eext(q, ω)

( 1

q − (ω/vc + iδsgnω)
−

− 1

q + (ω/vc + iδsgnω)

)
. (45)

Кроме того, нас интересует кондактанс, т.е. веще-
ственная часть запаздывающего отклика в преде-
ле ω → 0 при вещественных ω. Для перехода к
запаздывающему отклику в (45) необходимо заме-
нить ω2 + iδsgn(ω) → (ω + iδ)2 в полюсах подынте-
гральной функции. Остается разобраться, как надо

понимать множитель SF (|ω|)/|ω|. Заметим, что вы-
ражения для вещественной части фейнмановского,
запаздывающего и опережающего откликов на ве-
щественной оси должны быть одинаковыми и раз-
личаться только бесконечно малым сдвигом осо-
бенности, существующей в петлевой диаграмме при
ω = 0, в комплексную плоскость. Это означает,
что в запаздывающей функции Грина в множите-
ле SF (|ω|)/|ω|, вычисленном при вещественных ча-
стотах, под |ω| надо понимать +

√
(ω + iδ)2 (корень

определяется как функция комплексной перемен-
ной ω с фазой, равной нулю на верхнем берегу раз-
реза, идущего вправо). В результате все получив-
шееся выражение не будет иметь особенностей при
|ω|/M ≪ 1 в верхней полуплоскости по частоте (в
этой области известно его аналитическое выраже-
ние). В области |ω|/M ≥ 1 отношение SF (|ω|)/|ω|)
перестает расти, и вся проводимость остается убы-
вающей по частоте функцией (нас интересует от-
клик на медленно меняющееся по координате внеш-
нее поле: |q|vc ≪ |ω|). Конечно, получить аналити-
ческий ответ для SF (|ω|)/|ω|) в области ω ∼ M не
предствляется возможным, так как для этого необ-
ходимо знание гамильтониана в ультрафиолетовой
области. Однако для аналитического продолжения
низкочастотного отклика достаточно факта убыва-
ния проводимости σF (ω, k, q) (уравнение (44)) в об-
ласти больших частот и при малых импульсах k и q
(см. вторую половину разд. 2).

При получении ответа для кондактанса на-
до учесть, что зависящая от частоты часть
ReSF (|ω|)/|ω|) → 0 при |ω| → 0. Компенсиро-
вать это убывание в вещественной части отклика
можно за счет полюсного вклада подынтегрального
выражения, поэтому самая медленно убывающая
асимптотика линейного отклика определяется
выражением

Re δjret(ω, x) =

= −
V 2
imp Re

(
S(|ω|)/|ω|

)

8v2c
×

× (θ(x) exp{(i|ω|x/vc)}+ θ(−x) exp{(−i|ω|x/vc)})×

×
∫
dqEext(q, ω)(δ(q − ω/vc) + δ(q + ω/vc)).

В этом выражении множитель Re (S(|ω|)/|ω|)
должен быть вычислен по фейнмановским пра-
вилам при вещественных ω (т.е. S(ω) — это
фурье-преобразование Т-упорядоченного антиком-
мутатора бозевских полей ŝ), а потом продолжен
с вещественной оси в верхнюю полуплоскость
заменой |ω| → +

√
(ω + iδ)2.
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Переходя к пределу ω → 0 (т.е. ω ≪ vc/L ∼ Tc),
переписываем ответ в виде

Re δj(ω, x) =
V 2
imp Re (S(|ω|)/|ω|)

4v2c

L/2∫

−L/2

dx∂Uext(x, ω).

Считая, что разность потенциалов медленно
зависит от времени (или, что то же самое,
она есть «размазанная» δ-функция частоты:
Uext(±L/2, ω) = 2π△(ω)Uext(±L/2);

∫
dω△(ω) = 1),

получаем обычное выражение для кондактанса:

G(ω) = e20
2πvc

(
1− |Rω |2

)
, (46)

в котором введен медленно зависящий от частоты
коэффициент отражения носителей от примеси, рав-
ный1)

|Rω |2 = − π

2vc|ω|
V 2
imp ReS(|ω|). (47)

ПРИЛОЖЕНИЕ B.
ВЫВОД УРАВНЕНИЯ ДЛЯ МАТРИЦЫ

ПОВОРОТА

Введенные нами майорановские поля λ и β ве-
щественны, нормированы на длину канала и анти-
коммутируют друг с другом:

{λ̂(ǫn), λ̂(ǫm)} = Lδn,−m,

а матрица поворота определялась нами как

λ̂(ǫn) =
1

L

∑

m 6=0

S(ǫn, pm)Φ̂(m). (48)

Уравнение для матрицы поворота следует
из «стационарного уравнения Шредингера»
[λ̂(n),H]− = ǫnλ̂(n), подстановки в него полей
λ(n) согласно определению (48) и варьированию
получившегося выражения по полю Φm.

1) Во избежание недоразумений отметим, что используе-
мый в этой статье термин «перенормированный взаимодей-
ствием коэффициент отражения фермионов от примеси» не
совсем точен. Речь идет не об амплитуде рассеяния ферми-
онов на примеси, а о том, что выражение для кондактанса
выглядит с учетом взаимодействия привычным образом. Вы-
числяется же линейный отклик при ω → 0. В задачах, рас-
ходящихся в ультрафиолетовой области, это может не совпа-
дать с величиной, получающейся из выражения для сечения
рассеяния, когда задается начальное и конечное состояния
при t → ±∞ (cм. обсуждение в конце разд. 4.2).

Таким образом, для получения примесной части
уравнения нам нужно вычислить коммутаторы

[
1

L

∑

m 6=0

S(ǫn, pm)Φ̂(m),
vc
2L

∑

n

Φ̂(−pn)pnΦ̂(pn) +

+ γ
1

L

∑

m1 6=0

Φ̂(pm1
)
1

L

∑

m2 6=0

pm2
Φ̂(ppm2

)

]
.

• Коммутируем первый член с кинетической
энергией, учитывая что

LS(ǫn, pm)
(
δm,m1

Φ̂m1
− δm,−m1

Φ̂−m1

)
pm1

=

= L (pmS(ǫn, pm) + pmS(ǫn, pm)) Φ̂m,

получаем вклад в коммутатор, равный

vc
L

∑

m1 6=0

pm1
S(ǫn, pm1

)Φ̂(pm1
).

• Коммутатор первого члена c примесным рас-
сеянием равен

γ
1

L2

∑

m,m1 6=0

S(ǫn, pm)×

×
(
δm,−m1

pm2
Φ̂m2

− δm,−m2
pm2

Φ̂−m1

)
=

= γ
1

L

∑

m 6=0

S(ǫn, pm)
1

L

∑

m1 6=0

pm1
Φ̂m1

+

+ γ
1

L

∑

m 6=0

S(ǫn, pm)pm
1

L

∑

m1 6=0

Φ̂m1
.

• Правая часть уравнения есть

ǫn
1

L

∑

m1 6=0

S(ǫn, pm1
)Φ̂(pm1

).

Варьируя получившееся «стационарное уравнение
Шредингера» по Φ̂(km) (m — любое, включая n),
получаем уравнение для матрицы поворота:

(ǫn − vckm)S(ǫn, km) =

= γkm
1

L

∑

m1

S(ǫn, pm1
) + γ

1

L

∑

m1

pm1
S(ǫn, pm1

).

(49)

Нам осталось получить выражение для обратной
матрицы поворота (S−1):

Φ̂(pm1
) =

1

L

∑

n1 6=0

S−1(ǫn1
, pm1

)λ̂(ǫn1
). (50)
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Подставляя его в выражение (48), получаем

λ̂(ǫn) =
1

L2

∑

m,n1 6=0

S(ǫn, pm)S−1(ǫn1
, pm)λ̂(ǫn1

). (51)

Теперь нам необходимо учесть, что майораны веще-
ственны и должны антикоммутировать. Для этого
запишем антикоммутатор полей λ в терминах «непо-
вернутых» полей:

1

L2

∑

m1;m2 6=0

S(ǫn, pm1
)S(ǫm, pm2

){Φ̂(m1), Φ̂(m2)} =

= Lδn,−m,

т.е.

δn,m =
1

L2

∑

m1 6=0

S(ǫn, pm1
)S(ǫ−m, p−m1

).

Отсюда сразу следует, что если элементы обратной
матрицы поворота удовлетворяют условию

S−1(ǫn, pm) = S(ǫ−n, p−m), (52)

то равенство (51) превращается в тождество. (Впро-
чем, это соотношение лишь показывает, что матрица
поворота унитарна.)

B.1. Спектр

Система уравнений (29), (30), определяющая
матрицу поворота, зависит от расходящихся в тер-
модинамическом пределе (N1 → ∞) сумм. При сим-
метричной регуляризации

A(y) =

N1∑

−N1,m 6=0

1

y −m
= π ctg(πy)− 1

y
+O(1/N1),

(53)

B(y,N1) =

N1∑

−N1

m

y −m
= yA(y,N1)− 2N1,

C(y,N1) =

N1∑

−N1

m2

y −m
= yB(y).

В этих обозначениях уравнения для матрицы пово-
рота переписываются в виде

♭N1Z(yn) = B(y,N1)Z(yn) +
2π

L
C(yn)Y (yn) = 0,

(54)

♭N1Y (yn) =
2π

L
A(yn)Z(yn) +B(yn)Y (yn).

Условие существования решения уравнений дает
точное уравнение для спектра:

B(yn) =
♭2N1

2(♭+ 1)
, (55)

а последнее уравнение — связь между Y (yn) и Z(yn):

Y (yn) =
♭+ 2

♭

vc
ǫn

Z(yn).

Таким образом, вся матрица поворота имеет вид

S(ǫn, km) =
Z(yn)L

2πvc(n−m)
[1 +

♭+ 2

♭

m

n
]. (56)

Из условия унитарности поворота

1

L

N1∑

−N1;m 6=0

S(ǫ−n; p−m)S(ǫn; pm) = L (57)

мы можем получить выражение для Z(yn):

− (
1

2πvc
)2Z(yn)Z(y−n)×

×
N1∑

−N1;m 6=0

[1 +
♭+ 2

♭

m

n
]2/(n−m)2 = 1. (58)

Для того чтобы вычислить последнее слагаемое,
введем

S0(y,N1) =

N1∑

−N1,m 6=0

1

(y −m)2
= −∂yA(y) =

= −∂y[(B(y) + 2N1)/y],

S1(y,N1) =

N1∑

−N1

m

(y −m)2
= −∂y[yA(y,N1)],

S2(y,N1) =

N1∑

−N1

m2

(y −m)2
= −∂y[yB(y)] =

= −∂y[−2yN1 + y2A(y)].

(59)

В терминах этих сумм уравнение (58) записывается
в виде

− (
1

2πvc
)2Z(yn)Z(y−n)

[
S0(y,N1) +

+ 2
♭+ 2

y♭
S1(y,N1) +

(♭+ 2

y♭

)2
S2(y,N1)

]
= 1.

Последний множитель в этой формуле равен

[...] = −∂yA(y)
(
1 +

♭+ 2

♭

)2
−

− 2A(y)
♭+ 2

y♭

(
1 +

♭+ 2

♭

)
+ 2N1

( ♭+ 2

y♭

)2
,

где

A(y) = π ctg(πy)− 1

y
, ∂A(y) = − π2

sin2 πy
+

1

y2
.
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Нам будет удобно записать sin2 πy в виде, следую-
щем из точного уравнения для спектра:

[1 +

( P
πy

)2

] sin2 πy = 1, P2 = [N1
(♭+ 2)2

2(♭+ 1)
+ 1]2.

(60)
В итоге имеем

[...] =
1

y2

[4(♭+ 1)2

♭2
(P2 − 1)− 2N1

(♭+ 2)

♭2
(♭+ 1) +

+ 2N1
(♭+ 2)2

♭2

]
+ 4π2 (♭+ 1)2

♭2
.

Нам нужен термодинамический предел выраже-
ния для матрицы поворота. Будем считать, что
N1|♭ + 2| ≫ 1. В таком случае P ∼ N1, поэтому
второе и третье слагаемое в этом выражении дадут
посттермодинамические поправки порядка O(1/N1).
Последнее же слагаемое приведет к регуляризации
выражения для Z при малых yn и его надо оставить.
Таким образом,

[...] = (
2π(♭+ 1)

y♭
)2[Ñ2

1 + y2],

Ñ1 = N1(♭+ 2)2/2π(♭+ 1),

Z(ǫn) =
♭vc
♭+ 1

yn

[Ñ2
1 + y2n]

1/2
. (61)

Подставляя это выражение в уравнение (56), имеем
окончательное выражение для матрицы поворота:

S(ǫn, km) =
Lz0

[Ñ2
1 + y2n]

1/2

yn
yn −m

[1 +
♭+ 2

♭

m

yn
], (62)

где z0 = ♭/2π(♭ + 1). Прямым вычислением можно
показать, что это выражение удовлетворяет усло-
вию унитарности (57).

При n,N1 ≫ 1 точное выражение для спектра
(60) переходит в

yn = n

(
1 +

1

πn
arcsin

πn√
P2 + π2n2

)
∼ n+

n

P (63)

(в такой записи arcsin понимается в смысле главного
значения).

ПРИЛОЖЕНИЕ С.
ВЫЧИСЛЕНИЕ КОРРЕЛЯТОРА S

Подставляя выражения (36)–(38) для одноча-
стичных функций Грина в (39), получаем выраже-

ние для регуляризованного коррелятора псевдоска-
лярной плотности:

S(t) = −(2γs)
2Φ2

0(♭)Φ
2
0(−♭)×

×
∫
(dkdk1) exp(itvc(k + k1)) (kΦ0(♭)− k1Φ0(−♭))2 ×

× [θ(t)θ(k) − θ(−t)θ(−k)][θ(t)θ(k1)−
− θ(−t)θ(−k1)]F(k,MPV )F(k1,MPV ). (64)

Для дальнейшего вычисления нам будет удобно
воспользоваться тем, что за исключением множи-
теля (kΦ0(♭) − k1Φ0(−♭))2 остальное подынтеграль-
ное выражение симметрично относительно замены
k < − > k1. Тогда этот множитель можно предста-
вить в виде

(Φ0(♭)k − Φ0(−♭)k1)2 →

→ 1

2
(Φ0(♭)

2+Φ0(−♭)2)(k+k1)2−kk1(Φ0(♭)+Φ0(−♭))2.

Поэтому все выражение записывается как

S(t) = −(2γs)
2Φ2

0(♭)Φ
2
0(−♭)×

×
∫
(dkdk1) exp(itvc(k + k1))×

×
[1
2
(Φ2

0(♭) + Φ2
0(−♭))(k + k1)

2 −

− kk1(Φ0(♭) + Φ0(−♭))2
]
×

× [θ(t)θ(k)θ(k1) + θ(−t)θ(−k)θ(−k1)]×
× F (k,MPV )F (k1,MPV ). (65)

Для вычисления перенормированного коэффициен-
та отражения фермионов от примеси нам будет нуж-
на вещественная часть фурье-преобразования этого
выражения. Меняя в последнем слагаемом получив-
шегося выражения t; k1,2 → −t;−k1,2, имеем

ReS(ω) = −2(2γs)
2Φ2

0(♭)Φ
2
0(−♭)×

× Re

∞∫

0

dt cos(ωt)

∞∫

0

(dkdk1) exp(itvc(k + k1))×

×
[1
2
(Φ2

0(♭) + Φ2
0(−♭))(k + k1)

2 −

− kk1(Φ0(♭) + Φ0(−♭))2
]
×

×F(k,MPV )F(k1,MPV ). (66)

Из этого выражения видно, что в подынтегральном
выражении по k у нас выделились две структуры: с
(k + k1)

2 и kk1.

9 ЖЭТФ, вып. 2
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• Слагаемое с (k+k1)
2. Понизить степень знаме-

нателя в выражении для функции F(k,MPV )

можно, записав квадрат выражения, стояще-
го в F(k,MPV ), как производную по MPV , a
(k+ k1)

2 — как ∂2t от экспоненты. Таким обра-
зом, весь интеграл по dkdk1 представляется в
виде

− 1

(4πvc)2
∂2

∂t2
×

×
[∫

dk exp{(itvck)}(M3
PV

∂

∂MPV

1

k2v2c +M2
PV

)
]2
,

и все первое слагаемое равно

ReS1(ω) =

= (2γs)
2Φ2

0(♭)Φ
2
0(−♭)(Φ2

0(♭)+Φ2
0(−♭))

M6
PV

(4πvc)2
×

× Re

∞∫

0

cosωtdt×

× ∂2

∂t2


 ∂

∂MPV

∞∫

0

dk
exp{(itvck)}
k2v2c +M2

PV



2

.

Это равенство удобно выразить через интеграл
Лапласа (La) и Раабе (Ra) [22]:

∞∫

0

dk
exp{(itvck)}
k2v2c +M2

PV

=

=
vc

MPV
(La(MPV t) + iRa(MPV t)).

Интеграл Лапласа экспонциально убывает при
MPV t ≫ 1 и стремится к постоянному зна-
чению в обратном предельном случае. А ин-
теграл Раабе при MPV t ≫ 1 убывает как
1/MPV t, а при малом значении аргумента

Ra(MPV t) ≃ −(γE + ln(MPV t))MPV t.

Это позволяет нам записать предыдущее вы-
ражение в виде

ReS1(ω) =

=
γ2s

(2π)2
Φ2

0(♭)Φ
2
0(−♭)(Φ2

0(♭) + Φ2
0(−♭))M6

PV ×

× Re

∞∫

0

cosωtdt×

×∂2t
[
∂MPV

1

MPV
(La(MPV t) + iRa(MPV t))

]2
.

Далее мы должны учесть, что хотя наc и ин-
тересует предел MPV → ∞, но безразмерное
время τ =MPV t при этом может быть любым.
После дифференциирования по MPV мы уже
можем перейти к безразмерному времени:

∂MPV

1

MPV
(La(MPV t) + iRa(MPV t)) =

=
1

M2
PV

[
−1 + τ

∂

∂τ

]
(La(τ) + iRa(τ)).

Заметим, что все выражение для коррелятора
не имеет неинтегрируемых особенностей при
τ → 0 и хорошо сходится на больших τ :

−Ra(τ) + τ
∂

∂τ
Ra(τ) = − 2

τ
, τ ≫ 1,

−Ra(τ) + τ
∂

∂τ
Ra(τ) = −τ, τ ≪ 1.

Поэтому при вычислении вещественной части
частотнозависящего вклада, возникающего от
этого слагаемого в вещественной части (66),
мы можем дважды проинтегрировать по ча-
стям. В итоге все выражение окажется пропор-
циональным

MPV ω
2

∞∫

0

dτcos(ωτ/MPV ){[(1−τ
∂

∂τ
)La(τ)]

2−

− [(1− τ
∂

∂τ
)Ra(τ)]

2}.

Учитывая, что подынтегральное выражение
быстро убывает при τ ≫ 1 (т.е. cos(ωτ/MPV )

можно заменить на 1), видим, что весь инте-
грал по τ дает коэффициент порядка 1 при
MPV ω

2. В результате вся частотнозависящая
часть этого слагаемого равна

Re δS1(ω) = −γ2sF1(Vimp)MPV ω
2, (67)

F1(Vimp) =

=
1

(2π)2
Φ2

0(♭)Φ
2
0(−♭)(Φ2

0(♭) + Φ2
0(−♭))×

×
∞∫

0

dτ{[(1−τ ∂
∂τ

)La(τ)]
2−[(1−τ ∂

∂τ
)Ra(τ)]

2}.

(68)

• Слагаемое с kk1. В этом случае интегралы по
k пропорциональны

− 1

(4πvc)2

[ ∂
∂t

∫
dk exp{(itvck)} ×

× (M3
PV

∂

∂MPV

1

k2v2c +M2
PV

)
]2
.
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Заметив, что

∂t∂MPV

1

MPV
(La(MPV t) + iRa(MPV t)) =

=
τ

MPV

∂2

∂τ2
(La(τ) + iRa(τ)),

это выражение удобно переписать в виде

Re δS2(ω) = γ2sF2(Vimp)MPV ω
2, (69)

F2(Vimp) =

=
1

(2π)2
Φ0(♭)

2Φ0(−♭)2(Φ0(♭) + Φ0(−♭))2 ×

×
∞∫

0

τ4dτ{[ ∂
2

∂τ2
La(τ)]

2 − [
∂2

∂τ2
Ra(τ)]

2}. (70)

При этом переходе мы снова учли, что подын-
тегральные выражения быстро убывают при
τ ≫ 1. Это позволило ограничиться первым
членом разложения sin2(ωτ/2MPV ) для ча-
стотнозависящей части коррелятора.

В итоге мы убедились, что вещественная часть пет-
левой диаграммы пропорциональна −γ2sMPV ω

2 с
коэффициентом, равным

F (Vimp) = F1(Vimp)− F2(Vimp).

Во всех этих вычислениях важно, что все на-
ши подынтегральные выражения не расходятся при
τ → 0, а сами интегралы определяются областью
τ ∼ 1.
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Приведены результаты четырех экспериментов по исследованию предварительно статически сжатых га-

зообразных гелия и дейтерия при их последующем обжатии во взрывных сферических каскадных кон-

струкциях, обеспечивающих квазиизэнтропическое сжатие исследуемых газов. Для гелия достигнуты

следующие значения: давление сжатия Pmean ≈ 4.9ТПа при плотности ρmax ≈ 6.4 г/см3, степень сжа-

тия δ = ρ/ρ0 ≈ 320 в одном эксперименте и Pmean ≈ 10.9ТПа, ρmax ≈ 10.3 г/см3, δ ≈ 470 в другом. Для

дейтерия эти параметры составляют Pmean ≈ 3.4ТПа, ρmax ≈ 6.0 г/см3, δ ≈ 162 в одном эксперименте и

Pmean ≈ 13.3ТПа, ρmax ≈ 11.4 г/см3, δ ≈ 520 в другом. Плотность газов определялась рентгенографиче-

ским методом по положению границ стальных оболочек, сжимающих газ. Эксперименты моделировались

по одномерной газодинамической программе, в которой для изучаемых газов использовались уравнения

состояния Копышева –Хрусталева. Давления получены из расчетов, в которых удалось удовлетворитель-

но описать динамику сжатия газов во всей совокупности экспериментов.

DOI: 10.31857/S0044451023020116
EDN: OQWECN

1. ВВЕДЕНИЕ

Интерес к исследованию термодинамических
свойств гелия, водорода и дейтерия при высоких
давлениях и температурах связан с их широким
распространением в природе и применением в
различных высокоэнергетических конструкциях.
Для изучения процессов в недрах планет-гигантов,
а также многочисленного отряда так называемых
внесолнечных планет необходимо знать, как меня-
ются параметры уравнения состояния (УРС), в том
числе в процессе изэнтропического сжатия этих
газов и их смесей [1–3].

Отметим, что работы по изучению УРС водоро-
да, дейтерия и гелия в широких диапазонах давле-

* E-mail: postmaster@ifv.vniief.ru

ний и температур ведутся во ВНИИЭФ на протяже-
нии многих лет. Результаты первых экспериментов
по исследованию газообразного водорода до давле-
ния P ≈ 1000ГПа опубликованы в 1972 г. Кормером
и его сотрудниками [4]. В опытах исследовалось сжа-
тие водорода стальной сферической оболочкой, схо-
дящейся к центру под действием продуктов взры-
ва (ПВ). В дальнейшем различными группами ис-
следователей проводились эксперименты по сжатию
изотопов водорода в газообразном, жидком и твер-
дом состояниях по следующим направлениям дина-
мических исследований: ударно-волновому, квазииз-
энтропическому и изэнтропическому сжатиям. Для
создания высоких ударно-волновых давлений при-
менялись устройства сферической геометрии [5, 6].
Квазиизэнтропические режимы сжатия исследова-
ли в устройствах цилиндрической и сферической
геометрии с использованием в качестве энергетиче-
ского источника взрывчатого вещества (ВВ) [7, 8].
Процессы изэнтропического сжатия исследовали в

260



ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023 Квазиизэнтропическое сжатие газообразных гелия и дейтерия . . .

устройствах цилиндрической геометрии с примене-
нием магнитного поля, создаваемого генератором
МК-1 [9]. Наибольшие сжатия и давления реализу-
ются в каскадных сферических устройствах [10–12].
Полученные экспериментальные данные служат те-
стовым материалом для теоретических моделей и
основой для калибровки полуэмпирических широ-
кодиапазонных УРС.

Несмотря на уже достаточно большой объем про-
веденных экспериментов, еще нет оснований считать
работы по изучению УРС изотопов водорода и гелия
завершенными, и в ряде случаев необходимы допол-
нительные исследования. Одна из причин увеличе-
ния числа экспериментов связана с единичными из-
мерениями для каждой вновь испытуемой конструк-
ции. Отметим, что исходных состояний на изэнтро-
пах сжатия для каждой конструкции немного, но
они различаются. Практика показывает, что плот-
ность газа в сферических устройствах определяется
с погрешностью 13–15%. Повысить степень доверия
к результатам можно за счет увеличения статистики
экспериментов.

В настоящей работе приводятся постановка и ре-
зультаты четырех экспериментов по исследованию
сжатия газообразных гелия и дейтерия во взрыв-
ных сферических каскадных конструкциях, обеспе-
чивающих квазиизэнтропическое сжатие исследуе-
мых газов.

2. ТЕХНИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Эксперименты выполнены с использованием
рентгеновского комплекса РФЯЦ-ВНИИЭФ. Поста-
новка подобных экспериментов подробно описана
в ряде работ (см., например, [12]). Комплекс поз-
воляет в одном взрывном эксперименте получить
до девяти рентгеноснимков полости с исследуемым
газом в различные моменты процесса сжатия.

Схема проведения взрывных экспериментов с ис-
пользованием многокадровой рентгеновской уста-
новки представлена на рис. 1. Собранное сфериче-
ское устройство 1, размещенное внутри защитного
однослойного (двухслойного для опытов №№3, 4)
стального цилиндра 2, установлено между двумя
защитными сооружениями 3 и 4. В защитных со-
оружениях 3 находится рентгенографический ком-
плекс РФЯЦ-ВНИИЭФ, состоящий из трех бета-
тронов БИМ234.3000 5 с граничной энергией элек-
тронов 53МэВ и линейного индукционного уско-
рителя ЛИУ-Р-Т 9 с граничной энергией электро-
нов 12МэВ. Бетатроны работают в режиме по-

Рис. 1. Схема проведения взрывных экспериментов с

использованием многокадровой рентгеновской установки:

1 — экспериментальное устройство в сборе; 2 — защитный

цилиндр (локализующее устройство); 3, 4 — защитные со-

оружения; 5 — бетатроны БИМ234.3000 [13]; 6 — регистра-

торы; 7 — коллиматоры (Pb); 8 — защитные конусы (Al);

9 — ЛИУ-Р-Т [14]; 10 — пакет ADC-экранов

следовательной генерации трех импульсов рентге-
новского излучения длительностью 150–180 нс. Для
ЛИУ-Р-Т длительность импульса излучения не пре-
вышает 50 нс.

Для регистрации рентгеновского излучения
в боковых проекциях использовали оптико-
электронную систему детектирования 6. Для
регистрации рентгеновского излучения в цен-
тральной проекции использовали набор из десяти
фотохромных экранов 10 на основе галогенида
бария, активированного европием (ADC-экраны).

Для снижения влияния рассеянного излучения
размер поля регистрации ограничивали коллима-
торами 7. Для защиты от воздействия продуктов
взрыва бетатронов 5, ЛИУ-Р-Т 9 и регистраторов
рентгеновского излучения 6, 10 применены алюми-
ниевые конусы 8.

Полученные рентгеновские изображения обра-
батывались цифровым методом [15]. В результа-
те определялись величины эквивалентных радиу-
сов (радиусов сфер, имеющих тот же объем, что и
объем полости, граница которой определена мето-
дом функциональной трассировки) полости с газом
в различные моменты времени, которые затем срав-
нивались с соответствующими расчетными зависи-
мостями радиуса полости с газом от времени.
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Таблица 1. Начальные давления и плотности газов в полостях, температура среды, масса ВВ в экспериментах

№опыта P1, МПа/He P2, МПа/газ ρ01, г/см3 ρ02, г/см3 T0,
◦C Mexpl , кг Т.Э.

1 24.24 11.77/He 0.039 0.02 −5 52

2 24.94 24.50/D2 0.037 0.036 +15 52

3 13.77 13.75/D2 0.022 0.022 +10 117

4 13.56 13.57/He 0.022 0.022 +5 117

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ УСТРОЙСТВА

Общий вид и физические схемы сферических
экспериментальных устройств показаны на рис. 2 и 3
соответственно.

Рис. 2. Экспериментальное двухкаскадное сферическое

устройство с разделенными полостями: Об1, Об2 — обо-

лочки первого и второго каскадов; P1, P2 — давление газа

в полости между оболочками и в центральной полости

a)

б)

Рис. 3. Схемы двухкаскадных сферических устройств: а)

опыты №№1, 2, устройство 1; б) опыты №№3, 4, устрой-

ство 2

Общее в этих устройствах — двухкаскадная схе-
ма центральной части с раздельным заполнением
полостей через трубопровод газами c требуемым
давлением. Наличие значительного слоя газа между
оболочками позволяет симметризовать сжатие газа
в центральной полости, реализуя при этом квазииз-
энтропический процесс сжатия. В экспериментах №1

и №2 было устройство 1 (рис. 3а) со стальными обо-
лочками, изменялось только наполнение полостей
газами. В экспериментах №3 и №4 было устройство
2 (рис. 3б), в котором оболочки первого и второго
каскадов двухслойные — сталь, алюминий. Конкрет-
ные параметры каждого сферического устройства в
четырех представленных экспериментах приведены
на рис. 3 и в табл. 1. В табл. 1 приведены началь-
ные давления и плотности газов в полостях, темпе-
ратура среды во время проведения эксперимента и
масса ВВ в килограммах тротилового эквивалента
(Т.Э.). В качестве ВВ использовался октогеновый
состав. Начальная плотность дейтерия рассчитана с
использованием справочных данных [16]. Для опре-
деления начальной плотности гелия использовали
табличные данные [17].

4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В каждом эксперименте получено по семь рент-
геноснимков в различные моменты времени, относя-
щиеся к разным фазам сжатия полости с газом.

Полученные изображения на ренгеноснимках
были обработаны цифровым методом и определены
величины эквивалентных радиусов полости с газом
в различные моменты времени. На рис. 4–7 для
каждого эксперимента представлены все получен-
ные рентгеноснимки с изображением исследуемой
газовой полости (темная область в центре кадра).
Снимки на рисунках расположены по порядку в
соответствии с временами экспозиции. Размеры
изображений приведены к одному масштабу.

В табл. 2–5 приведены времена экспозиции рент-
геноснимков и полученные в результате обработ-
ки изображений соответствующие величины экви-
валентных радиусов внутренней (R) границы сталь-
ной оболочки, обжимающей газ. Для каждого внут-
реннего радиуса оболочки приведены погрешности
(σ), определенные как среднеквадратичные откло-
нения границ, полученных методом функциональ-
ной трассировки, от соответствующих эквивалент-
ных радиусов.

262



ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023 Квазиизэнтропическое сжатие газообразных гелия и дейтерия . . .

Рис. 4. Рентгеноснимки опыта №1 (He)

Рис. 5. Рентгеноснимки опыта №2 (D2)

Рис. 6. Рентгеноснимки опыта №3 (D2)
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Рис. 7. Рентгеноснимки опыта №4 (He)

Таблица 2. Времена экспозиции, экспериментальные экви-

валентные радиусы и соответствующие им погрешности в

опыте №1 с гелием

№п/п T,мкс R,мм σ,мм

1 44.44 30.97 0.25

2 45.38 23.26 0.21

3 46.36 14.12 0.18

4 47.07 7.17 0.27

5 47.35 7.91 0.19

6 47.78 9.03 1.22

7 48.66 11.41 1.03

Таблица 3. Времена экспозиции, экспериментальные экви-

валентные радиусы и соответствующие им погрешности в

опыте №2 с дейтерием

№п/п T,мкс R,мм σ,мм

1 45.11 26.08 0.44

2 45.98 19.01 0.27

3 46.41 14.48 0.27

4 47.12 8.83 0.23

5 47.35 9.18 0.35

6 47.80 10.05 0.70

7 48.40 12.04 1.07

Данные, полученные в эксперименте №1 (He),
представлены в табл. 2 и на рис. 4, в эксперимен-
те №2 (D2) — в табл. 3 и на рис. 5, в эксперимен-
те №3 (D2) — в табл. 4 и на рис. 6 и в эксперимен-
те №4 (He) — в табл. 5 и на рис. 7.

5. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Проведено численное моделирование процесса
сжатия газа в испытанных устройствах. Расче-

Таблица 4. Экспериментально определенные эквивалент-

ные радиусы и соответствующие им погрешности в опы-

те №3 с дейтерием

№п/п T,мкс R,мм σ,мм

1 73.93 19.45 0.4

2 74.22 14.66 0.3

3 74.61 8.49 0.15

4 74.84 5.68 0.6

5 75.20 6.51 1.6

6 75.41 9.32 2.5

7 75.79 12.01 2.5

Таблица 5. Экспериментально определенные эквивалент-

ные радиусы и соответствующие им погрешности в опы-

те №4 с гелием

№п/п T,мкс R,мм σ,мм

1 74.10 14.85 0.35

2 74.39 10.23 0.44

3 74.73 5.92 0.31

4 74.90 6.10 1.41

5 75.12 8.24 2.14

6 75.30 10.29 2.67

7 75.70 13.06 3.71

ты движения оболочек выполнялись по одномер-
ной программе математического комплекса РФЯЦ-
ВНИИЭФ [18]. В расчетах для материала оболочек
и ВВ использовались аттестованные УРС, введен-
ные в программы математического комплекса. Для
материала оболочек Fe, Al использовались УРС в
форме РОСА [19]. Динамическая прочность учи-
тывалась по модели [20]. Для расчетов продуктов
взрыва применялось УРС из работы [21]. Для дей-
терия применялось УРС [22], построенное на основе
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Рис. 8. Сравнение экспериментальных и расчетных результатов для опыта №1 с гелием

модели сжимаемого коволюма (МСК) [23] и калиб-
рованное на экспериментальные данные [4]. Для ге-
лия использовалось УРС в табличной форме, разра-
ботанное на основе модифицированной модели сжи-
маемого коволюма (мМСК).

Основное уравнение мМСК имеет вид

P = NkT/(V − VC) + Pa. (1)

Здесь P — давление, V — объем, VC — коволюм, Pa

описывает притяжение частиц, N — число частиц в
объеме V , k — постоянная Больцмана.

В работах [22, 23] коволюм VC считался функ-
цией только давления и отождествлялся с кривой
холодного сжатия вещества VX(P ). В модифициро-
ванной модели использовались результаты расчетов
методом Монте-Карло термодинамических свойств
жидкости с обратным степенным потенциалом взаи-
модействия между частицами, ϕ(r) = ε(σ/r)n, где σ
и ε — параметры, имеющие соответственно размер-
ности длины и энергии [24,25]. «Избыточные» свой-
ства такой жидкости, т. е. представляющие разницу
между истинными и идеально-газовыми величина-
ми, зависят от одного параметра x = ρ∗/T ∗3/n, где
ρ∗ = Nσ3/V , T ∗ = kT/ε.

При представлении результатов работы [24] в
форме (1) коволюм VC зависит уже не только от дав-
ления, но и от температуры. Для VC(P, T ) подобрана
аппроксимационная формула, которая при высоких
температурах согласуется с известными формулами
для второго и третьего вириальных коэффициентов,
и VC(P, T ) → VX(P ) при T → 0.

Полагалось, что гелий в жидком состоянии обра-
зует частицы четырех сортов: атомы He, ионы He+,

ядра He++ и электроны e–. Два уравнения иониза-
ционного равновесия типа уравнения Саха получе-
ны из условия минимума термодинамического по-
тенциала Гиббса. Совместно с двумя соотношения-
ми, отражающими законы сохранения массы и за-
ряда, они составляют систему четырех уравнений
относительно четырех концентраций компонентов.

Вклад ионизованных электронов в термодина-
мические функции вычислялся по формулам для
идеального ферми-газа. При вычислении статисти-
ческих сумм атомов и ионов учитывались только
основные состояния. Приближенно учтено ван-дер-
ваальсово притяжение атомов.

Сравнение расчетных и экспериментальных
результатов проведено путем сопоставления рас-
четной траектории движения внутренней границы
стальной оболочки, сжимающей исследуемый газ, с
экспериментальными точками, соответствующими
полученным при обработке рентгеноснимков экви-
валентным радиусам границ оболочек в моменты
рентгенографирования.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

6.1. Опыт №1 с гелием

Сравнение расчетных и экспериментальных ре-
зультатов для опыта №1 с гелием приведено на
рис. 8, где сплошной линией проведена расчетная
траектория движения внутренней границы сталь-
ной оболочки, обжимающей исследуемый газ. На-
несенные на экспериментальные точки значения по-
грешностей по радиусам соответствуют величинам
2σ (см. табл. 2), а по времени погрешность состав-
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ляет ±0.1мкс. Для иллюстрации состояния газовой
полости в процессе сжатия на рис. 8 приведены экс-
периментальные рентгеноснимки в моменты, близ-
кие к максимальному сжатию газа (газ — темная
область в центре кадра).

На рис. 8 видно, что имеется удовлетворительное
согласие результатов эксперимента и расчета. Этот
факт позволяет использовать расчетные результа-
ты для определения максимальных средних значе-
ний плотности и давления гелия, достигнутых в про-
веденном эксперименте. При определении средних
максимальных величин давления учитывается, что
на момент максимального сжатия в газовой полости
реализуется профиль этой величины, имеющий зна-
чительные колебания по амплитуде. За среднюю ве-
личину максимального давления принимается взве-
шенное значение Pmean , которое получается усред-
нением по массе расчетного профиля давления в мо-
мент максимального сжатия и вычисляется по фор-
муле

Pmean =

∑
i Pimi∑
imi

, (2)

где индексом «i» обозначены значения величин, вы-
численные в i-й счетной точке газовой полости, сум-
мирование проводится по всем счетным точкам в ис-
следуемом газе.

Для оценки разогрева газа на момент макси-
мального сжатия взято средневзвешенное значе-
ние температуры Tmean , полученное усреднением по
массе полученного в расчете профиля температуры
аналогичным образом, как для давления Pmean .

Исходя из этого, приведем в качестве получен-
ных величин в эксперименте на момент максималь-
ного обжатия газа среднее значение плотности ρmax

и средневзвешенные по массе давление гелия Pmean

и температуру Tmean .
Анализ результатов расчетов показал, что со-

стояние гелия на момент максимального сжатия
характеризуются следующими величинами: ра-
диус полости rmin ≈ 7.1мм; средняя плотность
ρmax ≈ 6.4 г/см3; средневзвешенное по массе дав-
ление гелия Pmean ≈ 4.9ТПа; степень сжатия
δ ≈ 320; средневзвешенная температура гелия

Рис. 9. Распределение давления по радиусу области сжа-

того гелия в момент максимального сжатия в опыте №1

Tmean ≈ 98770К. Минимальный радиус газовой
полости, зарегистрированный экспериментально,
rmin.exp ≈ 7.17мм. Этому радиусу соответствует
средняя плотность гелия ρ ≈ 6.2 г/см3.

Расчетное распределение давления по радиусу
области сжатого гелия на момент максимального
сжатия приведено на рис. 9. Штриховая линия —
средневзвешенное по массе давление Pmean .

Расчетное распределение температуры по ради-
усу области сжатого гелия на момент максималь-
ного сжатия приведено на рис. 10. Штриховая ли-
ния — средневзвешенная по массе температура ге-
лия Tmean .

Рис. 10. Распределение температуры по радиусу области

сжатого гелия в момент максимального сжатия в опыте №1

6.2. Опыт №2 с дейтерием

Сравнение экспериментальных результатов с ре-
зультатом численного моделирования процесса сжа-
тия дейтерия дано на рис. 11, где приведены экс-
периментальные точки, расчетная R–t-диаграмма
движения внутренней границы стальной оболочки
и экспериментальные рентгеноснимки на моменты,
близкие к максимальному сжатию. Нанесенные на
экспериментальные точки значения погрешностей
по радиусам соответствуют величинам 2σ (табл. 3),
а по времени погрешность ±0.1мкс.

Из данных на рис. 11 следует, что получено удо-
влетворительное согласие результатов проведенного
эксперимента и расчета, что также, как и в опы-
те №1 с гелием, позволяет использовать расчетные
результаты для определения максимальных сред-
них значений плотности и давления дейтерия в этом
опыте.

По результатам расчетов получено, что состоя-
ния дейтерия на момент максимального сжатия в
данном опыте характеризуются следующими вели-
чинами: радиус полости rmin ≈ 8.87мм; средняя
плотность ρmax ≈ 6.0 г/см3; средневзвешенное по
массе давление дейтерия Pmean ≈ 3.4ТПа; степень
сжатия δ ≈ 162; средневзвешенная температура дей-
терия Tmean ≈ 20215К. Минимальный радиус га-
зовой полости, зарегистрированный в эксперимен-
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Рис. 11. Сравнение экспериментальных данных с результатами одномерного расчета для опыта №2 с дейтерием

Рис. 12. Распределение давления по радиусу области дей-

терия в момент максимального сжатия в опыте №2

Рис. 13. Распределение температуры по радиусу обла-

сти сжатого дейтерия в момент максимального сжатия

в опыте №2

те, rmin.exp ≈ 8.83мм. Этому радиусу соответствует
средняя плотность дейтерия ρ ≈ 6.0 г/см3.

Распределение давления по радиусу области
сжатого дейтерия в момент максимального сжа-
тия приведено на рис. 12. Штриховая линия —
средневзвешенное по массе давление Pmean .

Расчетное распределение температуры по радиу-
су области сжатого дейтерия на момент максималь-
ного сжатия приведено на рис. 13. Штриховая ли-
ния — средневзвешенная по массе температура дей-
терия Tmean .

6.3. Опыт №3 с дейтерием

Сравнение экспериментальных и расчетных ре-
зультатов при численном моделировании процесса
сжатия дейтерия в проведенном эксперименте по-
казано на рис. 14. На нем приведены эксперимен-
тальные точки, расчетная R–t-диаграмма движения
внутренней границы стальной оболочки и, для ил-
люстрации, экспериментальные рентгеноснимки на
моменты, близкие к максимальному сжатию. Нане-
сенные на экспериментальные точки значения по-
грешностей по радиусам соответствуют величинам
2σ (табл. 3), а по времени погрешность составляет
±0.1мкс.

Из данных на рис. 14 следует удовлетворитель-
ное согласие результатов проведенного эксперимен-
та и расчета.

Анализ результатов расчетов показал, что со-
стояния дейтерия на момент максимального сжа-
тия в опыте характеризуются следующими величи-
нами: радиус полости rmin ≈ 5.6мм; средняя плот-
ность ρmax ≈ 11.4 г/см3; средневзвешенное по массе
давление дейтерия Pmean ≈ 13.3ТПа; степень сжа-
тия δ ≈ 520; средневзвешенная температура дей-
терия Tmean ≈ 50950К. Минимальный радиус га-

267



М. В. Жерноклетов, С. Ф. Маначкин, Н. Б. Давыдов и др. ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023

Рис. 14. Сравнение экспериментальных данных с результатами одномерного расчета для опыта №3 с дейтерием

Рис. 15. Распределение давления по радиусу области дей-

терия в момент максимального сжатия в опыте №3

Рис. 16. Распределение температуры по радиусу области

сжатого дейтерия в момент максимального сжатия в опы-

те №3

зовой полости, зарегистрированный в эксперимен-
те, rmin.exp ≈ 5.68мм. Этому радиусу соответствует
средняя плотность дейтерия ρ ≈ 10.9 г/см3.

Распределение давления по радиусу области
сжатого дейтерия в момент максимального сжа-
тия приведено на рис. 15. Штриховая линия —
средневзвешенное по массе давление Pmean .

Расчетное распределение температуры по радиу-
су области сжатого дейтерия на момент максималь-
ного сжатия приведено на рис. 16. Штриховая ли-
ния — средневзвешенная по массе температура дей-
терия Tmean .

6.4. Опыт №4 с гелием

Сравнение экспериментальных и расчетных ре-
зультатов при численном моделировании процесса
сжатия гелия в проведенном эксперименте показа-
но на рис. 17. Приведены экспериментальные рент-
геноснимки на моменты, близкие к максимальному
сжатию.

Из данных на рис. 17 следует удовлетворитель-
ное согласие результатов проведенного эксперимен-
та и расчета. Анализ результатов расчетов пока-
зал, что состояния гелия на момент максимально-
го сжатия в опыте характеризуются следующими
величинами: радиус полости rmin ≈ 5.8мм; сред-
няя плотность ρmax ≈ 10.3 г/см3; средневзвешенное
по массе давление гелия Pmean ≈ 10.9ТПа; степень
сжатия δ ≈ 470; средневзвешенная температура ге-
лия Tmean ≈ 133850К. Минимальный радиус газо-
вой полости, зарегистрированный в эксперименте,
rmin.exp ≈ 5.9мм. Соответствующая средняя плот-
ность дейтерия ρ ≈ 9.8 г/см3.

Распределение давления по радиусу области
сжатого гелия в момент максимального сжатия
приведено на рис. 18. Штриховая линия — средне-
взвешенное по массе давление Pmean .
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Рис. 17. Сравнение экспериментальных данных с результатами одномерного расчета для опыта №4 с гелием

Рис. 18. Распределение давления по радиусу области ге-

лия в момент максимального сжатия в опыте №4

Рис. 19. Распределение температуры по радиусу области

сжатого гелия в момент максимального сжатия в опыте №4

Распределение температуры по радиусу области
сжатого гелия в момент максимального сжатия при-
ведено на рис. 19. Штриховая линия — средневзве-
шенная по массе температура Tmean .

Эксперименты №3 и №4 проведены с устройством
2 (см. рис. 3) при практически одинаковых началь-
ных условиях по давлению газа в полостях и на-

чальной температуре. Поэтому представляет инте-
рес прямое сравнение полученных эксперименталь-
ных данных по сжатию дейтерия и гелия в этих
экспериментах. При обработке рентгенограмм по-
лучены эквивалентные радиусы не только газовой
полости (внутренней границы стальной оболочки
второго каскада), но и радиусы наружной грани-
цы стальной оболочки второго каскада. Для снимка
в центральной проекции получены радиусы границ
стальной оболочки первого каскада. Положение на-
ружных границ алюминиевых оболочек не опреде-
лялось вследствие низкой контрастности изображе-
ния на этих границах. Сравнение полученных ре-
зультатов приведено на рис. 20 в виде эксперимен-
тальных точек по положению границ стальных обо-
лочек и расчетных R–t-диаграмм движения внеш-
ней и внутренней границ стальных оболочек.

Видно практическое совпадение результатов обо-
их экспериментов. Можно отметить, что в рас-
четах удовлетворительно описываются эксперимен-
тальные радиусы стальных оболочек обоих каска-
дов. Таким образом, экспериментально показано,
что в области давлений 11–13 ТПа сжимаемость дей-
терия и гелия одинакова. Аналогичное совпадение
сжатий гелия и дейтерия в других сферических
устройствах в области давлений до 20 ТПа отмечено
в работе [26].
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Рис. 20. (В цвете онлайн) Сравнение экспериментальных и

расчетных данных для опыта №3 с дейтерием и опыта №4

с гелием: черная линия — расчет D2; красная — He

7. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

На представленных рентгенограммах видно, что
вплоть до момента максимального сжатия газов в
опытах форма полости (темная область в центре
рентгеноснимков) близка к сферической. На стадии
расширения асимметрия сжатия резко возрастает,
что приводит к увеличению погрешности определе-
ния среднего радиуса полости с газом. В опытах №3
и №4 с дейтерием такая асимметрия более заметна,
чем в двух первых экспериментах.

Из сопоставления расчетных и эксперименталь-
ных данных следует, что вплоть до моментов дости-
жения максимального сжатия полостей с исследуе-
мыми газами имеется удовлетворительное согласие
расчетных и экспериментальных данных.

Необходимо подчеркнуть, что процесс сжатия га-
за в сферическом взрывном нагружающем устрой-
стве зависит от многих факторов, таких, например,
как мощность ВВ, динамические свойства материа-
лов оболочек и т. д., однако, как показывают расче-
ты, основным фактором, определяющим величину
минимального радиуса полости с газом, являются
именно свойства исследуемого газа.

Для иллюстрации этого положения в предыду-
щей нашей работе [11] были приведены зависимости
радиусов полостей с газом в процессе сжатия, по-
лученные в трех расчетах, в которых для газа ис-
пользовались УРС в форме «идеального газа», поз-
воляющие легко изменять «жесткость» УРС путем
варьирования только одного параметра γ. Исполь-
зовались значения γ = 1.7, 1.8, 1.9.

Путем использования различных УРС идеально-
го газа убедительно показано, что расчетная тра-
ектория границы полости с газом чувствительна к
сравнительно небольшим изменениям УРС газа. Из-

менение параметра γ на ±0.1 приводит к изменению
минимального радиуса полости на ±1.1мм при экс-
периментальной погрешности определения радиуса
в ±0.8мм (2σ). При варьировании в расчетах УРС
материала обжимающей газ оболочки (в разумных
пределах) не удалось заметным образом изменить
траекторию границы полости.

Поэтому, получив согласие расчетных и экспери-
ментальных данных в проведенных экспериментах,
можно сделать вывод о том, что применение УРС
дейтерия (МСК) и гелия (мМСК) позволяет адек-
ватно описывать сжатие этих газов в рассмотренной
области давлений.

Таблица 6. Реализованные в экспериментах состояния га-

за на момент максимального сжатия

№ газ ρmax , Pmean , Tmean ,

опыта г/см3 ТПа K

1 He 6.4 4.9 98770

2 D2 6.0 3.4 20215

3 D2 11.4 13.3 50950

4 He 10.3 10.9 118500

В настоящей статье представлены результаты че-
тырех экспериментов по обжатию газов гелия и дей-
терия в терапаскальной области давлений. Достиг-
нутые давления и плотности в каждом из экспери-
ментов представлены в табл. 6.

Сравним полученные значения средневзвешен-
ных давлений и температур в момент максимально-
го сжатия газа с данными расчета давлений и тем-
ператур при изэнтропическом сжатии для УРС дей-
терия (МСК) и гелия (мМСК). Для данных УРС
были рассчитаны изэнтропы для начальных состо-
яний, которые реализуются на фронте первой удар-
ной волны (УВ) при ее схождении к центру. При
расчете изэнтроп было учтено, что начальные со-
стояния на первой УВ на разных радиусах в ис-
следуемом газе различаются и по мере уменьшения
радиуса давление на фронте нарастает. При ана-
лизе оказалось, что на изэнтропах сжатия, прове-
денных из начальных состояний на УВ в основной
массе (более 70%) газа1), давления и температуры
для полученных плотностей ρmax близки к средне-
взвешенным. Иллюстрация полученного результата
приведена на рис. 21, 22, где приведены расчетные
изэнтропы P–ρ и T –ρ для УРС гелия (мМСК) из
начальных состояний P ≈ 0.5ГПа, ρ ≈ 0.07 г/см3

1) Эта масса расположена на расстоянии, большем R0 ·2/3,
где R0 — начальный радиус газа во внутреннем каскаде до
сжатия. Давление на фронте УВ от 0.5 до 1.5 ГПа.
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Рис. 21. (В цвете онлайн) Изэнтропы сжатия Р–ρ и Т–ρ для гелия и экспериментальные средневзвешенные

величины Pmean , Tmean

Рис. 22. (В цвете онлайн) Изэнтропы сжатия Р–ρ и Т–ρ для дейтерия и экспериментальные средневзвешенные

величины Pmean , Tmean

Рис. 23. Экспериментальные данные по сжатию газооб-

разного гелия в сферических нагружающих устройствах:

штриховая линия — расчетная изэнтропа по УРС мМСК;

квадраты — [12, 26–28]; кружок — [11]; треугольники —

настоящая работа

(синяя линия), P ≈ 1.1ГПа, ρ ≈ 0.08 г/см3 (чер-
ная линия) и для УРС дейтерия (МСК) из состоя-
ний P ≈ 0.47ГПа, ρ ≈ 0.068 г/см3 (синяя линия),
P ≈ 1.2ГПа, ρ ≈ 0.1 г/см3 (черная линия). Крас-
ные точки — экспериментальные средневзвешенные
величины Pmean , Tmean (см. табл. 6).

На рис. 21, 22 видно, что экспериментальные
средневзвешенные величины Pmean , Tmean близки к
соответствующим значениям на изэнтропах.

Рассмотрим, как соотносятся результаты пред-
ставленных четырех экспериментов с полученными

Рис. 24. Экспериментальные данные по сжатию газообраз-

ного дейтерия в сферических нагружающих устройствах:

линия — расчетная изэнтропа по УРС МСК; квадраты —

данные работ [12, 26–28]; кружок — [11]; треугольники —

настоящая работа

в других подобных экспериментах со сферически-
ми устройствами по обжатию гелия и дейтерия. Со-
вокупность имевшихся ранее и вновь полученных
результатов по квазиизэнтропическому сжатию ге-
лия и дейтерия в сферических конструкциях при-
ведена на рис. 23 и 24 в координатах P–ρ. Для экс-
периментальных точек взяты максимальные значе-
ния средневзвешенного по массе давления Pmean

и средней плотности ρmax , полученные в расче-
тах, описывающих эксперименты. Эксперименталь-
ные точки, обозначенные треугольниками, относят-
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ся к данным, представленным авторами в настоя-
щей статье; кружки — из [11]; квадраты — экспе-
риментальные данные, полученные также в РФЯЦ-
ВНИИЭФ [12,26–28] на других сферических устрой-
ствах. Погрешности, указанные для точек на гра-
фиках, взяты одинаковыми и составляют ±13%(2σ)

по плотности. В каждом эксперименте даже для от-
дельных точек конкретные величины погрешности
по плотности могут отличаться от принятого на-
ми значения (к тому же не всегда указаны в ста-
тьях), но в целом отклонение не велико. По давле-
нию погрешность не определялась в силу использо-
вания одного способа расчета. Для того чтобы про-
иллюстрировать положение экспериментальных то-
чек относительно изэнтропического сжатия иссле-
дуемого газа в координатах P–ρ, на рис. 23 и 24
штриховыми линиями показаны расчетные изэнтро-
пы сжатия по УРС, проведенные из состояний на
первой сходящейся УВ на радиусе R0 · 2/3 в иссле-
дуемом газе (D2 или 4Не).

На рис. 23, 24 видно, что в целом результаты экс-
периментов лежат вблизи расчетных изэнтроп. Тем
не менее есть эксперименты, в которых результа-
ты различаются между собой. Данные отклонения
можно объяснить как конструктивными особенно-
стями устройств, так и погрешностью метода при
определении границ полостей при наличии асиммет-
рии сжатия.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье приведены новые эксперименталь-
ные данные по исследованию квазиизэнтропической
сжимаемости газообразных гелия и дейтерия в те-
рапаскальной области давлений, полученные в че-
тырех экспериментах со взрывными сферическими
устройствами. Плотность исследуемых газов в про-
цессе обжатия определялась рентгенографическим
методом по положению границ стальных оболочек,
сжимающих газ. Эксперименты моделировались по
одномерной газодинамической программе, в кото-
рой для изучаемых газов использовались следую-
щие УРС: модель сжимаемого коволюма (МСК) для
дейтерия и модифицированная модель сжимаемо-
го коволюма (мМСК) для гелия. Выбранная мо-
дель расчетов позволила удовлетворительно опи-
сать сжатия газовой полости во всех эксперимен-
тах в одной манере. Представленные в работе макси-
мальные плотности, давления и температуры опре-
делены из этих расчетов.

Экспериментально получено, что в области дав-
лений 11–13 ТПа сжатия дейтерия и гелия в одина-
ковых устройствах совпадают, что подтверждает по-

лученное ранее аналогичное заключение [26] о сов-
падении сжатий гелия и дейтерия в других сфери-
ческих устройствах в области давлений до 20 ТПа.

Показано, что полученные экспериментальные
результаты согласуются с данными по квазиизэн-
тропической сжимаемости дейтерия и гелия, пред-
ставленными в других работах. Отмеченные факты
повышают уверенность в достоверности достигну-
тых параметров сжатия.
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Обсуждаются результаты серии опытов по ударному сжатию плотного азотного флюида, предварительно
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предыдущей серии опытов, также выполненных во ВНИИЭФ (Саров) в 2008–2010 гг., по ударному сжатию

жидкого азота до давлений 100–330 ГПа. Целью настоящих экспериментов была проверка и подтвержде-

ние выявленной ранее величины предельного сжатия азота до предела, близкого к идеально-газовому,

ρ0/ρ ≈ 4.2, и примечательного последующего квазиизохорического хода ударной адиабаты в указанном
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1. ВВЕДЕНИЕ

Интерес к физическим свойствам сжатого и
разогретого азота связан прежде всего со значи-
тельным присутствием азота в природе, в том чис-
ле в земной атмосфере, в планетах-гигантах солнеч-
ной системы и в так называемых экзопланетах (вне-
солнечных планетах) [1]. Он связан также и с тех-
ническими применениями как самого азота, так и
его соединений в качестве сверхтвердых и тугоплав-

* E-mail: mephodynull@yandex.ru

ких материалов и, кроме того, в качестве одного из
основных компонентов бризантных конденсирован-
ных взрывчатых веществ. Наконец, с плотным горя-
чим азотом также связана интригующая идея при-
кладного использования метастабильного состояния
полимерного азота в качестве гипотетического высо-
кокалорийного топлива для широкого круга прило-
жений [2, 3].

Как известно, молекулярный азот характеризу-
ется высокой энергией диссоциации молекулы N2

(DN2
= 9.76 эВ), близкой к энергии ионизации ато-

ма (IN = 14.5 эВ), в отличие от водорода, где две со-
ответствующие энергии различаются гораздо боль-
ше (DH2

= 4.48, IH = 13.6 эВ). Это делает азотную
систему весьма устойчивой к внешним динамиче-
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ским воздействиям и, в частности, к интенсивным
ударным и изоэнтропическим воздействиям. Гораз-
до важнее главное структурное отличие азота, свя-
занное с наличием у него трех электронов, способ-
ных формировать ковалентные связи, что дает азо-
ту возможность создавать богатую (в сравнении с
водородом) номенклатуру связанных структур по-
мимо простой бинарной молекулы N2 и, в частности,
создавать многоатомные фрагменты «полимерных»
структур, реализующихся как в твердой, так и во
флюидной фазах плотного и сверхплотного азота.
Последнее особенно важно для реализации и интер-
претации результатов динамических экспериментов
с интенсивным многократным сжатием азота.

Термодинамические параметры ударного сжатия
жидкого азота неоднократно измерялись экспери-
ментально с достижением все более и более высо-
кого уровня давлений сжатия [4–11]. В частности,
в последних экспериментах ВНИИЭФ [10, 11] был
достигнут максимальный уровень давлений ударно-
го сжатия, P ≈ 350ГПа, в области давлений 100–
130 ГПа было зафиксировано сжатие азота до сте-
пени сжатия σ ≈ 4.2, близкой к идеально-газовой
(σi.g. ≈ 4). Кроме того, в экспериментах [10, 11] бы-
ло зафиксировано, что при давлении P ≈ 100ГПа
зависимость P (ρ) на ударной адиабате резко меня-
ет характер своего изменения и при более высоких
давлениях (100ГПа 6 P 6 330ГПа) демонстрирует
примечательный практически изохорный характер,
существенно отличный как от результатов ударно-
го сжатия при более низких давлениях [11], так и от
хода ударной адиабаты, предсказанной в модельных
расчетах с использованием УРС OPAL [12]. Кро-
ме того, в экспериментах [11] была зафиксирована
примечательная линейность экспериментально из-
меренной зависимости температуры ударно-сжатой
плазмы азота от давления, T (P ).

Указанные результаты экспериментов [10, 11]
ставят два актуальных вопроса.

1) Какой физический механизм отвечает за рез-
кий излом хода ударной адиабаты жидкого азота
P (ρ) с пологого на квазиизохорический в районе
P ≈ 1Мбар, ρ ≈ 3.3 г/см3 и T ≈ 10–20 кК?

2) Какой физический механизм отвечает за са-
му квазиизохоричность участка ударной адиабаты
в интервале P ≈ 1–3.5Мбар?

Одной из главных целей настоящих эксперимен-
тов являлась проверка и ожидаемое подтверждение
или же коррекция указанной изохорности ударной
адиабаты с начальной плотностью ρ0 ≈ 0.8 г/см3.

Второй, сопутствующей первой, целью опытов
является проверка зафиксированной в эксперимен-

тах [11] линейной связи экспериментально измерен-
ных температуры и давления в том же интервале
давлений P ≈ 1–3.5Мбар (при T ≈ 15–55 кК).

Наконец, третьей важной целью является расши-
рение совокупности параметров, достигаемых при
ударном сжатии, за счет изменения начальной плот-
ности сжимаемого азотного флюида. Это важно для
поиска возможных особенностей ударного сжатия
азота в более широкой области параметров, неже-
ли это позволяли эксперименты [10, 11] со сжатием
изначально жидкого азота.

Если обратиться к вопросам физики процессов,
реализующихся при интенсивном ударном сжатии
азота, то наиболее ярким и удивительным феноме-
ном, зафиксированным уже достаточно давно еще
в пионерских экспериментах [6–8], является «удар-
ное охлаждение» плотного азотного флюида. В этих
экспериментах при сжатии азота падающей ударной
волной до давлений P = 30–40ГПа (и T = 8–10 кК),
температура за волной, отраженной от оптических
окон (Al2O3, LiF) и сжимающей азот до давлений
P ∼ 1Mбар, оказалась заметно ниже, чем за пада-
ющей волной, что не запрещено законами термоди-
намики, но крайне необычно и требует объяснений.

Среди попыток такого объяснения этого эффек-
та очень важными были предположения о существо-
вании в плотном азотном флюиде в этом диапа-
зоне параметров обширной зоны с более общей ано-
малией — отрицательностью (обычно положитель-
ного) термодинамического параметра Грюнайзена
Gr = V (∂P/∂E)V [13]. Детальный анализ проблемы
отрицательности параметра Грюнайзена в результа-
тах ударно-волновых экспериментов содержится в
работах [14–18]. В частности, в работе [15] подчер-
кивается, что причины возможного отрицательно-
го эффективного коэффициента Грюнайзена могут
быть связаны с размытыми фазовыми превращени-
ями. Так, в свою очередь, указанная отрицатель-
ность параметра Грюнайзена в экспериментах [6, 8]
была интерпретирована как доказательство дости-
жения в ударной волне примечательного явления,
предсказанного еще в пионерских работах [13, 19],
а позже в работе [12] и широко обсуждаемого с
тех пор возникновения в условиях динамического
сжатия обширной зоны гипотетической полимери-
зации плотного азота — сплошной полимеризации
в низкотемпературной твердой фазе [20] и кусочно-
фрагментарной полимеризации азота в высокотем-
пературной флюидной фазе [21,22]. Важно, что это
происходит при температурах и давлениях, соответ-
ствующих зоне, достигаемой в настоящем экспери-
менте и в предыдущих экспериментах [10, 11].
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Рис. 1. Схема экспериментального устройства: 1 — заряд ВВ; 2 — ударник (сталь Ст3); 3 — внешний экран (сталь

ХН35ВТЮ-ВД); 4 — внутренний экран (АД1); 5 —латунная обойма; 6 — исследуемый газ (N2)

Предсказания конкретных параметров зоны су-
ществования в плотном азотном флюиде особой
«полимерной» фазы с заметной долей полимерных
фрагментов были в значительной мере гипотетиче-
скими и достаточно неопределенными. Общим для
этих работ было предсказание существования некой
гипотетической границы фазового перехода перво-
го рода, разделяющей область существования обыч-
ной молекулярной фазы (N2) и полимерной фазы.
Главным, с точки зрения термодинамики, в рабо-
те [12] было предсказание в полимерной фазе ано-
мального свойства — отрицательного знака пара-
метра Грюнайзена и связанного с ним коэффици-
ента теплового расширения плотного полимерного
азотного флюида.

Более определенными и авторитетными в вопро-
се о необычном фазовом переходе в плотном азот-
ном флюиде были результаты относительно недав-
него прямого численного моделирования в рамках
строгого подхода ab initio, реализованного в рабо-
тах [23–25], где существование необычного фазово-
го перехода флюид–флюид «энтропийного» типа с
«падающей» P (T ) границей (обсуждение этого тер-
мина см. в [17, 18]) было предсказано при относи-
тельно низких температурах, соответствующих кри-
тической температуре Tc ≈ 4000К, достаточно дале-
кой от параметров, достигаемых при ударном сжа-
тии жидкого азота. В работах [17, 18] подчеркива-
лось, что помимо самого «энтропийного» фазового
перехода [23,24] не менее важной является всегда со-
путствующая ему зона аномальной термодинамики
(ATR), как бы продолжающая, но уже безразрыв-
но, границу самого фазового перехода в область бо-
лее высоких температур и плотностей. Именно эта
«сопряженная» фазовому переходу зона ATR мо-
жет быть вполне достижима при ударном сжатии

в ударно-волновых экспериментах ВНИИЭФ, что и
подтвердилось позже в работе [24].

Таким образом, настоящие эксперименты дают
возможность прямого сравнения результатов экс-
перимента реального с результатами «эксперимен-
та численного» [23, 24], активно развиваемого в по-
следние десятилетия. Важность такого сравнения
объясняет необходимость максимального расшире-
ния области параметров, где такое сравнение мо-
жет быть реализовано. Поэтому существенным яв-
ляется возможность широко варьировать началь-
ную плотность азотного флюида (а не жидкого или
твердого азота), максимально раздвигая доступную
базу параметров диапазона возможного сравнения
результатов эксперимента. Именно с этой целью в
настоящей работе проведена серия экспериментов
по ударному сжатию в диапазоне давлений 140–
250 ГПа азотного флюида, предварительно статиче-
ски сжатого до плотности ρ = 0.8, 0.65, 0.5 г/см3. Все
полученные экспериментальные результаты сравни-
ваются с результатами теоретических расчетов, ис-
пользующих различные модели уравнения состоя-
ния неидеальной азотной плазмы.

2. ПОСТАНОВКА ЭКСПЕРИМЕНТА И
РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ

В экспериментах с азотным флюидом высокой
начальной плотности использовалась полусфериче-
ская камера, адаптированная к использованию в со-
четании с полусферическими генераторами ударных
волн, разработанными во ВНИИЭФ [10, 11]. Поста-
новка опытов схематически показана на рис. 1.

После инициирования заряда взрывчатого веще-
ства (ВВ) 1 его продукты детонации через воздуш-
ный зазор разгоняют стальную оболочку 2. При уда-
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а б

Рис. 2. Осциллограммы свечения фронта ударной волны в азотном флюиде в эксперименте при давлении 230 ГПа: а —

сигнал фотоумножителя на длине волны 340 нм; б — сигнал фотодиода

ре оболочки по внешнему экрану 3 в нем возника-
ет ударная волна, которая последовательно перехо-
дит во внутренний алюминиевый экран 4 и далее
в исследуемый газ 6. Полость, образованная меж-
ду оболочкой и внешним экраном, изготовленным
из прочной стали ХН35ВТЮ-ВД, вакуумировалась.
Для передачи светового потока с фронта ударной
волны в латунной обойме 5 заподлицо закреплялись
19 световодов. Объем 6 заполнялся газообразным
азотом из термокомпрессионного источника до дав-
лений около 2700 кгс/см2, необходимых для получе-
ния начальной плотности примерно 0.8 г/см3.

При регистрации свечения фронта ударной
волны использовались преобразователи оптических
сигналов видимого спектра излучения, выполнен-
ные на фотодиодах ФД256 и фотоэлектронных
умножителях со временем нарастания анодного
импульса 1.5 нс.

Время движения ударной волны в газе изме-
рялось оптическим методом от момента появления
свечения фронта до момента спада амплитуды све-
чения из-за повреждения торца световода ударной
волной. Типичные осциллограммы свечения фрон-
та ударной волны в азотном флюиде в эксперименте
при давлении 230 ГПа приведены на рис. 2. Стрел-
ками обозначены моменты выхода ударной волны
из алюминиевого экрана в азот и момент прихода
ударной волны на торец световода. Яркостная тем-
пература находилась усреднением сигнала с ФЭУ от
момента образования оптически плотного излучаю-
щего слоя до отсечки излучения на торце световода.

Особенностью опытов со сферическими генера-
торами является рост скорости ударной волны в эле-
ментах экспериментального устройства при движе-
нии волны к центру. Измеренные в экспериментах
значения средних скоростей ударных волн имеют
смысл лишь для радиусов измерения Rmes , находя-

щихся на серединах баз измерения в соответствую-
щих конструкциях [11,26] (см. рис. 1). Поэтому пара-
метры ударно-сжатого азота находились из законов
сохранения на границе распада разрыва, формально
перенесенной на радиус измерения скорости удар-
ной волны в азоте Rmes , что требует определения
состояний в экранах на этом же радиусе.

Для получения аналитических зависимостей из-
менения скорости ударной волны в элементах кон-
струкции от радиуса, D(R), и определения состоя-
ний в экранах на радиусе измерения Rmes использо-
вались приведенные в работах [10, 11] параметры и
динамические характеристики генератора ударных
волн полусферической геометрии и выполнялось
компьютерное моделирование экспериментов по од-
номерной газодинамической программе ВНИИЭФ.

Пересечения изоэнтроп расширения, рассчитан-
ных из состояний в экранах на радиусах измерений
Rmes , с волновыми лучами для измеренных скоро-
стей ударных волн в азоте, согласно методу отра-
жения, определяют давления и массовые скорости,
а из закона сохранения массы находятся плотно-
сти ударно-сжатого азота. Параметры ударных волн
в газе, в том числе его температура, приведены в
таблице. На представленных ниже рис. 3–6 получен-
ные данные сравниваются с результатами расчетов,
а также с данными других авторов.

3. ВЫБОР ТЕОРЕТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ
ДЛЯ СРАВНИТЕЛЬНЫХ РАСЧЕТОВ
ПАРАМЕТРОВ ДИНАМИЧЕСКОГО

СЖАТИЯ АЗОТА

Для проведения теоретического анализа резуль-
татов экспериментов и их сравнения были выбра-
ны три теоретические модели уравнения состояния
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Таблица. Параметры ударно-сжатого азотного флюида

Состояние в экране Состояние в азоте

на радиусе Rmes на радиусе Rmes

D, км/с U , км/с P , ГПа Rmes , мм D, км/с U , км/с P , ГПа ρ, г/см3 T , кК

ρ0(N2) = 0.808 г/см3

18.76 10.44 531 15.03 19.22± 0.32 14.8 229.8± 5.4 3.54± 0.29 45.90± 9.30

ρ0(N2) = 0.786 г/см3

17.75 9.60 461 15.10 17.55± 0.36 13.78 190.0± 5.4 3.65± 0.37 37.50± 5.80

ρ0(N2) = 0.650 г/см3

17.75 9.60 461 15.00 18.00± 0.63 14.6 170.8± 8.5 3.44± 0.50 29.40± 2.75

ρ0(N2) = 0.510 г/см3

17.75 9.60 461 15.00 18.35± 0.60 15.1 141.3± 6.0 2.88± 0.58 17.20± 2.50

ρ0(N2) = 0.500 г/см3

21.66 13.00 763 14.93 24.9± 0.40 19.7 245.0± 5.0 2.40± 0.20 −
Примечание: D — волновая скорость, U — массовая скорость, P — давление, Rmes — радиус измерения, ρ —

плотность, T — температура.

(УРС), представляющие три различных подхода.
1) Хорошо известное и широко используемое

в прикладных расчетах параметров динамическо-
го сжатия «широкодиапазонное» интерполяционное
УРС SESAME [27].

2) Традиционный и хорошо зарекомендовавший
себя в предыдущих работах [11, 28, 29] «квазихи-
мический» способ описания, реализованный в ко-
де SAHA-N из комплекса термодинамических кодов
SAHA [30,31].

3) Наиболее строгий, но и наиболее трудоемкий
подход ab initio, сочетающий строгое описание при
низких температурах вклада электронов с достаточ-
но полным учетом квантовых эффектов в рамках
теории функционала плотности с учетом при вы-
соких температурах квантовых эффектов в рамках
метода «интегралов по траекториям» в сочетании с
прямым численным молекулярно-динамическим мо-
делированием (QMD) вклада ионных степеней сво-
боды. Для реализации этой процедуры в настоящей
работе были использованы результаты расчета в ра-
ботах [24, 25].

Основной теоретической моделью, с помощью
которой были выполнены расчеты достигнутых па-
раметров состояния ударно-сжатого азота и его тер-
модинамических свойств, как и в предыдущей ра-
боте [11], была модель SAHA-N. Термодинамиче-
ское описание в этой модели построено на осно-
ве квазихимического представления (так называ-
емая химическая модель плазмы) [30–32], описы-
вающего азотный флюид как частично ионизован-

ную термодинамически равновесную плазму, состо-
ящую из атомов, молекул N2 и N3, атомных и мо-
лекулярных ионов азота (N+, N++, N+

2 ) и электро-
нов, с сильным кулоновским взаимодействием и ин-
тенсивным короткодействующим отталкиванием тя-
желых частиц, а также с частичным вырождени-
ем электронов. Данная модель, все исходные пред-
положения которой строятся на микроскопическом
уровне, успешно применялась для описания удар-
ного сжатия молекулярных газов, в том числе и
азота [11, 32, 33]. Для учета эффектов кулоновской
неидеальности взаимодействия заряженных частиц
использовалось модифицированное псевдопотенци-
альное приближение [32–34]. Для описания вкла-
да интенсивного отталкивания тяжелых частиц на
близких расстояниях (эффекта «собственного объ-
ема») в модели кода SAHA-N используется при-
ближение «мягких сфер» [35], модифицированное
на случай многокомпонентной смеси частиц, раз-
личающихся по своим «размерам» [34]. Характе-
ристики короткодействующего отталкивания в па-
рах молекула – молекула, атом – молекула и атом –
атом, априори неопределенные, выбирались в соот-
ветствии с рекомендациями неэмпирического атом-
атомного приближения [36–38]. Как уже отмечалось
в работе [11], это приводило к эффекту «диссоци-
ации давлением» за счет «выигрыша» в собствен-
ном объеме атомной компоненты по сравнению с
молекулярной в процессе диссоциации последней. В
настоящей работе в состав молекулярной составля-
ющей, содержащей в работе [11] только двухатом-
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Рис. 3. Зависимость давления от плотности в ударно-сжатом азоте с начальной плотностью ρ0(N2) ≈ 0.8 г/см3

ные комплексы, была включена молекула N3, пара-
метры отталкивания для которой (размер молеку-
лы и «мягкость» отталкивания) выбирались в соот-
ветствии с ее структурными данными [4, 39]. Учет
вклада молекулы N3 привел к более высокой сжи-
маемости неидеальной плазмы азота по сравнению
с расчетами [11] при давлениях P 6 100ГПа, что
продемонстрировано на рис. 3.

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
СРАВНЕНИЯ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ РАСЧЕТОВ
С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ

Согласно расчетам, проведенным с исполь-
зованием кода SAHA-N, за фронтом ударной
волны в азотном флюиде для экспериментов
работ [10, 11] и в настоящей работе реализу-
ются состояния плотной сильно неидеальной
(ΓD = e2/rDkT > 1, maxΓD ≈ 10, e — заряд
электрона, rD — дебаевский радиус, k — постоянная
Больцмана), частично ионизованной (соотношение
концентраций электронов и атомов ne/na ∼ 1)
и частично вырожденной (maxneλ

3
e ∼ 3, λe —

тепловая длина волны де Бройля для электрона),
плазмы азота, где при давлениях около 200ГПа в
составе плазмы присутствует уже заметная доля
двукратных ионов азота N++.

Наиболее важными в настоящих экспери-
ментах представляются измерения параметров
адиабаты Гюгонио с начальными плотностями
ρ0(N2) = 0.808 г/см3 и ρ0(N2) = 0.786 г/см3. Рас-

четы показывают, что различие начальных плот-
ностей в этих двух экспериментах незначительно,
поэтому обе точки можно считать принадлежа-
щими одной и той же ударной адиабате. Расчеты
также показывают, что различие в давлении и
энтальпии исходного сжатого азотного флюида
в настоящем эксперименте мало отличается от
давления и энтальпии исходного жидкого состоя-
ния азота, служившего начальным состоянием в
прежней серии экспериментов ВНИИЭФ [10, 11].
Таким образом, обе обсуждаемые точки настоящих
экспериментов законно считать принадлежащи-
ми одной и той же ударной адиабате, которая
измерялась в работах [10,11], поэтому сравнение ре-
зультатов настоящего и предыдущих экспериментов
представлено совместно на рис. 3.

Главный вывод, который позволяет сделать при-
веденное на рис. 3 сравнение, состоит в том, что ре-
зультаты настоящего эксперимента со сжатием азот-
ного флюида с ρ0(N2) ≈ 0.8 г/см3 находятся в хоро-
шем согласии с результатами экспериментов [10, 11]
по сжатию жидкого азота (T0 ≈ 77К) и подтвер-
ждают (и усиливают) отмечавшийся ранее почти
изохорический характер («свечу») этой адиабаты
Гюгонио с ρ ≈ 3.3 г/см3 в диапазоне давлений
90ГПа < P < 330ГПа.

Как уже подчеркивалось ранее [40,41], изохорич-
ность адиабаты Гюгонио в этом диапазоне высоких
давлений (где P/P0 ≫ 1) означает фактическое по-
стоянство параметра Грюнайзена Gr ≡ V (∂P/∂E)V ,
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а б
Рис. 4. Зависимости давления от плотности в ударно-сжатом азоте с пониженной начальной плотностью: а —

ρ0(N2) ≈ 0.51 г/см3; б — ρ0(N2) ≈ 0.65 г/см3; 1 — настоящий эксперимент. Расчет: 2 — SAHA-N [11]; 3 — ab initio

расчеты с УРС FPEOS [24]; 4 — УРС SESAME [27]

который в этом случае равен величине, зависящий
лишь от степени сжатия плазмы ρ/ρ0. В настоящем
эксперименте он оказался равенGr ≈ 0.62, что близ-
ко к идеально-газовому значению Gr0 = 2/3 ≈ 0.67

и следует из соотношения на адиабате Гюгонио

E1 = E0 +
1

2

(
1

ρ0

− 1

ρ 1

)
(P1 + P0) ⇛

⇛ Gr = V

(
∂P

∂E

)

V

= const ≈ 0.62.

(1)

Вопрос о физическом механизме, приводящем к
такому значению параметра Грюнайзена в плазме
азота при достигнутых параметрах, остается откры-
тым. Именно в связи с этим важным следствием
из приведенного на рис. 3 сравнения является тот
факт, что ударная адиабата, рассчитанная в рамках
подхода ab initio (FPEOS [23]), который по своему
статусу претендует на роль тоже эксперимента, но
«численного», также резко «ломается», но при мень-
шем давлении P ≈ 0.8Мбар, и далее также име-
ет квазиизохорический ход, но уже при плотности
ρ ≈ 3 г/см3, что заметно меньше плотности «све-
чи» реального эксперимента [10, 11]. Особенно важ-
но, что ударная адиабата, полученная методом ab

initio, лежит вне экспериментальной ошибки насто-
ящего эксперимента. С учетом быстрого прогресса
в возможностях и точности расчетов ab initio [23]
это расхождение имеет принципиальный характер в
соотношении экспериментов реального [10,11] и чис-
ленного [23, 24, 42].

Преимуществом техники генерации ударного
сжатия азотного флюида в экспериментах насто-
ящей работы является возможность расширить
диапазон достигаемых параметров плазмы азота
за счет изменения начальной плотности. На рис. 4

приведено такое сравнение для адиабат с началь-
ными плотностями ρ = 0.51 г/см3 и ρ = 0.65 г/см3.
Главным выводом, который позволяет сделать
приведенное сравнение с учетом рис. 3, является
тот факт, что локация всех пяти новых экспери-
ментальных точек свидетельствует о монотонности
зависимости плотности ударно-сжатой плазмы от
начальной плотности сжатия. Это свидетельствует
об отсутствии самопересечений ударных адиа-
бат, что, в свою очередь, являлось бы признаком
попадания экспериментальных точек в область
аномальной термодинамики, т. е. в зону отрица-
тельного знака параметра Грюнайзена и большой
группы других вторых перекрестных производных
термодинамического потенциала [14, 17, 18].

Второй вывод из приведенного на рис. 4 срав-
нения экспериментальных данных с результатами
расчетов по теоретическим моделям состоит в удо-
влетворительном согласии параметров эксперимен-
тальных точек с ρ = 0.51 г/см3 и ρ = 0.65 г/см3 с
расчетами по УРС SAHA-N. В то же время расхож-
дение экспериментальных и расчетных данных, по-
лученных на основе УРС FPEOS [24] и интерполя-
ционного УРС SESAME [27], существеннo и выходит
за пределы экспериментальной погрешности, декла-
рируемой авторами настоящего эксперимента. Это
особенно значимо в отношении расчетов на основа-
нии УРС FPEOS ввиду серьезной претензии дан-
ных, получаемых по методике FPEOS, на роль тоже
эксперимента, но эксперимента «численного».

Наконец, последний важный вывод, следующий
из сравнения, приведенного на рис. 4, состоит в том,
что, как и в случае сжатия жидкого азота и азотно-
го флюида с ρ = 0.8 г/см3, адиабаты на рис. 4, рас-
считанные с помощью УРС FPEOS [24], отчетливо

280



ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023 Ударно-волновое сжатие азотного флюида . . .

Рис. 5. Зависимости температуры ударно-сжатого азота

с начальной плотностью ρ0(N2) ≈ 0.8 г/см3 от давле-

ния. Эксперимент: 1 — сжатие жидкого азота [11]; 2 —

сжатие азотного флюида (настоящий эксперимент). Рас-

чет: 3 — SAHA-N с учетом молекул N3, 4 — расчеты ab

initio (FPEOS [23]); 5 — УРС SESAME [27]; 6 — полуэмпи-

рическая интерполяционная модель сжимаемого коволю-

ма [10,42]

распадаются на два участка — пологого роста при
P (ρ) 6 P ∗ ≈ 50ГПа и крутого квазиизохорического
подъема («свечи») при P (ρ) > P ∗ с резким изломом
между этими двумя участками.

Таким образом, можно сделать важный вывод,
что указанное комбинированное поведение (ход)
ударных адиабат в плотной плазме азота воспроиз-
водится как в реальном, так и в «численном» экспе-
риментах, но при несовпадающих параметрах «све-
чи» с различием, заметно выходящим за рамки точ-
ности настоящего эксперимента. Вопрос о физиче-
ской причине и механизме, ответственных за такое
неожиданное поведение ударного сжатия в неиде-
альной плазме азота, остается открытым.

5. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЯ
ТЕМПЕРАТУРЫ УДАРНО-СЖАТОЙ

ПЛАЗМЫ АЗОТА

Важным преимуществом экспериментов по удар-
ному сжатию жидкого азота в работе [11] и азот-
ного флюида в настоящих экспериментах являет-
ся реализация экспериментального измерения тем-
пературы сжатой плазмы. Как и ранее, измерен-
ные температуры ударно-сжатого азотного флюи-
да с начальными плотностями ρ0(N2) = 0.808 г/см3

и ρ0(N2) = 0.786 г/см3 считаются принадлежащими
одной и той же ударной адиабате, той же самой, что
и адиабата сжатия жидкого азота с начальной плот-
ностью ρ0(N2) = 0.8 г/см3 [11]. По этой причине все
указанные результаты показаны совместно на рис. 5
в координатах T –P .

На основании этого сравнения можно сделать
вывод, что новые экспериментальные данные хо-
рошо согласуются в T –P -координатах с прежними
результатами, что подтверждает важный результат
экспериментов [11] — линейность в диапазоне давле-
ний P ≈ 1–3.5Мбар экспериментально измеренной
зависимости T (P ) на ударной адиабате с начальной
плотностью ρ0(N2) = 0.8 г/см3.

Вместе с ранее отмеченной изохоричностью это-
го участка ударной адиабаты указанная линей-
ность зависимости T (P ) позволяет сделать несколь-
ко очень важных заключений о термодинамических
свойствах плазмы азота в этом районе фазовой диа-
граммы [40].

На участке изохоры неидеальной плазмы азо-
та с плотностью ρ ≈ 3.3 г/см3 в диапазоне давле-
ний P ≈ 1–3.5Мбар помимо уже отмеченного ра-
нее постоянства параметра Грюнайзена в совокуп-
ности настоящих экспериментов и экспериментов
работ [10,11] зафиксировано примерное постоянство
еще трех важнейших термодинамических характе-
ристик, связанных с температурой:

1) постоянство величины производной (∂P/∂T )V ;
2) постоянство так называемого фактора сжима-

емости плазмы Z ≡ PV/RT ;
3) постоянство изохорной теплоемкости CV :

(
∂P

∂T

)

V

≈ const ≈ 4.5
ГПа
К

, (2)

Z ≡ PV/RT ≈ const ≈ 2.7± 0.2, (3)

CV ≡
(
∂E

∂T

)

V

≈ const ≈ 2.0
Дж
г · К . (4)

Следует подчеркнуть, что зафиксированное в со-
вокупности настоящих и предыдущих эксперимен-
тов ВНИИЭФ [10, 11] высокое значение фактора
сжимаемости неидеальной плазмы азота на адиаба-
те ρ0 = 0.8 г/см3, равное Z ≡ PV/RT ≈ 2.7, доста-
точно далеко от этой величины как для идеального
газа молекул N2 (Z = 0.5), так и для идеального
газа атомов N (Z = 1) или же для идеальной плаз-
мы N+ + e– (Z = 2). Это говорит о том, что даже
при наличии идеальногазовых черт (2)–(4) плазма
азота на изохоре ρ ≈ 3.3 г/см3 в интервале давлений
1–3Мбар достаточно далека от идеальности.

В отличие от результатов эксперимента для
адиабаты с ρ0(N2) ≈ 0.8 г/см3, результаты экспе-
римента для адиабат с ρ0(N2) ≈ 0.65, 0.51 г/см3 не
столь однозначны. Эти результаты приведены ниже
на рис. 6 с теми же обозначениями, что и на рис. 5.

Из приведенного на рис. 6 сравнения следует,
что результаты настоящего эксперимента с ударным
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Рис. 6. Зависимости температуры ударно-сжатого азота

с начальной плотностью ρ0(N2) ≈ 0.51 г/см3 (вверху) и

ρ0(N2) ≈ 0.65 г/см3 (внизу) от давления: 1 — настоящий

эксперимент (ударное сжатие азотного флюида). Расчет:

2 — УРС SAHA-N [11] с учетом молекул N3; 3 — рас-

четы ab initio (FPEOS [24]); 4 — интерполяционное УРС

SESAME [27]

сжатием азотного флюида с пониженной начальной
плотностью лучше соответствуют расчетам с УРС
SAHA и УРС FPEOS, чем с УРС SESAME, но вме-
сте с тем расхождение теории и эксперимента для
ударных адиабат с пониженной начальной плотно-
стью достаточно велико и выходит за рамки экспе-
риментальной погрешности.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведены новые эксперименты с интенсивным
ударным сжатием предварительно сжатого азотного
флюида до состояний мегабарного диапазона дав-
лений. Результаты настоящих экспериментов под-
тверждают два главных результата экспериментов,
выполненных ранее также во ВНИИЭФ, с ударным
сжатием жидкого азота: 1) резкий излом хода удар-
ной адиабаты при давлении P ≈ 1Мбар и последу-
ющая изохоричность участка ударной адиабаты в
диапазоне P ≈ 1–3.5Мбар со степенью сжатия ρ/ρ0,
близкой к идеально-газовой; 2) квазилинейность хо-
да зависимости температуры от давления в этом же
интервале давлений. Есть основания предполагать,
что такое поведение связано с завершением перехода
азота из состояния плотного молекулярного флюида
в состояние частично полимеризованной и частично
ионизованной плотной неидеальной плазмы азота,
сопровождающегося пересечением ATR-зоны.

В рамках расширения экспериментально иссле-
дованного диапазона параметров также проведены
эксперименты с ударным сжатием азотного флюи-
да с пониженными начальными плотностями. Срав-

нение полученных экспериментальных данных с ре-
зультатами теоретических расчетов не позволяет в
настоящий момент по этим последним эксперимен-
там сделать однозначный вывод, что говорит о целе-
сообразности и желательности дальнейшего продол-
жения опытов с расширением исследованного диа-
пазона параметров.
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Исследована эволюция режимов горения слаботочного коронного разряда в диоде, заполненном атмо-

сферным воздухом, с острийным катодом и плоским анодом. Теоретическое описание проведено в рам-

ках осесимметричной многожидкостной модели плазмы, включающей кинетику 9 сортов частиц и 25

плазмохимических реакций. Детально описан разряд в промежутке длиной 10мм, с радиусом кривиз-

ны вершины игольчатого катода 100 мкм, напряжением источника 8 кВ, балластной емкостью 100 пФ

и балластным сопротивлением в цепи 1 МОм. Экспериментально и теоретически показано, что в этих

условиях разряд за 180мкс проходит четыре четко различающиеся стадии. Это (1) темная фаза запаз-

дывания пробоя (0–20 мкс); (2) фаза частотно-импульсного режима Тричела с переменной скважностью

и квазистационарной составляющей тока короны (20–80 мкс); (3) промежуточная фаза монотонно воз-

растающего слабого тока (80–130 мкс), завершающаяся колебательным переходом к (4) стационарной

фазе (130–180 мкс), имеющей типичную структуру тлеющего разряда. Проанализированы тенденции из-

менения параметров коронного разряда при вариации питающего напряжения. Теоретические расчеты

хорошо соответствуют экспериментальным данным.

DOI: 10.31857/S004445102302013X
EDN: OQZQYI

1. ВВЕДЕНИЕ

Самостоятельный коронный разряд в воздухе яв-
ляется одним из самых распространенных видов
электрического разряда в технике [1–4]. Это обу-
словлено, в первую очередь, простотой его техни-
ческой реализации и широким спектром возмож-
ного применения в качестве источника атмосфер-
ных ионов (люстра Чижевского), источника хими-
чески активных радикалов и возбужденных моле-
кул, источника ионизирующего ультрафиолетового
излучения, электрофильтров для очистки воздуха
от вредных примесей и т.п. Несмотря на доволь-
но длительную историю изучения коронного раз-

* E-mail: kozyrev@to.hcei.tsc.ru

ряда [1, 3–5] и большое количество новых публи-
каций [6–13], остается еще много особенностей, ко-
торые нуждаются в дополнительном исследовании.
Наибольшими перспективами в технических прило-
жениях обладает коронный разряд в атмосферном
воздухе (озонаторы помещений, обработка биологи-
ческих объектов, стерилизация поверхностей и ин-
струмента), поэтому именно короне в воздухе уделя-
ется повышенное внимание исследователей [6–16].

Одной из особенностей коронного разряда в воз-
духе является импульсный режим функционирова-
ния, который впервые наблюдался Тричелом в ла-
боратории Лёба [5]. Этот режим горения короны,
характеризующийся довольно регулярной последо-
вательностью импульсов, наблюдается в воздухе,
как правило, в ограниченном диапазоне напряже-
ний на диоде. В некоторых технических приложе-
ниях управляемость параметрами режимов горения
разряда может дать определенное преимущество пе-
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ред неуправляемыми режимами. Поэтому выясне-
ние условий функционирования импульсного режи-
ма и причины его перехода в другую форму пред-
ставляют большой интерес как с научной, так и тех-
нической стороны.

В данной работе авторы сосредоточились на ис-
следовании последовательной эволюции всех форм
горения короны с отрицательно заряженного острия
при подаче на разрядный промежуток монотонно
возрастающего напряжения, которое естественным
образом формировалось в электрической цепи за
счет большого балластного сопротивления и емко-
сти диода. Такие режимы поддержания коронного
разряда часто используются в технических устрой-
ствах. Экспериментальные измерения разрядного
тока и напряжения на острие сопровождались тео-
ретическим моделированием разряда в рамках мно-
гожидкостной нестационарной модели атмосферной
плазмы [14].

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
ВОЗДУШНОЙ ПЛАЗМЫ

На рис. 1 схематически показана осесимметрич-
ная геометрия задачи и конфигурация вычисли-
тельного домена.

Рис. 1. Схема разрядной геометрии и вычислительного до-

мена 1–2–3–4–5

Плазма описывалась в рамках диффузионно-
дрейфового движения электронов и ионов в самосо-
гласованном электрическом поле. Пространственно-
временная эволюция плазмы описывалась системой

уравнений непрерывности в частных производных
для плазменных компонент:

∂ne

∂t
+∇ · je = Re, (1)

∂nε

∂t
+∇ · jε + je · (−eE) = Rε, (2)

∂nk

∂t
+∇ · jk = Rk, k = 1, . . . , N, (3)

где e— элементарный заряд, ne и nε — концентрация
электронов и плотность их внутренней энергии, je и
jε — поток электронов и поток их внутренней энер-
гии, Re и Rε — скорости рождения – гибели электро-
нов и роста – потери их энергии в неупругих столк-
новениях соответственно,Rk — скорость рождения –
гибели k-го сорта ионов, N — общее количество сор-
тов ионов, E — напряженность поля.

Уравнения для частиц были связаны с уравне-
нием Пуассона для вычисления самосогласованной
напряженности поля:

∇ · E =
e

ε0

(
M∑

k=1

zknk − ne

)
, E = −∇ϕ, (4)

где ε0 — электрическая постоянная, zk — зарядность
k-го сорта ионов с учетом его знака, ϕ — электриче-
ский потенциал.

Напряжение на диоде Ud и ток через промежуток
I вычислялись из уравнения Кирхгофа для электри-
ческой цепи и с помощью интеграла по поверхности
катода или анода:

Ud = U0 −
(
I + Cb

dUd

dt

)
Rb, (5)

I =

∫

S

[
e

(
N∑

k=1

zkjk − je

)
+ ε0

∂E

∂t

]
dS, (6)

где U0 — напряжение на внешнем источнике (в этих
расчетах полагалось постоянным), Rb — большое
балластное сопротивление, включенное в последова-
тельную цепь с источником и диодом, Cb — балласт-
ная емкость, включенная в цепь параллельно диоду
(учитывает также межэлектродную емкость диода).

Кинетическая схема для искусственного воздуха
(N2 : O2 = 4 : 1) была сделана максимально упро-
щенной, поэтому она включает в себя лишь 9 сортов
частиц (свободные электроны e и 8 видов тяжелых
частиц N, N2, N

+
2 , O, O2, O

+
2 , O+

4 , O−
2 ) и 10 типов

химических реакций, которые сведены в таблицу. В
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Таблица 1. Упрощенная кинетическая схема искусственно-

го воздуха

№ Реакция

1 (2+2) e+M2 ↔ e+M+
2 + e

2 (2+2) e+O2 +M2 ↔ O−
2 +M2

3 O2 +N+
2 → N2 +O+

2

4 (2+2) O2 +O+
2 +M2 ↔ O+

4 +M2

5 (2) e+M+
2 → M+M

6 e+O+
4 → O2 +O2

7 (4) e+M+
2 +M2 → M2 +M2

8 O−
2 +O+

4 → O2 +O2 +O2

9 (2) O−
2 +M+

2 → O2 +M2

10 (2) e +M2 → e+M+M

Примечание: символ M обозначает N и/или O.

некоторых строках таблицы, где есть символ M, объ-
единены несколько прямых и обратных реакций с
близкими скоростями (в скобках рядом с номером
показано количество объединенных в строке реак-
ций), поэтому наша расчетная схема в реальности
учитывает 25 реакций.

Основным каналом размножения заряженных
частиц были реакции ударной ионизации молекул
исходного газа электронами (реакции 1 в таблице).
Скорость этих реакций, имеющих высокую поро-
говую энергию электронов, очень чувствительна к
виду энергетического спектра электронов, и поэто-
му она вычислялась с помощью специальной проце-
дуры BOLSIG+ [15], использующей известные дан-
ные о сечениях ионизации. Иные каналы ионизации
(ступенчатая, диссоциативная и т.п.) в нашей моде-
ли не учитывались. В модель включено прилипание
свободных электронов к кислороду с образованием
молекулярного отрицательного иона и обратная ре-
акция теплового отлипания (реакции 2). В схему
включены реакции ионной конверсии (реакции 3, 4),
имеющие большие сечения и определяющие ионный
состав плазмы. В схеме учитывались четыре вида
электрон-ионной рекомбинации (обратные реакции
1 и реакции 5–7) и три реакции ион-ионной рекомби-
нации (реакции 8, 9) с известными скоростями [16].

Апробация плазмохимической модели показала,
что в нее необходимо добавить две реакции удар-
ной диссоциации молекул (реакции 10 в таблице),
так как они играют исключительно важную роль в
формировании хвоста энергетического спектра сво-
бодных электронов, определяющего скорости всех
неупругих процессов с участием электронов. Эти

реакции имеют сильно различающиеся пороговые
энергии разрыва связи (9.7 эВ для N2 и 5.12 эВ для
O2), и эта разница была учтена в расчетах скоро-
стей реакций. Так, без учета реакций 10 рассчитан-
ный коэффициент ионизации Таунсенда α для воз-
духа получался сильно завышенным по сравнению
с известными данными, а учет диссоциации обеспе-
чивает реальную величину коэффициента α.

Поскольку нашей целью является описание элек-
тродинамических параметров разряда, а не его по-
дробной плазмохимии, мы не стали усложнять мо-
дель введением возбужденных атомов и молекул и
композитных молекул (типа NxOy). Представленная
в таблице схема реакций обладает свойством «ми-
нимальной полноты». Это означает, что добавление
любой дополнительной реакции лишь незначитель-
но меняет результаты вычислений, а исключение из
схемы любой из указанных выше реакций, наоборот,
существенно влияет на результат.

Система уравнений (1)—(6) решалась с гранич-
ными условиями на металлических электродах и
открытых границах (граница 3–4–5 на рис. 1). На
электродах (границы вычислительного домена на
катоде 5–1 и на аноде 2–3 на рис. 1) коэффици-
ент вторичной ион-электронной эмиссии был при-
нят γ = 0.01 для всех видов ионов, а электроны
полностью поглощались на аноде. На катоде так-
же учитывалась полевая эмиссия на шероховатой
поверхности, как это описано в работе [17], а все
эмитированные электроны имели начальную кине-
тическую энергию 0.026 эВ (комнатная температу-
ра). На открытых границах домена (границы 3–4–
5 на рис. 1) нормальные компоненты напряженно-
сти поля и всех потоков заряженных частиц пола-
гались равными нулю. Для инициирования счета во
всем пространстве задавалось однородное распреде-
ление начальных электронов комнатной температу-
ры с концентрацией 1 см−3.

Особенности вычислительного метода.

Численное решение системы уравнений в частных
производных проведено методом конечных эле-
ментов в среде COMSOL [18] с дополнительными
мерами стабилизации процесса сходимости расчета.
Для двумерной геометрии (в пределах домена 1–2–
3–4–5–1 на рис. 1) была точно настроена расчетная
сетка переменной густоты (среднее число элементов
сетки в домене 105), причем минимальный размер
элемента сетки (на вершине иглы) был ∼ 1мкм, а
максимальный (вдали от электродов) — 0.2 мм. Для
корректного разрешения приграничных эффектов
счета были использованы пограничные слои.
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3. ОБЩАЯ ДИНАМИКА КОРОННОГО
РАЗРЯДА С СИЛЬНЫМ ОГРАНИЧЕНИЕМ

ТОКА

Рассмотрим основные закономерности эволюции
коронного разряда, хотя и на частном примере, он
демонстрирует весьма общие свойства короны. Па-
раметры разрядной цепи и геометрические харак-
теристики диода являются типичными для техни-
ческих приложений короны. Радиус кривизны вер-
шины игольчатого катода принят равным 100 мкм
(это типичное значение для технических систем, так
как более острые вершины быстро сглаживаются
в процессе горения разряда за счет эрозии элек-
трода, а менее острые требуют повышенных напря-
жений для инициирования короны). Длина проме-
жутка от вершины острия до плоского анода рав-
на d = 10мм. Поскольку типичные напряжения в
коронно-разрядных системах для таких зазоров ле-
жат в диапазоне 5–30 кВ (в зависимости от назна-
чения разряда), напряжение источника питания в
расчетах также варьировалось. Параллельно диоду
включена балластная емкость Cb = 100 пФ (такая
емкость в реальных схемах принципиально неизбеж-
на как межэлектродная емкость диода, но в техни-
ческих устройствах может быть реализована в ви-
де отдельного конденсатора). Балластное сопротив-
ление, ограничивающее ток в цепи, в этом приме-
ре принято равным Rb = 1.0МОм, что ограничива-
ет стационарный ток в цепи разряда на миллиам-
перном уровне (это типично для техники коронного
разряда в целях предотвращения короткого замыка-
ния цепи и необратимого разрушения устройства).

На рис. 2 показаны полученные в расчете времен-
ные профили тока разряда и напряжения на проме-
жутке для двух разных напряжений источника U0.
Благодаря большой балластной емкости и сопротив-
лению, напряжение на диоде медленно увеличивает-
ся (время RbCb = 100мкс), и коронный разряд по-
следовательно проходит четыре ярко выраженные
стадии.

Первая стадия, которую можно назвать пред-
пробойной, характеризуется ростом напряжения на
диоде от нуля до примерно U1 = 1500В. На этой ста-
дии диод остается «холодным», размножение ини-
циирующих и эмитированных электронов еще не
значительно. Длительность этой стадии τ1, кото-
рую легко оценить из выражения U1 = U0(τ1/RbCb),
можно назвать временем запаздывания пробоя.

Вторая стадия начинается быстрым ростом
плотности плазмы у вершины острийного электро-
да и формированием первого импульса тока, за
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ные линии) и напряжения на диоде (синие линии, правая

ось ординат)

287



А. В. Козырев, А. О. Коковин, В. Ю. Кожевников и др. ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023

0 20 40 60 80 100
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4
 Pulse amplitude
 Time between pulses
 10 FWHM single pulse

Cu
rr

en
t, 

m
A

Index number of pulse

U0 = -8 kV

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Ti
m

e,
 m

s

a)

0 5 10 15 20 25 30
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4
 Pulse amplitude
 Time between pulses
 10 FWHM single pulse

Cu
rr

en
t, 

m
A

Index number of pulse

U0 = -15 kV

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Ti
m

e,
 m

s
b)

Рис. 3. Дрейф амплитуд, длительностей на полувысоте и

межимпульсных интервалов в режиме импульсов Тричела

в зависимости от номера импульса в последовательности

которым следует частотно-импульсная последова-
тельность импульсов Тричела [5–16]. Кроме того, в
паузах между импульсами протекает квазистаци-
онарной ток, амплитуда которого увеличивается с
ростом напряжения. Физические процессы, ответ-
ственные за формирование первого импульса тока,
детально исследованы в работе авторов [19], и здесь
мы не будем останавливаться на этих подробностях.
В ситуации сильного ограничения тока разряда
балластом напряжение на промежутке постепен-
но растет и, как следствие, параметры режима
импульсов Тричела также дрейфуют (рис. 3).

Из сравнения расчетов для двух напряжений ис-
точника, показанных на рис. 2 и 3, можно сделать
очень важные выводы о внутренних характеристи-
ках режима Тричела. Так, амплитуды и длительно-

сти импульсов тока практически не зависят от на-
пряжения источника, плавно изменяясь с ростом на-
пряжения на диоде. Амплитуды снижаются (а дли-
тельности импульсов растут) при увеличении при-
ложенного напряжения и плавно стремятся к нулю.
Частота следования импульсов Тричела дрейфует
от 0.7–1.0 МГц в начале до 4.0 МГц к концу второй
стадии. Примечательно, что ток разряда в конце ре-
жима Тричела, т. е. к моменту перехода в третью
стадию, не зависит от напряжения источника и со-
ставляет 27–29 мкА (это хорошо видно на вставках
рис. 2a,c). Отсюда можно сделать осторожный вы-
вод о том, что прекращение импульсного режима
коронного разряда обусловлено не столько прило-
женным напряжением (оно как раз заметно разли-
чается: 4.3 кВ и 3.3 кВ при U0 = 8 и 15 кВ соответ-
ственно), сколько плотностью наработанной плазмы
перед вершиной острийного катода.

Третья стадия, начинающаяся после затуха-
ния импульсного режима, характеризуется монотон-
ным ростом тока разряда и завершается резким пе-
реходом к сильноточному режиму, как видно на
рис. 2b,d. Этой стадии коронного разряда уделяет-
ся очень мало внимания в научных публикациях,
если ее вообще упоминают. Хотя именно она ответ-
ственна за постепенное формирование классической
структуры тлеющего разряда вдоль оси диода.

Переход от третьей стадии к четвертой очень по-
хож на таунсендовский пробой газоразрядного про-
межутка после превышения напряжением порогово-
го значения (в нашем случае это пороговое напря-
жение примерно 6.0 кВ). А именно, медленный рост
тока с микроамперного уровня внезапно сменяет-
ся крутым ростом на несколько порядков величи-
ны, причем переход носит характер релаксационных
затухающих колебаний (см. рис. 2b,d ). Эта аналогия
полностью подтверждается расчетами кинетики за-
ряженных частиц и электрического поля: при при-
ближении напряженности поля к пороговому зна-
чению происходит лавинообразный рост концентра-
ции свободных электронов, заряд которых быстро
перераспределяет электрическое поле от примерно
равномерного по длине промежутка к его компрес-
сии вблизи катода, характерной для тлеющего раз-
ряда. Поэтому переход от третьей стадии короны к
четвертой можно назвать «повторным пробоем» га-
зонаполненного диода.

На четвертой стадии реализуется стационар-
ная структура классического тлеющего разряда, хо-
тя геометрия промежутка теперь сильно отличает-
ся от плоской. Распределение концентрации плазмы
остается сильно неоднородным, что характерно для
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Рис. 4. Пространственное распределение концентрации

свободных электронов в стационарном разряде (справа по-

казана общая шкала плотности в см−3). Вверху слева ука-

заны локальная плотность тока и электрический потенци-

ал (относительно катода) в отмеченной точке (z = 50мкм)

короны, как показано на рис. 4.
Отметим, что увеличение напряжения источни-

ка U0 сказывается только на токе разряда и никак
не отражается на напряжении горения разряда, под-
держивающегося на уровне 5.9 кВ. Напряженность
электрического поля практически однородна вдоль
оси разряда и также одинакова (≈ 5.6 кВ/см), хотя
плотность тока сильно уменьшается из-за уменьше-
ния плотности плазмы при удалении от острия. Этот
неочевидный факт (постоянства напряжения горе-
ния при большой вариации тока разряда) обуслов-
лен тем, что плотность тока в этой стадии разряда

определяется процессами в прикатодной области, а
остальной столб (в тлеющем разряде он называется
положительным) играет пассивную роль проводни-
ка, на поддержание проводимости которого доста-
точно одного и того же напряжения.

Интересно поэтому сравнить параметры прика-
тодного слоя объемного заряда в нашем коронном
разряде с известными параметрами нормального
тлеющего разряда в воздухе в пересчете к атмосфер-
ному давлению [2]: падение напряжения в среднем
270 В (зависит от материала катода), толщина слоя
около 6 мкм, плотность тока порядка 200А/см2. Как
видно на рис. 4, плотность тока на оси вблизи вер-
шины (8–20 А/см2) в десятки раз ниже «нормаль-
ной», толщина прикатодного слоя (20–15 мкм) в ра-
зы больше «нормальной», а прикатодное падение
напряжения (240–280 В) практически равно «нор-
мальному». При этом напряжение на слое растет, а
толщина слоя уменьшается с ростом плотности то-
ка, что обычно свойственно аномальному тлеющему
разряду, хотя плотность тока на порядок ниже «нор-
мальной». Эти отклонения от «нормальных» па-
раметров показывают особый (нестандартный) ре-
жим функционирования прикатодного слоя в ста-
ционарном коронном разряде, явно обусловленном
его сильно неоднородной геометрией.

4. СРАВНЕНИЕ РАСЧЕТА С
ЭКСПЕРИМЕНТОМ

В специальных экспериментах, реализующих ре-
жим ограничения тока коронного разряда, имеют
место неизбежные в сравнении с расчетным вари-
антом усложнения электрической цепи. Хотя это
и приводит к количественным вариациям осцилло-
грамм разрядного тока и напряжения, но на каче-
ственном уровне они хорошо воспроизводятся. К со-
жалению, из-за большой разницы в уровне токов на
разных стадиях развития коронного разряда в экс-
перименте не удается одновременно зафиксировать
все четыре стадии, как это было представлено в рас-
четах на рис. 2. Например, при регистрации малых
амплитуд тока на стадии импульсов Тричела риско-
ванно допускать в цепи большой ток стационарного
разряда. Поэтому на рис. 5 показан «компромисс-
ный» пример экспериментальных временных про-
филей тока и напряжения в диоде с острийным като-
дом, параметры которого были следующими: ради-
ус кривизны вершины 100 мкм (как в расчете), дли-
на зазора 3 мм, напряжение источника 5.3 кВ, бал-
ластный резистор 1 МОм (как в расчете), балласт-

11 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 5. Экспериментальные профили тока коронного раз-

ряда и напряжения на промежутке с параметрами, близки-

ми к параметрам расчетной модели. Полоса пропускания

осциллографа 1 ГГц

ная емкость 4.7 нФ. Такие параметры обеспечивали
соизмеримый уровень тока разряда на всех стадиях.

В целом этот эксперимент дает ту же общую кар-
тину эволюции коронного разряда, что была полу-
чена при моделировании: четко видны первые две
и четвертая стационарная стадии разряда, а тре-
тья (слаботочная переходная стадия) не реализу-
ется, так как средний уровень тока к концу режи-
ма Тричела (1.4 мА) оказался близким к стационар-
ному току (2.4 мА). Естественно, что повышенный
уровень меняющегося тока разряда в эксперимен-
те заметно сказывался на диодном напряжении, че-
го не было в расчете. Большой средний ток раз-
ряда в этом эксперименте был обусловлен высокой
средней напряженностью поля (на уровне 10 кВ/см
в эксперименте против 4.2 кВ/см в расчете). Этот
же фактор сильного поля обеспечивает достаточные
условия для формирования стационарной структу-
ры тлеющего разряда без длительной переходной
(третьей) стадии, как это было в расчете. В иных
экспериментальных условиях, когда ток импульсной
короны был на порядки меньше стационарного тока
последней стадии, длительная слаботочная (третья)
стадия четко фиксировалась в эксперименте.

Можно упомянуть и другие отличия эксперимен-
тальных зависимостей (рис. 5) от расчетных (рис. 2).
В эксперименте наблюдается стохастический харак-
тер амплитуд в последовательности импульсов Три-
чела, что и следовало ожидать, так как здесь не
было симметрии в процессах генерации разрядной
плазмы. Кроме того, в нашей теоретической моде-

ли нагрев газа в разрядной области не учитывался,
а в эксперименте этот эффект неизбежно должен
сказываться на вариативности условий разряда от
импульса к импульсу.

5. ИОННЫЙ СОСТАВ И МЕХАНИЗМ
ТОКОПЕРЕНОСА В ПЛАЗМЕ

Можно констатировать, что сформулированная
нами теоретическая модель коронного разряда поз-
воляет в целом правильно описывать динамику раз-
вития ионизационных процессов и получать верную
оценку наблюдаемых параметров разряда на всех
стадиях его горения. Так, расчетная модель соот-
ветствует эксперименту в том, что в обоих случаях
первый импульс Тричела имеет максимальную ам-
плитуду тока, а второй в несколько раз ниже перво-
го.

На базе плазмохимической схемы (см. таблицу)
можно сделать детальный расчет «парциального со-
става тока разряда», пример которого показан на
рис. 6. В этом расчете параметры разряда были сле-
дующими: напряжение источника 8 кВ, длина про-
межутка 10 мм, радиус кривизны острия 20 мкм,
балластное сопротивление 18 МОм.

Рисунок 6, где показана локальная динамика то-
ков в плазме вблизи острийного катода (на рассто-
янии 100 мкм от вершины острия), позволяет вы-
яснить дополнительные детали развития разряда,

-100

-80

-60

-40

-20

0

20

40

60

80

Cu
rr

en
t d

en
sit

y,
 m

A
/c

m
2

jO2

jO4+

je

jO2+

jdisplacement

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-20

-16

-12

-8

-4

0

4

8

12

16

El
ec

tro
n 

cu
rr

en
t d

en
sit

y,
 A

/c
m

2

Time, ms

b)

Рис. 6. Временная развертка парциальных плотностей то-

ков на оси системы в точке, удаленной на 100 мкм от вер-

шины острия. Ток электронов отображается на левой оси

ординат, а остальные токи — на правой. Ток отрицатель-

ных ионов O−

2 показан как положительный для удобства

анализа результатов расчета
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в частности, изменения в ионном составе плазмы
и механизме переноса заряда на разных стадиях
разряда.

Так, в частотно-импульсной стадии разряда ам-
плитуда тока смещения Максвелла в несколько
раз превышает амплитуды тока ионов, а послед-
ние примерно в 200 раз меньше амплитуды тока
свободных электронов. С учетом соотношения масс
(
√

Mi/me ≃ 240) это означает, что концентрации
электронов и ионов в плазме на этой стадии соиз-
меримы, и плазму можно назвать электрон-ионной.
Это соотношение концентраций электронов и ионов
примерно в два раза снижается в третьей (квази-
стационарной) стадии переноса тока, и здесь, есте-
ственно, ток смещения Максвелла равен нулю.

Соотношения токов и концентраций еще замет-
ней меняется на стационарной (четвертой) стадии
разряда. Суммарная плотность тока ионов в этой
стадии равна примерно 90мА/см2, а плотность то-
ка свободных электронов — примерно 5А/см2, что
всего приблизительно в 50 раз выше. Это означает,
что в плазме концентрация свободных электронов
в несколько раз ниже концентрации ионов, но про-
водимость плазмы по-прежнему является электрон-
ной. Такая ситуация типична для воздушной плаз-
мы [20–22], когда ее квазинейтральность поддержи-
вается балансом положительных и отрицательных
ионов, а перенос тока обеспечивается электронами,
что рис. 6 также хорошо демонстрирует.

6. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ И
ВЫВОДЫ

Анализ результатов теоретического моделирова-
ния и сравнение с данными экспериментов позволя-
ет сделать ряд обобщающих выводов о режиме силь-
ного ограничения тока коронного разряда в возду-
хе атмосферного давления, когда ток с единичного
острия не превышает нескольких миллиампер.

Процесс формирования коронного разряда по
мере роста напряжения на диоде может проходить
четыре разные стадии: стадия запаздывания пробоя,
стадия импульсов Тричела, стадия монотонного ро-
ста тока, завершающаяся «вторым пробоем» и пере-
ходящая в стадию стационарного тлеющего разряда.

Режим импульсов Тричела реализуется в огра-
ниченном диапазоне напряжений (на рис. 2 это ши-
рокий диапазон 1.4–3.9 кВ, на рис. 5 диапазон более
узкий 3.0–3.4 кВ). Если по условиям опыта (расчет-
ного или экспериментального) напряжение не под-
нимается выше верхнего предела этого диапазона,

то импульсно-периодический режим Тричела может
иметь неопределенно большую длительность. Если
напряжение будет чуть выше нижнего предела, то
импульсный режим может иметь очень низкую ча-
стоту повторения, вплоть до единиц Гц. Амплитуда
импульсов Тричела при этом существенно не меня-
ется [19].

Как показало детальное моделирование генера-
ции самого первого импульса Тричела [19], ниж-
ний предел напряжения U1 для запуска импульс-
ного режима отвечает локальной напряженности
поля в окрестности вершины острия на уровне
двукратной статической пробивной напряженно-
сти плоского промежутка. Для воздуха послед-
няя равна ∼ 30 кВ/(см · атм). Такой уровень ло-
кального поля как раз обеспечивает формирование
структуры и поддержание самостоятельного заря-
да. Для оценки напряженности поля у вершины
острия можно воспользоваться известной форму-

лой Emax = (U1/rcurv )/ ln
(
2
√
d/rcurv

)
, которая яв-

ляется точной для геометрии «гиперболоид враще-
ния – плоскость». Для условий рис. 2 (U1 = 1500В,
d = 1 см, rcurv = 0.01 см) эта формула дает оценку
Emax = 50 кВ/см, что примерно в 2 раза превышает
статический порог пробоя.

Верхнему пределу напряжения U2 = 5.9 кВ от-
вечает ситуация, когда стационарная плазма может
поддерживаться по всей длине промежутка, что воз-
можно при средней напряженности поля на уровне
Eaver = U2/d ≈ 6 кВ/см. Именно такой уровень
напряженности поля (∼ 5 кВ/см · атм) имеет ме-
сто в положительном столбе тлеющего разряда в
воздухе [2].

Если напряжение на диоде создает среднее поле
существенно выше этого уровня, то промежуточная
стадия перехода от импульсного режима к стацио-
нарному разряду может быть короткой или вообще
отсутствовать. Эта ситуация имеет место на рис. 5,
когда средняя напряженность к концу второй ста-
дии уже равна 11 кВ/см.

Изменяя величину балластного сопротивления
Rb, можно менять ток разряда и его мощность.
Тот факт, что напряжение горения стационарно-
го разряда при изменении тока остается почти
неизменным, позволяет рассчитать КПД коронно-
го разряда η как отношение энергии, выделяе-
мой в разряде, к энергии, потребляемой от ис-
точника питания: η = IU2/IU0 = Eaverd/U0. Та-
ким образом, при заданном давлении, сорте газа
и конструкции диода (т. е. заданном напряжении
U2 = Eaverd) КПД системы полностью определя-

291
11*



А. В. Козырев, А. О. Коковин, В. Ю. Кожевников и др. ЖЭТФ, том 163, вып. 2, 2023

ется уровнем напряжения источника питания U0.
А абсолютная мощность W , выделяемая в разря-
де, зависит еще и от балластного сопротивления:
W = U2(U0 − U2)/Rb = (U2

0 /Rb)η(1 − η). Пока вы-
деляемая мощность невелика, чтобы повлиять на
плотность газа внутри плазменного канала, величи-
ну U2 = Eaverd можно считать примерно постоянной
и известной, но с ростом мощности (при снижении,
например, балласта Rb) газ в канале будет заметно
«прореживаться» [2], и кинетика плазмы может су-
щественно измениться по сравнению с рассмотрен-
ной здесь моделью. Поэтому изложенные выше ре-
зультаты и выводы справедливы, пока ток «корот-
кого замыкания» Iscc = U0/Rb не превышает десят-
ка миллиампер.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского научного фонда
(проект №22–29–00137).
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