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Разработана новая вариационная теория роста частиц новой фазы в переохлажденных много-
компонентных расплавах. Процессу кристаллизации переохлажденных металлических распла-
вов свойственны проявления различных нелинейных эффектов на поверхности растущего кри-
сталла. Для учета таких эффектов нами разработан новый вариационный метод неравновесной 
термодинамики, основанный на принципе минимума производства энтропии. Использование 
метода позволило описать рост зародыша новой фазы с учетом взаимосвязанного влияния те-
пловых и диффузионных процессов, а также влияния нестационарных эффектов, связанных 
с отклонением от локального равновесия у поверхности растущего зародыша. При этом про-
цессы перехода компонентов через фазовую границу описывались в виде химических реакций. 
Преимущество разработанной теории заключается в возможности обобщенного теоретического 
описания нелинейных эффектов у поверхности кристалла. Для демонстрации возможного при-
менения разработанного подхода приведены выражения роста кристалла для различных типов 
многокомпонентных металлических систем.
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ВВЕДЕНИЕ

Классическое описание процесса роста заро-
дыша новой фазы из многокомпонентного рас-
твора требует учета взаимосвязанных физико-хи-
мических процессов, протекающих в обеих фазах, 
а  также процессов на границе раздела фаз. При 
описании процессов на границе раздела обычно 
применяется аналогия с химическими реакциями 
[1, 2], в результате которых компоненты исходного 
расплава переходят в фазу зародыша. При этом для 
широкого круга задач процессы на границе разде-
ла фаз лимитируются диффузионным подводом 
химических компонентов, а не собственно хими-
ческими реакциями. В таких случаях применяется 
принцип локального равновесия, предполагающий 
равенство нулю сродства рассматриваемых хими-
ческих реакций [1, 2].

Исключением из указанного правила процес-
сы роста кристаллов при быстром охлаждении 

металлических расплавов. При определенных усло-
виях движение межфазных границ растущих кри-
сталлов и переохлажденного расплава происходит 
со столь высокой скоростью, что примесные, по 
отношению к растущим зародышам новой фазы, 
компоненты не удаляются от поверхности кри-
сталла в расплав за счет диффузии, а встраивают-
ся в структуру кристаллов [1, 3, 4]. У поверхности 
раздела фаз наблюдается отклонение от локально-
го равновесия концентраций компонентов, и тра-
диционное допущение неравновесной термодина-
мики о линейной зависимости термодинамических 
сил и потоков не выполняется. Задача описания 
процессов роста переходит в область нелинейной 
неравновесной термодинамики, и для описания по-
верхностных процессов требуются новые подходы.

Локально-неравновесные процессы в металличе-
ских расплавах являются предметом активного экс-
периментального и теоретического исследования 
[4–8]. Изменение скорости роста частицы новой 
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фазы при условии отклонения от локального рав-
новесия позволяет прогнозировать теория захвата 
примеси [4–11]. Использование методов теории фа-
зового поля [10–14] дает возможность рассчитывать 
морфологию растущей поверхности. Но, несмотря 
на успехи этих теорий и проведенные различные 
практические исследования, сопоставление резуль-
татов расчета с экспериментальными исследования, 
остается нерешенной задача общего теоретического 
описания процессов в системе растущий кристалл – 
переохлажденный расплав с учетом влияния тепло-
вых и диффузионных процессов, а также локаль-
но-неравновесных эффектов на границе раздела 
фаз. Примеры такого описания приведены в преды-
дущих работах авторов данной статьи [15, 16].

Разработанный авторами новый подход постро-
ен на применении вариационных методов термоди-
намики к решению нелинейных задач, связанных 
ростом новой фазы, в том числе, при условии от-
клонения от локального равновесия. Совмещение 
традиционного описания системы новая фаза – 
исходный многокомпонентный раствор методами 
неравновесной термодинамики с вариационным 
подходом позволило получить уравнения роста 
частицы новой фазы в общем нелинейном случае. 
В  данной статье описание разработанной ранее 
теории впервые представлено в наиболее общем 
виде. Кроме того, приведен вывод выражений для 
практических расчетов скорости роста кристаллов 
для различных типов металлических систем.

ОПИСАНИЕ РОСТА ЧАСТИЦЫ НОВОЙ 
ФАЗЫ В МНОГОКОМПОНЕНТНОМ 

РАСПЛАВЕ МЕТОДАМИ НЕРАВНОВЕСНОЙ 
ТЕРМОДИНАМИКИ

Изложение вариационного подхода начнем 
с  описания процесса фазового перехода перво-
го рода методами неравновесной термодинамики 
в общем виде. Рассмотрим исходную фазу раствора 
(фаза L), состоящую из m компонентов ΛC1 , ΛC 2 , 
…, ΛCm . Пусть в расплаве растет n-компонентный 
кристаллический зародыш (фаза Θ).

По аналогии с химическими реакциями процесс 
перехода компонентов через поверхность растуще-
го кристалла можно представить в виде [16]
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где ΘPi  – продукты химических реакций, nij – стехио-
метрические коэффициенты (i = 1, …, n; j = 1, …, m).

Для простоты изложения будем считать заро-
дыш сферическим и введем сферическую систему 
координат с началом в центре растущей частицы 

(рис. 1). Радиус зародыша обозначим символом R, 
поверхность раздела фаз – FΘ. В дальнейшем при-
водимые рассуждения будут распространены и на 
частицы со сложной формой поверхности.

Изменение концентраций компонентов в ис-
ходном расплаве и внутри зародыша будет опреде-
ляться диффузионными потоками ΛJi  (i = 1, …, n) 
и  ΘJ j  (j = 1, …, m), а изменение температуры T в си-
стеме будет определяться потоками теплоты ΛJq  
и  ΘJq  в соответствующих фазах. Внешние грани-
цы системы будем считать достаточно удаленными 
от границы зародыша. Тогда для начальных этапов 
кристаллизации можно считать область, занимае-
мую всей системой, шаром радиуса RΩ, с началом 
координат в центре растущей частицы, и рассма-
тривать систему как изолированную на небольшом 
интервале времени. Производство энтропии пред-
ставленной системы можно записать в виде [16–18]

	 ∫ ∫ ∫= σ + σ + σΘ Λ

Θ Λ Θ

Z dV dV dF ,F

V V F

	 (2)

где sΘ, sL и sF – интенсивности производства эн-
тропии в соответствующих фазах и на поверхности 
раздела фаз; UΘ, UL – геометрические области, за-
нимаемые соответствующими фазами.

Следуя подходам, изложенным в работах [15–16, 
18], интенсивности производства энтропии в заро-
дыше и расплаве можно записать в виде
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Рис. 1. Схематическое изображение растущего мно-
гокомпонентного зародыша.
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где iµΘ  и  jµΛ  – химические потенциалы компонен-
тов в фазах кристалла и расплава соответственно. 
Величины X ,q

Θ  X ,i
Θ  X ,q

Λ  X j
Λ  представляют со-

бой термодинамические силы, а  J ,q
Θ  J ,i

Θ  J ,q
Λ  J j

Λ  
(i = 1, …, n, j= 1, …, m) – соответствующие термоди-
намические потоки, [gradml]T – градиент химиче-
ского потенциала компонента l, вычисленный при 
условии постоянства температуры.

Заметим, что фаза зародыша и фаза исходного 
расплава являются непрерывными средами. Для 
этих фаз можно принять допущение о линейности 
связи термодинамических потоков и термодинами-
ческих сил. Далее, используя феноменологические 
уравнения, можно получить из выражений (3), (4) 
обычные уравнения диффузии и теплопроводно-
сти [19–21]. С описанием процессов на границе 
раздела фаз дело обстоит значительно сложнее. 
При переходе от частицы к исходной фазе мы име-
ем разрыв большинства параметров состояния си-
стемы.

Как было указано ранее, процессы на границе 
раздела фаз можно представить в виде химических 
реакций (1), отражающих переход компонентов че-
рез поверхность раздела фаз. Интенсивности про-
изводства энтропии для этого процесса можно за-
писать в виде [15, 16, 22]

	 I XF
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где величина Ii является мольной скоростью обра-
зования продукта Pi

Θ  на единице площади поверх-
ности раздела фаз, Ai – химическое сродство i-ой 
химической реакции (1) на границе зародыш-рас-
плав. Величина Ii является скалярным термодина-
мическим потоком компонента i через поверхность 
раздела фаз, а  величина Xi

F – соответствующей 
термодинамической силой. При линейной зави-
симости величин Ii и  Xi

F  феноменологические 
уравнения позволяют универсально преобразовать 

уравнение (5) к виду I L
A
Ti ik

F i

k

n

∑= , где Lik
F  – фе-

номенологические коэффициенты.
Между тем при отклонении от локального рав-

новесия линейная зависимость, в общем случае, не 
соблюдается. Условия локального равновесия не 
выполняются. В случае большого переохлаждения 
мольная скорость образования продукта Pi

Θ  зави-
сит не только от химического сродства реакций, но 
и от скорости движения поверхности раздела фаз. 

Методы линейной неравновесной термодинамики 
становятся неприменимы. Поэтому для решения 
задачи (1) – (5) нами предложен новый вариаци-
онный подход, основные идеи которого первона-
чально были изложены нами в работах [15–16].

ВАРИАЦИОННАЯ ТЕОРИЯ 
РОСТА ЧАСТИЦЫ НОВОЙ ФАЗЫ 

В МНОГОКОМПОНЕНТНОМ РАСПЛАВЕ

В рамках существующих методов неравновес-
ной термодинамики задача (1) – (5) не имеет об-
щего решения в случае отклонения от локального 
равновесия на поверхности растущего зародыша. 
Поэтому подойдем к проблеме с более общих по-
зиций и используем вариационные методы, позво-
ляющие сделать выводы, относящиеся к системе 
в целом.

Одним из известных вариационных принципов 
неравновесной термодинамики является принцип 
минимального производства энтропии Пригожи-
на [18]. Отталкиваясь от этого подхода, примем по 
аналогии с другими авторами [23–25] условие ми-
нимума производства энтропии, но, в отличие от 
них, не в фиксированный момент времени, а для 
некоторого небольшого участка времени, т. е. вос-
пользуемся принципом наименьшего действия. 
В такой формулировке должно выполняться усло-

вие минимума функционала Z t dtt t
t

t

,1 2

1

2

∫ ( )Π =[ ] , где 

Z(t)  – производство энтропии в системе в момент 
времени t, [t1, t2] – рассматриваемый промежуток 
времени.

Функция Z(t) зависит от многих величин, в том 
числе, от интересующей нас функции R(t) – ради-
уса растущей частицы новой фазы. Отклонение 
любой функции приведет к отклонению интегра-
ла от минимальной величины. Так, если имеет-
ся функция R(t), при которой выполняется усло-
вие минимума для P[t1,t2], то при замене функции 
R(t) на любую R(t) + dR(t) значение функционала 
P[t1,t2] увеличится. Конкретизируем наш функцио-

нал ∫ ( )( )Π =[ ] R Z t R R dt, ,t t
t

t

,1 2

1

2

 и применяя к P[t1,t2]  

уравнение Эйлера – Лагранжа [26, 27], получим

	


∂
∂

− ∂
∂

=d
dt

Z

R

Z
R

0 .	 (6)

Сформулированный в таком виде новый вариа-
ционный принцип представляет собой накладывае-
мое на систему ограничение, связанное с макро-за-
кономерностями роста поверхности кристалла. 
В данной работе мы рассматриваем сферическую 
форму поверхности, но такие же ограничения 
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могут быть введены и для поверхности произволь-
ной формы при определении R(t) и R ̇(t) не в каче-
стве скаляров, а векторных величин.

Для преобразования уравнений (2)–(5) найдем 
значение первого слагаемого уравнения (6). Для 
этого получим выражение частной производной 
от производства энтропии по скорости изменения 
радиуса зародыша dZ/dR ̇. Из выражений (2), (5) 
получим
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Первые два интеграла в (7) характеризуют со-
стояние фаз Q и L и не зависят от скорости изме-
нения радиуса. Химическое сродство i-й химиче-
ской реакции (1) можно представить в виде [15–17]

	 ∑= − µ + µ
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где величины vij и  vi равны соответственно: 


= − Λv M nij ij
j

, = Θv Mi Pi
, i = 1, …, n, j= 1, …, m, M – 

молекулярная масса соответствующего компонен-
та. Тогда, учитывая независимость величины Ai от 
скорости роста частицы Ṙ и допущение о сфери-
ческой симметрии системы, используя выражение 
(7), первую часть выражения (6) можно записать 
в виде [16]
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Теперь рассмотрим вторую часть уравнения (6), 
используя выражение (2)

∫ ∫ ∫∂
∂

= ∂
∂

σ + ∂
∂

σ + ∂
∂

σΘ Λ

Θ Λ Φ

Z
R R

dV
R

dV
R

dF .F

V V F

	
(10)

Учитывая сферическую симметрию рассматри-
ваемой системы, применяя формулу производной 
интеграла с  переменным верхним пределом для 
первых двух слагаемых и формулу Остроградско-
го–Гаусса для третьего слагаемого, можно записать 
выражение (10) в виде [15, 16]

	 ∂
∂

= π σ + σ − σ 
Θ Λ

=

Z
R

R n4 div( )F

r RF
2 .	 (11)

В дальнейшем также будем рассматривать толь-
ко процессы на поверхности зародыша, поэтому 

для простоты записи отдельно выделять условие 
r = R не будем. Для получения более детальных вы-
водов подставим в (11) выражения (3) – (5) и, объ-
единяя полученное выражение с (6) и (9), запишем

∑ ∑

∑ ∑
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	 (12)

Полученное уравнение представляет собой об-
щее выражение, позволяющее рассчитывать ско-
рость роста зародыша c учетом взаимосвязанных 
тепловых и диффузионных процессов на границе 
раздела фаз. При этом выражение не использует 
упрощений линейной неравновесной термодина-
мики, что позволяет учесть нелинейные эффекты, 
связанные с отклонением от равновесия у поверх-
ности растущего зародыша.

Выражение (12) является самостоятельным ре-
зультатом проведенного исследования. Дополняя 
(12) уравнениями диффузии и теплопроводности 
для фаз Q и  L, получим полное описание систе-
мы кристалл–расплав, которое может быть решено 
численно. Между тем для практических расчетов 
предложим несколько допущений, которые позво-
лят получить упрощенные выражения роста кри-
сталлов в металлических системах.

Для дальнейшего преобразования уравнения 
(12) рассмотрим выражение для скорости роста 
зародыша. Скорость роста определяется суммой 
мольных скоростей образования продуктов Ii для 

каждого из компонентов  ∑ρ =Θ

=
ΘR M Ii

i

n

P
1

i
 [16]. По-

лученное выражение имеет простой смысл, ско-
рость роста зародыша равна сумме вкладов, обу-
словленных протеканием каждой из реакций (1). 
Далее важно определить, можно ли прогнозировать 
изменение мольной скорости образования продук-
та по общей скорости роста зародыша. Безусловно 
это можно точно сделать только в случае одной ре-
акции (1), т. е. когда i=1. Такое условие выполняет-
ся для однокомпонентного зародыша или зароды-
ша неизменного стехиометрического состава.

В  общем случае запишем это соотношение  

в виде ∑ ρ
=Θ

=

Θ



M

R
I 1i

i

n
P

1

i  и введем величины χ =
ρΘ

Θ



M I

R
i

iPi  

Так как ∑χ =
=

1i
i

n

1

, то величины ci(t) могут рассма-
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триваться как коэффициенты участия i-го компо-
нента в образовании новой фазы. Тогда мольная 
скорость Ii образования продукта на единице пло-
щади поверхности раздела фаз может быть выраже-

на как = χ ρΘ

Θ

I
M

R.i i
Pi

 В кристаллах, образующихся 

в переохлажденных металлических расплавах, под-
вижность компонентов очень мала. Поэтому кон-
центрация Θci  компонента ΘPi  будет определять 
вклад мольной скорости образования продукта Ii 
в общую скорость роста.

Поэтому можно упрощенно принять коэффи-
циент ci равным средней концентрации i-го ком-
понента в растущем зародыше

	 = ρ =
ρΘ

Θ Θ

Θ Θ

 I c
M

R
M

R.i i
i

P Pi i

	 (13)

Учитывая (13) и проводя дополнительные пре-
образования (12), можно записать [16]
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	 (14)

Таким образом, мы получили выражение, левая 
часть которого отражает влияние на рост зароды-
ша тепловых и диффузионных процессов. Правая 
часть выражения определяет нелинейные процессы 
на границе раздела фаз.

Традиционный термодинамический подход 
описания роста кристалла предполагает, что про-
цессы на его поверхности лимитируются диффу-
зионным подводом компонентов из исходного 
расплава [1, 21, 22]. При таком допущении область 
классического рассмотрения поверхностных явле-
ний ограничивается близкими к локальному рав-
новесию процессами (dIi/dt и Ai равно нулю). Наш 
метод существенно расширяет область изучения 
поверхностных явлений, позволяя рассматривать 
условие локального равновесия в качестве част-
ного случая общего описания процесса роста кри-
сталла.

ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ РАСЧЕТА СКОРОСТИ 
РОСТА КРИСТАЛЛОВ ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ 

ТИПОВ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Разработанная теория была применена для 
описания различных случаев роста кристал-
лов в переохлажденных металлических системах. 

К характерным задачам можно отнести рост кри-
сталлов изменяющегося состава из раствора и рост 
кристаллов неизменного стехиометрического со-
става в эвтектическом расплаве. Коротко рассмо-
трим оба этих случая.

В ряде случаев роста кристаллов изменяющего-
ся состава химические реакции (1) сводятся к про-
цессу перехода компонентов через фазовую грани-
цу. Такой процесс можно представить в виде

	 → =Λ Θ
i nC P , 1, , .i i 	 (15)

Приведение уравнений (1) к  (15) позволяет 
упростить уравнение (14).

Исследования процессов роста кристаллов в пе-
реохлажденных расплавах показывают, что во мно-
гих системах ключевое влияние на рост оказывают 
величина переохлаждения, скорость протекания 
диффузионных процессов и  влияние эффектов 
“захвата примеси” [15]. При этом градиент темпе-
ратуры у поверхности кристалла не оказывает су-
щественного влияния на скорость роста. Поэтому 
для простоты выводов в ряде случаев можно пре-
небречь этим эффектом. Преобразуем выражение 
(14) к виду [16]
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 =Λ Θ Θ
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Θ
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J

d
dt r

i n
1

, 1, ,i i i
i i

Pi

.	 (16)

Таким образом, мы получили выражение для 
мольной скорости продукта реакции (15) на еди-
нице площади поверхности. При этом последний 
член выражения характеризует влияние нелиней-
ных эффектов на рост кристалла. Полученное вы-
ражение с некоторыми допущениями может быть 
использовано для расчета роста кристаллов в раз-
личных твердых растворах. К примеру, в работе 
[15] рассмотрено применение выражения для роста 
кристаллов при отжиге аморфных лент.

Другим характерным примером применения те-
ории является описание процесса роста кристаллов 
в эвтектических системах. В таких системах в ис-
ходном расплаве образуются кристаллы различного 
стехиометрического состава. Рассмотрим процесс 
роста кристалла одной из таких фаз в исходном 
расплаве. В этом случае выражения (1) сводятся 
к одной реакции вида

	 + + + →Λ Λ Λ Θn n nC C C P... .m m1 1 2 2 	 (17)

Из-за единства стехиометрического соста-
ва в таком зародыше отсутствуют диффузионные 
процессы. Принимая, как и в предыдущем случае, 
что градиенты температуры у поверхности несуще-
ственно влияют на рост, можно преобразовать вы-
ражение (14) к виду [16]
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в котором второе слагаемое в числителе характе-
ризует влияние локально-неравновесных эффек-
тов на рост.

Полученное выражение может быть использо-
вано для расчета роста кристаллов в  различных 
эвтектических системах. К примеру, в работе [28] 
рассмотрено применение выражения (18) для ро-
ста кристаллов в переохлажденных металлических 
расплавах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработанная теория в  целом демонстриру-
ет перспективность применения вариационных 
методов для решения нелинейных задач, которые 
не могут быть решены с использованием класси-
ческих подходов неравновесной термодинамики. 
Применение к термодинамической системе урав-
нений, определяющих закономерность изменения 
формы растущей поверхности, дает возможность 
развития теории для описания движении межфаз-
ной границы сложной формы с учетом влияния не-
линейных процессов.

В  практическом плане разработанная теория 
дает возможность проведения расчетов закономер-
ностей роста кристаллов в различных переохлаж-
денных системах. Описание системы кристалл – 
исходный расплав уравнениями (1)–(5), (14) по-
зволяет провести динамическое моделирование 
роста кристалла с учетом влияния тепловых и диф-
фузионных процессов, а также локально-неравно-
весных эффектов на поверхности раздела фаз.
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