
ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, 2024, том 64, № 5, с. 780–790

УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

УДК 519.634

О СТРУКТУРЕ ВИНТОВЫХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ
РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ НАВЬЕ–СТОКСА ДЛЯ

НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ1)

C 2024 г. В.А. Галкин1,2,*
1628408 ХМАО-Югра, Сургут, ул. Энергетиков, 4, Сургутский филиал ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН, Россия

2628400 ХМАО-Югра, Сургут, пр-т Ленина, 1, Сургутский государственный университет, Россия
*e-mail: val-gal@yandex.ru

Поступила в редакцию 13.11.2023 г.

Переработанный вариант 29.12.2023 г.

Принята к публикации 14.01.2024 г.

Получен класс точных решений уравнений Навье–Стокса для осесимметричного вихревого течения несжи-
маемой жидкости. Выделены инвариантные многообразия течений, обладающих вращательной симметрией
относительно заданной оси в трехмерном координатном пространстве, приведено описание структуры ре-
шений. Установлено, что типичными инвариантными областями таких течений являются фигуры вращения,
гомеоморфные тору, образующие структуру топологического расслоения, например, в шаре, цилиндре и в об-
щих комплексах, составленных из таких фигур. Полученные результаты распространяются на подобные ре-
шения системы уравнений МГД, уравнения электродинамики Максвелла, обладающие в R3 аналогичными
свойствами. Приведены примеры осесимметричных вихревых векторных полей и порожденных ими тополо-
гических расслоений на многообразиях в R3, инвариантных относительно динамических систем, задаваемых
этими полями. Библ. 23. Фиг. 3.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа является развитием круга идей о построении поля с универсальной динамикой, появив-
шихся у автора настоящей статьи во время участия в международных проектах по физике высоких энергий в
2000–2010 г.г.: HERA-B (DESY, Hamburg, Germany), OPERA (INFN, Gran-Sasso, Italy) в составе российской
группы от Обнинского государственного технического университета атомной энергетики (IATE), (см. [1–6]).

В [7–23] даны содержательные результаты, относящиеся к теме настоящей работы.
В координатном пространстве R3 =

{
x = (x1, x2, x3)

}
рассматривается динамика во времени t ∈ R глад-

кого поля скоростей V : R3 × R → R3 (V ∈ C2), удовлетворяющего системе Навье–Стокса для несжимаемой
жидкости

∂V

∂t
+ (V · ∇)V +

1

ρ
∇P (x, t) = G(x, t) + ε

2∆V, (1.1)

divV = 0, (1.2)

где P : R3 × R → R — давление жидкости, ρ и ε2 — постоянные, характеризующие плотность и вязкость жид-
кости, G(x, t) — плотность объемных сил. В настоящей работе рассматривается класс решений {V, P}, обла-
дающих свойством симметрии относительно некоторой оси L , которую без потери общности направим вдоль
вектора e3 = (0, 0, 1), ({ei}3i=1 — ортонормированный базис в R3). Проекцию вектора x на ось L обозначим

1)Работа выполнена при финансовой поддержке в рамках государственного задания ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН (НИЦ «Курчатовский
институт») — Выполнение фундаментальных научных исследований ГП 47) по теме No 0580-2021-0007 «Развитие методов математического
моделирования распределенных систем и соответствующих методов вычисления».
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в дальнейшем z = (x, e3), положим xi
def
= (x, ei). Предположение об осевой симметрии функции u относи-

тельно оси L означает, что ее зависимость от пространственных аргументов x1, x2 осуществляется через вели-

чину ρ(x1, x2)
def
=
√

(x2
1 + x2

2). Для этого класса задач наряду с декартовыми координатами удобно использо-
вать цилиндрическую систему координат (ρ,ϕ, z). Для функции u, обладающей осевой симметрией, положим
u(x) ≡ u(ρ, z), и в этом случае оператор Лапласа имеет вид

∆u(x) = ∆ρu + uzz, ∆ρu =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρuρ).

Осесимметричные однородно-винтовые решения системы Навье–Стокса уже изучались в научной лите-
ратуре. Одними из первых были работы [7, 8]. Анализ свойств этого класса решений проводился и другими
авторами, см., например, [9–11].

2. ВИХРЕВЫЕ ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ ПОЛЯ

Пусть множество M = R3\L и функция F ∈ C4(M) при некоторой постоянной λ ∈ R удовлетворяет соот-
ношению

∆F (x) + λ
2F (x) = 0, x ∈M. (2.1)

Определение 2.1. Предположим, что функция F удовлетворяет соотношению (2.1) при некотором λ 6= 0 и
обладает наM осевой симметрией:F (x) ≡ F (ρ, z). Назовем осесимметричным вихревым полем, порожденным
функцией F на множестве M , отображение U : M → R3, заданное соотношением

U(x) = λ
−2
ρ
−1
[(
F ρ,zx1 + λF ρx2

)
e1 +

(
−λF ρx1 + F ρ,zx2

)
e2 −

(
ρ∆ρF

)
e3

]
, ρ = ρ(x1, x2), x ∈M. (2.2)

Замечание 2.1. Отметим, что произвольные линейные комбинации осесимметричных полей вида (2.1), (2.2)
сохраняют это свойство для результирующего поля.

С векторным полем (2.2) свяжем динамическую систему в цилиндрических координатах, определенную при
λ 6= 0 в области ρ > 0:

ρ̇ = λ
−2F ρ,z,

ϕ̇ = −λ−1ρ−1F ρ, (2.3)

ż = −λ−2∆ρF .

Будем полагать, что система (2.3) порождает однопараметрическую группу преобразований Tt : M →M , t ∈ R.

Лемма 2.1. Пусть векторное поле U задано соотношениями (2.1), (2.2). Тогда на M справедливы тождества

divU = 0, (2.4)

∆U + λ
2U = 0, (2.5)

(U · ∇)U =
1

2
∇(U,U). (2.6)

Доказательство. Соотношения (2.4)–(2.6) являются прямым следствием тождества

∇× U = λU, x ∈M, (2.7)

которое получается из формул (2.1) и (2.2).
Лемма доказана.

Замечание 2.2. Решения уравнения Бельтрами (2.7) вида (2.2) могут быть построены из решений уравнения
Гельмгольца (2.1) методом Чандрасекара–Кендала [12, 13].

Лемма 2.2. Динамическая система (2.3) имеет инвариант движения

Ф(ρ, z) = ρF ρ(ρ, z), ρ > 0, z ∈ R. (2.8)

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 5 2024



782 ГАЛКИН

Доказательство. Вычисление полной производной по времени функции Ф
(
ρ(t), z(t)

)
с учетом соотношений

(2.3) приводит к утверждению леммы.
Лемма доказана.

Следствие 2.1. Область M является расслоением с базой R и слоями Ф−1(c)
def
= {x ∈ RФ

3 (x) = c} ∀c ∈ R, где
Ф(x) ≡ Ф

(
ρ(x1, x2), z

)
:

M =
⋃
c∈R

Ф−1(c), (2.9)

при этом в силу утверждения леммы 2.2 группа преобразований Tt : M →M динамической системы

ẋ = U(x) (2.10)

оставляет инвариантными слои Ф−1(c):

Tt : Ф−1(c)→ Ф−1(c) ∀c, t ∈ R. (2.11)

Следствие 2.2. Каждая компонента связности открытого множества M\
(
Ф−1(0)

⋃
L
)

является фигурой вра-
щения вокруг оси L.

Действительно, поскольку множество
(
Ф−1(0)

⋃
L
)

является замкнутым, а M — открытое подмножество в

R3, то M\
(
Ф−1(0)

⋃
L
)

открытое. Таким образом, M\
(
Ф−1(0)

⋃
L
)

является объединением непересекающихся

открытых компонент связности, границы которых принадлежат многообразию
(
Ф−1(0)

⋃
L
)
. На многообра-

зии Ф−1(0) выполнено соотношение F ρ(ρ, z) = 0 при ρ > 0, и, значит, для динамической системы (2.3), являю-
щейся представлением системы (2.10) в цилиндрической системе координат при ρ > 0 на Ф−1(0) выполняется
тождество ϕ̇ ≡ 0, т.е. линии тока систем (2.3), (2.10) на многообразии Ф−1(0) инвариантны относительно по-
воротов относительно оси L. Поскольку эти линии тока образуют Ф−1(0), то границы компонент связности
инвариантны относительно поворотов вокруг оси L.

Ниже в качестве примеров таких областей рассматриваются комбинации цилиндров, шаров, торообразных
и воронкообразных фигур.

Следствие 2.3. Группа Tt оставляет инвариантной каждую компоненту связности множества

Mc,d = {x ∈M : c < Ф(x) < d} ∀c, d ∈ R. (2.12)

Лемма 2.3. Пусть Qc,d является открытой компонентой связности множества Mc,d, c < d, определенного в
(2.12), ∂Qc,d — граница Qc,d. Тогда группа Tt оставляет инвариантными Qc,d и ∂Qc,d. В точках q ∈ ∂Qc,d, где
определен вектор∇Ф(q) 6= 0, выполнено соотношение(

U(q), n(q)
)

= 0, n(q) = ‖∇Ф(q)‖−1∇Ф(q). (2.13)

Доказательство. Инвариантность Qc,d и ∂Qc,d следует из соотношения (2.11). Поскольку U(q) = d
dτTt(q)|τ=0,

то d
dτФ

(
Tt(q)

)
|τ=0 =

(
U(q),∇Ф(q)

)
= 0, так как значения Ф

(
Tt(q)

)
на траектории постоянны. Тем самым уста-

навливается справедливость соотношения (2.13). Лемма доказана.

Замечание 2.3. На подмножествах границы компонент связности, где нормаль (2.13) не определена, условие
непротекания (скольжения) по определению означает, что группаTt оставляет инвариантной эту часть границы

Замечание 2.4. Отмеченный в лемме случай, когда вектор нормали не определен, является типичным для
цилиндрических областей [17] на участках границы, состоящих из пересечения боковых образующих цилиндра
и его торцов.

Замечание 2.5. Пусть векторные поля Uα определены формулами (2.1), (2.2) при фиксированном значении
параметра λ 6= 0. Если Uα являются достаточно гладкими на M , то произвольные конечные линейные комби-
нации осесимметричных полей Uα

Ũ =
∑
α

aαUα

удовлетворяют соотношениям (2.4)–(2.6) на M . При надлежащих требованиях на слагаемые в правой части
этого выражения это утверждение распространяется на бесконечные наборы Uα посредством интегрирования
по параметру α.
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3. РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ (1.1), (1.2) НА КОМПОНЕНТАХ СВЯЗНОСТИ

Свойство инвариантности подобластей в D ⊂ R3 относительно действия группы Tt : D → D, выделенных
в лемме 2.3, позволяет рассматривать решения системы Навье–Стокса (1.1), (1.2) только на этих множествах с
дополнительным условием непротекания (скольжения):(

V (q, t),n(q)
)
|q∈∂D = 0, (3.1)

где n(q) — поле единичных нормалей к кусочно-гладкой границе ∂D области D.

Теорема 3.1. Пусть D = Qc,d является открытой компонентой связности множества Mc,d, c < d, опреде-
ленного в (2.12), ∂Qc,d — граница Qc,d, в точках ∀a ∈ ∂Qc,d которой определено поле единичных нормалей n(q).
Предположим, что объемные силы G(x, t) = ∇g(x, t) с гладким потенциалом в области M = R\L. Тогда систе-
ма уравнений Навье–Стокса (1.1), (1.2) имеет в области Qc,d решение, удовлетворяющее условию непротекания
(скольжения) (3.1):

V (x, t) = U(x) exp(−λ2ε2t), (3.2)

P (x, t) = −ρ
2

(
V (x, t), V (x, t)

)
+ g(x, t) + β(t), (3.3)

где β(t) — произвольная функция, зависящая от времени t ∈ R. Если в формулах (3.2), (3.3) заменить поле U на Ũ ,
определенное в замечании (2.5), то эти выражения определяют гладкое решение системы уравнений Навье-Стокса
(1.1), (1.2) на множестве аргументов x ∈ R3, t ∈ R.

Доказательство. Утверждение теоремы является прямым следствием соотношений (2.4)–(2.6) из леммы 2.1
и свойства инвариантности границы области относительно группы Tt, заданной соотношением (2.10).

Теорема доказана.

Теорема 3.2. Пусть рассматривается произвольная линейная комбинация

U(x) =
∑
k

αkUk(x) (3.4)

осесимметричных полей Uk(x), заданных формулами (2.1), (2.2) при помощи функций Fk = F k(ρ, z), соответству-
ющих в уравнении (2.1) фиксированному значению параметра. Тогда инвариантные многообразия (2.8) для динами-
ческой системы Tt, порожденной полем (3.4), удовлетворяют соотношению

Ф(ρ, z) ≡ ρ
∑
k

αk
∂

∂ρ
F k(ρ, z) = c ∀c ∈ R. (3.5)

Доказательство. Рассмотрим динамическую систему (2.3) с полем (3.4) и сопутствующую ей группу преоб-
разований Tt. Производная по времени на траекториях этой системы удовлетворяет тождествам

d

dt
Ф
(
ρ(t), z(t)

)
= Фρ

(
ρ(t), z(t)

)
ρ̇(t) + Фz

(
ρ(t), z(t)

)
ż(t),

ρ̇(t) = λ
−2F ρ,z,

ż = −λ−2∆ρF ,

где функция F ≡
∑
k

αkF k, и для каждой F k в силу определения полей Uk посредством соотношений (2.1), (2.2)

справедливы соотношения

∆ρF k +
∂2

∂z2
F k + λ

2F k = 0, ρ > 0, z ∈ R.

Таким образом, для функции F имеем

∆ρF +
∂2

∂z2
F + λ

2F = 0, ρ > 0, z ∈ R.

Поскольку
d

dt
Ф
(
ρ(t), z(t)

)
≡ ρ̇

(
F ρ + ρF ρρ

)
+ ρF ρz ż,
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то
d

dt
Ф
(
ρ(t), z(t)

)
≡ λ2ρF ρ,z

[
F ρ,ρ +

1

ρ
F ρ −∆ρF

]
.

Так как последний сомножитель в правой части этого тождества равен нулю, то функция Ф является инвари-
антом группы преобразований Tt. Теорема доказана.

Представление области M в виде расслоения (2.9) и инвариантность открытых компонентов связности об-
ласти M относительно группы Tt позволяет рассматривать их как независимые структуры гидродинамического
течения (1.1), (1.2). Это дает возможность расширить класс задач для системы уравнений Навье–Стокса на слу-
чай многокомпонентных систем, рассматривая величину ρ как кусочно-постоянную функцию в M с участками
постоянства на открытых компонентах связности, инвариантных относительно группы Tt. Очевидно, что поле
скоростей V (x, t) на M определяется формулой (3.2), а давление в этом случае является кусочно-непрерывной
функцией пространственных переменных, удовлетворяющей на каждой компоненте соотношению (3.3). Тем
самым появляется возможность рассмотрения многофазных нереагирующих жидкостей, обладающих различ-
ными плотностями. На компонентах, где ρ = 0, течение считаем не определенным, хотя формально полеV (x, t)
имеет гладкое продолжение на эту область.

Замечание 3.1. Решения (3.2), (3.3) при различных значениях параметра λ 6= 0 топологически эквивалентны
случаю λ = 1, к которому приводит масштабирование пространственно-временных координат

(x′, t′) = (λx, λ2t). (3.6)

Замечание 3.2. Все результаты настоящей работы переносятся на специальный класс решений системы МГД
(магнитной гидродинамики)

∂V

∂t
+ (V · ∇)V +

1

ρ
∇P (x, t) = − 1

4πρ
[H, rot H] +∇g + ε

2∆V, (3.7)

∂H

∂t
= rot[V,H] + µ

2∆H, (3.8)

divV = 0, (3.9)

div H = 0, (3.10)

где H(x, t) — напряженность магнитного поля, постоянная величина µ — магнитная вязкость жидкости. Ука-
занный класс решений системы МГД (3.7)–(3.10) определяется следующими соотношениями:

V (x, t) = V0 exp(−λ2ε2t)U(x), H(x, t) = H0 exp(−λ2µ2t)U(x), (3.11)

P (x, t) = −ρ
2

(
V (x, t), V (x, t)

)
+ g(x, t) + β(t), (3.12)

с векторным полем U на M , заданным формулами (2.1), (2.2), V0 и H0 — произвольные постоянные. Особо
следует выделить случай нетривиальных стационарных магнитных полей H(x, t) ≡ H0U(x) при µ = 0, указы-
вающий на возможность существования решений системы МГД типа “геодинамо”. В частности, в работе [16]
рассмотрено векторное поле U : R3 → R3 в классе вещественно-аналитических функций на R3 с инвариант-
ными многообразиями на шарах и шаровых слоях:

U(x) =
u′(λr)

r

 x2

−x1

−2λ−1

+
1

r2

(
u′′(λr)− u′(λr)

λr

) x1z
x2z

−(x2
1 + x2

2)

 , λ 6= 0, (3.13)

где

u(r) =

{
r−1 sin(r). r > 0,

1, r = 0.
r(x) ≡

√
x2
1 + x2

2 + z2 > 0. (3.14)

Это поле удовлетворяет условию регулярности

U(x) ∼ O

(
1

r(x)

)
→ 0, r(x)→∞. (3.15)
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В силу теоремы 3.2 такими же свойствами обладают линейные комбинации полей (3.13), (3.14) вида

Ũ(x) =
∑
k

AkU(x + zke3), (3.16)

определяющие симметричные решения относительно осиL. Более общий класс решений системы (3.7)–(3.10)
порождают поля Ũ из замечания 2.5.

Примеры решений системы МГД (3.7)–(3.10) с инвариантными многообразиями, имеющих форму цилин-
дров, симметричных относительно оси L, дают векторные поля (2.2), соответствующие функциям F в соотно-
шении (2.1), определенных формулами

F = F (ρ, z) ≡
∑
k

{
AkJ0(akρ) sin

[
bk(z − z′k)

]
+ BkJ0(ckρ) cos

[
dk(z − z′′k )

]}
, (3.17)

где J0 — функция Бесселя, постоянные Ak, Bk, ak, bk, ck, dk, z′k, z′′k подчинены условию достаточно быстрой
сходимости ряда (3.15), обеспечивающей его гладкость в классе C4(M) для выполнения дифференциальных
операций в формулах (2.2), (2.6), и выполняются соотношения

a2k + b2k = λ
2, c2k + d2k = λ

2, k ∈ N, λ 6= 0. (3.18)

В силу замечания 2.1 линейные комбинации вышеупомянутых осесимметричных полей, определяемых
формулами (3.16) и (3.17) позволяют рассматривать широкий класс бесконечно гладких решений системы МГД
(3.7)—(3.10) вида (3.11), (3.12), имеющих структуру расслоения (2.9) на R3.

Множество векторных полей, порожденных функциями (3.17), (3.18), которые естественно называть ци-
линдрическими, можно расширить, добавив к ним линейные комбинации полей, порожденных функциями с
особенностями на оси L:

F = F (ρ, z) ≡
∑
k

{
A′kN0(a′kρ) sin

[
b′k(z − z̃′k)

]
+ B′kN0(c′kρ) cos

[
d′k(z − z̃′′k )

]}
, (3.19)

(a′k)2 + (b′k)2 = λ
2, (c′k)2 + (d′k)2 = λ

2, k ∈ N, λ 6= 0, (3.20)

где N0 — функция Неймана. Требования к сходимости рядов (3.19), (3.20) аналогичны вышеупомянутому слу-
чаю рядов (3.17).

В случае стационарных решений системы уравнений Эйлера для уравнений гидродинамики, когда в систе-
ме (1.1), (2.1) параметр вязкости ε = 0, решения аналогичные классам вида (3.17)–(3.20), иными методами
получены в [11].

Расслоение R3 на инвариантные многообразия для решений системы МГД, порожденных приведенными
выше функциями F = F (ρ, z), получается на основании формулы (2.8) вращением вокруг оси L семейства
многообразий

ρ
∑
k

{
AkJ1(akρ) sin

[
bk(z − z′k)

]
+ BkJ1(ckρ) cos

[
dk(z − z′′k )

]
+

+ A′kN1(a′kρ) sin
[
b′k(z − z̃′k)

]
+ B′kN1(c′kρ) cos

[
d′k(z − z̃′′k )

]}
= c. (3.21)

с произвольными постоянными c ∈ R. Эти семейства естественным образом можно расширить за счет исполь-
зования аналогичных комбинаций функций Бесселя и Неймана мнимого аргумента в сочетании с гиперболи-
ческими синусами и гиперболическими косинусами.

Замечание 3.3. Наличие вращательной симметрии относительно оси L для рассматриваемых гидродинами-
ческих течений позволяет выделить инвариантные компоненты, диффеоморфные торам, для решений вида
(3.1), (3.2), (3.3) в шаре и цилиндре [16, 17]. Более того, таким свойством обладают произвольные линейные
комбинации этих решений при одинаковых значениях параметра λ 6= 0 в областях, составленных из шаров и
цилиндров, для которых оси симметрии течений совпадают с L. Пример осевого сечения семейства инвари-
антных многообразий, диффеоморфных шарам и торам, для решения из [16, 17] приведен на фиг. 1 (структура
сечения инвариантных многообразий, приведенная на рисунке, соответствует формулам (3.13)–(3.18)). Инва-
риантные слои течения в этом случае удовлетворяют в R уравнению[

cos(
√
ρ2 + z2)−

sin(
√
ρ2 + z2)√
ρ2 + z2

]
ρ2

ρ2 + z2
= c, ρ(x1, x2) =

√
x2
1 + x2

2,
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Фиг. 1. Осевое сечение семейства вложенных инвариантных сфер Ф−1(0) (красный цвет) и торов Ф−1(c), c 6= 0 (белый цвет)
для гладкого решения в шаре (3.13), (3.14). Инвариант Ф определяется формулой (2.8).

где c— произвольная постоянная. 3-D визуализация структуры этого решения в шаре приведена ниже на фиг. 2.
Течение, двойственное к (3.13)–(3.15), с аналогичной сферической структурой, но с особенностью в начале

координат, порождается по формулам (2.1), (2.2) функцией

F = F (ρ, z) ≡
cos(

√
ρ2 + z2)√

ρ2 + z2
, ρ(x1, x2) =

√
x2
1 + x2

2, λ = 1.

Пример визуализации осевого сечения течения, порожденного линейной комбинацией вида (3.16) Ũ(x) =
= A1U(x + z1e3) + A2U(x + z2e3) для двух сферических течений (3.13), (3.14) с центрами, расположенными на
оси L в точках zke3, где z1 = −8, z2 = 8, и коэффициентами “смешивания” A1 = 1, A2 = −2, приведен ниже
на фиг. 3.

Отметим, что сечения инвариантных многообразий, выделенные на фиг. 1, 2 красным цветом, соответству-
ют траекториям динамической системы (2.3), движущимся вдоль оси симметрии L, и для них выполняются
соотношения ϕ̇(t) ≡ 0, Ф

(
x(t)

)
≡ 0. Соответственно, на этих сечениях в силу тождеств (2.3) справедливы соот-

Фиг. 2. 3-D визуализация структуры гладкого решения в шаре (3.13), (3.14).
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Фиг. 3. Осевое сечение инвариантных многообразий для течения (3.16), возникающих при “смешивании” двух сфериче-
ских течений (3.13)–(3.14), смещенных симметрично относительно начала координат вдоль оси L, окрашенной желтым
цветом. Многообразия Ф−1(0) выделены красным цветом, белый цвет соответствует многообразию Ф−1(1), где инвариант
Ф определяется формулой (3.5).

ношения
ρ̇ = λ

−2F ρ,z(ρ, z), ż = −λ−2∆ρF (ρ, z), Ф
(
ρ(0), z(0)

)
= 0, ϕ(t) ≡ ϕ(0).

Многообразия, сечения которых окрашены белым цветом, диффеоморфны двумерным торам T (c) def
= {x ∈

∈ R3 : Ф(x) = c}, c 6= 0, и траектории динамической системы Tt

(
x(0)

)
≡ x(t) образуют их “обмотку”. Трехмер-

ные фигуры D(c), ограниченные торами T (c), получающиеся вращением этих сечений вместе с их внутренней
частью вокруг оси симметрии L, вложены друг в друга, а их пересечение S =

⋂
c6=0

D(c)|D(c) 6=∅ является набором

окружностей, лежащих в плоскостях, ортогональных оси L. На этих окружностях располагаются периодиче-
ские траектории динамической системы (2.3). Пример такой круговой орбиты в экваториальной плоскости
выделен синим цветом в 3-D визуализации динамики в шаре на фиг. 2. Координаты таких окружностей в плос-
ких сечениях, параллельных оси симметрии L, выделятся как решения (ρ∗, z∗) системы уравнений

F ρ,z(ρ∗, z∗) = 0,

∆ρF (ρ∗, z∗) = 0.

Каждая точка (ρ∗, z∗) ∈ R задает вышеуказанную окружность, на которой динамика системы (2.3) определяется
следующими тождествами:

ρ(t) = ρ∗,ϕ(t) = ϕ(0)− λ−1ρ−1∗ F ρ(ρ∗, z∗)t,

z = z∗.

В работе [16] приведены координаты таких окружностей, лежащих в плоскости z∗ = 0, для течения (3.13), (3.14)
при значении λ = 1. В этом случае их радиусы ρ∗ являются счетным набором положительных корней уравнения
tg(ρ∗) = ρ∗

1−ρ2∗
.

Пересечение L
⋂

Ф−1(0) состоит из стационарных точек динамической системы (2.3).
Экспериментальные данные показывают, что аналогичная топологическая структура наблюдается в высо-

коинтенсивных газодинамических потоках.

Замечание 3.4. Осесимметричные решения системы МГД, порождающее расслоение на R3 со слоями в фор-
ме вложенных друг в друга “воронок”, ориентированных вдоль оси L, порождаются векторным полем

U(x) = J0(ρ)

0
0
z

− J1(ρ)ρ−1

x1 + x2z
x2 − x1z

0

 , λ = 1. (3.22)
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Структура инвариантных слоев для поля (3.22) в осевом сечении в координатах (ρ, z) задается формулой

z =
c

ρJ1(ρ)
, ρ > 0, (3.23)

где c — произвольная постоянная, задающая инвариантный слой в R3, который получается вращением кривой
(3.23) вокруг оси L.

Замечание 3.5. Отметим, что классы вихревых векторных полей U(x), задаваемых формулами (2.1), (2.2),
позволяют построить вR3 решения системы уравнений электродинамики Дж.К. Максвелла в случае отсутствия
свободных зарядов и токов:

∂E

∂t
= rot B,

∂B

∂t
= −rot E,

div E = 0, div B = 0, (3.24)

x ∈ R3, t ∈ R,

где E(x, t) — напряженность электрического поля, B(x, t) — вектор магнитной индукции. Положим

E(x, t) = sin(λt)U(x), B(x, t) = cos(λt)U(x), (3.25)

с векторным полем U(x), которое определяем по формулам (2.1), (2.2), либо из замечания 2.5. При заданном
значении параметра λ 6= 0, устанавливаем, что формулы (3.25) являются решением системы (3.24).

Учитывая линейность системы (3.24), инвариантность операций rot, div относительно группы поворотов
SO3 и сдвигов, формулы (3.25) позволяют конструировать решения системы (3.24) в виде линейных комбина-
ций (рядов)

E(x, t) =
∑
k

Ak sin
(
λk(t− tk)

)
Uk(x), B(x, t) =

∑
k

Ak cos
(
λk(t− tk)

)
Uk(x)

с произвольными Ak, tk ∈ R, параметрами λk 6= 0, и полями Uk, построенными по формулам (2.1), (2.2) для
осей симметрии Lk ∈ R3, которые получатся произвольными поворотами в R3 выделенной оси L и соответ-
ствующего поля U .

Широкий набор примеров U(x) приведен выше в следствиях 3.2–3.4 и замечании 2.5.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследована структура топологического расслоения для одного класса вихревых нестационарных
осесимметричных точных решений уравнений Навье–Стокса в случае несжимаемой жидкости. На основе еди-
ного подхода результаты распространены на специальные случаи системы МГД и уравнения электродинамики
Дж.К. Максвелла.

Автор выражает благодарность за обсуждение работы и участие в исследованиях по визуализации постро-
енных решений сотрудникам Сургутского филиала ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН Т.В. Гавриленко, Д.А. Моргуну,
А.О. Дубовику, А.Д. Смородинову, Т.Н. Садыкову.
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Abstract. A class of exact solutions to the Navier-Stokes equations for axisymmetric vortex flows of
incompressible fluids is obtained. Invariant manifolds of flows with rotational symmetry relative to a given
axis in three-dimensional coordinate space are identified, and the structure of the solutions is described.
It is established that typical invariant regions of such flows are rotational figures homeomorphic to a torus,
forming a structure of topological fibration, such as in a sphere, cylinder, and more complex configurations
composed of such figures. The results are extended to similar solutions of the magnetohydrodynamics
(MHD) system and Maxwell’s electrodynamics equations, which possess R3 analogous properties.
Examples of axisymmetric vortex vector fields and the topological fibrations they generate on manifolds
invariant R3 under the dynamical systems defined by these fields are provided.

Keywords: incompressible fluid equations, exact solutions, Navier-Stokes system exact solutions, MHD,
Maxwell’s equations, invariant manifolds, topological fibration.
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