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ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается система дифференциальных уравнений с частными производными первого по-
рядка

Λν(𝑡, 𝑦, 𝑝) = 0, ν = 1, … , 𝑙, (1)

После приведения этой системы к специальному виду в параметрической форме, разрешенной отно-
сительно всех производных

𝜕𝑘𝑦𝑖 = 𝑔𝑖
𝑘(𝑡, 𝑦, 𝑢), 𝜕𝑘 = 𝜕/𝜕𝑡𝑘, (2)

открывается возможность применения дифференциально-геометрических и алгебраических методов
теории динамических систем с управлением, используя некоторую аналогию данных объектов. Эти
методы позволяют исследовать некоторые вопросы декомпозиции, построения симметрий и др. В [1]
на основе понятия первого интеграла с помощью замены координат, в которую входят первые инте-
гралы, была получена простая декомпозиция вида

𝜕𝑘𝑧𝑖 = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑞, 𝜕𝑘𝑧𝑗 = ℎ𝑗
𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑗 = 𝑞 + 1, … , 𝑛. (3)

В [2] рассматривается более общая декомпозиция, которая такжеимеет аналог в теориидинамических
систем с управлением под названием агрегирование (факторизация). Здесь исследуются симметрии,
т.е. преобразования переменных, переводящие решения в решения. Кроме практического смысла
тиражирования решений, симметрии определяют также некоторую декомпозицию уравнений с част-
ными производными.
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1. О СИММЕТРИЯХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
Симметрии дифференциальных уравнений –– это такие преобразования зависимых и независи-

мых переменных, которые переводят решения дифференциальных уравнений в решения. Таким об-
разом, симметрии позволяют находить новые решения по известным решениям. Но этим не ограни-
чивается роль симметрий. Различные качественные характеристики дифференциальных уравнений
определяются существованием тех или иных симметрий. Например, для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений симметрии помогают находить первые интегралы, которые в случае уравнений
механики дают законы сохранения. Для уравнений с частнымипроизводнымиматематическойфизи-
ки симметрии такжепоставляют законы сохранения, которыеимеют более сложныйвид. Знание сим-
метрий позволяет преобразовать дифференциальные уравнения к удобному для исследований виду,
например, к некоторой декомпозиции. Аппарат симметрий для дифференциальных уравнений был
разработан еще в 19 веке С. Ли в его теории непрерывных групп, которые стали называть группами
Ли. Л. В. Овсянников возродил эту теорию под наименованием групповой анализ [3]. Немного по-
дробнее.

Рассмотрим систему ℒ дифференциальных уравнений первого порядка (1), включающую 𝑚 неза-
висимых переменных 𝑡 = (𝑡1, … , 𝑡𝑚) и 𝑛 зависимых переменных 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛). Решением системы ℒ
является гладкая функция 𝑦 = Φ(𝑡), удовлетворяющая системе ℒ. Будем отождествлять эту функцию,
заданную в области 𝐼 ⊂ ℝ𝑚 изменения переменных 𝑡, с ее графиком, т.е. с множеством точек

𝑁 = {(𝑡, 𝑦) ∈ 𝑅𝑑 ∶ 𝑦 = Φ(𝑡)}, 𝑑 = 𝑚 + 𝑛.

Этот график является 𝑚-мерным многообразием в ℝ𝑑. Рассмотрим некоторый диффеоморфизм (т.е.
взаимно однозначное отображение, гладкое в обе стороны) ψ∶ 𝑀 → 𝑀, где 𝑀 –– область в ℝ𝑑, при-
чем 𝑁 ⊂ 𝑀. Под действием диффеоморфизма ψ многообразие 𝑁 перейдет в некоторое многооб-
разие 𝑁̂ = ψ(𝑁). Многообразие 𝑁̂ не является, вообще говоря, графиком какой-либо однозначной
функции 𝑦 = Φ̂(𝑡). Понятие симметрии относится к случаю, когда 𝑁̂ –– график. Итак, будем говорить,
что диффеоморфизм ψ является симметрией системы ℒ, если каждое решение 𝑦 = Φ(𝑥) системы,
трактуемое как многообразие 𝑁, переводится этим диффеоморфизмом в многообразие 𝑁̂ = ψ(𝑁),
являющееся графиком некоторой функции 𝑦 = Φ̂(𝑡), представляющей собой решение системы ℒ.
Естественным образом понятие симметрии обобщается для случая локального диффеоморфизма ψ.

Перейдем теперь к группам симметрий. Пусть 𝑆 –– локальная однопараметрическая группа диф-
феоморфизмов некоторой области в 𝑅𝑑, состоящая из преобразований 𝑠τ вида

𝑡′ = ℎ(𝑡, 𝑦, τ), 𝑦′ = 𝑔(𝑡, 𝑦, τ), τ ∈ 𝑅1. (4)

Под действием преобразования 𝑠τ группы 𝑆 многообразие 𝑁, являющееся графиком функции
𝑦 = Φ(𝑡), перейдет в многообразие 𝑁̂, которое в параметрической форме (параметр 𝑡) задается урав-
нениями

𝑡′ = ℎ(𝑡, Φ(𝑡), τ), (5)
𝑦′ = 𝑔(𝑡, Φ(𝑡), τ). (6)

Так как ℎ(𝑡, 𝑦, 0) = 𝑡, то (по крайней мере для малых τ) уравнения (5) можно разрешить относитель-
но 𝑡 и подставить в (6). В результате получим представление многообразия 𝑀̂ в виде графика функции
𝑦′ = Φ̂(𝑡′). Будем говорить, что эта функция получается из функции 𝑦 = Φ(𝑡) действием преобразо-
вания 𝑠τ. Группа 𝑆 называется группой симметрий, если такие функции, получаемые действием пре-
образований группы на решения, снова являются решениями системы ℒ, т.е. преобразования 𝑠τ ––
симметрии системы ℒ. Заметим, что симметрии часто называют допускаемыми преобразованиями,
а группы симметрий –– допускаемыми группами системы ℒ. Говорят также, что система ℒ допускает
преобразование или группу преобразований.
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При рассмотрении вопроса о симметриях вместо нахождения конечных преобразований (5), (6)
удобнее сначала отыскивать векторные поля (инфинитезимальные операторы)

𝑋 = ξ𝑘(𝑡, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑡𝑘 + η𝑖(𝑡, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦𝑖 , (7)

которые порождают однопараметрические группы симметрий (5), (6). Здесь и далее производится
суммирование по повторяющемуся индексу. Более старое название для (7) –– инфинитезимальные
симметрии или допускаемые поля. Нахождение полей (7) осуществляется решением некоторых си-
стем дифференциальных уравнений (так называемых определяющих уравнений). Эти уравнения на-
ходятся с помощью техники продолжения [3]. Для этой цели нужно перейти в так называемое рас-
ширенное пространство переменных, которое наряду с зависимыми и независимыми переменными
содержит еще в качестве переменных производные зависимых переменных по независимым

𝑝𝑖
𝑘 = 𝜕Φ𝑖

𝜕𝑡𝑘 , 𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑘 = 1, … , 𝑚.

В качестве примера приведем определяющие уравнения для системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений

̇𝑦 = 𝑓(𝑡, 𝑦), (𝑡, 𝑦) ∈ 𝑅𝑛+1. (8)

Это –– равенства
𝑋0η𝑖 − 𝑓 𝑖𝑋0ξ = 𝑋𝑓 𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛, (9)

где 𝑋0 –– векторное поле(оператор полного дифференцирования в силу системы), имеющее вид

𝑋0 = 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑓 𝑖(𝑡, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑦𝑖 . (10)

Соотношения (9) можно записать в компактной форме с помощью операции коммутирования век-
торных полей

[𝑋0, 𝑋] = (𝑋0ξ)𝑋0. (11)

Перейдем к симметриям динамических систем с управлением [4].
Динамической системой с управлением называется система уравнений вида

̇𝑦𝑖 = 𝑔𝑖(𝑡, 𝑦, 𝑢), 𝑖 = 1, … , 𝑛, (𝑡, 𝑦) ∈ 𝑀 ⊂ 𝑅𝑛+1, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟. (12)

Предполагается, что функции 𝑔𝑖, 𝜕𝑓 𝑖/𝜕𝑦𝑗, 𝜕𝑔𝑖/𝜕𝑢α являются гладкими. Обычно называют 𝑦 фазо-
выми переменными (состояниями), 𝑢 –– управлениями (внешними воздействиями). Множество 𝑀,
называемое фазовым пространством, –– область, 𝑈 –– область. Управления могут быть кусочно-
непрерывными функциями 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]. В этом случае они называются допустимыми. Решени-
ем или фазовой траекторией системы (12) называется непрерывная кусочно-гладкая функция 𝑦(𝑡),
𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], для которой существует такое допустимое управление 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], что функции 𝑦(𝑡),
𝑢(𝑡) удовлетворяют соотношениям (12).

Далее будем считать, что управления являются постоянными. Дело в том, что для исследования
декомпозиции этого достаточно, а в качестве приложения симметрий будет именно декомпозиция.
При этом будем следовать работе [4], которая затем будет обобщена для дифференциальных урав-
нений с частными производными в следующем разделе. Кстати, Ю.Н. Павловский (автор), будучи
учеником Л.В. Овсянникова, выполнил первые исследования по групповому анализу уравнений дву-
мерного пограничного слоя [5]. Предполагаем, что однопараметрические группы симметрий порож-
даются векторными полями (инфинитезимальными) операторами

𝑋 = ξ(𝑡, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑡

+ η𝑖(𝑡, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑦𝑖 + ωα(𝑡, 𝑦, 𝑢) 𝜕

𝜕𝑢α , (13)
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действующими в (𝑛 + 𝑟 + 1)=мерном пространстве переменных (𝑡, 𝑦, 𝑢).
Условие того, что поле 𝑋 допускается системой, выглядит следующим образом:

𝑋0η𝑖 − 𝑓 𝑖𝑋0ξ = 𝑋𝑓 𝑖, (14)

𝑋0(ωα) = 0. (15)

где
𝑋0 = 𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑓 𝑖 𝜕

𝜕𝑦𝑖

есть оператор полного дифференцирования.
Полагая

𝑋∗ = θ𝑖(𝑡, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑦𝑖 + ωα 𝜕

𝜕𝑢α , 𝑋 = ξ𝑋0 + 𝑋∗, (16)

из (14), (15) получим
𝑋0(θ𝑖) = 𝑋∗(𝑓 𝑖), (17)

𝑋0(ωα) = 0. (18)

Это можно записать с помощью коммутатора

[𝑋0, 𝑋∗] = 0 (19)

Соотношения (17), (18) представляют собой дифференциальные уравнения относительно компонент
допускаемого поля (16). После их нахождения симметрии находятся решением некоторых систем
обыкновенных дифференциальных уравнений. Симметрии, как уже отмечалось, могут быть исполь-
зованыдляпостроенияновых решений системыуравненийпоизвестнымрешениям.Существует еще
одно приложение симметрий для упрощения исследования систем уравнений, а именно, декомпози-
ция этих уравнений.

2. СИММЕТРИИ И ДЕКОМПОЗИЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ
ПРОИЗВОДНЫМИ

Вернемся к дифференциальным уравнениям с частными производными (1), причем в специаль-
ной форме (2)

𝜕𝑘𝑦𝑖 = 𝑔𝑖
𝑘(𝑡, 𝑦, 𝑢) (20)

𝑡 ∈ 𝐼 ⊂ 𝑅𝑚, 𝑦 ∈ 𝐿 ⊂ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑠, (21)

где 𝐼, 𝐿, 𝑈 –– некоторые области. Заметим, что если в (1) входят управляющие воздействия, т.е. это так
называемая система управления с распределенными параметрами, то при переходе в специальную
форму (2) управляющие воздействия переходят в разряд параметрических переменных и в матема-
тическом смысле не отличаются от них [2]. Исследуем вопрос о существовании инфенитезимальных
симметрий (допускаемых векторных полей) для системы (20). Как и в [1, 2], воспользуемся аналогией
систем (2) с управляемыми динамическими системами (12). Эта аналогия заключается в следующем.

Каждое решение 𝑦(𝑡) управляемой динамической системы (12) получается после подстановки
в правую часть управлений 𝑢(𝑡) из некоторого класса допустимых функций. С другой стороны, реше-
ния 𝑦(𝑡) системы (20) соответствуют некоторому выбору параметрическойфункции 𝑢(𝑡) также из неко-
торого класса.Однако есть существенное различие в классах допустимых “управлений”.Для управля-
емых динамических систем классы допустимых управлений достаточно известныишироки: от класса
кусочно-непрерывных функций до класса измеримых функций. Для систем (20) заранее задать класс
допустимых “управлений” затруднительно, ибо далеко не каждый выбор функций 𝑢(𝑡) приводит к ре-
шению 𝑦(𝑡). Препятствием является, в частности, возможность несовместности полученной системы
после подстановки 𝑢(𝑡). Тем не менее идеология теории управлений может быть полезна из-за воз-
можности привлечения математического аппарата, разработанного для систем вида (12).
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Далее будем считать, что параметрические переменные (“управления”) являются всевозможными
постоянными. Дело в том, что (также как и для управляемых систем (12)) для исследования декомпо-
зиции этого достаточно (см. [2]) а в качестве приложения симметрий будет именно декомпозиция.
При этом будем следовать результатам работы [4], которые здесь естественным образом обобщаются
на дифференциальные уравнения с частнымипроизводными.Итак, речь идет нахождении векторных
полей

𝑋 = ξ𝑘(𝑡, 𝑦, 𝑢) 𝜕
𝜕𝑡𝑘 + η𝑖(𝑡, 𝑦, 𝑢) 𝜕

𝜕𝑦𝑖 + ωα(𝑡, 𝑦, 𝑢) 𝜕
𝜕𝑢α . (22)

По аналогии с управляемыми динамическими системами, условие того, что поле 𝑋 допускается
системой, выглядит следующим образом:

𝑋𝑙η𝑖 − 𝑔𝑖𝑋𝑙ξ = 𝑋𝑔𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛, (23)

𝑋𝑙(ωα) = 0, (24)

где 𝑋𝑙 –– операторы полного дифференцирования системы (20) по переменным 𝑡𝑙

𝑋𝑙 = 𝑔𝑖
𝑙(𝑡, 𝑦, 𝑢)𝜕/𝜕𝑦𝑖, 𝑙 = 1, … , 𝑚. (25)

Это –– аналоги оператора полного дифференцирования 𝑋0 по одной независимой переменной для
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Далее при исследовании симметрий и декомпозиции рассматриваются дифференциальные урав-
нения с частными производными специального вида, причем для простоты и не ограничивая общ-
ности “автономные”, т.е с правыми частями, не завиcящими от аргументов 𝑡.

𝜕𝑘𝑦𝑖 = 𝑔𝑖
𝑘(𝑦, 𝑢), (26)

𝑡 ∈ 𝐼 ⊂ 𝑅𝑚, 𝑦 ∈ 𝐿 ⊂ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑠, (27)

где 𝐼, 𝐿, 𝑈 –– некоторые области. Речь пойдет о декомпозиции системы (26) с помощью замены зави-
симых переменных 𝑦, точнее о возможности преобразования системы с помощью замены перемен-
ных

𝑧𝑖 = φ𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, … , 𝑛, (28)

к виду

𝜕𝑘𝑧𝑙 = ℎ𝑙
𝑘(𝑧1, … , 𝑧𝑚, 𝑢), 𝑙 = 1, … , 𝑚, (29)

𝜕𝑘𝑧𝑖 = ℎ𝑖
𝑘(𝑧1, … , 𝑧𝑛, 𝑢), 𝑖 = 𝑚 + 1, … , 𝑛. (30)

Если такое представление возможно, то будем говорить, что система (26) допускает декомпозицию
(агрегирование) по зависимым переменным порядка 𝑛 − 𝑚, причем первые 𝑚 функций в замене пе-
ременных (28)

𝑧𝑖 = φ𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, … , 𝑚, (31)

называются агрегатами, а система (29) –– агрегированной системой.
Замена зависимых переменных (28) в системе (26) осуществляется следующим образом: нужно

подействовать операторами полного дифференцирования (25) на функции (28)

𝑋𝑙(φ𝑖(𝑦) = 𝑔𝑗
𝑙 (𝑦, 𝑢)

𝜕φ𝑖

𝜕𝑦𝑗 (32)

и выразить функционально полученные функции через (28)

𝑔𝑗
𝑙 (𝑦, 𝑢)

𝜕φ𝑖

𝜕𝑦𝑗 = ℎ𝑖(φ1(𝑦), … , φ𝑛(𝑦), 𝑢). (33)
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Функции
ℎ𝑖(𝑧1, … , 𝑧𝑛, 𝑢) (34)

являются новыми правыми частями системы, при этом декомпозиция (29), (30) возникает, когда пер-
вые 𝑚 функций (33) функционально выражаются только через агрегаты (31), т.е.

𝑔𝑗
𝑙 (𝑦, 𝑢)

𝜕φ𝑖

𝜕𝑦𝑗 = ℎ𝑖(φ1(𝑦), … , φ𝑚(𝑦)𝑢), 𝑖 = 1 … , 𝑚. (35)

Непосредственное применение этого условия не дает конструктивногометода нахождения агрега-
тов и проверки возможности декомпозиции. Поэтому в [2] применен опосредственный подход, когда
сначала с помощью решения некоторых систем дифференциальных уравнений отыскиваются пол-
ные семейства векторных полей, для которых агрегаты являются интегралами, а затем находятся аг-
регаты, т.е. интегралы этих семейств. При этом совместность упомянутых систем дифференциальных
уравнений определяет возможность декомпозиции.

Для применения симметрий в вопросах декомпозиции вида (29), (30) в силу вышеуказанных при-
чин (в частности, автономности) естественно рассматривать симметрии, не меняющие перемен-
ные 𝑡 и параметрические переменные 𝑢. Для соответствующих полей (22) это означает, что ξ𝑘 = 0,
ωα = 0.

Тогда для искомых векторных полей

𝑋 = η𝑖(𝑡, 𝑦, 𝑢) 𝜕
𝜕𝑦𝑖 (36)

выражения (18), (24) можно с помощью операции коммутирования заменить компактным выраже-
нием

[𝑋𝑙, 𝑋] = 0 𝑙 = 1, … , 𝑚. (37)

Векторные поля (36), удовлетворяющие (37), образуют алгебру Ли, обозначаемую через 𝔞, т.е. ком-
мутаторы и линейные комбинации полей из 𝔞 снова принадлежат 𝔞. Кроме того, введем подалгебру,
состоящую из полей вида

𝑋 = η𝑖(𝑦) 𝜕
𝜕𝑦𝑖 , (38)

которую обозначим через 𝔞0. Заметим, что существуют аналоги этих алгебр для управляемых дина-
мических систем, в частности, была обнаружена глубокая связь свойств структуры управляемой ди-
намической системы со свойствами соответствующих алгебр. Вероятно, что существуют подобные
связи и для систем дифференциальных уравнений с частными производными. Здесь рассматривает-
ся применение алгебры 𝔞0 для исследования возможности декомпозиции системы (26).

Напомним, что полным семейством векторных полей или операторов называется семейство по-
лей

𝑍𝑎 = 𝑏𝑖
𝑎(𝑦) 𝜕

𝜕𝑦𝑖 , 𝑙 = 1, … , 𝑝 (39)

(по повторяющемуся индексу здесь и далее производится суммирование), если

1) rank ‖𝑏𝑖
𝑎(𝑦)‖ = 𝑝,

т.е. векторы 𝑍𝑎(𝑦), 𝑎 = 1, … , 𝑝 линейно независимы в каждой точке 𝑦 ∈ 𝑀 или, как еще говорят,
линейно несвязанны в области 𝑀;

2) [𝑍𝑎, 𝑍𝑐] = ℎ𝑑
𝑎𝑐(𝑦)𝑍𝑑, 𝑎, 𝑐, 𝑑 = 1, … , 𝑝, (40)

т.е. все коммутаторы [𝑍𝑎, 𝑍𝑐] семейства выражаются линейно с переменными коэффициентами ℎ𝑑
𝑎𝑐(𝑦)

через остальные поля семейства.
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Следующее утверждение определяет некоторое условие декомпозиции на основе существования
симметрий.

Теорема. Если в 𝔞0 существует полное семейство векторных полей

𝑍𝑎 = 𝑏𝑖
𝑎(𝑦) 𝜕

𝜕𝑦𝑖 , 𝑙 = 1, … , 𝑝 < 𝑛, (41)

то система допускает декомпозицию (29), (30) системы (26), причем агрегатами являются полный набор
интегралов этого семейства, где 𝑝 = 𝑛 − 𝑚.

Доказательство. У полного семейства (41) имеется полный набор функционально независимых
интегралов φ𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, … , 𝑚 = 𝑛 − 𝑝, т.е. 𝑍𝑎 (φ𝑖(𝑦)) = 0 [6]. Рассмотрим выражения

[𝑋𝑙, 𝑍𝑎] (φ𝑖(𝑦)) = 𝑋𝑙(𝑍𝑎 (φ𝑖(𝑦)) − 𝑍𝑎 (𝑋𝑙 (φ𝑖(𝑦))) = 0. (42)

Из (42) вытекает, что функции 𝑋𝑙 (φ𝑖(𝑦)) являются интегралами семейства (39), т.е. 𝑍𝑎 (𝑋𝑙 (φ𝑖(𝑦))) = 0
и, согласно [6], функционально выражаются через полный набор интегралов и, следовательно, φ𝑖(𝑦)
являются агрегатами для системы (26).

Выражения (37) можно трактовать как систему дифференциальных уравнений

𝑋𝑙(𝑏𝑖
𝑎) = 𝑍𝑎(𝑔𝑖), (43)

𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑎, 𝑐 = 1, … , 𝑝, 𝑢 ∈ 𝑈,
относительно неизвестных компонент семейства (39). В (43) выражения ξ𝑢(𝑏𝑖

𝑎), 𝑍𝑎(𝑓 𝑖) представляют
собой действия полей ξ𝑢, 𝑍𝑎 на функции 𝑏𝑖

𝑎(𝑦), 𝑔𝑖 как операторов. После решения этой системы нуж-
но найти полный набор интегралов φ𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, … , 𝑚 = 𝑛 − 𝑝, полного семейства (39), что, согласно
[6, с. 12], сводится к решению некоторых систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Для
нахождения правых частей фактор-системы следует функции 𝑔𝑗(𝑦, 𝑢) 𝜕φ𝑘

𝜕𝑦𝑗 выразить функционально че-
рез функции φ𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, … , 𝑚 = 𝑛 − 𝑝, т. е. представить их в виде

𝑔𝑗(𝑦, 𝑢)
𝜕φ𝑖

𝜕𝑦𝑗 = ℎ𝑝(φ1(𝑦), … , φ𝑚(𝑦), 𝑢).

Построенные функции ℎ𝑘 и определяют искомую фактор-систему

̇𝑧𝑘 = ℎ𝑘(𝑧, 𝑢), 𝑘 = 1, … , 𝑚.

Пример:
𝜕𝑘𝑦1 = 𝑦2

1 + 𝑦2
2 + 𝑦2

3 + 𝑢1,
𝜕𝑘𝑦2 = 2𝑦1𝑦2 + 2𝑦2𝑦3 + 𝑢2,
𝜕𝑘𝑦3 = 2𝑦1𝑦3 + 𝑢3.

Убеждаемся, что компоненты полей семейства

𝑋1 = η11
𝜕

𝜕𝑦1
+ η21

𝜕
𝜕𝑦2

+ η31
𝜕

𝜕𝑦3
,

𝑋2 = η12
𝜕

𝜕𝑦1
+ η22

𝜕
𝜕𝑦2

+ η32
𝜕

𝜕𝑦3
,

такие, что
η11 + η21 + η31 = 0, η12 + η22 + η32 = 0,

удовлетворяют соответствующим уравнениям (37), причем интеграл семейства:

𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3.

Для нахождения агрегированной системы следует подействовать операторами полного дифференци-
рования на этот интеграл и выразить функционально полученный результат через интеграл. В полу-
ченном выражении следует заменить интеграл на новуюпеременную 𝑧1. В результате, агрегированная
система имеет вид

𝜕𝑘𝑧𝑙 = 𝑧2
1 + 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3.
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