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ВВЕДЕНИЕ

Благодаря работам по разностным схемам имя Сергея Константиновича Годунова стало известно матема-
тикам и физикам всего мира. Несколько менее известны его статьи и книги по вычислительной линейной ал-
гебре, однако именно в них наиболее отчетливо проявляются особенности его научного подхода к решению
математических проблем. Обратимся к методу регуляризации по Годунову плохообусловленных систем линей-
ных алгебраических уравнений (СЛАУ). Его возникновение связано с решением СЛАУ, представляющей собой
дискретизированное интегральное уравнение Фредгольма первого рода. Известно, что такие СЛАУ, как пра-
вило, плохо обусловлены. С.К. Годунов отметил, что не все известные свойства искомого решения, которые
присутствуют в исходной физической постановке задачи, нашли отражение в ее математической постановке.
В частности, это касалось гладкости решения. Таким образом, получалось, что добавление в СЛАУ уравне-
ний разделенных разностей делало более точным соответствие между физической и математической задачами.
Оказалось, что при таком расширении системы значительно уменьшается число обусловленности, а специаль-
ный выбор параметра «склейки» двух подсистем приводил к тому, что регуляризация не увеличивает уровень
погрешности. Описание этого метода можно найти в монографиях [1–3].

Позднее уже в 2000-х годах в личных беседах С.К. Годунов высказывал мысль, что аналогичный подход мог
бы применяться для сглаживания функций, заданных на дискретной сетке. В настоящей работе, развивая эту
идею, мы представляем новый метод обработки данных, который сочетает в себе свойства аппроксимации и
сглаживания.

Аппроксимация используется во многих прикладных задачах и состоит, как правило, из двух этапов. Первый
этап – вычисление коэффициентов аппроксимирующей функции по заданным значениям исходной функции,
второй – вычисление значений аппроксимирующей функции в интересующих точках. Основные сложности
численной реализации методов аппроксимации связаны с вычислительной трудоемкостью и/или вычисли-
тельной неустойчивостью. Особенно очевидны эти проблемы при использовании аппроксимации степенными
функциями. Первый этап в этом случае состоит из решения линейной алгебраической системы, которая с ро-
стом степени аппроксимирующего полинома стремительно становится плохо обусловленной.

В настоящей работе предлагается метод аппроксимации, обладающий двумя основными отличительными
чертами. Первая из них заключается в том, что метод позволяет вычислять значения аппроксимирующей функ-
ции сразу же в процессе решения специальной СЛАУ. Таким образом, два этапа аппроксимации сливаются в

1)Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики им. С.Л. Соболева СО РАН (проект ќ FWNF-2022-0008),
фонд «El-yurt umidi», Узбекистан.
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один, что, естественно, приводит к экономии вычислительных затрат. Вторая особенность предлагаемого ме-
тода в том, что он основан на приеме регуляризации плохо обусловленных систем. Поэтому можно ожидать,
что обусловленность возникающих СЛАУ не слишком велика.

В разд. 1 работы приводится общее описание предлагаемого метода. В разд. 2 и 3 частях дано его обоснова-
ние, включая оценки сходимости, гладкости и обусловленности. В завершение приводятся некоторые примеры
расчетов.

1. СПОСОБ ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ

Предлагаемый метод является вариацией метода регуляризации плохо-обусловленных систем, описанного
в работе [1]. Суть этого метода состоит в том, что для поиска решения системы, помимо основной информа-
ции, используется дополнительная эмпирическая информация об искомой функции, например, в виде оценок
производных.

Пусть в точках
𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑚−1 < 𝑥𝑚, 𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1 = ∆, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, (1)

заданы значения функции 𝑓(𝑥). Будем искать значения полинома 𝑔(𝑥) степени 𝑝 в точках ξ𝑘(𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 ·𝑚):

𝑥𝑗 = ξ𝑗𝑛 < ξ𝑗𝑛+1 < · · · < ξ(𝑗+1)𝑛 = 𝑥𝑗+1, ξ𝑘 − ξ𝑘−1 = δ,

аппроксимирующего функцию 𝑓(𝑥) (см. фиг. 1).
При аппроксимации мы стремимся к выполнению следующих равенств:

𝑔(𝑥𝑗) = 𝑓(𝑥𝑗), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. (2)

По аналогии с упомянутым выше методом регуляризаци эти соотношения можно рассматривать как основную
СЛАУ:

𝐵𝑔 = 𝑓,

где

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑔(ξ0)
𝑔(ξ1)

...
𝑔(ξ𝑛𝑚)

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑓 =

⎛⎜⎝ 𝑓(𝑥1)
...

𝑓(𝑥𝑚)

⎞⎟⎠ , (3)

Матрица 𝐵 состоит из 𝑚 + 1 строчек. В каждой из ниx только (𝑗 − 1)𝑛 + 1-ый элемент (𝑗-номер строки)
отличен от нуля и равен 1:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

jn+1

1 0
... · · · 0

...
. . .

...
...

j+1 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · ·
... · · · 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4)

x1 ...x0

ξ0

g(ξ0)
g(ξn)

g(ξnm)f(ξ0)

f(ξn) f(ξnm)

ξ1 ξn ξnm
xm

Фиг. 1. Постановка задачи аппроксимации.
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Очевидно, что эта система является недоопределенной и не может быть однозначно решена. Для ее корректной
разрешимости необходимо добавить соотношения на производные:

𝑔(𝑝+1)(ξ𝑘) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛𝑚, (5)

или разделенные разности порядка 𝑝 + 1:

𝐷𝑝+1𝑔(ξ𝑘) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛𝑚. (6)

Для того чтобы система уравнений относительно значений 𝑔(ξ𝑘) была замкнутой, из равенств (6) выбираем

𝐷𝑝+1𝑔(ξ𝑘) = 0, 𝑘 =

[︂
𝑝

2

]︂
, . . . ,

[︂
𝑛𝑚− 𝑝 + 1

2

]︂
. (7)

Совокупность равенств (7) образует систему линейных алгебраических уравнений 𝐷𝑝+1𝑔 = 0, где строчки мат-
рицы 𝐷𝑝+1 содержат коэффициенты разделенных разностей.

Теперь объединим обе системы:

𝐴𝑔 +

⎛⎝ 𝑟
. . .
ρ

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝑓
. . .
0

⎞⎠ , 𝐴 =

⎛⎝ 𝐵
. . .

𝐷𝑝+1

⎞⎠ . (8)

В результате получена переопределенная система, которая может быть несовместной. Поэтому в уравнение
вводится невязка. Далее предполагается решать эту систему методом наименьших квадратов, который невязку
минимизирует. Заметим, что минимизация невязкиρ, в частности, означает, что аппроксимация обладает также
сглаживающим эффектом.

Таким образом, для приближенного вычисления значений аппроксимирующего полинома достаточно ре-
шить систему (8).

2. АППРОКСИМАЦИЯ КУСОЧНО-ПОСТОЯННОЙ ФУНКЦИЕЙ

Будем рассматривать случай 𝑝 = 0, когда в качестве дополнительных уравнений берутся разделенные раз-
ности первого порядка. Таким образом, матрица 𝐷1 имеет вид

𝐷1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0 . . . 0

0 1 −1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 1 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (9)

2.1. Применение метода Лагранжа

Для определения свойств такой аппроксимации можно переформулировать задачу как задачу нахождения
условного минимума и воспользоваться методом Лагранжа. С этой целью введем дополнительные обозначения
(см. фиг. 2):

𝑓𝑗 = 𝑔(𝑥𝑗), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, (10)

δ𝑗,𝑘 = 𝑔(ξ𝑗𝑛+𝑘) − 𝑔(ξ𝑗𝑛+𝑘−1), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

В этих обозначениях метод наименьших квадратов, примененный к системе (8), приводит к вычислению
минимума функции

𝐹 (𝑓0, . . . , 𝑓𝑚; δ0,1, . . . , δ𝑚−1,𝑛) =

𝑚∑︁
𝑗=0

(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗)
2 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑘=1

δ
2
𝑗,𝑘

при выполнении условий

𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘=1

δ𝑗,𝑘, 𝑗 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Для применения метода Лагранжа составляем вспомогательную функцию

Φ(λ0, . . . , λ𝑚−1; δ1,1, . . . , δ𝑙−1,𝑛) =

𝑚∑︁
𝑗=0

(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗)
2 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑘=1

δ
2
𝑗,𝑘 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

λ𝑗

(︁
𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗 −

𝑛∑︁
𝑘=1

δ𝑗,𝑘

)︁
.
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xj xj + 1

f(xj + 1)

f(xj)

fj
~

ξjn + k − 1 ξjn + k

fj + 1

δj, k

~

Фиг. 2. Обозначения для аппроксимации в случае 𝑝 = 0.

Приравниваем к нулю производные функции Φ по всем параметрам:

Φλ𝑗 = 𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗 −
∑︀𝑛

𝑘=1 δ𝑗,𝑘 = 0,
Φδ𝑗,𝑘 = 2δ𝑗,𝑘 − λ𝑗 = 0,

Φ𝑓0
= −2(𝑓0 − 𝑓0) − λ0 = 0,

Φ𝑓1
= −2(𝑓1 − 𝑓1) + λ0 − λ1 = 0,

Φ𝑓𝑗
= −2(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗) + λ𝑗−1 − λ𝑗 = 0,

Φ𝑓𝑚
= −2(𝑓𝑚 − 𝑓𝑚) + λ𝑚−1 = 0.

(11)

Из первых двух равенств получаем, что

δ𝑗,𝑘 =
λ𝑗

2
, (12)

𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘=1

δ𝑗,𝑘 = 𝑛δ𝑗,𝑘 =
𝑛

2
λ𝑗 . (13)

Замечание. Равенство (12) означает, что в промежутках между точками 𝑥𝑗 аппроксимация производится ли-
нейно. Следовательно, внутри каждого интервала (𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗) производная аппроксимирующей функции равна
(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗−1)/∆.

Подставим выражение (13) в равенства для производных Φ𝑓𝑗 :

Φ𝑓0
= −2(𝑓0 − 𝑓0) − λ0 = −2(𝑓0 − 𝑓0) − 2

𝑛

(︁
𝑓1 − 𝑓0

)︁
= 0,

Φ𝑓𝑗
= −2(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗) + λ𝑗 − λ𝑗+1 = −2(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗) −

2

𝑛

(︁
𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗

)︁
+

2

𝑛

(︁
𝑓𝑗 − 𝑓𝑗−1

)︁
= 0,

Φ𝑓𝑚
= −2(𝑓𝑚 − 𝑓𝑚) + λ𝑚−1 = −2(𝑓𝑚 − 𝑓𝑚) +

2

𝑛

(︁
𝑓𝑚 − 𝑓𝑚−1

)︁
= 0.

В матрично-векторном виде эти равенства принимают вид

𝑓 =
(︁
𝐼 +

1

𝑛
𝑇1

)︁
𝑓, (14)

где

𝑇1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1
−1 2 −1

. . .
. . .

. . .
−1 2 −1

−1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦.

Таким образом,

𝑓 − 𝑓 =
1

𝑛
𝑇1𝑓.

Так как ‖𝑇1‖ 6 4, то очевидна оценка

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
4

𝑛
‖𝑓‖.

Здесь и далее обозначение ‖ · ‖, примененное к вектору, означает евклидову норму, а примененное к матрице –
спектральную норму.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



1346 БИБЕРДОРФ, АБДИШЕРИПОВ

Из соотношения (︁
𝐼 +

1

𝑛
𝑇1

)︁−1

𝑓 = 𝑓

можно вывести и априорную оценку. Так как при 𝑛 > 5(︁
𝐼 +

1

𝑛
𝑇1

)︁−1

= 𝐼 − 1

𝑛
𝑇1

∞∑︁
𝑗=0

(︁−1

𝑛
𝑇1

)︁𝑗
= 𝐼 + Ω, ‖Ω‖ 6

4/𝑛

1 − 4/𝑛
,

то

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
4/𝑛

1 − 4/𝑛
‖𝑓‖. (15)

Тем самым доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть функция 𝑓(𝑥) задана в точках (1), матрицы𝐴,𝐵,𝐷1 имеют вид (8), (4) и (9) соответственно.
Если при этом вектор 𝑔 является обобщенным нормальным решением системы (8), а вектор 𝑓 задан равенством
(10), то для векторов 𝑓 и 𝑓 верна оценка (15), откуда следует, что данная аппроксимация имеет первый порядок
точности.

2.2. Гладкость аппроксимации

Пусть матрица 𝑅1 размера 𝑚× (𝑚 + 1) имеет вид

𝑅1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0 . . . 0

0 1 −1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 1 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

т.е. она отличается от матрицы𝐷1 размером. Тогда сглаживающий эффект данной аппроксимации описывается
в следующей лемме.

Лемма 1. Для разностей элементов векторов 𝑓 и 𝑓 имеет место неравенство

‖𝑅1𝑓‖ >

(︂
1 +

λmin(𝑅1𝑅
*
1)

𝑛

)︂
‖𝑅1𝑓‖.

Для доказательства достаточно умножить обе части уравнения (14) на 𝑅1 и заметить, что 𝑇1 = 𝑅*
1𝑅1, в ре-

зультате чего получается следующая цепочка:

‖𝑅1𝑓‖ = ‖𝑅1𝑓 +
1

𝑛
𝑅1𝑅

*
1𝑅1𝑓‖ =

⃦⃦⃦⃦(︂
𝐼 +

1

𝑛
𝑅1𝑅

*
1

)︂
𝑅1𝑓

⃦⃦⃦⃦
>

(︂
1 +

λmin(𝑅1𝑅
*
1)

𝑛

)︂
‖𝑅1𝑓‖.

Таким образом, имеет место убывание разностных производных.
Усилить или ослабить эффект сглаживания можно путем добавления в систему весового параметра η:

𝐴 =

(︂
𝐵
η𝐷1

)︂
.

Очевидно, что чем меньше вес, тем точнее аппроксимирующая функция, и тем меньше ее гладкость, и наобо-
рот.

Повторив описанный в п. 2.1 процесс для этого случая, получим оценки, учитывающие множитель η:

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
4η2

𝑛
‖𝑓‖,

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
4η2/𝑛

1 − 4η2/𝑛
‖𝑓‖,

а также

‖𝑅1𝑓‖ >

(︂
1 +

4η2

𝑛
λmin(𝑅1𝑅

*
1)

)︂
‖𝑅1𝑓‖.

Таким образом, при 𝑝 = 0, несмотря на то что ожидается аппроксимация константой, т.е. полиномом ну-
левого порядка, в реальности имеет место кусочно-линейная аппроксимация. При этом такая аппроксимация
более трудоемка, чем обычная кусочно-линейная интерполяция, когда линейными отрезками соединяются из-
вестные значения функции 𝑓(𝑥𝑗). Однако при этом данный подход к аппроксимации позволяет автоматически
сгладить исходную функцию.
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2.3. Обусловленность системы

Оценку числа обусловленности системы (8) можно получить на основе следующей теоремы (доказательство
см. в [4]).

Теорема 2 (об окаймлении). Если 𝑁 ×𝑁-матрицу 𝐴 окаймить справа дополнительным столбцом из 𝑁 элемен-
тов, то сингулярные числа σ1(𝐵), σ2(𝐵), . . . , σ𝑁 (𝐵) матрицы 𝐵 размера 𝑁 × (𝑁 + 1), полученной в результате
окаймления, связаны с сингулярными числами σ1(𝐴), σ2(𝐴), . . . , σ𝑁 (𝐴) матрицы 𝐴 условиями перемежаемости

σ𝑁 (𝐵) > σ𝑁 (𝐴) > σ𝑁−1(𝐵) > . . . > σ1(𝐵) > σ1(𝐴).

Дополним матрицу 𝐷1 последней строкой матрицы 𝐵 и обозначим полученную квадратную (𝑚𝑛 + 1)×
×(𝑚𝑛 + 1) матрицу 𝐷̂1:

𝐷̂1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 . . . 0

0 1 −1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 1 −1
0 . . . 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Так как матрица 𝐴, определенная равенством (8), может рассматриваться как окаймление матрицы 𝐷̂1, то,
применяя теорему 2, получаем неравенства

σmin(𝐷̂1) 6 σmin(𝐴) 6 σmax(𝐷̂1) 6 σmax(𝐴).

Отсюда следует оценка для числа обусловленности матрицы

cond(A) 6
σmax(A)

σmin(D̂1)
= ‖A‖‖D̂−1

1 ‖.

При этом имеют место очевидные ограничения на нормы

‖𝐴‖ 6 2, ‖𝐷̂−1
1 ‖ 6 𝑚𝑛 + 1.

Тем самым доказана следующая лемма.

Лемма 2. Пусть матрицы 𝐵 и 𝐷1 размеров (𝑚 + 1) × (𝑚𝑛 + 1) и 𝑚𝑛 × (𝑚𝑛 + 1) соответственно заданы
формулами (4) и (9). Тогда число обусловленности матрицы

𝐴 =

⎛⎝ 𝐵
. . .
𝐷1

⎞⎠
не превосходит 2(𝑚𝑛 + 1).

3. ТОЧНОСТЬ АППРОКСИМАЦИИ КУСОЧНО-ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИЕЙ

В данном разделе некоторые обозначения будут изменены для удобства выкладок.
Аппроксимация линейной функцией предполагает, что в качестве дополнительных условий используется

равенство нулю вторых производных или разделенных разностей. Это означает, что регуляризующая матрица
𝐷2 размера (𝑚𝑛− 1) × (𝑚𝑛 + 1) имеет вид

𝐷2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −2 1

1 −2 1
. . .

. . .
. . .

1 −2 1

⎞⎟⎟⎟⎠ . (16)

Введем дополнительные обозначения:

𝑑𝑗 = 𝑔(ξ𝑗) − 𝑔(ξ𝑗−1), 1 6 𝑗 6 𝑛𝑚,

ε𝑗 = 𝑑𝑗+1 − 𝑑𝑗 = 𝑔(ξ𝑗+1) − 2𝑔(ξ𝑗) + 𝑔(ξ𝑗−1), 1 6 𝑗 6 𝑛𝑚− 1,
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δ𝑗 = 𝑔(𝑥𝑗) − 𝑓𝑗 , 0 6 𝑗 6 𝑚.

Решение системы (8) методом наименьших квадратов означает минимизацию нормы вектора невязки

(δ0, . . . , δ𝑚, ε1, . . . , ε𝑛𝑚−1)𝑇 .

Чтобы сформулировать дополнительные условия, заметим, что

𝑑𝑛𝑗+𝑘 = 𝑑𝑛𝑗+1 +

𝑘−1∑︁
𝑖=1

ε𝑛𝑗+𝑖, 𝑔(ξ𝑛(𝑗+1)) − 𝑔(ξ𝑛𝑗) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑛𝑗+𝑖, 0 6 𝑗 6 𝑚− 1.

Подставим первое из этих равенств во второе и получим следующие соотношения:

𝑛𝑑𝑛𝑗+1 +

𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑛− 𝑖)ε𝑛𝑗+𝑖 = 𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗 + δ𝑗+1 − δ𝑗 , (17)

𝑛𝑑𝑛𝑗 −
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑖ε𝑛(𝑗−1)+𝑖 = 𝑓𝑗 − 𝑓𝑗−1 + δ𝑗 − δ𝑗−1. (18)

Из равенства (17) вычтем (18), используя то, что 𝑑𝑛𝑗+1 − 𝑑𝑛𝑗 = ε𝑛𝑗 . Получаем при 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1

𝑓𝑗−1 − 2𝑓𝑗 + 𝑓𝑗+1 + δ𝑗−1 − 2δ𝑗 + δ𝑗+1 −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑖ε𝑛(𝑗−1)+𝑖 −
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑛− 𝑖)ε𝑛𝑗+𝑖 = 0. (19)

Теперь можно применить метод Лагранжа для вычисления условного минимума. Функция Лагранжа имеет вид

Φ =

𝑚∑︁
𝑗=0

δ
2
𝑗 +

𝑛𝑚−1∑︁
𝑖=1

ε
2
𝑖 +

+

𝑚−1∑︁
𝑗=1

λ𝑗

(︃
𝑓𝑗−1 − 2𝑓𝑗 + 𝑓𝑗+1 + δ𝑗−1 − 2δ𝑗 + δ𝑗+1 −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖ε𝑛(𝑗−1)+𝑖 −
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑛− 𝑖)ε𝑛𝑗+𝑖

)︃
.

Приравниваем к нулю частные производные функции Лагранжа:

Φε𝑗 = 2ε𝑖 − λ1𝑖 = 0,
Φε𝑛𝑗+𝑖 = 2ε𝑛𝑗+𝑖 − λ𝑗(𝑛− 𝑖) − λ𝑗+𝑖𝑖 = 0,
Φε𝑛(𝑚−1)+𝑖

= 2ε𝑛(𝑚−1)+𝑖 − λ𝑚−1(𝑛− 𝑖) = 0,

𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1;

(20)

Φδ0 = 2δ0 + λ1 = 0,
Φδ1 = 2δ1 − 2λ1 + λ2 = 0,
Φδ𝑗 = 2δ𝑗 + λ𝑗−1 − 2λ𝑗 + λ𝑗+1 = 0,
Φδ𝑚−1

= 2δ𝑚−1 + λ𝑚−3 − 2λ𝑚−2 = 0,
Φδ𝑚 = 2δ𝑚 + λ𝑚−2 = 0,

𝑗 = 2, . . . ,𝑚− 3. (21)

Производные функции Φ но параметрам λ𝑗 составляют систему (19), которую можно записать в виде

∆ + ϕ = 𝐸, (22)

где при 1 6 𝑗 6 𝑚𝑛− 1

∆𝑗 = δ𝑗−1 − 2δ𝑗 + δ𝑗+1, 𝐸𝑗 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖ε𝑛(𝑗−1)+𝑖 +

𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑛− 𝑖)ε𝑛𝑗+𝑖, ϕ𝑗 = 𝑓𝑗−1 − 2𝑓𝑗 + 𝑓𝑗+1.

Обращение равенств (20) приводит к выражениям

ε𝑖 =
𝑖λ1
2

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

ε𝑛𝑗+𝑖 =
(𝑛− 𝑖)λ𝑗 + 𝑖λ𝑗+1

2
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1,

ε𝑛(𝑚−1)+𝑖 =
(𝑛− 𝑖)λ𝑚−1

2
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1.

(23)
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Аналогичным образом из (21) выводим выражения

δ0 = −λ1
2
,

δ1 = −−2λ1 + λ2

2
,

δ𝑗 = −λ𝑗−1 − 2λ𝑗 + λ𝑗+1

2
, 𝑗 = 2, . . . ,𝑚− 3,

δ𝑚−1 = −λ𝑚−2 − 2λ𝑚−1

2
,

δ𝑚 = −λ𝑚−1

2
,

(24)

которые можно представить в виде

δ = −1

2
𝑅*
λ. (25)

Здесь матрица 𝑅 размера (𝑚− 1) × (𝑚 + 1) имеет трехдиагональный вид

𝑅2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −2 1

1 −2 1
. . .

. . .
. . .

1 −2 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Отсюда следует, что вектор ∆ из (22) можно выразить через λ𝑗 :

∆ =

⎛⎜⎝ δ0 − 2δ1 + δ2
...

δ𝑚−2 − 2δ𝑚−1 + δ𝑚

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −2 1

1 −2 1
. . .

. . .
. . .

1 −2 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
δ0

δ1
...
δ𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠ = −1

2
𝑅2𝑅

*
2

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1

λ2
...

λ𝑚−1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Далее можно показать, что

𝐸 =

⎛⎜⎜⎜⎝
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑖ε𝑖 +
∑︀𝑛−1

𝑖=1 (𝑛− 𝑖)ε𝑛+𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝑖ε𝑛+𝑖 +

∑︀𝑛−1
𝑖=1 (𝑛− 𝑖)ε2𝑛+𝑖

...∑︀𝑛
𝑖=1 𝑖ε𝑛(𝑚−2)+𝑖 +

∑︀𝑛−1
𝑖=1 (𝑛− 𝑖)ε𝑛(𝑚−1)+𝑖

⎞⎟⎟⎟⎠ =
𝑛

12

(︁
𝑛2𝑆 + 𝑇2

)︁⎛⎜⎜⎜⎝
λ1

λ2
...

λ𝑚−1,

⎞⎟⎟⎟⎠ .

где 𝑆 и 𝑇 – симметричные трехдиагональные матрицы

𝑆 =

⎛⎜⎜⎜⎝
4 1
1 4 1

. . .
. . .

. . .
1 4

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑇2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 −1
−1 2 −1

. . .
. . .

. . .
−1 2

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Действительно, из (23) следует

𝐸 =
1

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

(︃∑︀𝑛
𝑖=1 𝑖

2 +
∑︀𝑛−1

𝑖=1 (𝑛− 𝑖)2

)︃
+ λ2

(︃∑︀𝑛−1
𝑛=1 𝑖(𝑛− 𝑖)

)︃

λ1

(︃∑︀𝑛−1
𝑛=1 𝑖(𝑛− 𝑖)

)︃
+ λ2

(︃∑︀𝑛
𝑖=1 𝑖

2 +
∑︀𝑛−1

𝑖=1 (𝑛− 𝑖)2

)︃
+ λ3

(︃∑︀𝑛−1
𝑛=1 𝑖(𝑛− 𝑖)

)︃
...

λ𝑚−2

(︃∑︀𝑛−1
𝑛=1 𝑖(𝑛− 𝑖)

)︃
+ λ𝑚−1

(︃∑︀𝑛
𝑖=1 𝑖

2 +
∑︀𝑛−1

𝑖=1 (𝑛− 𝑖)2

)︃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=
𝑛

12

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1(4𝑛2 + 2) + λ2(𝑛2 − 1)

λ2(4𝑛2 + 2) + (λ1 + λ3)(𝑛2 − 1)
...

λ𝑚−1(4𝑛2 + 2) + λ𝑚−2(𝑛2 − 1)

⎞⎟⎟⎟⎠ =
𝑛

12

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑛2(4λ1 + λ2) + 2λ1 − λ2

𝑛2(λ1 + 4λ2 + λ3) − λ1 + 2λ1 − λ3
...

𝑛2(4λ𝑚−1 + λ𝑚−2) + 2λ𝑚−1 − λ𝑚−2

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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В результате система (22) превращается в СЛАУ[︂
1

2
𝑅2𝑅

*
2 +

𝑛

12
(𝑛2𝑆 + 𝑇2)

]︂
λ = ϕ,

где λ = (λ1, . . . , λ𝑚−1)𝑇 . Оценим решение этой системы:

λ =
12

𝑛3

[︂
𝐼 +

1

𝑛2
𝑆−1

(︁
𝑇2 +

6

𝑛
𝑅2𝑅

*
2

)︁]︂−1

𝑆−1
ϕ. (26)

Простая структура матриц 𝑅2, 𝑆 и 𝑇2 позволяет провести следующие оценки:

‖𝑇2‖ = 4, ‖𝑅2‖ = 4, ‖𝑅2𝑅
*
2‖ 6 16,

λmin(𝑆) > 4 − 1 − 1 = 2, ‖𝑆−1‖ = (λmin(𝑆))−1 6
1

2
.

Введем обозначение

Ω = − 1

𝑛2
𝑆−1

(︁
𝑇2 +

6

𝑛
𝑅2𝑅

*
2

)︁
,

тогда

‖Ω‖ 6
1

𝑛2
||𝑆−1|| · ||𝑇2 +

6

𝑛
𝑅2𝑅

*
2|| 6

2

𝑛2

(︁
1 +

24

𝑛

)︁
.

Обратим внимание, что при 𝑛 > 5

‖Ω‖ 6
1

2
.

Следовательно, при 𝑛 > 5 может быть получена также следующая оценка:

‖[𝐼 +
1

𝑛2
𝑆−1(𝑇2 +

6

𝑛
𝑅𝑅*)]−1‖ = ‖(𝐼 − Ω)−1‖ 6 1 +

‖Ω‖
1 − ‖Ω‖

6 1 +
4

𝑛2

(︁
1 +

24

𝑛

)︁
6 2.

Отсюда для (26) и (25) мы получаем

‖λ‖ 6
12

𝑛3
‖ϕ‖, ‖δ‖ 6

24

𝑛3
‖ϕ‖ 6

96

𝑛3
‖𝑓‖.

Таким образом, была доказана теорема о точности описанной аппроксимации.

Теорема 3. Пусть функция 𝑓(𝑥) задана в точках (1), матрицы 𝐴, 𝐵, 𝐷2 имеют вид (8), (4) и (16) соотвествен-
но. Если при этом вектор 𝑔 является обобщенным нормальным решением системы (8), вектор 𝑓 задан равенством
𝑓𝑗+1 = 𝑔𝑛𝑗+1 (𝑗 = 1, . . . ,𝑚), то для векторов 𝑓 и 𝑓 верна оценка

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
96

𝑛3
‖𝑓‖

при 𝑛 > 5, где 𝑓𝑗 = 𝑔(𝑥𝑗).

Таким образом, данная аппроксимация имеет третий порядок по 𝑛.

3.1. Гладкость аппроксимации

По определению вектора δ имеет место равенство 𝑓 = δ + 𝑓 , где 𝑓𝑗 = 𝑔(𝑥𝑗). Умножим обе части этого
равенства на 𝑅2:

‖𝑅2𝑓‖ = ‖𝑅2δ+ 𝑅2𝑓‖ = ‖𝑅2𝑓 +
1

2
𝑅2𝑅

*
2Θ𝑅2𝑓‖ 6 ‖𝐼 +

1

2
𝑅2𝑅

*
2Θ‖‖𝑅2𝑓‖,

где

Θ =

(︃
−1

2
𝑅2𝑅

*
2 −

𝑛

12

(︁
𝑛2𝑆 + 𝑇2

)︁)︃−1

.

Используя выкладки предыдущего раздела, получаем оценку

‖Θ‖ =

⃦⃦⃦⃦
12

𝑛3
(1 − Ω)−1

⃦⃦⃦⃦
6

24

𝑛3

при 𝑛 > 5. Отсюда следует лемма 3.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



АППРОКСИМАЦИЯ И СГЛАЖИВАНИЕ ФУНКЦИИ 1351

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5
1 2 3 4 5 6

n
7 8 9 10

1
2
3
4
5
6

Фиг. 3. Сравнение ‖𝑅2𝑓‖ и ‖𝑅2𝑓‖, подробное описание см. в тексте.

Лемма 3. Для разностей элементов векторов 𝑓 и 𝑓 имеет место неравенство

‖𝑅2𝑓‖ <

(︂
1 +

16 · 24

𝑛3

)︂
‖𝑅2𝑓‖.

Это утверждение значительно более слабое, чем лемма 1, так как оно не показывает уменьшения производ-
ной, а значит, сглаживания. Однако проведенные многочисленные численные эксперименты убеждают, что
сглаживание все-таки имеет место. На примере фиг. 3 можно видеть сравнение графиков ‖𝑅2𝑓‖ и ‖𝑅2𝑓‖ в зави-
симости от𝑛при𝑚 = 10 для функций cos(2𝑥) (кривые 1, 2 на фиг. 3), cos(𝑥)+sin(3𝑥) (кривые 3, 4), cos(4𝑥)+sin(𝑦)
(кривые 5, 6). Очевидно, что вторые разности самих функций ‖𝑅2𝑓‖ от параметра аппроксимации 𝑛 не зависят,
поэтому им на фиг. 3 соответствуют горизонтальные прямые. Видно, что к ним при растущем 𝑛 кривые ‖𝑅2𝑓‖
приближаются снизу.

Добавление в матрицу системы параметра η, с помощью которого можно увеличить или уменьшить вес про-
изводных,

𝐴 =

(︂
𝐵
η𝐷2

)︂
изменяет доказанные выше соотношения следующим образом:

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
24η

𝑛3

(︂
1 +

2

𝑛2

(︂
1 +

24η

𝑛

)︂)︂
‖𝑓‖.

3.2. Обусловленность систем

Для того чтобы оценить обусловленность расширенной матрицы в данном случае, воспользуемся следую-
щими фактами и обозначениями. Обозначим𝐷2 квадратную матрицу размера (𝑚𝑛+1)×(𝑚𝑛+1), составленную
из матрицы 𝐷2 (16) и первой и последней строк матрицы 𝐵, и представим ее в блочном

𝐷̃2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1 −2 1

1 −2 1
. . .

. . .
. . .

1 −2 1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0

1
...

0 𝑇 0
... 1
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ‖𝐷̃2‖ 6 4.
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При этом имеет место разложение

𝑇 = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . . 1 −1 0
0 . . . 0 1 −1
0 . . . 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . . 1 −1 0
0 . . . 0 1 −1
0 . . . 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

*

.

Согласно теореме об окаймлении верна цепочка неравенств

σmin(𝑇 ) 6 σmin(𝐷̃2) 6 σmin(𝐴) 6 σmax(𝑇 ) 6 σmax(𝐷̃2).

Отсюда следует оценка для числа обусловленности

cond(A) 6
σmax(A)

σmin(T̃)
6 ‖A‖‖T̃−1‖ 6 4(mn + 1)2,

которую можно сформулировать в виде леммы.

Лемма 4. Пусть матрицы 𝐵 и 𝐷2 размеров (𝑚 + 1) × (𝑚𝑛 + 1) и (𝑚𝑛− 1) × (𝑚𝑛 + 1) соответственно заданы
формулами (4) и (16). Тогда число обусловленности матрицы

𝐴 =

⎛⎝ 𝐵
. . .
𝐷2

⎞⎠
не превосходит 4(𝑚𝑛 + 1)2.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Используем представленный метод для аппроксимации функции 𝑓(𝑥) = cos 𝑘𝑥(𝑘 = 1, 3) на отрезке [1,3]. На
фиг. 4, 5 демонстрируется сходимость полученных аппроксимаций в зависимости от параметров 𝑚,𝑛, а также
от частоты осцилляций функции. На фиг. 6 представлены результаты влияния на сглаживание зашумленных
данных весового параметра η. В обоих случаях использованы значения 𝑚 = 25, 𝑛 = 1.
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Фиг. 4. Аппроксимация при 𝑝 = 0.
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Фиг. 5. Аппроксимация при 𝑝 = 1.
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Фиг. 6. Сглаживание при 𝑝 = 0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках настоящей работы представлен гибридный метод обработки данных, объединяющий в себе свой-
ства аппроксимации и сглаживания и основанный на оригинальной идее регуляризации плохо обусловленных
систем, предложенной С.К. Годуновым. Интересной особенностью метода является то, что значения аппрок-
симации вычисляются без определения коэффициентов ее разложения по какому-либо базису.

Этот подход может применяться, например, для перехода с крупной сетки на более мелкую при численном
решении начально-краевых задач с быстро меняющимися граничными условиями или в задачах, требующих
сглаживания. Вероятно, в ходе дальнейших исследований будут выявлены и другие потенциальные возможно-
сти, заложенные в представленном методе.
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Abstract. A new approach to function approximation is presented, based on S.K. Godunov’s ideas on
the regularization of ill-conditioned systems. The proposed method allows for determining function
values at nodes of a finer grid from data on a coarser grid while ensuring control over the smoothness
of the resulting function. Convergence and smoothness estimates are substantiated, and results from
computational experiments illustrate the effectiveness of the proposed method.
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