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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа продолжает исследования [1] по изучению асимптотических свойств решений системы
дифференциальных уравнений с бесконечным распределённым запаздыванием

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡) = 𝐷(𝑆0 − 𝑆(𝑡)) −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖(𝑡)𝑝𝑖(𝑆(𝑡)),

𝑑

𝑑𝑡
𝑥𝑖(𝑡) = −𝐷𝑥𝑖(𝑡) +

𝑡∫︁
−∞

𝑥𝑖(θ)𝑝𝑖(𝑆(θ))𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ)𝑑θ, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

(1.1)

где

𝐾𝑖(𝑠) =
α
𝑟𝑖+1
𝑖 𝑠𝑟𝑖

𝑟𝑖!
𝑒−α𝑖𝑠, α𝑖 > 0, 𝑟𝑖 ∈ N ∪ {0}, 𝑠 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (1.2)

Система была предложена в работе [2] для описания конкуренции нескольких видов микроорганизмов, на-
ходящихся в хемостате (хемостат — аппарат для непрерывного культивирования бактерий, обеспечивающий
оптимальные температурные условия и постоянное поступление свежей питательной среды при одновремен-
ном удалении части бактериальной культуры). Функции и параметры, входящие в систему, имеют следующий
биологический смысл: 𝑆(𝑡) — концентрация питательного вещества в момент времени 𝑡, 𝑆0 > 0 — концентра-
ция вводимого питательного вещества, 𝐷 > 0 — скорость поступления питательного вещества, 𝑥𝑖(𝑡) — кон-
центрация 𝑖-го вида микроорганизмов в момент времени 𝑡. Функции поглощения питательных веществ 𝑝𝑖(ξ)
предполагаются строго монотонно возрастающими, локально липшицевыми, при этом 𝑝𝑖(0) = 0. Показате-
ли смертности, характерные для видов, считаются незначительными по сравнению со скоростью поступления
питательного вещества и в данной модели не учитываются. Каждое ядро 𝐾𝑖(𝑠) связано с преобразованием пи-
тательного вещества в жизнеспособные клетки.

1)Работа выполнена при поддержке Математического Центра в Академгородке, соглашение № 075-15-2022-282 с Минобрнауки РФ.
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Более подробное описание модели содержится в [2]. Некоторые другие модели, описывающие биологиче-
ские процессы в хемостате, содержатся, например, в [3, 4].

Вместе с системой (1.1) рассмотрим начальные условия

𝑆(𝑡) = ϕ0(𝑡), 𝑡 < 0, 𝑆(+0) = ϕ0(0),
𝑥𝑖(𝑡) = ϕ𝑖(𝑡), 𝑡 < 0, 𝑥𝑖(+0) = ϕ𝑖(0), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

(1.3)

где ϕ𝑖(𝑡) ∈ 𝐶((−∞, 0]), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, — заданные непрерывные ограниченные функции. Учитывая биологиче-
ский смысл задачи, будем предполагать, что начальные данные неотрицательны:

ϕ𝑖(𝑡) > 0, 𝑡 6 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛. (1.4)

Отметим, что начальная задача (1.1), (1.3) однозначно разрешима. Более того, в работе [2] было показано, что
при условии (1.4) компоненты решения начальной задачи (1.1), (1.3) также неотрицательны при всех 𝑡 > 0 и
ограничены сверху.

Теперь рассмотрим положения равновесия системы (1.1) с неотрицательными компонентами, указанные
в [2].

При любых значениях параметров у системы (1.1) существует положение равновесия 𝐸0 = (𝑆0, 0, . . . , 0),
соответствующее полному вымиранию всех видов микроорганизмов. В работе [2] было показано, что при вы-
полнении условий

𝑝𝑖(𝑆
0) 6 𝐷

(︂
𝐷 + α𝑖

α𝑖

)︂𝑟𝑖+1

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (1.5)

первая компонента 𝑆(𝑡) решения начальной задачи (1.1), (1.3) сходится к 𝑆0 при 𝑡 → +∞, а все остальные
компоненты 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, стремятся к нулю, т. е.

(𝑆(𝑡), 𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)) → (𝑆0, 0, . . . , 0) при 𝑡 → +∞.

Оценки скорости сходимости решений к положению равновесия (𝑆0, 0, . . . , 0) были установлены в работе [1] в
случае, когда в формуле (1.5) все неравенства — строгие. При получении оценок в [1] использовались функци-
оналы Ляпунова–Красовского.

При определенных значениях параметров системы (1.1) также имеются положения равновесия 𝐸𝑖 =
= (𝑆*

𝑖 , 0, . . . , 0, 𝑥
*
𝑖 , 0, . . . , 0), соответствующие выживанию только 𝑖-го вида и вымиранию всех остальных. Сфор-

мулируем условия, при которых эти решения существуют и имеют неотрицательные компоненты. Вначале вве-
дем обозначения [2]. Пусть λ𝑖 ∈ (0,+∞], 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, — такие величины, что выполнены неравенства:

𝑝𝑖(𝑆) < 𝐷

(︂
𝐷 + α𝑖

α𝑖

)︂𝑟𝑖+1

при 𝑆 < λ𝑖,

𝑝𝑖(𝑆) > 𝐷

(︂
𝐷 + α𝑖

α𝑖

)︂𝑟𝑖+1

при 𝑆 > λ𝑖.

Заметим, что в силу строгой монотонности функций 𝑝𝑖(𝑆) величины λ𝑖 всегда существуют, при этом если λ𝑖 <
< +∞, то

𝑝𝑖(λ𝑖) = 𝐷

(︂
𝐷 + α𝑖

α𝑖

)︂𝑟𝑖+1

. (1.6)

В этом случае положение равновесия 𝐸𝑖 имеет вид

𝐸𝑖 = (𝑆*
𝑖 , 0, . . . , 0, 𝑥

*
𝑖 , 0, . . . , 0) =

(︃
λ𝑖, 0, . . . , 0,

(︂
α𝑖

𝐷 + α𝑖

)︂𝑟𝑖+1

(𝑆0 − λ𝑖), 0, . . . , 0

)︃
.

При условии λ𝑖 < 𝑆0 компонента решения 𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥*
𝑖 является положительной.

В работе [2] исследовался вопрос о сходимости решений системы (1.1) к положению равновесия 𝐸𝑖, однако
вопрос об оценках скорости сходимости пока не рассматривался.

В настоящей работе мы укажем условия на функции и параметры системы, а также на начальные данные,
при которых решение начальной задачи (1.1), (1.3) сходится к положению равновесия 𝐸𝑖, при этом мы получим
оценки решений, характеризующие скорость сходимости. Так же, как и в работе [1], при получении оценок мы
будем использовать функционалы Ляпунова–Красовского.
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Отметим, что функционалы Ляпунова–Красовского широко используются для получения оценок решений
различных классов систем с запаздыванием (см., например, работы [5–10] о системах с сосредоточенным запаз-
дыванием, работы [11, 12] о системах с распределенным запаздыванием, обзор [13], посвященный применению
второго метода Ляпунова для систем с запаздывающим аргументом, и имеющуюся там библиографию). Неко-
торые результаты об оценках решений биологических моделей, описываемых уравнениями с запаздыванием,
содержатся, например, в работах [1, 14–17].

2. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛОЖЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ 𝐸𝑖

В этом разделе мы укажем достаточные условия асимптотической устойчивости положения равновесия 𝐸𝑖,
которые получаются с помощью теоремы об устойчивости по первому приближению. Без ограничения общно-
сти будем считать, что 𝑖 = 1, т. е. положение равновесия имеет вид

𝐸1 = (𝑆*
1 , 𝑥

*
1, 0, . . . , 0) =

(︃
λ1,

(︂
α1

𝐷 + α1

)︂𝑟1+1

(𝑆0 − λ1), 0, . . . , 0

)︃
.

Предположим, что выполнено условие λ1 < 𝑆0, при котором 𝑥*
1 > 0, а также, что функция 𝑝1(𝑆) является

непрерывно дифференцируемой в некоторой окрестности точки 𝑆 = λ1.
Для начала сведем задачу об устойчивости положения равновесия 𝐸1 к задаче об устойчивости нулевого

решения. Сделаем замену переменных

𝑆(𝑡) = 𝑆*
1 + 𝑦0(𝑡), 𝑥1(𝑡) = 𝑥*

1 + 𝑦1(𝑡), 𝑥𝑖(𝑡) = 𝑦𝑖(𝑡), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛.

Тогда начальная задача (1.1), (1.3) преобразуется к виду

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴𝑦(𝑡) + 𝐹 (𝑦(𝑡)) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡∫︁
−∞

(︁
𝐵𝑖𝑦(θ) + 𝐺𝑖(𝑦(θ))

)︁
𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ)𝑑θ,

𝑦(𝑡) = ψ(𝑡), 𝑡 < 0, 𝑦(+0) = ψ(0),

(2.1)

где

𝑦(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦0(𝑡)
𝑦1(𝑡)
𝑦2(𝑡)

...
𝑦𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ψ(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ψ0(𝑡)
ψ1(𝑡)
ψ2(𝑡)

...
ψ𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ϕ0(𝑡)
ϕ1(𝑡)
ϕ2(𝑡)

...
ϕ𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑆*
1

𝑥*
1

0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = ϕ(𝑡) − 𝐸1,

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−
(︀
𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(𝑆*

1 )
)︀

−𝑝1(𝑆*
1 ) −𝑝2(𝑆*

1 ) · · · −𝑝𝑛(𝑆*
1 )

0 −𝐷 0 · · · 0
0 0 −𝐷 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · −𝐷

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐵1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0

𝑥*
1𝑝

′
1(𝑆*

1 ) 𝑝1(𝑆*
1 ) 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐵2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 𝑝2(𝑆*

1 ) · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , . . . , 𝐵𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 𝑝𝑛(𝑆*
1 )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



1412 ИСКАКОВ, СКВОРЦОВА

𝐹 (𝑦(𝑡)) = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥*
1𝑓0(𝑦0(𝑡)) +

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑦𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑦0(𝑡))

0
0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (2.2)

𝐺1(𝑦(θ)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

𝑥*
1𝑓0(𝑦0(θ)) + 𝑦1(θ)𝑓1(𝑦0(θ))

0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.3)

𝐺2(𝑦(θ)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
0

𝑦2(θ)𝑓2(𝑦0(θ))
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , . . . , 𝐺𝑛(𝑦(θ)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
0
...

𝑦𝑛(θ)𝑓𝑛(𝑦0(θ))

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑓0(𝑦0) = 𝑝1(𝑆*
1 + 𝑦0) − 𝑝1(𝑆*

1 ) − 𝑝′1(𝑆*
1 )𝑦0, (2.4)

𝑓𝑖(𝑦0) = 𝑝𝑖(𝑆
*
1 + 𝑦0) − 𝑝𝑖(𝑆

*
1 ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (2.5)

Рассмотрим систему линейного приближения

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴𝑦(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡∫︁
−∞

𝐵𝑖𝑦(θ)𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ)𝑑θ. (2.6)

Укажем достаточные условия асимптотической устойчивости нулевого решения данной системы. Для этого
выпишем характеристическое уравнение:

𝑃 (µ) = det

⎛⎝µ𝐼 −𝐴−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖

𝑡∫︁
−∞

𝑒−(𝐷+µ)(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ)𝑑θ

⎞⎠ = 0.

Учитывая явный вид (1.2) функций 𝐾𝑖(𝑠), 𝑠 > 0, вычислим значение интеграла:

ω𝑖(µ) =

𝑡∫︁
−∞

𝑒−(𝐷+µ)(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ)𝑑θ =

(︂
α𝑖

𝐷 + α𝑖 + µ

)︂𝑟𝑖+1

. (2.7)

Тем самым, характеристическое уравнение будет иметь вид

𝑃 (µ) = det

(︃
µ𝐼 −𝐴−

𝑛∑︁
𝑖=1

ω𝑖(µ)𝐵𝑖

)︃
= 0.

Используя явный вид матриц 𝐴, 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, получим

𝑃 (µ) = (µ+ 𝐷)
(︁
µ+ 𝐷 − ω1(µ)𝑝1(𝑆*

1 ) + 𝑥*
1𝑝

′
1(𝑆*

1 )
)︁ 𝑛∏︁

𝑖=2

(︁
µ+ 𝐷 − ω𝑖(µ)𝑝𝑖(𝑆

*
1 )
)︁

= 0.

Наконец, в силу формул (1.6) и (2.7) функцию 𝑃 (µ) можно переписать в виде

𝑃 (µ) = (µ+ 𝐷)

(︂
µ+ 𝐷 − ω1(µ)

ω1(0)
𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(λ1)

)︂ 𝑛∏︁
𝑖=2

(︂
µ+ 𝐷 − ω𝑖(µ)

ω𝑖(0)

𝑝𝑖(λ1)

𝑝𝑖(λ𝑖)
𝐷

)︂
= 0.

Утверждается, что при выполнении условий

𝑥*
1 > 0, 𝑝′1(λ1) > 0, λ1 < λ𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, (2.8)
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все корни характеристического уравнения 𝑃 (µ) = 0 содержатся в левой полуплоскости C− = {µ ∈ C : Re µ <
< 0}. Действительно, пусть число µ ∈ C такое, что Re µ > 0. В этом случае из определения (2.7) следует, что
|ω𝑖(µ)| ≤ |ω𝑖(0)|, а в силу монотонности функций 𝑝𝑖(𝑆) имеем 𝑝𝑖(λ1) < 𝑝𝑖(λ𝑖), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. Тогда⃒⃒⃒⃒

µ+ 𝐷 − ω1(µ)

ω1(0)
𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(λ1)

⃒⃒⃒⃒
> |µ+ 𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(λ1)| −

⃒⃒⃒⃒
ω1(µ)

ω1(0)
𝐷

⃒⃒⃒⃒
> 𝑥*

1𝑝
′
1(λ1) > 0,

⃒⃒⃒⃒
µ+ 𝐷 − ω𝑖(µ)

ω𝑖(0)

𝑝𝑖(λ1)

𝑝𝑖(λ𝑖)
𝐷

⃒⃒⃒⃒
> |µ+ 𝐷| −

⃒⃒⃒⃒
ω𝑖(µ)

ω𝑖(0)

𝑝𝑖(λ1)

𝑝𝑖(λ𝑖)
𝐷

⃒⃒⃒⃒
> 0,

тем самым, число µ ∈ C, Re µ > 0, не может быть корнем характеристического уравнения.
Итак, при выполнении условий (2.8) нулевое решение линейной системы (2.6) асимптотически устойчи-

во, а следовательно, асимптотически устойчиво положение равновесия 𝐸1 системы (1.1). Всюду далее будем
предполагать, что условия (2.8) выполняются.

3. ФУНКЦИОНАЛ ЛЯПУНОВА–КРАСОВСКОГО

В этом параграфе мы рассмотрим линейную систему (2.6) в предположении, что выполнены условия (2.8),
гарантирующие асимптотическую устойчивость нулевого решения. Мы построим функционал Ляпунова–
Красовского, с помощью которого установим оценки решений линейной системы (2.6), характеризующие экс-
поненциальное убывание на бесконечности. В дальнейшем на основе построенного функционала будут по-
лучены условия на начальные данные и оценки решений исходной системы (1.1), характеризующие скорость
сходимости к положению равновесия 𝐸1.

Принимая во внимание результаты работ [1, 12], рассмотрим функционал Ляпунова–Красовского следую-
щего вида:

𝑉 (𝑡, 𝑦) = ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ +

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ, (3.1)

где матрицы 𝐻 = 𝐻* > 0, Υ𝑖(θ) = Υ*
𝑖 (θ) > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, и величина 𝑚 > 0 будут определены ниже.

Вычислим производную от функционала 𝑉 (𝑡, 𝑦) вдоль решения системы (2.6):

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) =

⟨
𝐻

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)

⟩
+

⟨
𝐻𝑦(𝑡),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡)

⟩
+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

⟨Υ𝑖(θ)𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩𝑑θ−
𝑛∑︁

𝑖=1

∞∫︁
0

𝑒−𝑚θ⟨Υ𝑖(θ)𝑦(𝑡− θ), 𝑦(𝑡− θ)⟩𝑑θ−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.

Поскольку 𝑦(𝑡) — решение (2.6), то производная переписывается в виде

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) =

⟨
𝐻

⎛⎝𝐴𝑦(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ)𝑒−𝐷ξ𝐾𝑖(ξ)𝑑ξ

⎞⎠ , 𝑦(𝑡)

⟩
+

+

⟨
𝐻𝑦(𝑡),

⎛⎝𝐴𝑦(𝑡) +
𝑛∑︁

𝑖=1

∞∫︁
0

𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ)𝑒−𝐷ξ𝐾𝑖(ξ)𝑑ξ

⎞⎠⟩+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

⟨Υ𝑖(ξ)𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩𝑑ξ−
𝑛∑︁

𝑖=1

∞∫︁
0

𝑒−𝑚ξ⟨Υ𝑖(ξ)𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡− ξ)⟩𝑑ξ−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.
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Положим
Υ𝑖(ξ) = δ𝑖𝑒

−𝐷ξ𝐾𝑖(ξ)𝑒
𝑚ξ/2𝐵*

𝑖 𝐵𝑖, δ𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.2)

тогда
𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) = ⟨(𝐻𝐴 + 𝐴*𝐻) 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑒−𝐷ξ𝐾𝑖(ξ)

(︂
δ𝑖𝑒

𝑚ξ/2⟨𝐵*
𝑖 𝐵𝑖𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ + ⟨𝐻𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡)⟩+

+ ⟨𝐵*
𝑖 𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− ξ)⟩ − δ𝑖𝑒

−𝑚ξ/2⟨𝐵*
𝑖 𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡− ξ)⟩

)︂
𝑑ξ−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.

Введем обозначения:

𝐻 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ℎ00 ℎ01 0 · · · 0
ℎ01 ℎ11 0 · · · 0
0 0 ℎ22 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ℎ𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ̃︀𝐻1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0
ℎ01 ℎ11 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (3.3)

̃︀𝐻2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 ℎ22 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , . . . , ̃︀𝐻𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ℎ𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.4)

Учитывая явный вид матриц 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, получим

𝐵*
𝑖 𝐻 = 𝐵*

𝑖
̃︀𝐻𝑖, 𝐻𝐵𝑖 = ̃︀𝐻*

𝑖 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

В этом случае

⟨𝐻𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡)⟩ + ⟨𝐵*
𝑖 𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− ξ)⟩ − δ𝑖𝑒

−𝑚ξ/2⟨𝐵*
𝑖 𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡− ξ)⟩ =

=
⟨ ̃︀𝐻*

𝑖 𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡)
⟩

+
⟨
𝐵*

𝑖
̃︀𝐻𝑖𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− ξ)

⟩
− δ𝑖𝑒

−𝑚ξ/2⟨𝐵*
𝑖 𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡− ξ)⟩ ≤

≤ 𝑒𝑚ξ/2

δ𝑖

⟨ ̃︀𝐻*
𝑖
̃︀𝐻𝑖𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)

⟩
.

Отсюда следует неравенство
𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ ⟨(𝐻𝐴 + 𝐴*𝐻) 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑒−(𝐷−𝑚/2)ξ𝐾𝑖(ξ)

⟨(︂
δ𝑖𝐵

*
𝑖 𝐵𝑖 +

1

δ𝑖

̃︀𝐻*
𝑖
̃︀𝐻𝑖

)︂
𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)

⟩
𝑑ξ−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.

В силу обозначения (2.7) данную оценку можно переписать в виде

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ −⟨𝑈𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ −𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ, (3.5)
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где

𝑈 = −𝐻𝐴−𝐴*𝐻 −
𝑛∑︁

𝑖=1

ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁(︂
δ𝑖𝐵

*
𝑖 𝐵𝑖 +

1

δ𝑖

̃︀𝐻*
𝑖
̃︀𝐻𝑖

)︂
. (3.6)

Наша цель — подобрать элементы матрицы 𝐻, величину 𝑚 > 0 и числа δ𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, так, чтобы было
выполнено матричное неравенство 𝑈 > 0. Имеем

𝑈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑢00 𝑢01 𝑢02 · · · 𝑢0𝑛

𝑢01 𝑢11 𝑢12 · · · 𝑢1𝑛

𝑢02 𝑢12 𝑢22 · · · 0
...

...
...

. . .
...

𝑢0𝑛 𝑢1𝑛 0 · · · 𝑢𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где

𝑢00 = 2ℎ00

(︀
𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(𝑆*

1 )
)︀
− ω1

(︁
−𝑚

2

)︁(︂
δ1 (𝑥*

1𝑝
′
1(𝑆*

1 ))
2

+
ℎ2
01

δ1

)︂
,

𝑢01 = ℎ00𝑝1(𝑆*
1 ) + ℎ01

(︀
2𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(𝑆*

1 )
)︀
− ω1

(︁
−𝑚

2

)︁(︂
δ1𝑥

*
1𝑝

′
1(𝑆*

1 )𝑝1(𝑆*
1 ) +

ℎ01ℎ11

δ1

)︂
,

𝑢11 = 2ℎ01𝑝1(𝑆*
1 ) + 2ℎ11𝐷 − ω1

(︁
−𝑚

2

)︁(︂
δ1𝑝

2
1(𝑆*

1 ) +
ℎ2
11

δ1

)︂
,

𝑢0𝑖 = ℎ00𝑝𝑖(𝑆
*
1 ), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

𝑢1𝑖 = ℎ01𝑝𝑖(𝑆
*
1 ), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

𝑢𝑖𝑖 = 2ℎ𝑖𝑖𝐷 − ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁(︂
δ𝑖𝑝

2
𝑖 (𝑆*

1 ) +
ℎ2
𝑖𝑖

δ𝑖

)︂
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛.

Выберем числа ℎ𝑖𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, так, чтобы величины 𝑢𝑖𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, принимали максимальное значение:

ℎ11 = δ1𝐷
(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1

, (3.7)

ℎ𝑖𝑖 = δ𝑖𝐷
(︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1

, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.8)

В этом случае

𝑢11 = 2ℎ01𝑝1(𝑆*
1 ) − δ1

(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1
[︂(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝21(𝑆*

1 ) −𝐷2

]︂
,

𝑢𝑖𝑖 = δ𝑖

(︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1
[︂
𝐷2 −

(︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝2𝑖 (𝑆*

1 )

]︂
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.9)

Числа ℎ00, ℎ01 выберем так, чтобы выполнялись равенства 𝑢01 = 0, 𝑢00 = 𝑢11, т. е.

ℎ01 =
δ1

𝑝1(𝑆*
1 )

(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1
[︃
√
𝑊 −

[︁(︀
𝐷 + γ1

)︀2
+ 𝑝21(𝑆*

1 )
]︁ ]︃

, (3.10)

ℎ00 =
δ1

𝑝21(𝑆*
1 )

(︀
𝐷 + γ1

)︀ (︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1

×

[︃(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2 γ1𝑝21(𝑆*
1 )(︀

𝐷 + γ1
)︀ +

[︁(︀
𝐷 + γ1

)︀2
+ 𝑝21(𝑆*

1 )
]︁
−
√
𝑊

]︃
, (3.11)

где

𝑊 =
[︁(︀
𝐷 + γ1

)︀2
+ 𝑝21(𝑆*

1 )
]︁2

+ 𝑝21(𝑆*
1 )

[︂(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2 (︀
2𝐷γ1 + γ

2
1 + 𝑝21(𝑆*

1 )
)︀
−𝐷2

]︂
,

γ1 = 𝑥*
1𝑝

′
1(𝑆*

1 ) > 0.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



1416 ИСКАКОВ, СКВОРЦОВА

Тогда

𝑢00 = 𝑢11 = δ1

(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1
{︃

2

[︃
√
𝑊 −

[︁(︀
𝐷 + γ1

)︀2
+ 𝑝21(𝑆*

1 )
]︁ ]︃

−
[︂(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝21(𝑆*

1 ) −𝐷2

]︂}︃
, 𝑢01 = 0.

Величину 𝑚 > 0 найдем из условий 𝑢𝑖𝑖 > 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛. Условие 𝑢00 = 𝑢11 > 0 дает(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝21(𝑆*

1 ) < 𝐷2 + 2𝐷γ1. (3.12)

Условия 𝑢𝑖𝑖 > 0, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, дают (︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝2𝑖 (𝑆*

1 ) < 𝐷2, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.13)

Заметим, что в силу обозначений (1.6), (2.7) при𝑚 = 0 условие (3.12) эквивалентно неравенству γ1 = 𝑥*
1𝑝

′
1(λ1) >

> 0, а условия (3.13) — неравенствам λ1 < λ𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, т. е. при 𝑚 = 0 неравенства (3.12), (3.13) совпадают
с (2.8). Следовательно, в силу непрерывности функций ω𝑖(µ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, условия (3.12), (3.13) выполнены и
при некотором 𝑚 > 0.

Осталось подобрать числа δ𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Учитывая структуру матрицы 𝑈 , для произвольного вектора
𝑧 = (𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛)T ∈ R𝑛+1 будем иметь

⟨𝑈𝑧, 𝑧⟩ = 𝑢00𝑧
2
0 + 𝑢00𝑧

2
1 +

𝑛∑︁
𝑖=2

𝑢𝑖𝑖𝑧
2
𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=2

2𝑢0𝑖𝑧0𝑧𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=2

2𝑢1𝑖𝑧1𝑧𝑖

>

(︃
𝑢00 −

𝑛∑︁
𝑖=2

β0𝑖𝑢0𝑖

)︃
𝑧20 +

(︃
𝑢00 −

𝑛∑︁
𝑖=2

β1𝑖𝑢1𝑖

)︃
𝑧21 +

𝑛∑︁
𝑖=2

(︂
𝑢𝑖𝑖 −

𝑢0𝑖

β0𝑖
− 𝑢1𝑖

β1𝑖

)︂
𝑧2𝑖 ,

где β0𝑖 > 0, β1𝑖 > 0, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. Положим

β0𝑖 =
𝑢00

2(𝑛− 1)𝑢0𝑖
, β1𝑖 =

𝑢00

2(𝑛− 1)𝑢1𝑖
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

тогда

⟨𝑈𝑧, 𝑧⟩ > 𝑢00

2
𝑧20 +

𝑢00

2
𝑧21 +

𝑛∑︁
𝑖=2

(︂
𝑢𝑖𝑖 −

2(𝑛− 1)(𝑢2
0𝑖 + 𝑢2

1𝑖)

𝑢00

)︂
𝑧2𝑖 .

Учитывая явный вид (3.9) величин 𝑢𝑖𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, выберем числа δ𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, следующим образом:

δ𝑖 =
(︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁[︂
𝐷2 −

(︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝2𝑖 (𝑆*

1 )

]︂−1

×4(𝑛− 1)(𝑢2
0𝑖 + 𝑢2

1𝑖)

𝑢00
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.14)

Величину δ1 можно выбрать произвольно, например,

δ1 = 1. (3.15)

Тем самым, функционал 𝑉 (𝑡, 𝑦) полностью определен, при этом справедлива оценка

⟨𝑈𝑧, 𝑧⟩ > 𝑢00

2
𝑧20 +

𝑢00

2
𝑧21 +

𝑛∑︁
𝑖=2

𝑢𝑖𝑖

2
𝑧2𝑖 ,

откуда следует, что матрица 𝑈 является положительно определенной.
Заметим, что при выполнении всех вышеперечисленных условий матрица 𝐻 также положительно опреде-

лена. Действительно, из формулы (3.6) вытекает, что 𝐻𝐴 + 𝐴*𝐻 ≤ −𝑈 , т. е. матрица 𝐻 является решением
матричного уравнения Ляпунова

𝐻𝐴 + 𝐴*𝐻 = −𝐶, 𝐶 = 𝐶* > 𝑈 > 0.
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Так как все собственные значения матрицы 𝐴 содержатся в левой полуплоскости C−, то 𝐻 = 𝐻* > 0.
Теперь найдем такую величину σ > 0, чтобы было выполнено неравенство

𝑈 > σ𝐻. (3.16)

Поскольку (︂
𝑢00

2 0
0 𝑢00

2

)︂
> σ1

(︂
ℎ00 ℎ01

ℎ01 ℎ11

)︂
,

𝑢𝑖𝑖

2
> σ𝑖ℎ𝑖𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

где

σ1 =
𝑢00

4(ℎ00ℎ11 − ℎ2
01)

[︂
(ℎ00 + ℎ11) −

√︁
(ℎ00 + ℎ11)2 − 4(ℎ00ℎ11 − ℎ2

01)

]︂
,

σ𝑖 =
𝑢𝑖𝑖

2ℎ𝑖𝑖
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

то положим
σ = min {σ1, σ2, . . . , σ𝑛} , (3.17)

откуда следует, что

⟨𝑈𝑧, 𝑧⟩ > 𝑢00

2
𝑧20 +

𝑢00

2
𝑧21 +

𝑛∑︁
𝑖=2

𝑢𝑖𝑖

2
𝑧2𝑖 > σ ⟨𝐻𝑧, 𝑧⟩ .

Тогда, учитывая неравенство (3.5), получим оценку на производную функционала 𝑉 (𝑡, 𝑦):

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ −σ ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ −𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.

Полагая
ε = min{σ,𝑚},

будем иметь
𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ −ε𝑉 (𝑡, 𝑦),

откуда
𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ 𝑉 (0, 𝑦)𝑒−ε𝑡, 𝑡 > 0.

Отсюда следует оценка для решения 𝑦(𝑡) линейной системы (2.6):

‖𝑦(𝑡)‖ ≤
√︀
‖𝐻−1‖𝑉 1/2(0, 𝑦)𝑒−ε𝑡/2, 𝑡 > 0.

4. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

В предыдущем разделе мы построили функционал Ляпунова–Красовского для линеаризованной систе-
мы (2.6) вида (3.1), указав значения матриц 𝐻 = 𝐻* > 0, Υ𝑖(ξ) = Υ*

𝑖 (ξ) > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, и числа 𝑚 > 0,
при которых матрица 𝑈 из (3.6) будет положительно определенной. Это влечет асимптотическую устойчивость
нулевого решения системы (2.6). Обозначим через 𝑢𝐻

min > 0 минимальное собственное значение положительно
определенной матрицы 𝑈𝐻 = 𝐻−1/2𝑈𝐻−1/2.

Определим матрицы 𝐻𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛:

𝐻1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ℎ00 ℎ01 0 · · · 0
ℎ01 ℎ11 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐻𝑖 = ̃︀𝐻𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, (4.1)

где ̃︀𝐻𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, заданы в (3.4). Отметим, что

𝐻 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖. (4.2)
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Для получения оценок решений начальной задачи (2.1) мы будем использовать следующий функционал
Ляпунова–Красовского:

̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) = ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ +

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨(Υ𝑖(θ) + 𝑄𝑖(θ))𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ, (4.3)

где матрица 𝐻 определена в (3.3), (3.7), (3.8), (3.10), (3.11), матрицы Υ𝑖(ξ) — в (3.2), число 𝑚 > 0 — в (3.12),
(3.13), числа δ𝑖 > 0 — в (3.14), (3.15),

𝑄𝑖(ξ) =
𝑢𝐻
min

4ω𝑖(−𝑚
2 )

𝑒−𝐷ξ𝐾𝑖(ξ)𝑒
𝑚ξ/2𝐻𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (4.4)

Введем неубывающие функции 𝑐𝑖(κ), κ > 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛:

𝑐0(κ) = sup𝐶0(κ), 𝐶0(κ) = {τ > 0 : |𝑓0(𝑦0)| < κ|𝑦0| ∀𝑦0 |𝑦0| < τ} , (4.5)

𝑐𝑖(κ) = sup𝐶𝑖(κ), 𝐶𝑖(κ) = {τ > 0 : |𝑓𝑖(𝑦0)| < κ ∀𝑦0 |𝑦0| < τ} , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (4.6)

где функции 𝑓𝑖(𝑦0), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, определены в (2.4), (2.5). Отметим, что множество 𝐶0(κ) не пусто, поскольку
в силу формулы Тейлора 𝑓0(𝑦0) = 𝑜(𝑦0). Множества 𝐶𝑖(κ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, также непустые в силу непрерывности в
нуле функций 𝑓𝑖(𝑦0), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Введем обозначения:
ν(𝐻) = ‖𝐻‖‖𝐻−1‖, (4.7)

κ0 = min

{︃
𝑢𝐻
min

8𝑥*
1

√︀
(𝑛 + 1)ν(𝐻)

,
𝑢𝐻
min

4
√

2𝑥*
1ω1

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

}︃
, (4.8)

κ1 = min

{︃
𝑢𝐻
min

8
√︀

(𝑛 + 1)ν(𝐻)
,

𝑢𝐻
min

4
√

2ω1

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

}︃
, (4.9)

κ𝑖 = min

{︃
𝑢𝐻
min

8
√︀

(𝑛 + 1)ν(𝐻)
,

𝑢𝐻
min

4ω𝑖

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

}︃
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, (4.10)

ρ = min {𝑐0(κ0), 𝑐1(κ1), 𝑐2(κ2), . . . , 𝑐𝑛(κ𝑛)} , (4.11)

̂︀𝑉 (0,ψ) = ⟨𝐻ψ(0),ψ(0)⟩ +

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

0∫︁
−θ

𝑒𝑚η⟨(Υ𝑖(θ) + 𝑄𝑖(θ))ψ(η),ψ(η)⟩𝑑η𝑑θ. (4.12)

Теорема. Пусть выполнены условия (2.8), тогда для решения начальной задачи (2.1) с начальными данными из
множества

ℰ =

{︂
ψ(𝑡) ∈ 𝐶((−∞, 0]) : sup

𝑡60
|ψ0(𝑡)| < ρ,

√︀
‖𝐻−1‖̂︀𝑉 1/2(0,ψ) < ρ

}︂
, (4.13)

где ρ и ̂︀𝑉 (0,ψ) определены в (4.11) и (4.12) соответственно, справедлива оценка

‖𝑦(𝑡)‖ 6
√︀
‖𝐻−1‖̂︀𝑉 1/2(0,ψ)𝑒−ε0𝑡/2, (4.14)

где

ε0 = min

{︂
𝑢𝐻
min

4
,𝑚

}︂
. (4.15)

Доказательство. Разобьем доказательство на несколько частей.
1) Продифференцируем функционал Ляпунова–Красовского (4.3) вдоль решения начальной задачи (2.1),

проведем рассуждения, аналогичные рассуждениям в предыдущем разделе, и получим аналог (3.5):

𝑑

𝑑𝑡
̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −

⟨⎛⎝𝑈 −
𝑛∑︁

𝑖=1

∞∫︁
0

𝑄𝑖(θ) 𝑑θ

⎞⎠ 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)

⟩
+
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+2

⟨
𝐻𝑦(𝑡),

⎛⎝𝐹 (𝑦(𝑡)) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡∫︁
−∞

𝐺𝑖(𝑦(θ))𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ) 𝑑θ

⎞⎠⟩−

−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑡∫︁
−∞

𝑒−𝑚(𝑡−θ) ⟨𝑄𝑖(𝑡− θ)𝑦(θ), 𝑦(θ)⟩ 𝑑θ−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨(Υ𝑖(θ) + 𝑄𝑖(θ))𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.

Используя (2.7), (4.2) и (4.4), несложно убедиться, что

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑄𝑖(θ) 𝑑θ =
𝑢𝐻
min

4

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖 =
𝑢𝐻
min

4
𝐻.

Следовательно, в силу обозначения 𝑢𝐻
min и формулы (4.2) имеем

𝑑

𝑑𝑡
̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −𝑢𝐻

min

4
⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ +

𝑛∑︁
𝑖=0

𝐼𝑖(𝑡)−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨(Υ𝑖(θ) + 𝑄𝑖(θ))𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ, (4.16)

где

𝐼0(𝑡) = 2 ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝐹 (𝑦(𝑡))⟩ − 1

4
𝑢𝐻
min⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩, (4.17)

𝐼𝑖(𝑡) = 2

⟨
𝐻𝑦(𝑡),

𝑡∫︁
−∞

𝐺𝑖(𝑦(θ))𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ) 𝑑θ

⟩
− 1

4
𝑢𝐻
min⟨𝐻𝑖𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩−

−
𝑡∫︁

−∞

𝑒−𝑚(𝑡−θ) ⟨𝑄𝑖(𝑡− θ)𝑦(θ), 𝑦(θ)⟩ 𝑑θ, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (4.18)

𝐻𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, определены в (4.1).
2) Покажем, что существует такое число 𝑡* > 0, что при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡*) выполнены неравенства 𝐼𝑖(𝑡) 6 0,

𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛.
2a) Оценим 𝐼0(𝑡) из (4.17):

𝐼0(𝑡) 6 2
√︀
‖𝐻‖‖𝐹 (𝑦(𝑡))‖ ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩1/2 − 1

4
𝑢𝐻
min⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩.

В силу определения 𝐹 (𝑦(𝑡)) в (2.2) и неравенства
𝑛∑︀

𝑖=0

|𝑦𝑖| 6
√
𝑛 + 1

(︂
𝑛∑︀

𝑖=0

𝑦2𝑖

)︂1/2

имеем

𝐼0(𝑡) 6 ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩1/2
(︃[︃

2
√︀
‖𝐻‖𝑥*

1|𝑓0(𝑦0(𝑡))| − 𝑢𝐻
min

4
√︀

(𝑛 + 1)‖𝐻−1‖
|𝑦0(𝑡)|

]︃
+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑦𝑖(𝑡)|

[︃
2
√︀
‖𝐻‖|𝑓𝑖(𝑦0(𝑡))| − 𝑢𝐻

min

4
√︀

(𝑛 + 1)‖𝐻−1‖

]︃)︃
. (4.19)

Покажем, что выражения в квадратных скобках отрицательны при 𝑡 = 0. Тогда в силу непрерывности функ-
ций 𝑓𝑖(𝑦0), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, и компоненты решения 𝑦0(𝑡) будет существовать такое число 𝑡0 > 0, что данные
выражения будут отрицательными при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡0). В этом случае будет выполнено 𝐼0(𝑡) 6 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑡0).
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Отрицательность выражения в первой квадратной скобке в (4.19) при 𝑡 = 0 эквивалентна следующему нера-
венству:

|𝑓0(ψ0(0))| < 𝑢𝐻
min

8𝑥*
1

√︀
(𝑛 + 1)ν(𝐻)

|ψ0(0)|, (4.20)

где ν(𝐻) определено в (4.7). Из первого неравенства в определении множества ℰ (см. (4.13)) и из (4.11) вытекает,
что |ψ0(0)| < 𝑐0(κ0). Следовательно, в силу (4.5) имеем

|𝑓0(ψ0(0))| < κ0|ψ0(0)|.

Учитывая определение κ0 в (4.8), получаем выполнение неравенства (4.20).
Отрицательность 𝑖-го выражения под суммой в (4.19), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, при 𝑡 = 0 эквивалентна неравенству

|𝑓𝑖(ψ0(0))| < 𝑢𝐻
min

8
√︀

(𝑛 + 1)ν(𝐻)
.

Это неравенство выполняется в силу (4.13), (4.11), (4.9), (4.10) и (4.6).
2б) В данной части доказательства оценим 𝐼1(𝑡) из (4.18). В силу (4.1) и того, что вектор-функция 𝐺1(𝑦(θ)),

определенная в (2.3), имеет только одну ненулевую компоненту, верно равенство

⟨𝐻𝑧,𝐺1(𝑦(θ))⟩ = ⟨𝐻1𝑧,𝐺1(𝑦(θ))⟩ , 𝑧 ∈ R𝑛+1. (4.21)

Выпишем 𝐼1(𝑡), учитывая (4.4) и (4.21):

𝐼1(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

2 ⟨𝐻1𝑦(𝑡), 𝐺1(𝑦(θ))⟩ 𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾1(𝑡− θ) 𝑑θ− 1

4
𝑢𝐻
min⟨𝐻1𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩−

− 𝑢𝐻
min

4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀ 𝑡∫︁
−∞

⟨𝐻1𝑦(θ), 𝑦(θ)⟩ 𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾1(𝑡− θ)𝑒−𝑚(𝑡−θ)/2 𝑑θ.

Так как 𝐻1 является эрмитовой неотрицательно определенной матрицей, то существует (𝐻1)1/2. Тогда, исполь-
зуя неравенство

2 ⟨𝐻1𝑦(𝑡), 𝐺1(𝑦(θ))⟩ = 2
⟨

(𝐻1)1/2𝑦(𝑡), (𝐻1)1/2𝐺1(𝑦(θ))
⟩
6

6
𝑢𝐻
min𝑒

𝑚(𝑡−θ)/2

4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀ ‖(𝐻1)1/2𝑦(𝑡)‖2 +
4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀
𝑒−𝑚(𝑡−θ)/2

𝑢𝐻
min

‖(𝐻1)1/2𝐺1(𝑦(θ))‖2

и (2.7), получим

𝐼1(𝑡) 6

𝑡∫︁
−∞

(︃
4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀
𝑢𝐻
min

⟨𝐻1𝐺1(𝑦(θ)), 𝐺1(𝑦(θ))⟩ − 𝑢𝐻
min

4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀ ⟨𝐻1𝑦(θ), 𝑦(θ)⟩

)︃
×

×𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾1(𝑡− θ)𝑒−𝑚(𝑡−θ)/2 𝑑θ. (4.22)

В силу определений матриц 𝐻 и 𝐻1 имеем

⟨𝐻1𝑦(θ), 𝑦(θ)⟩ > 1

‖𝐻−1‖
(𝑦20(θ) + 𝑦21(θ)) >

1

2‖𝐻−1‖
(|𝑦0(θ)| + |𝑦1(θ)|)2.

Используя данное неравенство и формулу (4.21), из (4.22) получим оценку

𝐼1(𝑡) 6
4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀
‖𝐻‖

𝑢𝐻
min

𝑡∫︁
−∞

⎡⎣‖𝐺1(𝑦(θ))‖2 −

(︃
𝑢𝐻
min

4
√

2ω1

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

)︃2

(|𝑦0(θ)| + |𝑦1(θ)|)2
⎤⎦×

×𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾1(𝑡− θ)𝑒−𝑚(𝑡−θ)/2 𝑑θ. (4.23)

Если мы покажем, что выражение в квадратных скобках отрицательно при всех θ 6 0, то в силу непрерыв-
ности будет существовать такое число 𝑡1 > 0, что данное выражение будет отрицательным при всех θ < 𝑡1,
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следовательно, 𝐼1(𝑡) 6 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑡1). Отрицательность выражения в квадратных скобках при θ 6 0 в (4.23)
эквивалентна неравенству

‖𝐺1(ψ(θ))‖ <
𝑢𝐻
min

4
√

2ω1

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

(|ψ0(θ)| + |ψ1(θ)|).

В силу (2.3) справедливость данного неравенства вытекает из оценки

𝑥*
1|𝑓0(ψ0(θ))| + |ψ1(θ)||𝑓1(ψ0(θ))| < 𝑢𝐻

min

4
√

2ω1

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

(|ψ0(θ)| + |ψ1(θ)|). (4.24)

Проведя рассуждения, подобные рассуждениям после (4.20), и используя первое неравенство в (4.13), а также
(4.11), (4.8), (4.9), (4.5), (4.6), несложно показать выполнение неравенства (4.24).

2в) Оценивая 𝐼𝑖(𝑡) из (4.18), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, так же, как 𝐼1(𝑡) в пункте 2б), мы получим существование положи-
тельных 𝑡𝑖, таких, что 𝐼𝑖(𝑡) 6 0 при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑖).

3) Положим 𝑡* = min{𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} > 0, тогда

𝑛∑︁
𝑖=0

𝐼𝑖(𝑡) 6 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑡*).

Следовательно, при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*) из (4.16) имеем

𝑑

𝑑𝑡
̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −𝑢𝐻

min

4
⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨(Υ𝑖(θ) + 𝑄𝑖(θ))𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ. (4.25)

Используя (4.3) и (4.15), получим
𝑑

𝑑𝑡
̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) + ε0 ̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 0.

Из данного неравенства вытекает справедливость оценки (4.14) при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*).
4) Покажем, что данная оценка выполнена при всех 𝑡 > 0. Докажем от противного: пусть 𝑡* > 0 — это такое

максимальное конечное число, что оценка (4.14) справедлива при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*]. Следовательно, из (4.14) и второго
неравенства в определении ℰ из (4.13) при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*] имеем

|𝑦0(𝑡)| 6 ‖𝑦(𝑡)‖ 6
√︀
‖𝐻−1‖̂︀𝑉 1/2(0,ψ) < ρ.

Повторяя рассуждения, аналогичные рассуждениям в пункте 2), получим существование такого числа 𝑡** >
𝑡* > 0, что 𝐼𝑖(𝑡) 6 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, при 𝑡 ∈ [𝑡*, 𝑡* + 𝑡**), где 𝐼𝑖(𝑡) определенны в (4.17) и (4.18). Тогда из (4.16)
вытекает (4.25) при 𝑡 ∈ [𝑡*, 𝑡* + 𝑡**), следовательно, оценка (4.14) справедлива при 𝑡 ∈ (0, 𝑡* + 𝑡**), откуда
получаем противоречие. Это значит, что оценка (4.14) выполнена при всех 𝑡 > 0.

Теорема доказана.
Замечание. Если в формулировке теоремы величину 𝑢𝐻

min > 0 заменить на σ > 0 из (3.17), то результат
останется справедливым, поскольку в силу (3.16) выполнено неравенство 𝑢𝐻

min > σ.
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Abstract. A model of competition between several microorganism species described by a system of nonlinear
differential equations with infinite distributed delay is considered. The case of asymptotic stability of the
equilibrium point corresponding to the survival of only one species and the extinction of all others is studied.
The conditions for the initial numbers of species and the initial concentration of the nutrient at which the
system reaches an equilibrium state are specified, and estimates of the stabilization rate are established. The
results are obtained using the Lyapunov–Krasovskii functional.

Keywords: model of species competition, chemostat, delay differential equations, infinite distributed delay,
equilibrium point, asymptotic stability, estimates for solutions, attraction domain, Lyapunov–Krasovskii
functional.
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