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1. ВВЕДЕНИЕ

Мы рассматриваем системы дифференциальных уравнений с запаздыванием следующего вида:

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑦(𝑡− τ) + 𝐶(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ) +

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠,

+𝐹

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

)︂
, 𝑡 > 0, (1.1)

где 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡), 𝐷(𝑡, 𝑠) — матрицы размера 𝑛× 𝑛 с непрерывными вещественнозначными элементами; т.е.

𝑎𝑖𝑗(𝑡), 𝑏𝑖𝑗(𝑡), 𝑐𝑖𝑗(𝑡) ∈ 𝐶(R+), 𝑑𝑖𝑗(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐶(R+ × [0, τ]), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

τ > 0 — параметр запаздывания, 𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) — непрерывная вещественнозначная вектор-функция. Мы
предполагаем, что𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) липшицева по𝑢1 на любом компакте𝐺 ⊂ [0,∞)×R𝑛×R𝑛×R𝑛 и удовлетворяет
неравенству

‖𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)‖ 6 𝑞1‖𝑢1‖+ 𝑞2‖𝑢2‖, 𝑡 > 0, 𝑢𝑗 ∈ R𝑛, 𝑞𝑗 > 0. (1.2)

Наша цель — получить оценки для решений системы (1.1) на всей полуоси {𝑡 > 0}, на основе которых можно
сделать вывод об устойчивости решений и указать скорость стабилизации.

Существует большое количество работ, посвященных изучению устойчивости решений дифференциальных
уравнений с запаздыванием (например, см. [1]–[12] и библиографию в них). Исследователи часто используют
функционалы Ляпунова–Красовского для получения условий устойчивости. Однако не каждый функционал
Ляпунова–Красовского позволяет получить оценки, характеризующие скорость убывания на бесконечности.
В последние годы исследования в этом направлении активно развиваются. Много работ посвящено дифферен-
циальным уравнениям с запаздыванием и постоянными коэффициентами. В неавтономном случае количество
соответствующих статей значительно меньше.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта № 24-21-00367), https://rscf.ru/project/24-21-00367/.
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Эта статья продолжает наши исследования устойчивости решений неавтономных дифференциальных урав-
нений с запаздыванием (например, см. [13]–[19]). Мы исследовали системы с запаздыванием и периодически-
ми коэффициентами в линейных членах. Были установлены условия экспоненциальной устойчивости нулево-
го решения и получены оценки экспоненциального убывания решений на бесконечности с использованием
подходящих функционалов Ляпунова–Красовского. В [20] были изучены некоторые нелинейные системы с
переменными коэффициентами и переменным сосредоточенным запаздыванием. В случае 𝐶(𝑡) ≡ 0 системы
вида (1.1) с переменными сосредоточенным и распределенным запаздываниями исследованы в [21].

В этой статье мы рассмотрим неавтономные системы вида (1.1) с сосредоточенным и распределенным за-
паздываниями в случае 𝐶(𝑡) ̸≡ 0; иными словами, мы имеем дело с системами нейтрального типа. Мы уста-
навливаем оценки для решений, которые позволят нам сделать вывод о том, являются ли решения устойчи-
выми. В случае экспоненциальной устойчивости мы указываем оценки на скорость стабилизации решений
на бесконечности. Во втором параграфе мы устанавливаем оценки для решений систем в линейном случае
(𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ≡ 0), в третьем параграфе — для решений нелинейных систем вида (1.1). Некоторые приме-
ры даны в четвертом параграфе.

2. ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

В этом параграфе мы рассмотрим линейные системы вида (1.1) (𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ≡ 0). Вначале введем неко-
торые обозначения. Определим (2𝑛× 2𝑛)-матрицу

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻1(𝑡) 𝐻2(𝑡)
𝐻*

2 (𝑡) 𝐻3(𝑡)

)︂
такую, что

ℋ(𝑡) ∈ 𝐶1(R+), ℋ(𝑡) = ℋ*(𝑡), 𝑡 > 0, (2.1)⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
,

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂⟩
> ℎ(𝑡)‖𝑢1 −𝐺(𝑡)𝑢2‖2, 𝑢1, 𝑢2 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0, (2.2)

где ℎ(𝑡) ∈ 𝐶([0,∞)), ℎ(𝑡) > ℎ0 > 0, 𝐺(𝑡) — матрица размера (𝑛 × 𝑛) с непрерывными элементами. Определим
матрицу 𝐾(𝑡, 𝑠) размера (𝑛× 𝑛) такую, что

𝐾(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐶1(R+ × [0, τ]), 𝐾(𝑡, 𝑠) = 𝐾*(𝑡, 𝑠), 𝐾(𝑡, 𝑠) > 0, 𝑡 > 0, 𝑠 ∈ [0, τ]. (2.3)

Здесь и далее матричное неравенство 𝑆 > 0 (или 𝑆 < 0) означает, что 𝑆 — положительно (отрицательно) опре-
деленная эрмитова матрица. Для матриц мы используем спектральную норму.

Определим матрицу

𝑄(𝑡, 𝑠) =

⎛⎜⎜⎝
𝑄11(𝑡, 𝑠) 𝑄12(𝑡, 𝑠) 𝑄13(𝑡, 𝑠) 𝑄14(𝑡, 𝑠)
𝑄*

12(𝑡, 𝑠) 𝑄22(𝑡, 𝑠) 𝑄23(𝑡, 𝑠) 𝑄24(𝑡, 𝑠)
𝑄*

13(𝑡, 𝑠) 𝑄*
23(𝑡, 𝑠) 𝑄33(𝑡, 𝑠) 𝑄34(𝑡, 𝑠)

𝑄*
14(𝑡, 𝑠) 𝑄*

24(𝑡, 𝑠) 𝑄*
34(𝑡, 𝑠) 𝑄44(𝑡, 𝑠)

⎞⎟⎟⎠ (2.4)

с элементами

𝑄11(𝑡, 𝑠) = − 𝑑

𝑑𝑡
𝐻1(𝑡)−𝐻1(𝑡)𝐴(𝑡)−𝐴*(𝑡)𝐻1(𝑡)−𝐾(𝑡, 0),

𝑄12(𝑡, 𝑠) = − 𝑑

𝑑𝑡
𝐻2(𝑡)−𝐴*(𝑡)𝐻2(𝑡)−𝐻1(𝑡)𝐵(𝑡),

𝑄13(𝑡, 𝑠) = −𝐻1(𝑡)𝐶(𝑡)−𝐻2(𝑡),

𝑄14(𝑡, 𝑠) = −τ𝐻1(𝑡)𝐷(𝑡, 𝑠),

𝑄22(𝑡, 𝑠) = − 𝑑

𝑑𝑡
𝐻3(𝑡)−𝐻*

2 (𝑡)𝐵(𝑡)−𝐵*(𝑡)𝐻2(𝑡) +𝐾(𝑡, τ),

𝑄23(𝑡, 𝑠) = −𝐻*
2 (𝑡)𝐶(𝑡)−𝐻3(𝑡),

𝑄24(𝑡, 𝑠) = −τ𝐻*
2 (𝑡)𝐷(𝑡, 𝑠),

𝑄33(𝑡, 𝑠) = 0, 𝑄34(𝑡, 𝑠) = 0,

𝑄44(𝑡, 𝑠) = −τ
(︂

𝜕

𝜕𝑡
𝐾(𝑡, 𝑠) +

𝜕

𝜕𝑠
𝐾(𝑡, 𝑠)

)︂
.

(2.5)
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Рассмотрим начальную задачу для системы (1.1)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑦(𝑡− τ) + 𝐶(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ) +

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 > 0,

𝑦(𝑡) = ϕ(𝑡), 𝑡 ∈ [−τ, 0],

𝑦(+0) = ϕ(0),

(2.6)

где ϕ(𝑡) ∈ 𝐶1([−τ, 0]) — заданная вещественнозначная вектор-функция. Ниже мы устанавливаем оценки для
решений задачи (2.6).

Теорема 1. Предположим, что существуют матрицы ℋ(𝑡), 𝐾(𝑡, 𝑠), удовлетворяющие условиям (2.1)–(2.3) и
такие, что ⟨

𝑄(𝑡, 𝑠)

(︃
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4

)︃
,

(︃
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4

)︃⟩
> 𝑝(𝑡)

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
,

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂⟩
+ τ𝑘(𝑡)⟨𝐾(𝑡, 𝑠)𝑢4, 𝑢4⟩, (2.7)

𝑢𝑗 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0, 𝑠 ∈ [0, τ],

где 𝑝(𝑡), 𝑘(𝑡) ∈ 𝐶(R+). Тогда для решения 𝑦(𝑡) задачи (2.6) имеет место оценка

‖𝑦(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑦(𝑡− τ)‖ 6

√︃
𝑉 (0,ϕ)

ℎ(𝑡)
exp

(︂
−1

2

∫︁ 𝑡

0

γ(ξ)𝑑ξ

)︂
, 𝑡 > 0, (2.8)

где

𝑉 (0,ϕ) =

⟨
ℋ(0)

(︂
ϕ(0)
ϕ(−τ)

)︂
,

(︂
ϕ(0)
ϕ(−τ)

)︂⟩
+

0∫︁
−τ

⟨𝐾(0,−𝑠)ϕ(𝑠),ϕ(𝑠)⟩𝑑𝑠, (2.9)

γ(𝑡) = min{𝑝(𝑡), 𝑘(𝑡)}. (2.10)

Доказательство. Пусть 𝑦(𝑡) — решение задачи (2.6). В [18] был введен достаточно широкий класс функцио-
налов Ляпунова–Красовского. Используя матрицы ℋ(𝑡), 𝐾(𝑡, 𝑠), удовлетворяющие условиям теоремы 1, рас-
смотрим на 𝑦(𝑡) следующий функционал Ляпунова–Красовского из этого класса

𝑉 (𝑡, 𝑦) =

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

𝑡∫︁
𝑡−τ

⟨𝐾(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠), 𝑦(𝑠)⟩𝑑𝑠. (2.11)

Дифференцируя этот функционал, имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) =

⟨
𝑑

𝑑𝑡
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

⟨
ℋ(𝑡)

⎛⎜⎝ 𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

⎞⎟⎠ ,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

+

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

⎛⎜⎝ 𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

⎞⎟⎠⟩+

+⟨𝐾(𝑡, 0)𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ − ⟨𝐾(𝑡, τ)𝑦(𝑡− τ), 𝑦(𝑡− τ)⟩+
𝑡∫︁

𝑡−τ

⟨
𝑑

𝑑𝑡
𝐾(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠), 𝑦(𝑠)

⟩
𝑑𝑠.

Обозначим

𝑧(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑦(𝑡− τ) + 𝐶(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ) +

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠.
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Поскольку 𝑦(𝑡) удовлетворяет (2.6), получаем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) =

⟨
𝑑

𝑑𝑡
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

⟨
ℋ(𝑡)

⎛⎝ 𝑧(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

⎞⎠ ,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

+

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

⎛⎝ 𝑧(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

⎞⎠⟩+

+⟨𝐾(𝑡, 0)𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ − ⟨𝐾(𝑡, τ)𝑦(𝑡− τ), 𝑦(𝑡− τ)⟩+
𝑡∫︁

𝑡−τ

⟨
𝑑

𝑑𝑡
𝐾(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠), 𝑦(𝑠)

⟩
𝑑𝑠.

Используя матрицу 𝑄(𝑡, 𝑠), определенную в (2.4) и (2.5), имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) = −1

τ

𝑡∫︁
𝑡−τ

⟨
𝑄(𝑡, 𝑡− 𝑠)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠
⟩
𝑑𝑠.

В силу (2.7) мы приходим к неравенству

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −𝑝(𝑡)

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
− 𝑘(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡−τ

⟨𝐾(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠), 𝑦(𝑠)⟩𝑑𝑠.

Согласно определению функционала Ляпунова–Красовского (2.11), мы имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −γ(𝑡)𝑉 (𝑡, 𝑦),

где функция γ(𝑡) определена в (2.10). Это дифференциальное неравенство дает оценку

𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 𝑉 (0,ϕ) exp

(︂
−
∫︁ 𝑡

0

γ(ξ)𝑑ξ

)︂
,

где 𝑉 (0,ϕ) определено в (2.9). Используя (2.2), имеем

‖𝑦(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑦(𝑡− τ)‖2 6
1

ℎ(𝑡)

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
6

𝑉 (𝑡, 𝑦)

ℎ(𝑡)
6

𝑉 (0,ϕ)

ℎ(𝑡)
exp

(︂
−
∫︁ 𝑡

0

γ(ξ)𝑑ξ

)︂
,

откуда следует (2.8).
Теорема 1 доказана.

Следствие 1. Пусть 𝐺(𝑡) ≡ 0 и выполнены условия теоремы 1.

A. Если ̃︀γ(𝑡) = 𝑡∫︁
0

γ(𝑠)𝑑𝑠 > 0, тогда нулевое решение системы (1.1) устойчиво, при этом решение 𝑦(𝑡) задачи

(2.6) удовлетворяет оценке

‖𝑦(𝑡)‖ 6

√︃
𝑉 (0,ϕ)

ℎ0
, 𝑡 > 0.

B. Если ̃︀γ(𝑡) → ∞ при 𝑡 → ∞, тогда нулевое решение системы (1.1) асимптотически устойчиво, при этом
скорость стабилизации определяется функцией

exp

(︂
−1

2

∫︁ 𝑡

0

γ(ξ)𝑑ξ

)︂
.
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C. Если ̃︀γ(𝑡) > γ1𝑡+ γ2 с γ1 > 0, тогда нулевое решение системы (1.1) экспоненциально устойчиво, при этом
решение 𝑦(𝑡) задачи (2.6) удовлетворяет оценке

‖𝑦(𝑡)‖ 6

√︃
𝑉 (0,ϕ)

ℎ0
exp

(︂
−γ1𝑡

2
− γ2

2

)︂
, 𝑡 > 0.

Рассмотрим следующее функционально-разностное уравнение

𝑥(𝑡) = 𝐺(𝑡)𝑥(𝑡− τ), 𝑡 > 0, (2.12)

где τ > 0 — параметр запаздывания, 𝐺(𝑡) — матрица размера (𝑛 × 𝑛) с непрерывными элементами. Системы
вида (2.12) в литературе часто называют непрерывными по времени разностными системами с запаздыванием
(см., например, [22]–[24]). Предположим, что нулевое решение системы (2.12) экспоненциально устойчиво;
т.е. справедлива следующая оценка

‖𝑥(𝑡)‖ 6 𝑎1𝑒
−𝑎2𝑡 max

𝑠∈[−τ,0]
‖𝑥0(𝑠)‖, 𝑡 > 0, (2.13)

где 𝑎1, 𝑎2 > 0, 𝑥0(𝑡) ∈ 𝐶([−τ, 0]) — заданная начальная вектор-функция, причем 𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡) при 𝑡 ∈ [−τ, 0].
Тогда имеет место следующий результат.

Теорема 2. Пусть 𝐺(𝑡) ̸≡ 0, выполнены условия теоремы 1 и нулевое решение системы (2.12) экспоненциально
устойчиво. Если

𝑡∫︁
0

γ(𝑠)𝑑𝑠 > γ1𝑡+ γ2, γ1 > 0, (2.14)

тогда нулевое решение системы (1.1) экспоненциально устойчиво.

Доказательство. В силу (2.8) для решения 𝑦(𝑡) задачи (2.6) справедливо неравенство

‖𝑦(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑦(𝑡− τ)‖ 6

√︃
𝑉 (0,ϕ)

ℎ0
exp

(︂
−γ1𝑡

2
− γ2

2

)︂
, 𝑡 > 0.

Согласно определению √︀
𝑉 (0,ϕ) 6

√︂
2‖ℋ(0)‖+ τ max

𝑠∈[0,τ]
‖𝐾(0, 𝑠)‖ max

𝑠∈[−τ,0]
‖ϕ(𝑠)‖.

Следовательно, чтобы получить оценку для ‖𝑦(𝑡)‖, достаточно получить соответствующую оценку для решения
следующей начальной задачи

𝑦(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑦(𝑡− τ) = 𝐹 (𝑡), 𝑡 > 0,
𝑦(𝑡) = ϕ(𝑡), 𝑡 ∈ [−τ, 0], (2.15)

где вектор-функция 𝐹 (𝑡) ∈ 𝐶(R+) удовлетворяет неравенству

‖𝐹 (𝑡)‖ 6

√︂
2‖ℋ(0)‖+ τ max

𝑠∈[0,τ]
‖𝐾(0, 𝑠)‖

√
ℎ0

exp

(︂
−γ1𝑡

2
− γ2

2

)︂
max

𝑠∈[−τ,0]
‖ϕ(𝑠)‖.

Рассмотрим начальную задачу для неоднородного функционально-разностного уравнения

𝑧(𝑡) = 𝐺(𝑡)𝑧(𝑡− τ) + 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0,

𝑧(𝑡) = ψ(𝑡), 𝑡 ∈ [−τ, 0],
(2.16)

где ψ(𝑡) ∈ 𝐶([−τ, 0]) — заданная вектор-функция, 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(R+) удовлетворяет оценке

‖𝑓(𝑡)‖ 6 𝑏1𝑒
−𝑏2𝑡, 𝑡 > 0, (2.17)
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𝑏1, 𝑏2 > 0. Пусть 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)τ, 𝑘τ], 𝑘 = 1, 2, . . . . Очевидно, решение задачи (2.16) имеет вид

𝑧(𝑡) = 𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑘 − 1)τ)ψ(𝑡− 𝑘τ) +

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑗 − 1)τ)𝑓(𝑡− 𝑗τ). (2.18)

Нетрудно получить следующую оценку:

‖𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑗 − 1)τ)‖ 6 𝑎1𝑒
−𝑎2τ(𝑗−1), 𝑗 = 1, 2, . . . . (2.19)

Действительно, решение уравнения (2.12) может быть записано в виде

𝑥(𝑡) = 𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑗 − 1)τ)𝑥0(𝑡− 𝑗τ)

при 𝑡 ∈ [(𝑗 − 1)τ, 𝑗τ], 𝑗 = 1, 2, . . . . В силу (2.13) мы имеем неравенство

‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑗 − 1)τ)𝑥0(𝑡− 𝑗τ)‖ 6 𝑎1𝑒
−𝑎2𝑡 max

𝑠∈[−τ,0]
‖𝑥0(𝑠)‖ 6 𝑎1𝑒

−𝑎2τ(𝑗−1) max
𝑠∈[−τ,0]

‖𝑥0(𝑠)‖,

которое дает нам (2.19). Из (2.18) мы имеем

‖𝑧(𝑡)‖ 6 ‖𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑘 − 1)τ)ψ(𝑡− 𝑘τ)‖+
𝑘−1∑︁
𝑗=0

‖𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑗 − 1)τ)𝑓(𝑡− 𝑗τ)‖ 6

6 𝑎1𝑒
−𝑎2𝑡 max

𝑠∈[−τ,0]
‖ψ(𝑠)‖+ 𝑎1

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑒−𝑎2τ(𝑗−1)‖𝑓(𝑡− 𝑗τ)‖

при 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)τ, 𝑘τ], 𝑘 = 1, 2, . . . . Используя (2.17), получаем

‖𝑧(𝑡)‖ 6 𝑎1𝑒
−𝑎2𝑡 max

𝑠∈[−τ,0]
‖ψ(𝑠)‖+ 𝑎1𝑏1𝑒

𝑎2τ

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑒−𝑎2τ𝑗𝑒−𝑏2(𝑡−𝑗τ) (2.20)

при 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)τ, 𝑘τ], 𝑘 = 1, 2, . . . .
Для дальнейших рассуждений нам понадобится вспомогательная лемма.

Лемма. Пусть

𝑆 =

𝑘−1∑︁
𝑗=0

β
𝑗𝑒−𝑏(𝑡−𝑗τ), 0 < β < 1, 𝑏 > 0.

Тогда при 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)τ, 𝑘τ], 𝑘 = 1, 2, . . . , имеет место оценка

𝑆 6

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(︀
1− β𝑒𝑏τ

)︀−1
𝑒−𝑏𝑡 при β𝑒𝑏τ < 1;(︀

𝑡
τ
+ 1
)︀
𝑒−𝑏𝑡 при β𝑒𝑏τ = 1;(︀

β𝑒𝑏τ − 1
)︀−1

𝑒𝑏(1−𝑟)τ𝑒−𝑟𝑏𝑡 при β𝑒𝑏τ > 1, 0 < 𝑟 < − 1
𝑏τ ln β < 1.

Доказательство. Рассмотрим первый случай β𝑒𝑏τ < 1. Тогда

𝑆 = 𝑒−𝑏𝑡
𝑘−1∑︁
𝑗=0

(︀
β𝑒𝑏τ

)︀𝑗
6 𝑒−𝑏𝑡

∞∑︁
𝑗=0

(︀
β𝑒𝑏τ

)︀𝑗
= 𝑒−𝑏𝑡

(︀
1− β𝑒𝑏τ

)︀−1
.

Рассмотрим второй случай β𝑒𝑏τ = 1. Очевидно,

𝑆 = 𝑒−𝑏𝑡
𝑘−1∑︁
𝑗=0

(1)𝑗 = 𝑘𝑒−𝑏𝑡 6

(︂
𝑡

τ
+ 1

)︂
𝑒−𝑏𝑡.
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Рассмотрим третий случай β𝑒𝑏τ > 1. Очевидно,

𝑆 = 𝑒−𝑏𝑡
𝑘−1∑︁
𝑗=0

(︀
β𝑒𝑏τ

)︀𝑗
=
(︀
β𝑒𝑏τ − 1

)︀−1
𝑒−𝑏𝑡

(︀
β
𝑘𝑒𝑘𝑏τ − 1

)︀
6
(︀
β𝑒𝑏τ − 1

)︀−1
𝑒−𝑏𝑡

(︀
β𝑒𝑏τ

)︀𝑘
.

Поскольку β < 1, то существует 𝑟 > 0 такое, что β𝑒𝑟𝑏τ < 1. Следовательно,

𝑆 6
(︀
β𝑒𝑏τ − 1

)︀−1
𝑒−𝑏𝑡𝑒𝑏(1−𝑟)𝑘τ.

Тогда при 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)τ, 𝑘τ], 𝑘 = 1, 2, . . . , имеем

𝑆 6
(︀
β𝑒𝑏τ − 1

)︀−1
𝑒−𝑏𝑡𝑒𝑏(1−𝑟)(𝑘−1)τ𝑒𝑏(1−𝑟)τ 6

(︀
β𝑒𝑏τ − 1

)︀−1
𝑒𝑏(1−𝑟)τ𝑒−𝑟𝑏𝑡.

Отметим, что 𝑟 может быть выбрано из неравенства

0 < 𝑟 < − 1

𝑏τ
ln β.

Лемма доказана.

Пусть β = 𝑒−𝑎2τ, 𝑏 = 𝑏2. Используя эту лемму, в силу (2.20) решение 𝑧(𝑡) задачи (2.16) экспоненциально
стремится к нулю. Следовательно, решение 𝑦(𝑡) задачи (2.15) также экспоненциально стремится к нулю. То-
гда нулевое решение системы (1.1) экспоненциально устойчиво, причем мы имеем оценки, характеризующие
скорость убывания на бесконечности. Чтобы выписать эти оценки, достаточно воспользоваться неравенством
(2.20) и леммой, доказанной выше, при

β = 𝑒−𝑎2τ, 𝑏 = 𝑏2 =
γ1

2
, 𝑏1 =

√︂
2‖ℋ(0)‖+ τ max

𝑠∈[0,τ]
‖𝐾(0, 𝑠)‖

√
ℎ0

𝑒−γ2/2 max
𝑠∈[−τ,0]

‖ϕ(𝑠)‖.

Теорема доказана.

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 2. Если γ1 − 2𝑎2 < 0, тогда для решения задачи (2.6) имеет
место оценка

‖𝑦(𝑡)‖ 6

(︂
𝑎1𝑒

−𝑎2𝑡 + 𝑑
(︁
1− 𝑒(γ1/2−𝑎2)τ

)︁−1

𝑒−γ1𝑡/2
)︂

max
𝑠∈[−τ,0]

‖ϕ(𝑠)‖,

где

𝑑 = 𝑎1𝑒
𝑎2τ−γ2/2

√︂
2‖ℋ(0)‖+ τ max

𝑠∈[0,τ]
‖𝐾(0, 𝑠)‖

√
ℎ0

.

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Если γ1 − 2𝑎2 = 0, тогда для решения задачи (2.6) имеет
место оценка

‖𝑦(𝑡)‖ 6

(︂
𝑎1𝑒

−𝑎2𝑡 + 𝑑

(︂
𝑡

τ
+ 1

)︂
𝑒−γ1𝑡/2

)︂
max

𝑠∈[−τ,0]
‖ϕ(𝑠)‖.

Следствие 4. Пусть выполнены условия теоремы 2. Если γ1 − 2𝑎2 > 0, тогда для решения задачи (2.6) имеет
место оценка

‖𝑦(𝑡)‖ 6

(︂
𝑎1𝑒

−𝑎2𝑡 + 𝑑
(︁
𝑒(γ1/2−𝑎2)τ − 1

)︁−1

𝑒γ1(1−𝑟)τ/2𝑒−𝑟γ1𝑡/2

)︂
max

𝑠∈[−τ,0]
‖ϕ(𝑠)‖,

где 0 < 𝑟 < 2𝑎2

γ1
.
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3. ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

В этом разделе мы исследуем нелинейные системы вида (1.1) при условии, что вектор-функция
𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), определяющая нелинейные слагаемые, удовлетворяет условию (1.2). Рассмотрим начальную за-
дачу

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑦(𝑡− τ) + 𝐶(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)+

+

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠+ 𝐹

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

)︂
, 𝑡 > 0,

𝑦(𝑡) = ϕ(𝑡), 𝑡 ∈ [−τ, 0],

𝑦(+0) = ϕ(0),

(3.1)

где ϕ(𝑡) ∈ 𝐶1([−τ, 0]) — заданная вещественнозначная вектор-функция. Ниже мы устанавливаем оценки для
решений задачи (3.1).

Пусть α(𝑡) > 0 — произвольная непрерывная функция. Введем функции

α1(𝑡) = 2𝑞1‖𝐻1(𝑡)‖+
(𝑞1‖𝐻2(𝑡)‖+ 𝑞2‖𝐻1(𝑡)‖)2

α(𝑡)
, α2(𝑡) = α(𝑡) + 2𝑞2‖𝐻2(𝑡)‖ (3.2)

и матрицу

𝑄α(𝑡, 𝑠) = 𝑄(𝑡, 𝑠)−

⎛⎜⎜⎝
α1(𝑡)𝐼 0 0 0

0 α2(𝑡)𝐼 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , (3.3)

где матрица 𝑄(𝑡, 𝑠) определена в (2.4) и (2.5), 𝐼 — единичная матрица.

Теорема 3. Предположим, что существуют матрицы ℋ(𝑡), 𝐾(𝑡, 𝑠), удовлетворяющие условиям (2.1)–(2.3) и
такие, что ⟨

𝑄α(𝑡, 𝑠)

(︃
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4

)︃
,

(︃
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4

)︃⟩
> 𝑝α(𝑡)

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
,

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂⟩
+ τ𝑘α(𝑡)⟨𝐾(𝑡, 𝑠)𝑢4, 𝑢4⟩, (3.4)

𝑢𝑗 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0, 𝑠 ∈ [0, τ],

где 𝑝α(𝑡), 𝑘α(𝑡) ∈ 𝐶(R+). Тогда для решения 𝑦(𝑡) задачи (3.1) имеет место оценка

‖𝑦(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑦(𝑡− τ)‖ 6

√︃
𝑉 (0,ϕ)

ℎ(𝑡)
exp

(︂
−1

2

∫︁ 𝑡

0

γα(ξ)𝑑ξ

)︂
, 𝑡 > 0, (3.5)

где 𝑉 (0,ϕ) определено в (2.9), γα(𝑡) = min{𝑝α(𝑡), 𝑘α(𝑡)}.

Доказательство. Пусть 𝑦(𝑡) — решение задачи (3.1). Рассмотрим на 𝑦(𝑡) функционал Ляпунова–Красовского
(2.11). Дифференцируя этот функционал и повторяя рассуждения как при доказательстве теоремы 1, имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) = −1

τ

𝑡∫︁
𝑡−τ

⟨
𝑄(𝑡, 𝑡− 𝑠)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠
⟩
𝑑𝑠+𝑊 (𝑡), (3.6)

где матрица 𝑄(𝑡, 𝑠) определена в (2.4) и (2.5),

𝑊 (𝑡) =

⟨
ℋ(𝑡)

⎛⎝ 𝐹

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

)︂
0

⎞⎠ ,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

+

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

⎛⎝ 𝐹

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

)︂
0

⎞⎠⟩ .
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В силу определения матрицы ℋ(𝑡) имеем

𝑊 (𝑡) 6 2(‖𝐻1(𝑡)‖ ‖𝑦(𝑡)‖+ ‖𝐻2(𝑡)‖ ‖𝑦(𝑡− τ)‖)
⃦⃦⃦⃦
𝐹

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

)︂⃦⃦⃦⃦
.

Учитывая условие (1.2) получаем

𝑊 (𝑡) 6 β1(𝑡)‖𝑦(𝑡)‖2 + β2(𝑡)‖𝑦(𝑡)‖ ‖𝑦(𝑡− τ)‖+ β3(𝑡)‖𝑦(𝑡− τ)‖2, (3.7)

где
β1(𝑡) = 2𝑞1‖𝐻1(𝑡)‖, β2(𝑡) = 2(𝑞1‖𝐻2(𝑡)‖+ 𝑞2‖𝐻1(𝑡)‖), β3(𝑡) = 2𝑞2‖𝐻2(𝑡)‖.

Очевидно, что для любого α > 0 справедливо неравенство

𝑏1𝑢
2
1 + 𝑏2𝑢1𝑢2 6

(︂
𝑏1 +

𝑏22
4α

)︂
𝑢2
1 + α𝑢2

2.

Тогда правую часть неравенства (3.7) можно оценить следующим образом:

𝑊 (𝑡) 6 α1(𝑡)‖𝑦(𝑡)‖2 + α2(𝑡)‖𝑦(𝑡− τ)‖2,

где функции α𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, определены в (3.2), при этом α(𝑡) > 0 — произвольная непрерывная функция,
которой можно управлять. С учетом этой оценки из (3.6) получаем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −1

τ

𝑡∫︁
𝑡−τ

⟨
𝑄α(𝑡, 𝑡− 𝑠)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠
⟩
𝑑𝑠,

где матрица𝑄α(𝑡, 𝑠) определена в (3.3). Тогда, используя условие (3.4) и повторяя рассуждения из доказательства
теоремы 1, мы получаем оценку (3.5).

Теорема доказана.

Справедлив аналог теоремы 2.

Теорема 4. Пусть 𝐺(𝑡) ̸≡ 0, выполнены условия теоремы 3 и нулевое решение системы (2.12) экспоненциально
устойчиво. Если выполнено условие (2.14), тогда нулевое решение нелинейной системы (1.1) экспоненциально устой-
чиво.

По аналогии с предыдущим параграфом можно сформулировать следствия и указать оценки экспоненци-
ального убывания решений нелинейной системы (1.1).

4. ПРИМЕРЫ

Рассмотрим несколько примеров систем с запаздыванием вида (1.1).

Пример 1. Пусть 𝐶(𝑡) ≡ 0. Если 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡) есть 𝑇 -периодические матрицы, 𝐷(𝑡, 𝑠) ≡ 0, линейные и нелиней-
ные системы с запаздыванием и периодическими линейными членами исследовались в [13]. Мы использовали
функционал Ляпунова–Красовского вида (2.11), где

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻(𝑡) 0
0 0

)︂
, 𝐾(𝑡, 𝑠) = 𝐾(𝑠),

причем 𝐻(𝑡) = 𝐻*(𝑡) > 0 есть 𝑇 -периодическая матрица, 𝐾(𝑠) = 𝐾*(𝑠) > 0, 𝑠 ∈ [0, τ]. Оценки экспонен-
циального убывания решений на бесконечности и оценки для областей притяжения были получены в явном
виде.

Системы вида (1.1) с переменными коэффициентами и двумя видами запаздываний (сосредоточенное и
распределенное) при 𝐶(𝑡) ≡ 0 изучались в [21]. В этом случае достаточно взять

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻(𝑡) 0
0 0

)︂
, 𝐻(𝑡) ∈ 𝐶1(R+), 𝐻(𝑡) = 𝐻*(𝑡) > 0, 𝑡 > 0.
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Очевидно, неравенство (2.2) выполнено при 𝐺(𝑡) ≡ 0, где ℎ(𝑡) — минимальное собственное значение матри-
цы 𝐻(𝑡). Следовательно, используя теорему 1 (или теорему 3) и следствие 1, мы имеем оценки для решений
задачи (2.6) (или задачи (3.1)) на всей полуоси {𝑡 > 0}, на основании которых можно сделать выводы об устой-
чивости решений (в частности, экспоненциальной или асимптотической устойчивости) и указать оценки на
скорость стабилизации. Следует отметить, что в [21] мы также исследовали нелинейные системы вида

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑦(𝑡− τ) +

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠+ 𝐹

⎛⎝𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠

⎞⎠ , 𝑡 > 0,

где 𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) — непрерывная вещественнозначная вектор-функция, удовлетворяющая условию Липшица
по 𝑢1, 𝑢3 и неравенству

‖𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)‖ 6 𝑞‖𝑢1‖1+ω, 𝑡 > 0, 𝑢𝑗 ∈ R𝑛, 𝑞, ω > 0.

Отметим, что функционалы вида (2.11) могут быть использованы для исследования моделей, описываемых
системами дифференциальных уравнений с запаздыванием (см., например, [25], [26]).

Пример 2. Пусть 𝐶(𝑡) — ненулевая постоянная матрица; т. е. 𝐶(𝑡) ≡ 𝐶. Если 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡) суть 𝑇 -периодические
матрицы, 𝐷(𝑡, 𝑠) ≡ 0, то линейные и нелинейные системы нейтрального типа с периодическими линейными
членами были изучены в [14, 17]. Мы использовали функционал Ляпунова – Красовского вида (2.11) с

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻(𝑡) −𝐻(𝑡)𝐶

−𝐶*𝐻(𝑡) 𝐶*𝐻(𝑡)𝐶

)︂
, 𝐾(𝑡, 𝑠) = 𝐾(𝑠),

где 𝐻(𝑡) = 𝐻*(𝑡) > 0 есть 𝑇 -периодическая матрица, 𝐾(𝑠) = 𝐾*(𝑠) > 0, 𝑠 ∈ [0, τ]. Оценки экспоненциаль-
ного убывания решений на бесконечности и оценки для областей притяжения были получены в явном виде.
Очевидно, ⟨

ℋ(𝑡)

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
,

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂⟩
= ⟨𝐻(𝑡)(𝑢1 − 𝐶𝑢2), (𝑢1 − 𝐶𝑢2)⟩

и (2.2) выполнено при 𝐺(𝑡) ≡ 𝐶, где ℎ(𝑡) > 0 — минимальное собственное значение матрицы 𝐻(𝑡). Чтобы
использовать теоремы 2, 4 и соответствующие следствия, нам нужно определить 𝑎1, 𝑎2 в (2.13). Из результатов
в [27], [28] вытекают следующие теоремы.

Теорема 5. Нулевое решение системы (2.12) при 𝐺(𝑡) ≡ 𝐶 экспоненциально устойчиво тогда и только тогда,
когда существует эрмитово решение 𝐿 > 0 дискретного уравнения Ляпунова

𝐿− 𝐶*𝐿𝐶 = 𝐼. (4.1)

Теорема 6. Пусть 𝐿 = 𝐿* > 0 — решение уравнения (4.1). Для решений системы (2.12) при 𝐺(𝑡) ≡ 𝐶 имеет
место следующая оценка:

‖𝑥(𝑡)‖ 6
√︀
µ(𝐿) exp

⎛⎝ ln
(︁
1− 1

‖𝐿‖

)︁
2τ

𝑡

⎞⎠ max
𝑠∈[−τ,0]

‖𝑥0(𝑠)‖,

где µ(𝐿) = 𝑙−1
min‖𝐿‖, 𝑙min > 1 — минимальное собственное число матрицы 𝐿.

Следовательно, мы можем взять 𝑎1 =
√︀
µ(𝐿), 𝑎2 = −

ln(1− 1
‖𝐿‖ )

2τ . В [14, 17] мы использовали значения, зави-
сящие от ‖𝐶𝑚‖, где 𝑚 > 0 — минимальное целое число, при котором ‖𝐶𝑚‖ < 1. Теорема 5 гарантирует, что
спектр матрицы 𝐶 принадлежит единичному кругу {λ ∈ C : |λ| < 1}. Поэтому такое 𝑚 существует. Отметим,

что (2.14) выполнено, если γ1 =
𝑇∫︀
0

γ(𝑠)𝑑𝑠 > 0. Действительно, в этом случае

𝑡∫︁
0

γ(𝑠)𝑑𝑠 > γ1𝑡+ ( min
𝑠∈[0,𝑇 ]

γ(𝑠)− γ1)𝑇.

Поэтому мы можем взять γ2 = ( min
𝑠∈[0,𝑇 ]

γ(𝑠)− γ1)𝑇 .
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Пример 3. Пусть 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡) суть 𝑇 -периодические матрицы и 𝐷(𝑡, 𝑠) есть 𝑇 -периодическая матрица
по 𝑡. Рассмотрим функционал Ляпунова–Красовского вида (2.11) с

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻(𝑡) −𝐻(𝑡)𝐶(𝑡)

−𝐶*(𝑡)𝐻(𝑡) 𝐶*(𝑡)𝐻(𝑡)𝐶(𝑡)

)︂
,

где 𝐻(𝑡) = 𝐻*(𝑡) > 0. Очевидно,⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
,

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂⟩
= ⟨𝐻(𝑡)(𝑢1 − 𝐶(𝑡)𝑢2), (𝑢1 − 𝐶(𝑡)𝑢2)⟩

и (2.2) выполнено при 𝐺(𝑡) = 𝐶(𝑡), где ℎ(𝑡) > 0 — минимальное собственное значение матрицы 𝐻(𝑡). Чтобы
использовать теоремы 2, 4 и соответствующие следствия, нужно определить 𝑎1, 𝑎2 в (2.13). Из результатов в
[29]–[31] вытекают следующие теоремы.

Теорема 7. Нулевое решение системы (2.12) при 𝐺(𝑡) ≡ 𝐶(𝑡) экспоненциально устойчиво тогда и только тогда,
когда существует эрмитово 𝑇 -периодическое непрерывное решение 𝐿(𝑡) > 0 функционально-разностного уравнения
Ляпунова

𝐿(𝑡− τ)− 𝐶*(𝑡)𝐿(𝑡)𝐶(𝑡) = 𝐼, 𝑡 > 0. (4.2)

Теорема 8. Пусть 𝐿(𝑡) = 𝐿*(𝑡) > 0 есть 𝑇 -периодическое непрерывное решение уравнения (4.2). Для решений
системы (2.12) с 𝐺(𝑡) ≡ 𝐶(𝑡) справедлива следующая оценка:

‖𝑥(𝑡)‖ 6
√︀
µ(𝐿) exp

⎛⎝ ln
(︁
1− 1

𝐿max

)︁
2τ

𝑡

⎞⎠ max
𝑠∈[−τ,0]

‖𝑥0(𝑠)‖,

где µ(𝐿) = 𝑙min𝐿max, 𝑙min =

(︂
min

𝑠∈[0,𝑇 ]
𝑙min(𝑠)

)︂−1

, 𝐿max = max
𝑠∈[0,𝑇 ]

‖𝐿(𝑠)‖, 𝑙min(𝑡) > 1 — минимальное собственное

значение матрицы 𝐿(𝑡).

Следовательно, мы можем взять 𝑎1 =
√︀
µ(𝐿), 𝑎2 = − ln(1− 1

𝐿max
)

2τ .

Замечание 1. Если 𝐴(𝑡), 𝐶(𝑡) суть 𝑇 -периодические матрицы, 𝐵(𝑡) = 𝑑
𝑑𝑡𝐶(𝑡), и 𝐷(𝑡, 𝑠) есть 𝑇 -периодическая

матрица по 𝑡, то системы вида (1.1) изучались в [31], при этом использовался функционал Ляпунова–
Красовского вида (2.11) при

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻(𝑡) −𝐻(𝑡)𝐶(𝑡)

−𝐶*(𝑡)𝐻(𝑡) 𝐶*(𝑡)𝐻(𝑡)𝐶(𝑡)

)︂
, 𝐾(𝑡, 𝑠) = (τ− 𝑠)𝑃 (𝑠) +𝑀(𝑠, 𝑡− 𝑠).

Замечание 2. Если 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡) суть 𝑇 -периодические матрицы и 𝐷(𝑡, 𝑠) ≡ 0, то линейные и нелиней-
ные системы нейтрального типа с периодическими линейными членами изучались в [15, 16, 18, 19]. Используя
специальные функционалы Ляпунова–Красовского, в явном виде были получены оценки экспоненциального
убывания решений на бесконечности и оценки для областей притяжения.

Пример 4. Рассмотрим системы вида (1.1), где 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡), 𝐷(𝑡, 𝑠) — матрицы с непрерывными веще-
ственнозначными элементами. Пусть выполнены условия теоремы 1 (или теоремы 3). Чтобы использовать тео-
рему 2 (или теорему 4) и соответствующие следствия, нужно определить 𝑎1, 𝑎2 в (2.13). Имеют место следующие
утверждения, доказательство которых проводится по классической схеме.

Теорема 9. Нулевое решение системы (2.12) экспоненциально устойчиво тогда и только тогда, когда существует
эрмитово непрерывное ограниченное решение 𝐿(𝑡) > 0 функционально-разностного уравнения Ляпунова

𝐿(𝑡− τ)−𝐺*(𝑡)𝐿(𝑡)𝐺(𝑡) = 𝐼, 𝑡 > 0. (4.3)
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Теорема 10. Пусть 𝐿(𝑡) = 𝐿*(𝑡) > 0 — непрерывное решение уравнения (4.3), причем sup
𝑡>0

‖𝐿(𝑡)‖ < ∞. Для

решений системы (2.12) справедлива следующая оценка:

‖𝑥(𝑡)‖ 6
√︀
µ(𝐿) exp

⎛⎝ ln
(︁
1− 1

𝐿sup

)︁
2τ

𝑡

⎞⎠ max
𝑠∈[−τ,0]

‖𝑥0(𝑠)‖,

где µ(𝐿) = 𝑙min𝐿sup, 𝑙min =

(︂
min
𝑠>0

𝑙min(𝑠)

)︂−1

, 𝐿sup = sup
𝑠>0

‖𝐿(𝑠)‖, 𝑙min(𝑡) > 1 — минимальное собственное значение

матрицы 𝐿(𝑡).

Следовательно, мы можем взять 𝑎1 =
√︀
µ(𝐿), 𝑎2 = −

ln
(︁
1− 1

𝐿sup

)︁
2τ .

Автор выражает благодарность Г.В. Демиденко за полезные дискуссии.
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Abstract. A class of systems of nonautonomous differential equations of neutral type with concentrated and
distributed delays is considered. By using a Lyapunov–Krasovskii functional, estimates are established imply
whether the solutions are stable. In the case of exponential stability, estimates for the stabilization rate of
the solutions at infinity are given.

Keywords: systems of neutral type, variable coefficients, estimates of solutions, stability, Lyapunov–
Krasovskii functional.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024


