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ВВЕДЕНИЕ

Уравнение колебаний спутника на эллиптической орбите, известное в литературе как уравнение В. В. Бе-
лецкого (см. [1,2]), можно отнести к уравнениям маятникового типа с периодическим возбуждением. В случа-
ях когда орбита спутника отлична от круговой, уравнения движения оказываются неинтегрируемыми, и ока-
зывается актуальной задача выявления устойчивых периодических решений, особенно для больших значений
эксцентриситета. Как было подмечено (см. [3–5]), существенную роль при отыскании таких решений играет
“стробоскопический метод”, по существу совпадающий с методом отображения Пуанкаре за период.

Сочетание этого метода с обсуждавшимся авторами ранее подходом, опирающимся на визуальное выявле-
ние областей, и дальнейшим итерационным численно-аналитическим, данный метод предоставляет опреде-
ленные возможности для отыскания периодических решений. В настоящей работе этот подход применяется
для выявления периодических движений спутника при значениях эксцентриситета, существенно отличных от
нуля. Необходимые условия устойчивости выявленных движений проверяются с помощью теории Ляпунова–
Флоке.

Работа посвящена 60-летию публикаций [3–5].

1. СИСТЕМЫ МАЯТНИКОВОГО ТИПА

Рассмотрим систему вида
𝑞 = 𝑣, 𝑣̇ = 𝑓(𝑣, 𝑞, 𝑡), (1.1)

где 𝑓 : 𝑆1(𝑞) ×𝑅1(𝑣) ×𝑅1(𝑡) → 𝑅 — функция, гладкая по 𝑞 и 𝑣, периодическая по 𝑞 и 𝑡 с периодом 2π. В общем
случае функция 𝑓 также зависит от параметров. Системы вида (1.1) называют системами маятникового типа.

Для таких уравнений, как правило численно, строится отображение Пуанкаре за период, т.е. отображения
плоскости 𝑡 = 0 на себя за период 𝑇 вдоль потока в расширенном фазовом пространстве (𝑞, 𝑣, 𝑡). Наблюдения
за следами траекторий системы на этой плоскости для типичных систем вида (1.1), не близких к интегрируе-
мым, в общем случае позволяет выявить области визуально “регулярного” поведения, окруженные областями
“нерегулярного” поведения1.

1Речь идет об “островах” и целых “архипелагах” в “море хаоса” в терминологии, предложенной В.В. Белецким [9].
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С точки зрения выявления устойчивых периодических движений перспективными выглядят области фа-
зового пространства, близкие на сечениях Пуанкаре к “островам регулярности”, являющихся, вообще говоря,
следами не до конца разрушенных или деформированных инвариантных торов. Для отыскания самих периоди-
ческих решений предлагается воспользоваться подходом, предложенным авторами в [6]. Этот способ состоит в
следующем. Прежде всего фиксируются параметры задачи. Потом численно строится отображение Пуанкаре
за период и визуально (“эмпирически”) выделяется “кандидат” на звание “острова регулярности” или, иначе
говоря, “следа разрушенного или деформированного тора”. Выбирается начальное значение, принадлежащее
этому следу, по нему строится некоторая часть траектории, представленная в силу использования конечно-
разностного численного моделирования массивом точек, принадлежащих плоскости (𝑞, 𝑣). Эти точки, распо-
ложенные вблизи “острова регулярности”, с помощью метода наименьших квадратов приближаются кривой
второго порядка. Как правило, такая кривая оказывается эллипсом. Далее, аналитически вычисляется центр
этой кривой, после чего итерация повторяется: в качестве приближенного решения на этом шаге итераций
выбирается решение с начальными условиями, отвечающими центру кривой второго порядка, найденному на
предыдущем шаге. Как показали рассмотренные ранее примеры [6,7], такая сходимость оказывается достаточ-
но быстрой, при том, что в рассмотренных примерах правые части уравнений вида (1.1) оказываются разрыв-
ными функциями времени и претерпевают разрывы первого рода.

Естественно ожидать, что найденное таким образом периодическое решение будет устойчиво, по крайней
мере в первом приближении. Для проверки этого утверждения выполняется следующее. Найденное периодиче-
ское решение, представленное, вообще говоря, конечным набором точек, приближается тригонометрическим
полиномом высокого порядка. Далее, осуществляется линеаризация уравнений движения в окрестности най-
денного решения. Затем численно определяется матрица монодромии. Наконец, на основе анализа ее следа с
помощью теории Ляпунова–Флоке (см., например, [8]) делается вывод об устойчивости в первом приближении
(или неустойчивости) изучаемого периодического решения.

2. ПЛОСКИЕ КОЛЕБАНИЯ И ВРАЩЕНИЯ СПУТНИКА НА ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ОРБИТЕ

Применим описанный подход к задаче о плоских колебаниях спутника на эллиптической орбите. Как из-
вестно, в рамках такой постановки движения описываются уравнением Белецкого, представимом в виде [1]
(см. также [2])

(1 + 𝑒 cos ν) δ̈+ 𝑛2 sin δ = 2𝑒δ̇ sin ν+ 4𝑒 sin ν, 0 6 𝑛2 = 3
𝐴− 𝐶

𝐵
6 3. (2.1)

Здесь ν — истинная аномалия центра масс спутника, используемая в качестве независимой переменной, δ —
угол, характеризующий поворот спутника относительно орбитальной системы отсчета, 𝐴, 𝐵 и 𝐶 — главные
центральные моменты инерции спутника, причем момент инерции 𝐵 отвечает оси, перпендикулярной к плос-
кости орбиты, 0 6 𝑒 < 1 — эксцентриситет орбиты центра масс.

То же уравнение в нормальной форме Коши имеет вид системы второго порядка

δ̇ = 𝑣, 𝑣̇ =
1

1 + 𝑒 cos ν

(︀
2𝑒𝑣 sin ν− 𝑛2 sin δ+ 4𝑒 sin ν

)︀
, (2.2)

которое и составит предмет дальнейшего обсуждения2.

2.1. Периодические решения при существенно отличных от нуля значениях эксцентриситета

Как известно (см. [10]), при достаточно малых значениях эксцентриситета 𝑒 ̸= 0 сепаратрисы расщепля-
ются, и в их окрестности образуется тонкий хаотический слой. Также разрушаются резонансные торы и слегка
деформируются нерезонансные торы, что обеспечивает, благодаря теореме Мозера о повороте кольца, суще-
ствование большого числа периодических движений.

Применим предлагаемую технику к случаю, когда 𝑒 = 0.16, 𝑛2 = 2. Общая картина представлена на фиг. 1а.
Из нее с целью дальнейшего исследования на плоскости [δ, 𝑣] были выделены области 𝐴: [−π/8,π/8] × [0, 1.4]
(фиг. 1б) и 𝐵: [−3π/4, 3π/4] × [1.5, 4] (фиг. 1в).

Область 𝐴. Прежде всего обратим внимание на область 𝐴. Черному острову предположительно отвеча-
ет периодическое решение 𝐴𝐼 — колебания периода 2π. Применение к нему изложенного метода за 16 ите-
раций позволяет с точностью 10−11 выявить это периодическое решение: оно отвечает начальным условиям
δ(0) = 0.0000002735, 𝑣(0) = 0.6094296495. Это движение изображено на фиг. 2. Вычисления для этого решения
матрицы монодромии показывают, что на этом решение ее след составляет −0.787747701, и поэтому выполне-
ны необходимые условия устойчивости.

2Предъявленное в [10] гамильтоново представление уравнений движения в работе не используется.
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Фиг. 1. Сечение Пуанкаре при e = 0.16, n2 = 2: а — общий вид; б, в — выделенные области A
и B.
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Фиг. 1. Сечение Пуанкаре при 𝑒 = 0.16, 𝑛2 = 2: (а) – общий вид, (б), (в) – выделенные области 𝐴 и 𝐵.

Наблюдаемый архипелаг из четырех зеленых островов предположительно отвечает периодическому реше-
нию 𝐴𝐼𝐼 — колебания периода 8π. Применение к ним изложенного метода за 15 итераций позволяет с точ-
ностью 10−9 выявить это периодическое решение: оно отвечает начальным условиям δ(0) = −0.00001348,
𝑣(0) = 1.27508013. Это движение изображено на фиг. 3. Вычисления для этого решения матрицы монодромии
показывают, что на этом решение ее след составляет 1.577671089, и поэтому выполнены необходимые условия
устойчивости.

Острова, изображенные красным на фиг. 1б, отвечают периодическому решению 𝐴𝐼𝐼𝐼 — колебания пери-
ода 18π. Применение к ним изложенного метода за 14 итераций позволяет с точностью 10−9 выявить это пе-
риодическое решение: оно отвечает начальным условиям δ(0) = 0.00013070, 𝑣(0) = 0.07810302. Это движение
изображено на фиг. 4. Вычисления для этого решения матрицы монодромии показывают, что на этом решение
ее след составляет 0.03202327, и поэтому выполнены необходимые условия устойчивости.

Пунктирная кривая, изображенная желтым, на первый взгляд представляет собой остатки “разрушенного
тора”. Однако увеличение картины позволяет установить, что за каждым пунктирным штрихом стоит “остров
регулярности”, продольные размеры которого существенно превосходят поперечные размеры. Применение к
ним изложенного метода за 14 итераций позволяет с точностью 10−9 выявить это 60π периодическое решение
𝐴𝐼𝑉 : оно отвечает начальным условиям δ(0) = −0.00074051, 𝑣(0) = 1.35920192. Это движение изображено на
фиг. 5. Вычисления для этого решения матрицы монодромии показывают, что на этом решение ее след состав-
ляет −1.99980036, и поэтому выполнены необходимые условия устойчивости.

Замечание 1. Представляет интерес ответ на вопрос, принадлежит ли найденное решение хотя бы одному
из классов периодических решений, найденных недавно в [11].
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Фиг. 2. Колебание AI . Период 2π. Начальные условия: (δ(0), v(0)) =
(0.0000002735, 0.6094296495).

Фиг. 3. Колебание AII . Период 8π. Начальные условия: (δ(0), v(0)) =
(−0.00001348, 1.27508013).
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Фиг. 2. Колебание 𝐴𝐼 . Период 2π. Начальные условия: (δ(0), 𝑣(0)) = (0.0000002735, 0.6094296495).

Фиг. 2. Колебание AI . Период 2π. Начальные условия: (δ(0), v(0)) =
(0.0000002735, 0.6094296495).

Фиг. 3. Колебание AII . Период 8π. Начальные условия: (δ(0), v(0)) =
(−0.00001348, 1.27508013).
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Фиг. 3. Колебание 𝐴𝐼𝐼 . Период 8π. Начальные условия: (δ(0), 𝑣(0)) = (−0.00001348, 1.27508013).

Область 𝐵. Обратим теперь внимание на область 𝐵. Островам из этой области отвечают вращения, на ко-
торых скорости являются положительными периодическими функциями.

Так, острову, изображенному красным на фиг. 1в, отвечает вращение 𝐵𝐼 с 2π периодическим изменением
скорости. Применяя изложенный выше метод, за 13 итераций удалось с точностью 10−9 выявить это решение:
оно отвечает начальным условиям δ(0) = 0.00007554, 𝑣(0) = 3.06266105.

Рыжим островам (фиг. 1в) отвечает вращение 𝐵𝐼𝐼 с 6π периодическим изменением скорости. Применяя
изложенный выше метод, за 16 итераций удалось с точностью 10−9 выявить это периодическое решение: оно
отвечает начальным условиям δ(0) = 0.00130513, 𝑣(0) = 3.28182441.

Островам, изображенным синим (фиг. 1в), отвечает вращение 𝐵𝐼𝐼 с 10π периодическим изменением скоро-
сти. Применяя изложенный выше метод, за 15 итераций удалось с точностью 10−9 выявить это периодическое
решение: оно отвечает начальным условиям δ(0) = 0.00471541, 𝑣(0) = 3.30139051.
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Фиг. 4. Колебание AIII . Период 18π. Начальные условия: (δ(0), v(0)) =
(−0.00074051, 1.35920192).

Фиг. 5. Колебание AIV . Период 60π. Начальные условия: (δ(0), v(0)) = (0.00013070, 0.07810302).
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Фиг. 4. Колебание 𝐴𝐼𝐼𝐼 . Период 18π. Начальные условия: (δ(0), 𝑣(0)) = (−0.00074051, 1.35920192).

Фиг. 4. Колебание AIII . Период 18π. Начальные условия: (δ(0), v(0)) =
(−0.00074051, 1.35920192).

Фиг. 5. Колебание AIV . Период 60π. Начальные условия: (δ(0), v(0)) = (0.00013070, 0.07810302).
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Фиг. 5. Колебание 𝐴𝐼𝑉 . Период 60π. Начальные условия: (δ(0), 𝑣(0)) = (0.00013070, 0.07810302).

Голубым островам (фиг. 1в) отвечает вращение 𝐵𝐼𝑉 с 22π периодическим изменением скорости. Применяя
изложенный выше метод, за 14 итераций удалось с точностью 10−9 выявить это периодическое решение: оно
отвечает начальным условиям δ(0) = −0.00265124, 𝑣(0) = 3.69945572.

Наконец, желтому острову (фиг. 1в) отвечает вращение 𝐵𝑉 с 2π периодическим изменением скорости. При-
меняя изложенный выше метод, за 16 итераций удалось с точностью 10−9 выявить это периодическое решение:
оно отвечает начальным условиям δ(0) = 0.00024514, 𝑣(0) = 3.60198732.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 9 2024
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Фиг. 6. Сечение Пуанкаре при e = 0.95, n2 = 2.
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Фиг. 6. Сечение Пуанкаре при 𝑒 = 0.95, 𝑛2 = 2.

2.2. Развитой хаос при больших значениях 𝑒 > 0

Как было показано в предыдущем разделе, при 𝑒 = 0.16 развитой хаос имеет место не всюду в фазовом про-
странстве. Картина существенно меняется для достаточно больших значений 𝑒 > 0. Так при 𝑒 = 0.95 сплошное
“море хаоса”, см. фиг. 6. Отсутствие наблюдаемых следов разрушенных или деформированных торов делает
непригодным применение описанного выше алгоритма по выявлению периодических решений.

3. ИСТОРИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

В настоящей работе основное внимание уделяется применению метода нахождения периодических дви-
жений к уравнению плоских колебаний спутника на эллиптической орбите. Это уравнение, выведенное в [1]
(см. также [2]), является предметом многочисленных исследований как точными, так и приближенными, чис-
ленными методами. Так исследование периодических решений в зависимости от значений эксцентриситета,
восходящее к работам [3–5, 12, 13], продолженное в многочисленных публикациях, потребовало, в частности,
разработки, адаптации и применения весьма тонких методов анализа нелинейных дифференциальных уравне-
ний (см. [14–24]). Для регуляризации уравнений движения при значениях эксцентриситета, близких к единице,
применялась теория степени Лере-Шаудера (см. [25–27]).

Из многочисленных работ, посвященных различным свойствам решений уравнения Белецкого, в частно-
сти, случаям быстрым вращениям и резонансным явлениям, выделим публикации [14, 28–38].

Неинтегрируемость уравнений движения, обусловленная расщеплением сепаратрис, при значениях экс-
центриситета, близких к нулю, доказана в [10] (см. также [39–42]). При построении отображений Пуанкаре для
уравнений Белецкого, посчитанных при разных значениях параметров в [9] (см., также, например, [43]), отчет-
ливо наблюдаются “острова регулярности”, составляющие “архипелаги регулярности” в “море хаоса”, являю-
щиеся проявлением резонансных явлений (см., например, [44]). Выделим также публикацию [45], посвящен-
ную численному исследованию изменения ориентации малых спутников планет при хаотическом вращении.
Численному исследованию бифуркаций периодических решений и их устойчивости посвящена работа [11] (см.
также [46]). Полное решение вопроса о соответствии обнаруженных численно бифуркаций бифуркациям, об-
наруженных ранее аналитически в работах А.Д.Брюно и соавторов остается открытым.
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Abstract. The equations of plane oscillations of a satellite in an elliptical orbit are considered. For the
numerical detection of periodic solutions, a combination of the Poincaré cross-section method and the
previously proposed approach based on an analogue of the principle of contracting maps is used. A number
of classes of periodic solutions have been numerically identified and the necessary conditions for their
stability have been investigated. Special attention is paid to these movements, since in general they are
difficult to study analytically.
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