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Развивается численно-аналитический метод решения задачи оптимального распознавания совокупности
возможных сигналов, наблюдаемых в виде аддитивной смеси, содержащей не только флуктуационную по-
грешность наблюдений (с неизвестным статистическим законом распределения), но и сингулярную помеху
(с параметрической неопределенностью). Он позволяет не только обнаруживать сигналы, присутствующие в
смеси, но и оценивать их параметры, в рамках заданного критерия качества и сопутствующих ограничений.
Предлагаемый метод, реализованный на идее обобщенного инвариантно-несмещенного оценивания значе-
ний линейных функционалов, обеспечивает декомпозицию вычислительной процедуры и автокомпенсацию
сингулярной помехи, не прибегая к традиционному расширению пространства состояний. Для параметриче-
ского конечномерного представления сигналов и помехи используются линейные спектральные разложения
в заданных функциональных базисах, для описания погрешности наблюдений достаточно знания лишь ее
корреляционной матрицы. Анализируются случайные и методические погрешности, приводится иллюстра-
тивный пример. Библ. 35.
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ВВЕДЕНИЕ

В различных областях человеческой деятельности (передача сообщений, локация, навигация, связь, радио-
техническая разведка, радиоастрономия, техническая и медицинская диагностика, информационная безопас-
ность и многих др.) возникает необходимость распознавания совокупности сигналов из заданного ансамбля с
помощью различных информационно-измерительных систем. Под распознаванием понимается решение за-
дач, связанных с оцениванием, обнаружением, различением и разрешением сигналов при различных уровнях
априорной неопределенности (см., например, [1]–[23]).

Традиционно любая из задач распознавания решается в рамках статистического подхода (см. [1]–[12]),
предполагающего знание соответствующих плотностей вероятности, функций распределения и отношений
правдоподобия с учетом существенных и несущественных параметров и, как правило, вычисления порогов
сравнения (для выбора оптимальных решений применительно к множеству возможных гипотез). При наличии
априорной статистической информации осуществляется усреднение данных плотностей, функций и отноше-
ний по указанным параметрам, а при ее отсутствии используется процедура расширения пространства состо-
яний, сопровождающаяся предварительной оценкой этих параметров по результатам наблюдений. В услови-
ях значительной статистической неопределенности вводятся в рассмотрение классы возможных распределе-
ний, а при наличии априорной информации о вероятностях возможных альтернатив и возможных рисках (от
применения тех или иных решений) вводятся байесовские решающие правила (см., например, [10], [13]). При
наличии сведений о весах измерений, которые зависят от характеристик сенсоров, обработка данных может
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осуществляться в рамках оптимизационного подхода (см. [14]). Очевидно, что в условиях указанной неопреде-
ленности возможности получения таких сведений зачастую весьма ограничены.

В настоящее время весьма плодотворно развиваются адаптивные методы распознавания сигналов приме-
нительно к интеллектуальным системам обработки и анализа многомерной информации (см., например, [11],
[12], [15]–[21]), которые используют процедуры фильтрации, кластеризации, нечеткого представления дан-
ных, аппроксимации на основе нейронных сетей и др. Однако известные проблемы, связанные со сходимо-
стью и ее скоростью, сложностью разбиения на классы и выбором оптимальных параметров кластеризации,
обучаемостью, наличием достаточной базы знаний и др., не позволяют применять такие методы для условий
существенной неопределенности и жестких требований к оперативности некоторых классов информационно-
измерительных систем. Данные проблемы еще более усугубляются, если в наблюдениях присутствует сингуляр-
ная помеха с большим числом степеней свободы (речь идет о помехе, которая имеет конечномерное парамет-
рическое представление в заданном функциональном пространстве и может иметь на интервале наблюдения
точки разрыва первого рода). В этом случае требуется предварительная оценка всех параметров такой помехи.
В ряде работ такую помеху еще называют динамической или сигналоподобной, а сами наблюдения некоррект-
ными.

Существует широкий круг задач распознавания сигналов, для которых рассмотренные выше подходы к рас-
познаванию сигналов трудно реализуемы, особенно применительно к классу информационно-измерительных
систем, которые должны функционировать в реальном времени и условиях существенной неопределенности
(в том числе, и с некорректными наблюдениями при минимуме заданных статистических данных). Для задач
оценивания с указанными ограничениями широко применяется метод наименьших квадратов (МНК), опери-
рующий лишь с известной корреляционной матрицей ошибок наблюдений и обеспечивающий, в соответствии
с известной теоремой Гаусса-Маркова, построение наилучшей линейной оценки (см. [23]). Одним из класси-
ческих подходов к решению задачи распознавания для указанных систем может служить расширенный МНК
(РМНК), который основан на расширении пространства состояний и предполагает включение в общий вектор
оцениваемых параметров не только искомых спектральных коэффициентов линейных разложений сигналов,
но и аналогичных коэффициентов сингулярной помехи. Известно (см. [22], [23]), что применение РМНК на
практике зачастую приводит к эффекту “размазывания точности”, который наиболее выражен в многомерных
задачах оценивания, оперирующих с плохо обусловленными матрицами. Кроме того, такое расширение приво-
дит к существенному росту вычислительных затрат и, как следствие, к снижению оперативности вычислений.

В [24], [25] развита автокомпенсационная параллельная процедура обобщенного инвариантно-
несмещенного оценивания (ОИНО) значений линейных функционалов, которая является альтернативой
РМНК и позволяет строить алгоритмы оптимального оценивания параметров одного сигнала в условиях
некорректных наблюдений. Данная процедура, основанная на декомпозиции, не требует расширения и обес-
печивает автокомпенсацию сингулярной помехи, не прибегая к оцениванию ее спектральных коэффициентов,
а также позволяет организовать параллельные вычисления. Показан существенный вычислительный эффект.

В настоящей статье идея ОИНО получила дальнейшее развитие, направленное на решение гораздо более
сложных задач, связанных с распознаванием совокупности сигналов в некорректных условиях наблюдения,
при минимуме статистических данных о погрешности наблюдений. При этом термин “автокомпенсация” рас-
сматривается в более широком смысле, поскольку каждый сигнал в уравнении наблюдения по отношению
к другому сигналу этого же уравнения рассматривается как помеховый. Метод ориентирован на параллель-
ные вычисления с учетом достигаемой декомпозиции разрабатываемых алгоритмов распознавания сигналов.
Достижения в области таких вычислений позволяют добиться обработки наблюдений в реальном времени
(см. [26]–[29]).

В статье не используются стохастические сигналы, например, марковские, которые характерны для тео-
рии линейной и нелинейной фильтраций, оперирующей с большим объемом достоверной статистической ин-
формации и приводящей во многих случаях к построению алгоритмов текущего оценивания с плохой сходи-
мостью и(или) длительными переходными процессами, что не соответствует классу рассматриваемых ниже
информационно-измерительных систем.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим задачу распознавания сигналов из заданного ансамбля
{
si(t)

}K
i=1

, наблюдаемых в виде адди-
тивной смеси

h(t) =
K∑
i=1

qisi(t) + θ(t) + ξ(t), qi ∈ {0, 1}, t ∈ [0, T ], (1.1)
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где t— непрерывное время,K — число возможных сигналов ансамбля, θ(t) — сингулярная помеха, ξ(t) — флук-
туационная погрешность, qi — параметр, характеризующий отсутствие (qi = 0) или присутствие (qi = 1) сигнала
si(t) в смеси.

При K = 1 имеем задачу обнаружения одного сигнала, если в (1.1) при K > 1 присутствует только один
сигнал, то речь идет о задаче различения, а при наличии в (1.1) любого числа сигналов — о задаче разрешения.
Сюда входят частные случаи: qi = 0 ∀i = 1,K (когда все сигналы ансамбля отсутствуют) и qi = 1 ∀i = 1,K
(когда все сигналы ансамбля присутствуют).

Для элементов смеси (1.1) используем следующие линейные конечномерные модели:

si(t) = AT
i Ψi(t), (1.2)

θ(t) = BTΩ(t), (1.3)

где Ai =
[
aim,m = 1,Mi

]T
и B =

[
bj , j = 1, J

]T
— неизвестные коэффициенты, Ψi(t) =

[
ψim(t),m = 1,Mi

]T
и

Ω(t) =
[
ωj(t), j = 1, J

]T
— заданные базисные функции.

При необходимости упомянутые задачи распознавания сигналов требуют еще оценки векторных парамет-
ровa Ai и B. В нашем случае относительно статистических характеристик этих параметров никаких предполо-
жений не делается.

В дальнейшем будем использовать наиболее распространенное на практике векторное уравнение наблюде-
ния для дискретного времени

H =
K∑
i=1

qiSi + Θ + Ξ, (1.4)

где H =
[
hn, n = 1, N

]T
, Si =

[
sin, n = 1, N

]T
, Θ =

[
θn, n = 1, N

]T
, Ξ =

[
ξn, n = 1, N

]T
, hn = h(tn),

sin = si(tn), θn = θ(tn), ξn = ξ(tn).
Полагаем, что погрешность Ξ характеризуется нулевым математическим ожиданием и соответствующей

корреляционной матрицей KΞ. Закон распределения для погрешности Ξ далее не используется (по аналогии с
МНК из [23]).

Для дискретного времени имеем

Si = ΨiAi, (1.5)

Θ = ΩB, (1.6)

где Ψi =
[
ψimn, n = 1, N,m = 1,Mi

]
— базисная матрица сигнала Si, ψimn = ψim(tn), Ω =

[
ωjn, n = 1, N ,

j = 1, J
]

— базисная матрица помехи Θ, ωjn = ωj(tn).
Также полагаем, что расширенный функциональный базис {Ψ1(t), . . . ,ΨK(t),Ω(t)} линейно независим на

сетке узлов {tn}Nn=1 (по аналогии с [24], [25]).
В самом общем случае задача распознавания сигналов предполагает оптимальное обнаружение каждого сиг-

нала si(t) из заданного ансамбля (т.е. вынесение оценки q∗i для параметра qi) и, в случае его обнаружения, на-
хождение оценки A∗i для вектора Ai и оценки B∗ для вектора B (если задача оценивания должна решаться).
В таких условиях (многоальтернативных решений) возможно семейство гипотез Гl, l ∈ {1, . . . , L} (где L = 2K),
характеризующих все возможные варианты присутствия и отсутствия сигналов ансамбля в смеси (1.1). Под
Г 0 ∈ {Г1, . . . , ГL} далее понимается истинная гипотеза.

Каждой гипотезе Гl можно поставить в соответствие модельное наблюдение

Hl =

KL∑
i=1

Sil + Θ + Ξ, l ∈ {1, . . . , L}, Sil ∈ {S1, . . . , SK}, (1.7)

где Kl — количество сигналов ансамбля, присутствующих в смеси согласно Гl.
C учетом (1.7) задача распознавания в рамках РМНК решается с использованием расширенного векто-

ра спектральных коэффициентов Wl =
[
AT

1l, . . . , A
T
Kll

, BT
]T

и критерия минимума квадратичной формы
χрмнк(Wl): (

l∗,Wl∗
)

= arg min
l,Wl

χ
рмнк(Wl) = arg min

l,Wl

[
∆рмнк(Wl)

]T
(KΞ)−1∆рмнк(Wl), (1.8)

где ∆рмнк(Wl) = H −Hрмнк(Wl) — невязка.
Критерий (1.8) позволяет обеспечить минимизацию с учетом невязок ∆рмнк(Wl) и весовой матрицы (KΞ)−1,

при этом под Wl∗ понимается оценка для Wl применительно к оптимальной гипотезе Гl∗ , l∗ ∈ {1, . . . , L}.
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Очевидно, что размерность такой задачи достаточно высока, и при работе с плохо обусловленными матри-
цами погрешности оценивания могут существенно превосходить методическую погрешность и обесценивать
результаты оптимальной обработки наблюдений (это наглядно продемонстрировано в иллюстративном при-
мере). Кроме того, критерий (1.8) не предусматривает возможности распараллеливания вычислительной про-
цедуры.

Преодолеть недостатки РМНК во многом удается, если использовать модифицированную процедуру
ОИНО, ориентированную на задачу распознавания сигналов. Для этого, применительно к фиксированному
значению k, запишем наблюдение (1.7) в двух формах:

Hl =

{
Skl + Xkl + Ξ, k ∈ {1, . . . ,Kl},
Θ + Xl + Ξ,

(1.9)

где Skl = Skl(Akl), Xl = Xl(Al), AL =
[
AT

1l, . . . , A
T
1Kl

]T
,

Xkl =

Kl∑
i=1
i6=k

Sil + Θ, Xl =

KL∑
i=1

Sil.

Первая форма позволяет рассматриватьXkl как составляющую, мешающую оцениванию полезного сигнала
Skl, а вторая форма позволяет рассматривать Xl как составляющую, мешающую оцениванию помехи Θ.

Далее нам потребуются матрицы оптимального линейного оценивания PS
kl =

[
pSkrnl, r = 1, N, n = 1, N

]
,

PA
kl =

[
pAkmnl,m = 1,Mkl, n = 1, N

]
и PΘ

l =
[
pΘ
rnl, r = 1, N, n = 1, N

]
, PB

l =
[
pBjnl, j = 1, J, n = 1, N

]
для фор-

мирования оптимальных оценок (на основе ОИНО для фиксированного значения l) применительно к сигналу
Skl и вектору Akl его спектральных коэффициентов, а также к помехе Θ и вектору B ее спектральных коэффи-
циентов

S∗kl = PS
klHl, A∗kl = PA

klHl, k = 1,Kl, Θ∗l = PΘ
l Hl, B∗l = PB

l Hl.

Матрицы PS
kl, P

A
kl и PΘ

l , PB
l для гипотезы Гl должны обеспечивать выполнение следующих равенств:

HS
kl = PS

klHl = PS
klSkl + PS

klXkl + PS
klΞ = Skl + ΞS

kl, k = 1,Kl,

HA
kl = PA

klHl = PA
klSkl + PA

klXkl + PA
klΞ = Akl + ΞA

kl, k = 1,Kl,

HΘ
l = PΘ

l Hl = PΘ
l Θ + PΘ

l Xl + PΘ
l Ξ = Θ + ΞΘ

l ,

HB
l = PB

l Hl = PB
l Θ + PB

l Xl + PB
l Ξ = B + ΞB

l ,

(1.10)

где ΞS
kl = PS

klΞ и ΞΘ
l = PΘ

l Ξ — шумы с нулевыми математическими ожиданиями

M
{

ΞS
kl

}
= M

{
PS
klΞ
}

= PS
klM

{
Ξ
}

= [0]N×1, M
{

ΞA
kl

}
= M

{
PA
klΞ
}

= PA
klM

{
Ξ
}

= [0]Mkl×1,

M
{

ΞΘ
l

}
= M

{
PΘ
l Ξ
}

= PΘ
l M

{
Ξ
}

= [0]N×1, M
{

ΞB
l

}
= M

{
PB
l Ξ
}

= PB
l M

{
Ξ
}

= [0]J×1

(здесь M
{
·
}

— символ математического ожидания, [0]N×1 и [0]Mkl×1 — нулевые вектор-столбцы соответствую-
щей размерности, которая указывается квадратными скобками с нижними индексами).

Кроме того, для корреляционных матриц KΞS
kl , KΞA

kl и KΞΘ
l , KΞB

l случайных векторов ΞS
kl, ΞA

kl и ΞΘ
l , ΞB

l

должны обеспечиваться соответствующие условия минимума

SpKΞS
kl → min

PS
kl

, k = 1,Kl,

SpKΞA
kl → min

PA
kl

, k = 1,Kl,

SpKΞΘ
l → min

PΘ
l

,

SpKΞB
l → min

PB
l

,

(1.11)

где под Sp понимается оператор нахождения следа матрицы.
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Формула (1.10) отражает свойства несмещенности (по отношению к параметрам полезных сигналов и син-
гулярной помехи)

PS
klSkl = Skl, k = 1,Kl,

PA
klSkl = Akl, k = 1,Kl,

PΘ
l Θ = Θ,

PB
l Θ = B,

(1.12)

а также инвариантности (по отношению к мешающим составляющим Xkl и Xl)

PS
klXkl = [0]N×1, k = 1,Kl,

PA
klXkl = [0]Mkl×1, k = 1,Kl,

PΘ
l Xl = [0]N×1,

PB
l Xl = [0]J×1.

(1.13)

Если матрицы PS
kl, P

A
kl и PΘ

l , PB
l применять непосредственно к наблюдению (1.4), то получаем набор опти-

мальных оценок всех параметров задачи распознавания сигналов для фиксированного значения l:

S∗kl = PS
klH =

K∑
i=1

qiP
S
klSi + PS

klΘ + ΞS
kl, k = 1,Kl,

A∗kl = PA
klH =

K∑
i=1

qiP
A
klSi + PA

klΘ + ΞA
kl, k = 1,Kl,

Θ∗l = PΘ
l H =

K∑
i=1

qiP
Θ
l Si + PΘ

l Θ + ΞΘ
l ,

B∗l = PB
l H =

K∑
i=1

qiP
B
l Si + PB

l Θ + ΞB
l .

(1.14)

В отличие от РМНК оценки параметров сигналов и помехи (1.14), формируемые в рамках ОИНО, осуществ-
ляются раздельно, что позволяет организовать параллельные вычисления, кроме того, выполнение условий ин-
вариантности позволяет существенно снизить размерность обращаемых матриц (по аналогии с [24], [25]). Это
хорошо продемонстрировано далее в иллюстративном примере.

Для истинной гипотезы Г 0 с номером l0 ∈ {1, 2, . . . , L}, учитывая (1.12)–(1.14), получим

S∗kl0 = PS
kl0H = qkSk + ΞS

kl0 , k = 1,Kl0 ,

A∗kl0 = PA
kl0H = qkAk + ΞA

kl0 , k = 1,Kl0 ,

Θ∗l0 = PΘ
l0 H = Θ + ΞΘ

l0 ,

B∗l0 = PB
l0 H = B + ΞB

l0 .

(1.15)

Если Гl не соответствует истинной гипотезе Г 0, то условия (1.12) и (1.13) нарушаются, что приводит к невяз-
ке

∆оино(l) = H −Hоино
(
S∗l ,Θ

∗
l

)
= H −

KL∑
i=1

S∗il −Θ∗l ,

где S∗l =
[
(S∗il)

T, i = 1,Kl

]T
.

В этом случае задача распознавания в рамках ОИНО решается на основе критерия минимума квадратичной
формы:

(l∗) = arg min
l
χ

оино(l) = arg min
l

[
∆оино(l)

]T(
KΞ
)−1

∆оино(l), (1.16)

при этом результирующие оценки параметров сигналов и сингулярной помехи находятся как S∗l∗ = S∗l=l∗ , A∗l∗ =

= A∗l=l∗ и Θ∗l∗ = Θ∗l=l∗ , B∗l∗ = B∗l=l∗ , где A∗l =
[
(A∗kl)

T, k = 1,Kl

]T
.
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Формулы (1.1)–(1.16) полностью задают все модели, ограничения и критерии, необходимые для разработки
нового метода разрешения сигналов в условиях существенной априорной неопределенности, а также его срав-
нения с РМНК. Требуется: построить матрицы PS

kl, P
A
kl и PΘ

l , PB
l для фиксированного l; с учетом построенных

матриц и принятого критерия оптимальности в декомпозированном виде решить задачу оптимального распо-
знавания сигналов без традиционного расширения пространства состояний в условиях минимума априорной
статистической информации (используя лишь матрицуKΞ), обеспечив автокомпенсацию сингулярной помехи
и параллельную обработку наблюдений; привести формулы для случайных и методических ошибок результиру-
ющего оценивания; сравнить разработанный метод с РМНК в плане вычислительной эффективности; проде-
монстрировать возможность его сравнения с известными статистическими методами распознавания сигналов;
привести иллюстративный пример, подтверждающий преимущества разработанного метода по сравнению с
РМНК.

2. ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЦ ОПТИМАЛЬНОГО ЛИНЕЙНОГО
АВТОКОМПЕНСАЦИОННО-ДЕКОМПОЗИЦИОННОГО ОЦЕНИВАНИЯ

Предположим сначала, что в смеси (1.1) присутствуют все K сигналов ансамбля, т.е. q1 = · · · = qK = 1
(в этом случае индекс l можно опустить). Тогда решение задачи распознавания можно искать в классе линейных
оценок в виде K параллельных алгоритмов вычислений:

A∗k = PA
k H, k = 1,K, (2.1)

гдеA∗k — оценка вектораAk,PA
k =

[
pAkmn,m = 1,M, n = 1, N

]
— матрица неизвестных весовых коэффициентов

оптимального оценивания.
Корреляционная матрица ошибок оценивания на основе (2.1) находится по правилу

KA
k = PA

k KΞ
(
PA
k

)T

, k = 1,K. (2.2)

Критерий качества, необходимый для нахождения PA
k , соответствует минимизации следа матрицы SpKA

k

(см. (1.11)). Кроме того, должны выполняться сопутствующие условия несмещенности (1.12) и инвариантности
(1.13).

Для нахождения матрицы PA
k преобразуем (1.9) к следующему виду:

H = Sk + Xk + Ξ = Sk + YkCk + Ξ, (2.3)

где Xk =
[
xkn, n = 1, N

]T
,

Yk =
[
Ψ1

... . . .
...Ψk−1

... . . .
...Ψk+1

... . . .
...ΨK

...Ω
]

— матрица размером N ×
(
Mk + J

)
,

Ck =
[
AT

1

... . . .
...AT

k−1

... . . .
...AT

k+1

... . . .
...AT

K

...BT
]T

— вектор размером
(
Mk + J

)
× 1,

Mk = M1 + · · ·+ Mk−1 + Mk+1 + · · ·+ MK .
Применительно к рассматриваемому случаю условия несмещенности и инвариантности (с учетом (1.12),

(1.13) и (2.3)) можно записать так:

PA
k Ψk − [E]Mk×Mk

= [0]Mk×Mk
, (2.4)

PA
k Yk = [0]Mk×(Mk+J), (2.5)

где [0]Mk×Mk
и [E]Mk×Mk

— нулевая и единичная матрицы соответственно, [·]Mk×Mk
— обозначение размерно-

сти матрицы, стоящей в квадратных скобках (такое обозначение используется далее по всей статье).
Для дальнейшего изложения потребуется вектор PA

km =
[
PA
kmn, n = 1, N

]T
который состоит из элемен-

тов m-й строки матрицы PA
k . Он позволяет найти скалярную оценку a∗km коэффициента akm для фиксирован-

ных значений k и m. Очевидно, что выполняются условия несмещенности
(
PA
km

)T
Sk = akm и инвариантности(

PA
km

)T
Xk = 0. Или, по аналогии с (2.4) и (2.5), имеем(

PA
km

)T
Ψk − ET

km = [0]1×Mk
, (2.6)

Y T
k PA

km = [0](Mkl+J)×1, (2.7)

где Ekm — вектор-столбец, состоящий из нулей, но на m-й позиции стоит единица.
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Задачу оптимального оценивания коэффициента akm будем решать методом множителей Лагранжа путем
нахождения экстремума следующей функции:

F
(
PA
km, γkm, ηkm

)
=
(
PA
km

)T
KΞPA

km + γ
T
kmY T

k PA
km +

[(
PA
km

)T
Ψk − ET

km

]
ηkm, (2.8)

γkm =
[
γkmn, n = 1,Mk + J

]T
и ηkm =

[
ηkmn, n = 1,Mk

]T
— векторные множители Лагранжа, соответствую-

щие условиям несмещенности (2.6) и инвариантности (2.7).
Дифференцируя функцию (2.8) по всем аргументам, получаем систему линейных алгебраических уравнений

∂F/∂PA
km = 2KΞPA

km + Ykγkm + Ψkηkm = [0]N×1,

∂F/∂γkm = Y T
k PA

km = [0](Mk+J)×1,

∂F/∂ηkm = ΨT
k P

A
km − Ekm = [0]Mk×1,

Введем следующие матрицы:

Vk =
(
KΞ
)−1

Ψk, V k =
(
KΞ
)−1

Yk, Фk = ΨT
k Vk, Ф̄k = Y T

k V k, Zk = Y T
k Vk, Z̄k = ΨT

k V k.

С учетом полученной системы уравнений и принятых обозначений находим строку весовых коэффициентов

PA
km = 2−1

(
Vkηkm − V kγkm

)
. (2.9)

Умножая левую и правую части (2.9) слева на матрицу Y T
k и учитывая условие инвариантности (2.7), после

несложных преобразований находим
γkm = Ф̄

−1
k Zkηkm. (2.10)

Аналогичным умножением (2.9) на матрицу ΨT
k и учитывая условие несмещенности (2.6) получаем

ηkm = 2Фk

(
Ekm + 2−1Z̄kγkm

)
. (2.11)

Разрешая (2.10) и (2.11) относительно γkm и ηkm, имеем

γkm = 2Ф̄
−1
k Zk

(
[E]Mk×Mk

−Ф−1
k Z̄kФ̄

−1
k Zk

)−1
Ф−1

k Ekm, (2.12)

ηkm = 2
(
[E]Mk×Mk

−Ф−1
k Z̄kФ̄

−1
k Zk

)−1
Ф−1

k Ekm. (2.13)

Подставляя (2.12) и (2.13) в (2.9), получаем

PA
km =

(
Vk − V kФ̄

−1
k Zk

)(
[E]Mk×Mk

−Ф−1
k Z̄kФ̄

−1
k Zk

)−1
Ф−1

k Ekm. (2.14)

Вводя обозначение Λk = [E]N×N − V kФ̄
−1
k Y T

k , формулу (2.14) запишем в следующем компактном виде:

PA
km = ΛkVk

(
ΨT

k ΛkVk

)−1
Ekm. (2.15)

С учетом (2.15) скалярная оценка a∗km коэффициента akm находится так:

a∗km = HTPA
km = HTΛkVk

(
ΨT

k ΛkVk

)−1
Ekm. (2.16)

Переходя от скалярного коэффициента akm к вектору Ak с учетом (2.15) получаем матрицу оптимального
оценивания

PA
k =

[
ΛkVk

(
ΨT

k ΛkVk

)−1
]T

, k = 1,K. (2.17)

Подставляя (2.17) в (2.1), находим искомые оценки

A∗k = PA
k H =

[
ΛkVk

(
ΨT

k ΛkVk

)−1
]T

H, k = 1,K. (2.18)

В свою очередь, матрицу оптимального оценивания сигналов Skl находим как

PS
k = ΨkP

A
k , (2.19)
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а саму оценку в виде

S∗k = ΨkA
∗
k = Ψk

[
ΛkVk

(
ΨT

k ΛkVk

)−1
]T

H, k = 1,K. (2.20)

Оценки (2.18) и (2.20) являются оптимальными в смысле несмещенности, эффективности (обеспечивают
минимальную дисперсию) и инвариантности (по отношению к результирующей сингулярной помехе).

Для решения ряда задач распознавания сигналов, помимо матриц PA
k и PS

k , возникает необходимость по-
строения матриц PB и PΘ оптимального оценивания параметров помехи с соблюдением условий несмещен-
ности и инвариантности (по аналогии с (2.6) и (2.7)). Теперь вместо Ykl и Ckl строятся матрицы Y Θ

k и CΘ
k с

учетом того, что при нахождении оценок B∗ и Θ∗ все полезные сигналы рассматриваются как мешающие со-
ставляющие. Формулы для матриц PB, PΘ и оценок B∗, Θ∗ записываются по аналогии с (2.17), (2.18) и (2.19),
(2.20). Для задач распознавания с учетом возможных гипотез Гl строится семейство матриц PA

k , PS
k и PB

k , PΘ
k

оптимального оценивания для всех значений l.
Рассмотренных в данном разделе матриц оценивания необходимо и достаточно для решения широкого кру-

га задач, связанных с распознаванием сигналов, в условиях существенной априорной неопределенности. В сле-
дующем разделе рассматриваются наиболее распространенные задачи распознавания: оценивание (известно
какие сигналы в наблюдении присутствуют и требуется только оценить их параметры); обнаружение (надо уста-
новить присутствует ли в наблюдении полезный сигнал); различение (в наблюдении присутствует только один
сигнал из заданного ансамбля, и надо установить какой именно); разрешение (в наблюдении могут присутство-
вать те или иные сигналы ансамбля, и надо установить какие). Кроме того, задачи обнаружения, различения и
разрешения могут сопровождаться оцениванием параметров сигналов и помехи.

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ РАСПОЗНАВАНИЯ СИГНАЛОВ

3.1. Алгоритм оценивания сигналов 1

Пусть в смеси (1.1) присутствуют все сигналы ансамбля, т.е. q1 = · · · = qK = 1. Требуется дать оценку всех
коэффициентов Ak и самих сигналов Sk, не прибегая к оценке коэффициента B помехи Θ, т.е. без расширения
пространства состояний. В данной задаче гипотезы не используются, поэтому индекс l опускаем.

Шаг 1.1. Строим матрицы PA
k весовых коэффициентов.

Шаг 1.2. Находим оценки A∗k = PA
k H векторных коэффициентов Ak, k = 1,K.

Шаг 1.3. Строим матрицы PS
k = ΨkP

A
k , k = 1,K.

Шаг 1.4. Находим оценки S∗k = PS
k H самих сигналов Sk, k = 1,K.

3.2. Алгоритм оценивания сигналов и помехи 2

Пусть в смеси (1.1) присутствуют все сигналы ансамбля, т.е. q1 = · · · = qK = 1. Требуется дать оценки всех
коэффициентов Ak и самих сигналов Sk, а также оценки коэффициента B и самой помехи Θ. В данной задаче
гипотезы не используются, поэтому индекс опускаем.

Шаг 2.1. Строим матрицы PA
k , PS

k и PB, PΘ.
Шаг 2.2. Находим результирующие оценки A∗k, S∗k и B∗, Θ∗.

3.3. Алгоритм совместного обнаружения-оценивания 3

В этом случае K = 1, L = 2, и, следовательно, можно записать H = qS + Θ + Ξ, т.е. в зависимости от
значения коэффициента q возможны две гипотезы (Г1, если q = 0 и Г2, если q = 1). Надо дать оценку l∗ ∈ {1, 2}
для параметра l ∈ {1, 2}, а также построить оценки A∗l , S∗l и B∗l , Θ∗l . В этом случае индекс k можно опустить.

Шаг 3.1. Строим матрицы PA
l=1, PA

l=2 и PS
l=1, PS

l=2 для гипотез Г1 и Г2 соответственно.
Шаг 3.2. Находим частные оценки A∗l=1, S∗l=1 (для гипотезы Г1) и A∗l=2, S∗l=2 (для гипотезы Г2).
Шаг 3.3. Строим матрицы PB

l=1, PΘ
l=1 и PB

l=2, PΘ
l=2 для гипотез Г1 и Г2 соответственно.

Шаг 3.4. Находим частные оценки B∗l=1, Θ∗l=1 и B∗l=2, Θ∗l=2.
Шаг 3.5. Находим невязки ∆оино(l) = H−S∗l −Θ∗l и номер наилучшей гипотезы с использованием критерия

l∗ = arg min
l
χ

оино(l) = arg min
l

[
∆оино(l)

]T(
KΞ
)−1

∆оино(l), l∗ ∈ {1, 2}.

Шаг 3.6. Находим результирующие оценки A∗l∗ , S∗l∗ и B∗l∗ , Θ∗l∗ .
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3.4. Алгоритм совместного различения и оценивания параметров сигналов и помехи 4

В этом случае K произвольное, L = K, H = Sl + Θ + Ξ, l ∈ {1, 2, . . . , L}. Надо установить, какой сигнал
из заданного ансамбля {S1, S2, . . . , SL} присутствует в наблюдении, т.е. вынести оценку l∗ ∈ {1, 2, . . . , L} для
параметра l а также построить оценки A∗l∗ , S∗l∗ и B∗l∗ , Θ∗l∗ . В этом случае индекс k опускаем.

Шаг 4.1. Строим матрицы PA
l , PS

l и PB
l , PΘ

l для всех гипотез Гl.
Шаг 4.2. Находим частные оценки A∗l , S∗l и B∗l , Θ∗l для всех гипотез Гl.
Шаг 4.3. Находим невязки ∆оино(l) = H − S∗l −Θ∗l для всех гипотез Гl.
Шаг 4.4. Находим номер наилучшей гипотезы с использованием следующего критерия:

l∗ = arg min
l
χ

оино(l) = arg min
l

[
∆оино(l)

]T(
KΞ
)−1

∆оино(l).

Шаг 4.5. Находим результирующие оценки A∗l∗ , S∗l∗ и B∗l∗ , Θ∗l∗ для гипотезы Гl∗ .

3.5. Алгоритм совместного разрешения и оценивания параметров сигналов и помехи 5

Рассматривается общий случай (1.1).
Шаг 5.1. Строим матрицы PA

kl , P
S
kl и PB

l , PΘ
l для всех гипотез Гl и k.

Шаг 5.2. Находим частные оценки A∗kl, S
∗
kl и B∗l , Θ∗l для всех гипотез Гl и k.

Шаг 5.3. Находим невязки ∆оино(l) = H −
∑Kl

k=1 S
∗
kl −Θ∗l для всех гипотез Гl.

Шаг 5.4. Находим номер наилучшей гипотезы с использованием следующего критерия:

l∗ = arg min
l
χ

оино(l) = arg min
l

[
∆оино(l)

]T(
KΞ
)−1

∆оино(l).

Шаг 5.5. Находим результирующие оценки A∗kl∗ , S∗kl∗ (где k = 1,Kl∗) и B∗l∗ , Θ∗l∗ для гипотезы Гl∗ .
Замечание. Использованные в алгоритмах критерии оптимизации обеспечивают минимизацию влияния

друг на друга соседних сигналов ансамбля, автокомпенсацию сингулярной помехи и сглаживание шума (по-
тенциально сравнимое с возможностями РМНК).

Рассмотренные алгоритмы лишь иллюстрируют некоторые возможности развиваемого метода. Возможны и
другие постановки задачи распознавания сигналов в условиях неопределенности с учетом особенностей назна-
чения и применения рассматриваемой информационно-измерительной системы. Очевидно, что предложен-
ный метод можно комплексировать и с традиционными вероятностными подходами в зависимости от условий
функционирования системы.

Необходимость обработки наблюдений для множества гипотез приводит к необходимости организации 2L

каналов параллельных вычислений. Для современных информационно-измерительных систем, ориентирован-
ных на режим функционирования в реальном времени, предлагаемый метод может оказаться весьма перспек-
тивным.

4. К АНАЛИЗУ ХАРАКТЕРИСТИК РАСПОЗНАВАНИЯ

В силу линейности предлагаемого метода существенно упрощается нахождение корреляционных матриц
ошибок оценивания. Так, с учетом (2.17) и (2.18) находим выражение для корреляционной матрицы оценки

KA
kl∗ =

[
Λkl∗Vkl∗

(
ΨT

kl∗Λkl∗Vkl∗
)−1
]T

KΞ
[
Λkl∗Vkl∗

(
ΨT

kl∗Λkl∗Vkl∗
)−1
]
, k = 1,Kl∗ . (4.1)

Выражение (4.1) позволяет в каждом конкретном случае оценить потенциальные возможности метода с уче-
том требований, задаваемых к системе. По аналогии с (4.1) можно записать математические формулы для кор-
реляционных матриц KS

kl∗ , KB
l∗ и KΘ

l∗ , характеризующих точности оценивания не только отсчетов сигналов и
их спектральных коэффициентов, но и сингулярной помехи. Дисперсии ошибок оценивания скалярных коор-
динат akm вектора Ak и отсчетов skn сигнала Sk находятся так:(

σ
A
kml∗

)2
=
(
PA
kml∗

)T
KΞPA

kml∗ , m = 1,Mkl∗ ,(
σ
S
knl∗

)2
=
(
PS
knl∗

)T
KΞPS

knl∗ , n = 1, N.

Для оценки характеристик обнаружения, различения и разрешения сигналов, а также возможности сравне-
ния развитого и известных методов, достаточно задаться наиболее подходящим (для рассматриваемых условий
наблюдения) законом распределения флуктуационных погрешностей (как правило, гауссовским), а также при

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 5 2024



708 БУЛЫЧЕВ

необходимости некоторыми априорными вероятностями (например, появления полезных сигналов в наблю-
дении) и значениями рисков от неправильных решений. Это позволяет исследовать характеристики метода в
рамках известных статистических подходов (см. [1], [2], [4], [5], [10]), для чего строятся соответствующие функ-
ции правдоподобия и на их основе находятся значения наиболее важных (для конкретной задачи) линейных
функционалов (например, вероятностей ложной тревоги, правильного обнаружения и т.д.).

Анализ выражений (2.14) и (2.17) показывает, что в развиваемом методе требуется обращение матрицы Ф̄kl

размером
(
Mkl +J

)
×
(
Mkl +J

)
, а также матрицы ΨT

klΛklVkl размером Mkl×Mkl. Применительно к РМНК для
фиксированного k предполагается обращение матрицы большего размера

(
M1l + · · ·+ MKll + J

)
×
(
M1l + · · ·

· · · + MKll + J
)
. Очевидно, что при плохой обусловленности обращаемых матриц предлагаемый метод может

оказаться весьма эффективным в вычислительном плане.
Пусть модельное уравнение наблюдения имеет вид

Hl = (Skl + ∆Skl) + (Xkl + ∆Xkl) + Ξ,

где ∆Skl и ∆Xkl — добавки к сигналу и помехе, обусловленные учетом “хвостов” используемых функциональ-
ных рядов.

В этом случае для оценки a∗kml (вычисленной без учета этих добавок) имеем

a∗kml = PT
kmlHl = PT

kml(Skl + ∆Skl) + PT
kml(Xkl + ∆Xkl) + PT

kmlΞ,

Соответственно для истинного значения akml справедливо представление

akml = (Pkml + ∆Pkml)
T(Skl + ∆Skl) + (Pkml + ∆Pkml)

T(Xkl + ∆Xkl),

где ∆Pkml — добавка к столбцу весовых коэффициентов, необходимая для учета указанных “хвостов”.
Если использовать символ математического ожидания M{·}, то в качестве среднего значения методической

ошибки можно принять величину

∆kml = M{akml − a∗kml} = ∆PT
kml(Skl + ∆Skl) + ∆PT

kml(Xkl + ∆Xkl), (4.2)

где учтено, что M{Ξ} = 0.
Используя (4.2) совместно с (4.1), можно подобрать необходимые параметры развиваемого метода, обеспе-

чивающие минимизацию результирующей ошибки оценивания в каждом конкретном случае.
Необходимые и достаточные условия существования и единственности решения задачи оценивания по ана-

логии с [24], [25] требуют невырожденности и соблюдения некоторых ограничений на ранги ряда матриц. Вы-
полнение заданных условий на практике обеспечивается рациональным выбором используемых функциональ-
ных базисов, числа степеней свободы в моделях сигналов и сингулярной помехи, а также заданием соответ-
ствующих условий наблюдения. Все эти вопросы относятся к планированию вычислительного эксперимента
и далее не рассматриваются, поскольку требуют отдельных исследований в каждом конкретном случае.

Для оценки вычислительной эффективности развитого метода достаточно воспользоваться результатами
работы [24], в которой демонстрируется возможность реализации процедуры ОИНО на основе распределен-
ной обработки данных. В качестве показателя вычислительной эффективности метода можно принять время,
затрачиваемое на получение искомых оценок. Данное время определяется быстродействием распределенной
среды, общим числом операций, необходимых при реализации метода, и способом программирования. В [24]
показано, что поскольку процедура ОИНО не требует расширения пространства состояний, то реализуемые на
ее основе методы оценивания позволяют достичь значительного выигрыша в вычислительной эффективности.
В [24] также дана количественная оценка достигаемого выигрыша на конкретном примере.

5. ИЛЛЮСТРАТИВНЫЕ ПРИМЕРЫ

Пример 1 (для алгоритма 1). Пусть в смеси (1.1) присутствуют все сигналы ансамбля, т.е. q1 = · · · = qk = 1.
Требуется дать оценку всех коэффициентов Ak и самих сигналов Sk, не прибегая к оценке коэффициента B
помехи Θ, т.е. без расширения пространства состояний. В данной задаче гипотезы не используются, поэтому
индекс l опускаем.

Пример искусственно выбран таким, чтобы он был достаточно простым и, в то же время, наглядно демон-
стрировал достигаемый вычислительный эффект развиваемого метода по сравнению с РМНК. Для этой цели
использованы исходные данные, приводящие к задаче оценивания параметров сигналов с плохо обусловлен-
ными матрицами. Пусть K = 2, H = S1 +S2 + Θ + Ξ, где A1 = [a11, a12, a13, a14]T, Ψ1(t) = [1, t2, t3, t5]T, M1 = 4,
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S1 = AT
1 Ψ1, A2 = [a21, a22, a23]T, Ψ2(t) = [t, t4, t6]T, M2 = 3, S2 = AT

2 Ψ2, B = [b1, b2]T, Ω(t) =
[
ω1(t),ω2(t)

]T
,

J = 2,

Ψ1 =


1 t21 t31 t51
1 t22 t32 t52
...

...
...

...
1 t2N t3N t5N

, Ψ2 =


t1 t41 t61
t2 t42 t62
...

...
...

tN t4N t6N

, Ω =


ω1(t1) ω2(t1)
ω1(t2) ω2(t2)

...
...

ω1(tN ) ω2(tN )

, X1 = Y1C1, X2 = Y2C2,

Y1 = [Ψ2

...Ω] — матрица размером N × 5, Y2 = [Ψ1

...Ω] — матрица размером N × 6,
C1 = [a21, a22, a23, b1, b2]T, C2 = [a11, a12, a13, a14, b1, b2]T.

При формировании уравнения наблюдения полагалось a11 = 103, a12 = 50, a13 = 10, a14 = 3. a21 = −2×103,
a22 = −2, a23 = 1, KΞ = diag

[
σ2
n, n = 1, N

]
, σ2

n = σ2 = 4 × 10−2, tn+1 − tn = 0.5, N = 300. Рассматривается
пример с большой по объему выборкой, обеспечивающей хорошее сглаживание шума наблюдения.

Мерой качества оценивания (в процентах) служит величина δakm = 102|a∗km − akm|/|ā∗km|, где ā∗km =
= max{a∗km, |akm|}. Сингулярная помеха задавалась в виде линейной комбинации из двух базисных функций

θ(t, b1, b2) = b1ω1(t) + b2ω2(t) = b1 sin(α1t) + b2 sin(α2t),

где α1 и α2 — произвольные числа.
Параметры помехи выбирались случайным образом (их конкретные значения не принципиальны, посколь-

ку в данном методе достигается полная автокомпенсация помехи при любых значениях параметров).
Все расчеты проводились с точностью до 15-ти разрядов путем усреднения результатов, полученных в ходе

тысячи экспериментов. Применительно к развиваемому методу получены следующие оценки для координат
векторов δA1 =

[
δa1m,m = 1, 4

]T
и δA2 =

[
δa2m,m = 1, 3

]T
:

δa11 = 1.585, δa12 = 0.621, δa13 = 0.082, δa14 = 1.967× 10−5,

δa21 = 1.643× 10−4, δa22 = 1.409× 10−7, δa23 = 2.756× 10−11.

В свою очередь, для РМНК

δa11 = 43.053, δa12 = 24.902, δa13 = 2.686, δa14 = 0.138,

δa21 = 2.968× 10−3, δa22 = 2.906× 10−6, δa23 = 3.846× 10−10.

Видим, что достигается существенный выигрыш по точности, а оценки для РМНК (в рассматриваемых
условиях) оказываются малопригодными.

Сравнительный анализ показывает, что разработанный метод позволяет также существенно снизить вычис-
лительную погрешность оценивания, что обусловлено декомпозицией и снижением размерности вычислитель-
ной процедуры. В ходе расчетов с использованием евклидовой нормы определялись числа обусловленности (ν1

и ν2) обращаемых матриц ΨT
1 Λ1V1 и ΨT

2 Λ2V2, а также число ν обусловленности соответствующей объединенной
матрицы РМНК. В итоге ν1 = 5.283× 1015, ν2 = 1.276× 1014 и ν = 4.537× 1026.

Кроме того, подсчитывалось количество сложений и умножений, необходимых для реализации РМНК и
разработанного метода. Относительный вычислительный выигрыш составил 1.35 раза, что также подтверждает
эффективность нового метода.

В ходе численного эксперимента рассчитывались корреляционные матрицы KA
1 и KA

2 (по аналогии с (5.1)).
В целях сокращения записей приводятся лишь диагональные элементы этих матриц:(

σ
A
11

)2
= 0.031,

(
σ
A
12

)2
= 3.631× 10−6,

(
σ
A
13

)2
= 2.306× 10−9,

(
σ
A
14

)2
= 0,(

σ
A
21

)2
= 2.287× 10−5,

(
σ
A
22

)2
= 0,

(
σ
A
23

)2
= 0.

В тоже время для РМНК(
σ
A
11

)2
= 0.755,

(
σ
A
12

)2
= 7.002× 10−4,

(
σ
A
13

)2
= 1.236× 10−6,

(
σ
A
14

)2
= 4.781× 10−14,(

σ
A
21

)2
= 0.073× 10−6,

(
σ
A
22

)2
= 5.096× 10−10,

(
σ
A
23

)2
= 0.

Поскольку оба сравниваемых метода являются линейными и оптимальными, то дисперсии ошибок оцени-
вания не должны отличаться (если не учитывать погрешностей вычислений), т.е. методы наследуют одну и ту
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же потенциальную точность оценивания. Однако, как показывают расчеты, в силу указанных выше причин
оценки дисперсий для разработанного метода существенно меньше аналогичных оценок для РМНК. Это так-
же связано с тем, что погрешности вычислений по заданным формулам существенно зависят от размерности
обращаемых плохо обусловленных матриц.

Пример 2 (для алгоритма совместного обнаружения и оценивания 3, когда K = 1 и L = 2). В этом примере
с целью большей наглядности рассмотрим малую по объему выборку, но с малым уровнем шума наблюдения.
Принимаем T = 4, M1 = 1,ψ1(t) ≡ 1 ∀t ∈ [0, 4] т.е. сигнал s1(t) = s(t) = a11 = a рассматривается как константа.
Сингулярная помеха, для случая J = 2, представляется как кусочно-линейная функция Θ(t) = b1ω1(t)+b2ω2(t)
с разрывом первого рода в точке t = 2, где ω1(t) ≡ t ∀t ∈ [0, 2] и ω1(t) ≡ 0 ∀t ∈ (2, 4], ω2(t) ≡ 0 ∀t ∈ [0, 2) и
ω2(t) ≡ t ∀t ∈ [2, 4]. Надо дать оценку l∗ ∈ {1, 2} для параметра l ∈ {1, 2}, а также построить соответствующие
оценки параметров сигнала и помехи.

Поскольку K = 1, M1 = M = 1 и M1l = M l = 0, то матрицы в (2.3) выглядят так:

Ψ1 = Ψ =


1
1
1
1

, Ω =


t1 0
t2 0
0 t3
0 t4

, Y1 = Y = Ω =


t1 0
t2 0
0 t3
0 t4

, C1 =

[
b1

b2

]
, X1 = X =


b1t1
b1t2
b2t3
b2t4

.
Формируя уравнение наблюденияH = q1S1+Θ+Ξ = qS+Θ+Ξ, примем, что q = 1, a = 10, b1 = −2 и b2 = 4,

шум Ξ считаем нормальным процессом с нулевым математическим ожиданием, некоррелированными отсче-
тами и дисперсией σ2 = 10−2. Для простоты все величины полагаем безразмерными. Усреднение результатов
осуществлялось по 100 экспериментам.

После выполнения всех шагов алгоритма 3 получены следующие результаты: l∗ = 1 (для всех эксперимен-
тов) — оценка для номера наилучшей гипотезы (соответствует q = 1, т.е. сигнал обнаружен во всех случа-
ях), a∗ = 10.039 — результирующая оценка сигнала (относительная погрешность δa = 0.4%), a∗ = 15.586 —
аналогичная результирующая оценка сигнала для РМНК (относительная погрешность δa = 56%), Θ∗l∗ =
= [−2.004,−4.007, 12.085, 16.133]T — результирующая оценка сингулярной помехи (относительная погреш-
ность δΘ = [0.199%, 0.174%, 0.703%, 0.824%]T), Υ∗ = 1.354 — относительный показатель вычислительной эф-
фективности в сравнении с РМНК (в разах, с учетом операций сложения и умножения).

Рассмотренные примеры подтверждает эффективность разработанного метода распознавания сигналов в
условиях сингулярных помех наблюдения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развитый метод может эффективно сочетаться с алгоритмами ортогональных разложений (см. [30]) и ре-
шениями некорректных задач (см. [31], [32]). Возможность декомпозиции и распараллеливания вычислитель-
ных процедур позволяет более эффективно решать целый круг прикладных задач, связанных с параллельной
обработкой измерений в различных областях. Полученные алгоритмы распознавания сигналов в условиях син-
гулярных помех несложно реализовать на специализированных ЭВМ, ориентированных на информационно-
измерительные комплексы, предназначенные для функционирования в реальном времени.

Получены компактные аналитические выражения, позволяющие заранее, под конкретную прикладную за-
дачу, подобрать необходимые модели сигналов и помех, а также количественные значения их параметров, при
которых развитый метод обеспечит достижение своих потенциальных возможностей. Метод относится к клас-
су линейных, поэтому все вычислительные процедуры сводятся к простейшим математическим операциям над
векторами и матрицами, а также допускает возможность комбинирования с традиционными статистическими
подходами к решению прикладных задач, связанных с оптимальной и квазиоптимальной обработкой наблю-
дений.

Полученные результаты можно применять и к классу динамических систем с измеряемым выходом, ес-
ли воспользоваться известным комбинированным методом опорных интегральных кривых и обобщенного
инвариантно-несмещенного оценивания (см. [33]–[35]). В этом случае состояние и выход таких систем можно
также представлять в виде конечной линейной оболочки заданного функционального базиса, если использо-
вать заранее построенное семейство опорных кривых или поверхностей необходимого объема.

Кроме того, можно обобщить развитый метод на тот случай, когда используемый базис зависит от неко-
торых неизвестных параметров (например, временных задержек). Для решения задачи разрешения сигналов в
этих условиях необходимо задавать сетку узлов в области изменения значений этих параметров и реализовывать
рассмотренные выше вычислительные процедуры для каждого многомерного узла в отдельности с последую-
щим выбором оптимального узла.
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Abstract. A numerical-analytical method is developed to solve the problem of optimal recognition of a
set of possible signals observed as an additive mixture containing not only a fluctuation observation error
(with an unknown statistical distribution) but also a singular interference (with parametric uncertainty).
The method allows for both the detection of signals present in the mixture and the estimation of their
parameters within a specified quality criterion and associated constraints. The proposed method, based
on the idea of generalized invariant-unbiased estimation of linear functional values, enables decomposition
of the computational procedure and autocompensation of singular interference without resorting to the
traditional expansion of the state space. Linear spectral decompositions in specified functional bases are
used for the parametric finite-dimensional representation of signals and interference, while knowledge of
the correlation matrix of the observation error is sufficient for error description. Random and systematic
errors are analyzed, and an illustrative example is provided.

Keywords: observation equation, fluctuation error, singular interference, correlation matrix of measurement
errors, Lagrange multiplier method, inaccurate observation, singular interference, optimal estimation,
conditions of unbiasedness and invariance, decomposition, autocompensation, computational recognition
algorithms.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 5 2024



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, 2024, том 64, № 5, с. 713–728

УДК 519.62

СПЕКТРАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ

C 2024 г. В.П. Варин1,*

1125047 Москва, Миусская пл., 4, Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН, Россия
*e-mail: varin@keldysh.ru

Поступила в редакцию 16.10.2023 г.

Переработанный вариант 16.10.2023 г.

Принята к публикации 14.01.2024 г.

Операторный подход, развитый ранее для спектрального метода, использующего полиномы Лежандра, здесь
обобщается на любые системы базисных функций (необязательно ортогональных), удовлетворяющих все-
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функциях. Все системы классических ортогональных полиномов удовлетворяют этим условиям. В частности,
построен спектральный метод, использующий полиномы Чебышёва, который наиболее эффективен для чис-
ленных расчетов. Этот метод применяется для численного решения линейных функциональных уравнений,
которые возникают в задачах обобщенного суммирования рядов, а также в задачах аналитического продолже-
ния дискретных отображений. Показано также, как этими методами решаются нестандартные и нелинейные
краевые задачи, для которых обычные алгоритмы не применимы. Библ. 9.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Спектральные методы решения краевых задач подразумевают разложение решений в ряды по некоторым
наборам базисных функций (или пробных, в контексте методов Галеркина), в качестве которых часто исполь-
зуются полиномы, ортогональные на данном интервале с некоторым весом.

В [1] был предложен спектральный метод решения краевых задач для голономных ОДУ на интервале [0, 1],
в котором неизвестные функции раскладываются в ряды по смещенным полиномам Лежандра.

Было показано, что любая линейная краевая задача для голономного ОДУ аппроксимируется с помо-
щью всего двух операторов, действующих в конечномерном линейном пространстве коэффициентов Фурье–
Лежандра решений этих ОДУ: оператора X умножения на независимую переменную x и оператора D диффе-
ренцирования по x. Некоторые дополнительные операторы, введенные в [1], играли лишь вспомогательную
роль.

Представление функций в виде разложений по (практически) произвольным наборам базисных функций
оказывается вполне аналогично такому представлению в виде разложений по полиномам Лежандра или Чебы-
шёва, если для этих наборов функций существуют аналогичные операторы X и D, действующие в линейном
пространстве коэффициентов разложений функций.

Для периодических функций, которые аппроксимируются с помощью тригонометрических полиномов,
роль оператора X играет оператор умножения на основную гармонику.

В этой статье рассматриваются аналитические функции на отрезке [0, 1], которые могут иметь особенности
на концах интервала. Назовем это множество функцийH.

Предположим, что имеется алгоритм, который каждой функции y(x) ∈ H ставит в соответствие ее формаль-
ное разложение по некоторому набору базисных функций {pn(x) ∈ H, n = 0, 1, . . . }. При этом всегда p0(x) = 1
(или p0(x) = const), так как единица принадлежитH.

Существование такого алгоритма означает, что определено линейное отображение множестваH в простран-
ство коэффициентов разложений этих функций, которое мы назовемA. Это отображение аналогично дискрет-
ному преобразованию Фурье периодических функций, а коэффициенты разложения {an, n = 0, 1, . . . } – это
аналог обычных коэффициентов Фурье. Например, в [1] рассматривалось преобразование Фурье–Лежандра.
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Отличие от обычного преобразования Фурье состоит в самом алгоритме, который теперь не обязан опирать-
ся на ортогональность функций в каком-либо пространстве, а также в том, что никаких условий сходимости
полученных разложений (пока) не требуется.

Поскольку реально вычисления всегда проводятся с конечными отрезками разложений, то наряду с отоб-
ражением H → A рассматриваются проекции H → AN , где N – это размерность аппроксимации. То есть
функция y(x) аппроксимируется (в каком-то пока не определенном смысле) своим разложением

y(x) =
N−1∑
n=0

an pn(x), (1)

где равенство понимается в проективном смысле и чисто формально, т.е. никакой близости функции и ее раз-
ложения (в среднем, поточечно, равномерно, и т.п.) априори не требуется.

Иными словами, мы разделяем задачи вычисления разложения функции и интерпретации полученного раз-
ложения как аппроксимации этой функции. Например (см. разд. 2), ряд может быть асимптотическим и рас-
ходящимся, но породившая его аналитическая функция (решение голономного ОДУ) при этом вполне опре-
делена.

Множество функций H замкнуто относительно операций дифференцирования и умножения на независи-
мую переменную x, поэтому необходимо определить, какие линейные отображения эти операции индуцируют
в пространствах коэффициентов конечномерных аппроксимацийAN . Иными словами, для аппроксимации (1)
необходимо определить конечномерные отображения

X : {an} → {bn} и D : {an} → {cn},

где
x y(x) =

N−1∑
n=0

bn pn(x) и y′(x) =
N−1∑
n=0

cn pn(x).

Существование таких операторов – это как раз те два требования к набору базисных функций {pn(x)}, о ко-
торых говорилось в аннотации.

В случае, когда наборы базисных функций – это (классические) ортогональные полиномы, матрица X –
это всегда транспонированная матрица Якоби, ассоциированная с данной системой полиномов (см. [1, 3]).

В разд. 2 мы покажем, как эта общая конструкция работает при решении голономных ОДУ для некоторых
конкретных наборов базисных функций. Это делается так же, как и в [1], с использованием полиномов Ле-
жандра.

В случае если задача не сводится к решению голономного ОДУ, предложенного формализма недостаточно
для решения задачи. Это видно уже для линейного неголономного ОДУ, так как операция умножения на из-
вестную функцию v(x) соответствует оператору V = v(X), где v(X) – это функция от матрицы (предполагая,
что она существует).

Для рациональных функций r(x) функция от матрицы r(X) получается формальной подстановкой матрицы
X вместо переменной x (см. [4]). Именно поэтому голономные ОДУ решаются относительно просто. Но для
линейных неголономных ОДУ, для нелинейных ОДУ и для функциональных уравнений функции от матриц
придется вычислять другим способом.

В случае если набор базисных функций – это ортогональные полиномы, функция от матрицы v(X) одно-
значно определяется значениями функции v(x) на спектре матрицы X (т.е. на спектре матрицы Якоби) с по-
мощью интерполяционной формулы Лагранжа–Сильвестра (см. [4]), так как спектр матрицы X размерности
N – это корни полинома pN (x).

Поэтому корни ортогональных полиномов – это, как правило, самые удобные узлы коллокации. Однако в
общем случае это не так. Поэтому мы накладываем единственное очевидное ограничение на узлы коллокации
xn ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . , N – их несовпадение, т.е. xn 6= xm при n 6= m.

Таким образом, имеем еще одно конечномерное представление функций y(x) ∈ H,

y(x) = {y1, y2, . . . , yN}, yn = y(xn) =
N−1∑
k=0

ak pk(xn). (2)

Здесь, как и ранее в (1), мы используем способ обозначения, который в программировании называется
«overloading», т.е. когда смысл символа (в данном случае y(x)) определяется в зависимости от контекста. Так
же как оператор и его матрица обычно обозначаются одним символом.

Интерполяционная формула (1), примененная в (2), – это не что иное, как аналог обратного (дискретно-
го) преобразования Фурье (которое мы обозначим через F−1), так как это линейный оператор, действующий в
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пространстве «коэффициентов Фурье» AN и восстанавливающий функцию y(x), как таблицу ее (приближен-
ных) значений в выбранных узлах. Таким образом, матрица этого преобразования всегда известна в явном виде
для любого набора узлов xn,

F−1 = [pk−1(xj)]16j,k6N , F−1 : AN → HN , (3)

гдеHN обозначает пространство конечномерных аппроксимаций функций y(x) ∈ H в виде таблиц их (прибли-
женных) значений в узлах xn.

Набор базисных функций {pn(x) ∈ H, n ∈ N0} теперь должен удовлетворять еще одному очевидному тре-
бованию: матрица F−1 должна быть обратимой для любой размерности аппроксимации N . Тогда мы всегда
имеем аналог обычного (дискретного) преобразования Фурье, F = (F−1)−1, которое преобразует функцию
y(x), представленную таблицей ее значений в узлах xn, в таблицу ее «коэффициентов Фурье» {a0, . . . , aN−1}.

Представление функций y(x) ∈ H двумя способами, т.е. в виде таблиц их значений в узлах коллокации и в
виде таблиц их коэффициентов Фурье (кавычки далее опускаем), с возможностью менять эти представления по
мере надобности, позволяет использовать преимущества обоих представлений.

Голономные дифференциальные операторы, действующие в пространстве коэффициентов Фурье, допуска-
ют весьма простой учет произвольных краевых условий, осуществляемый точно так же, как это делалось в [1]
для аппроксимаций полиномами Лежандра. В то же время коллокационный подход позволяет обобщить эти
результаты на произвольные линейные дифференциальные операторы, а также на линейные функциональные
уравнения.

Например, функция от матрицы v(X), нужная для оператора умножения на функцию v(x), вычисляется
(аппроксимируется) как

v(X) = F .Diag [v(x1), . . . , v(xN )] . F−1, (4)

где точка означает умножение матриц, а Diag[] обозначает диагональную матрицу.
Преимущество ортогональных полиномов над любыми другими наборами базисных функций состоит в том,

что представление функции от матрицы (4) является точным, если в качестве узлов используется спектр матри-
цы X, т.е. корни N-го ортогонального полинома. А преимущество полиномов Чебышёва над любыми другими
системами ортогональных полиномов состоит в том, что спектр матрицы X известен в явном виде, а также в
том, что обе матрицы, F и F−1, даются явными формулами (см. разд. 3).

Это, как мы полагаем, закрывает дискуссию о том, какие полиномы, Чебышёва или Лежандра, лучше в чис-
ленных расчетах (см. [5]).

В разд. 2 мы покажем, как предложенный формализм работает при вычислении формальных степенных
разложений решений голономных ОДУ. Эти разложения всегда асимптотические в силу самого способа их вы-
числения (так как метод неопределенных коэффициентов по сути асимптотический).

В то же время функция (решение ОДУ), породившая степенное разложение, является аналитической и мо-
жет быть восстановлена, например, с помощью преобразования степенного ряда в факториальный (см. [6]).
Оказывается (см. разд. 2), факториальное разложение решения можно вычислять непосредственно из ОДУ при
подходящем наборе базисных функций.

В разд. 3 даются явные формулы для операторов X, D, F и F−1, а также для некоторых других для аппрок-
симаций полиномами Чебышёва. Эти результаты применяются для численного решения некоторых линейных
функциональных уравнений в разд. 4,5.

В разд. 6 показано, как результаты разд. 3 применяются при решении нестандартных и/или нелинейных
краевых задач, для которых обычные численные методы неприменимы.

2. СТЕПЕННЫЕ И ФАКТОРИАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ

Рассмотрим простейший набор базисных функций

pn(x) = xn, n ∈ N0, (5)

и покажем, что наш минималистский подход к вычислению разложений является содержательным.
В данном случае пространство коэффициентов ФурьеA – это просто коэффициенты формальных степен-

ных разложений в нуле тех функций изH, которые имеют эти разложения.
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Операторы X и D здесь очевидно существуют, а их матрицы устроены особенно просто. Приведем эти мат-
рицы для размерности N = 5:

X =



0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0


, D =



0 1 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 4

0 0 0 0 0


.

Структура этих матриц для любой размерности N очевидна.
Фиксируем размерность аппроксимации N и введем вектор e ∈ AN , соответствующий функции e(x) = 1,

т.е. e = 〈1, 0, . . . , 0〉t.

Предложение 1. Для любой регулярной в нуле функции f(x) коэффициенты ее степенного разложения в нуле до
номера N − 1 включительно даются вектором f(X).e.

Доказательство, на самом деле, очевидно. Вектор X.e соответствует функции x, т.е. это коэффициенты Фу-
рье функции x. Это же справедливо для любой степени Xn, т.е. вектор Xn.e соответствует функции xn. Но
регулярная функция f() от матрицы X дается отрезком ее тейлоровского разложения в нуле до номера N − 1
включительно, так как матрица X нильпотентна. Поэтому f(X).e – это коэффициенты Фурье функции f(x),
т.е. коэффициенты ее степенного разложения. Что требовалось доказать.

Аналогичное утверждение справедливо для решения любого ОДУ, которое сводится к голономному ОДУ,
регулярному в нуле. Например, рассмотрим линейное ОДУ:

(1 + x) y′′(x) + x2 y′(x)− y(x) = 1 + x, (6)

которое не интегрируемо (по крайней мере в CAS Maple), и найдем степенное разложение в нуле его решения
y(x), такого, что y(0) = a и y′(0) = b.

Для этого составим матрицу A = (E +X).D2 +X2.D−E, где E – это единичная матрица. Затем вычислим
вектор правой части, r = (E + X).e. Затем заменим две последние строки матрицы A на строки

A[N,n] = p(n− 1, 0), A[N − 1, n] = p′(n− 1, 0), n = 1, 2, . . . , N,

для учета начальных значений функции y(x). Затем положим r[N ] = a и r[N − 1] = b (в том же порядке, как это
делалось для матрицы A). Тогда вектор y = A−1.r дает коэффициенты степенного разложения (до (N − 1)-го
включительно) решения y(x) ОДУ (6) с этими начальными данными, т.е.

y(x) = a + b x +
1

2
(1 + a)x2 − 1

6
(a− b)x3 +

1

24
(1 + 3 a− 4 b)x4 + . . . .

Гибкость этого подхода к вычислению (регулярного) степенного разложения решения ОДУ состоит в том,
что мы можем наложить на решение произвольные (линейные) начальные условия. Например, потребовать,
чтобы третья производная функции в нуле была равна нулю. Тогда окажется, что необходимо a = b.

Если же потребовать выполнения несовместных начальных условий, то матрица A просто окажется вырож-
денной.

Наложение краевых условий в точке x = 1, как мы это делали для полиномов Лежандра в [1], возможно, но
довольно бессмысленно, так как аппроксимация решения краевой задачи отрезками степенных разложений
крайне неэффективна даже в случае их сходимости. В разд. 3 мы используем для этого полиномы Чебышёва.

По той же причине коллокационный подход здесь не имеет смысла, хотя матрица (3) здесь – это матрица
Вандермонда и всегда обратима. То есть базисные функции (5) нужны только для вычисления формальных
степенных разложений в нуле решений голономных ОДУ.

Также можно вычислять степенные разложения решений ОДУ, сингулярных в нуле. Такие разложения могут
как сходиться, так и расходиться. Общим для них является то, что наложение n начальных условий на решение
ОДУ n-го порядка (вообще говоря) невозможно, так как не все решения в нуле раскладываются в степенные
ряды. Приведем два таких примера.

Рассмотрим сингулярную задачу Коши y(0) = 0 для уравнения

x2 y′(x) + y(x) = x. (7)
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Его общим решением является сингулярная в нуле функция, имеющая при x > 0 всюду расходящееся степен-
ное разложение,

y(x) = exp

(
1

x

) (
C + Ei

(
1,

1

x

))
, y(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1 (n− 1)!xn, (8)

где Ei() – это интегральная экспонента.
Единственное ограниченное в нуле (x > 0) решение ОДУ (7) имеет константу интегрирования C = 0

и степенное разложение (8), поэтому конечномерная аппроксимация строится просто: берутся матрица A =
= X2.D + E и правая часть r = X.e. Никакой корректировки матрицы A и вектора r делать не нужно, так как
это лишь приведет к тому, что полученная матрица будет сингулярна.

В результате для размерности аппроксимации N получим разложение (8) до степени N − 1 включительно.
Рассмотрим уравнение

x2 y′′(x) + (1 + 2x2) y′(x) + 2 y(x) = x, (9)

которое интегрируемо в Maple. Однако общая формула первого интеграла весьма громоздка и не позволяет
определить (встроенными средствами Maple) асимптотики решений в нуле. Также имеющиеся в Maple проце-
дуры не позволяют найти степенное разложение решения, которое легко находится нашим способом.

Для этого составим матрицу A = X2.D2 +(E+2X2).D+2E и вектор правой части, r = X.e. Затем заменим
последюю строку матрицы A на строку 〈1, 0, . . . , 0〉 и положим r[N ] = a для учета начального значения y(0) = a.
Тогда вектор y = A−1.r дает коэффициенты степенного разложения (до (N−1)-го включительно) решения ОДУ
(9), т.е.

y(x) = a− 2 a x +
1

2
(1 + 4 a)x2 − 2

3
(1 + 2 a)x3 +

1

6
(5 + 4 a)x4 − 1

15
(23 + 4 a)x5 + . . . .

Сравнение этого решения с полученной общей квадратурой (которую мы опускаем), а также с решением одно-
родного уравнения (9) дает асимптотику в нуле той части квадратуры, для которой имеющиеся средства Maple
не применимы. Нужно просто подставить a = 0 в это решение.

Рассмотрим теперь набор базисных функций,{
qn(x) =

1

(1 + 1/x)n

}
=

{
1,

x

x + 1
,

x2

(x + 1) (2x + 1)
, . . .

}
, n ∈ N0, (10)

где ()n – это символ Почхаммера. Ряд Фурье по этим функциям – это классическое (но малоизвестное) факто-
риальное разложение.

Эти ряды асимптотически эквивалентны степенным в нуле, но, как правило, сходятся на всем интервале
x ∈ (0, 1] (см. [6] и ссылки там).

Существует простое преобразование ряда Фурье по функциям (5) в ряд Фурье по функциям (10) и наоборот.
Это нижнетреугольные матрицы

P =
[
(−1)n+m S

(1)
n−1,m−1

]
16m6n6N

, Q =
[
(−1)n+m S

(2)
n−1,m−1

]
16m6n6N

,

где P преобразует степенной ряд в факториальный, а Q = P−1 – наоборот, и S(1) и S(2) – это числа Стирлинга
первого и второго рода.

Можно легко проверить, что строить график функции (8) по ее степенному разложению совершенно бес-
полезно, в то время как применение оператора P к вектору коэффициентов этого разложения дает вектор ко-
эффициентов разложения по функциям (10). Это разложение приближает функцию (8) на всем интервале [0, 1]
достаточно хорошо уже при небольших N .

Правда, диагональные Паде–аппроксимации в данном случае лучше. Однако разложения по функциям (10)
дают рациональные приближения с заранее известными полюсами.

Обозначим через X̃ и D̃ матрицы соответствующих преобразований для функций (10), в то время как X и
D – это матрицы для функций (5), как и ранее в этом разделе. Тогда можно проверить, что

X̃ = P.X.Q, D̃ ≈ P.D.Q,

т.е. матрица X̃ вычисляется точно, а матрица D̃ – с точностью до последней строки. Существуют и явные фор-
мулы для этих матриц, которые мы опускаем.

Таким образом, факториальные разложения решений голономных ОДУ можно получать точно так же, как
мы получали степенные в этом разделе.

В заключение этого раздела отметим, что наш подход работает и для других типов разложений, например,
по полиномам Бернулли. Хотя здесь пока даже неясно, в каком смысле понимать близость функции и ее раз-
ложения.
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3. АППРОКСИМАЦИЯ ПОЛИНОМАМИ ЧЕБЫШЁВА

Здесь мы даем сводку формул, необходимых (и достаточных) для численного решения задач из обозначен-
ных классов. Часть этих формул в той или иной форме уже встречалась в литературе, однако в различных других
контекстах.

Под численным решением задачи мы понимаем предъявление алгоритма, позволяющего вычислить реше-
ние, в принципе, с произвольной заданной точностью. А точность полученного решения оценивается с помо-
щью анализа коэффициентов Фурье решения.

Само же решение задачи понимается как таблица значений функции y(x) в выбранных узлах либо таблица
коэффициентов Фурье функции y(x), по которым сама функция может быть восстановлена (интерполирована)
с заданной точностью в любой точке интервала [0, 1] (или (0, 1)).

Классические полиномы Чебышёва, обозначаемые T (n, x), относятся к классу ортогональных полиномов
Якоби и имеют весовую функцию w(x) = (1− x)α (1 + x)β, α = β = −1/2. Эти полиномы наиболее популярны,
и мы будем использовать именно их. Полиномы Якоби с показателями α = β = 1/2 обозначаются — U(n, x) и
также используются в численном анализе. Значительно реже, но также используются полиномы Якоби с пока-
зателями α = 1/2, β = −1/2 и α = −1/2, β = 1/2.

Все эти четыре типа полиномов Якоби называют полиномами Чебышёва, и все они имеют тригонометри-
ческое представление и все преимущества, перечисленные в разд. 1. Так что явные формулы, приведенные в
этом разделе для полиномов T (n, x), существуют и для всех остальных типов полиномов Чебышёва.

Однако численные эксперименты не выявили существенных преимуществ полиномов Чебышёва над поли-
номами Лежандра (т.е. α = β = 0) при решении ряда модельных задач. Поэтому мы ограничимся здесь одним
набором формул для полиномов T (n, x). Аналогичные формулы имеются для полиномов Лежандра (см. [1]),
но получаются со значительно большими затратами.

Далее в этом разделе (и статье) мы используем систему базисных функций, состоящую из смещенных по-
линомов Чебышёва, т.е.

p0(x) =
1

2
, pn(x) = T (n, 2x− 1), n ∈ N. (11)

Коэффициент 1/2 здесь наследуется от обычных рядов Фурье и их тесной связи с рядами Чебышёва. Избавиться
от него никак невозможно, так как если взять p0(x) = 1, то коэффициент 1/2 появится далее в других местах.

Это свойство базисных функций (11) приводит к тому, что единичный вектор в пространстве коэффициен-
тов ФурьеA, соответствующий функции e(x) = 1, имеет вид

e = 〈2, 0, . . . , 0〉t .

Матрицы операторов X, D, а также X2 ≈ X.X для системы базисных функций (11) устроены очень про-
сто. Матрица X2 – это несколько улучшенный вариант матрицы X2. Эти матрицы отличаются только в одном
элементе, 16 (X2−X.X)[N,N ] = 1. Однако, как и для полиномов Лежандра в [1], оператор X2 все же лучше в
численных расчетах, чем X.X, но не настолько, чтобы вводить отдельные операторы X3, X4 и т.д.

Структура этих матриц совершенно очевидна для любых N и не требует формализации. Для N = 6 они
имеют вид

X=
1

4



2 2 0 0 0 0

1 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 0 1 2 1 0

0 0 0 1 2 1

0 0 0 0 1 2


, D=



0 4 0 12 0 20

0 0 8 0 16 0

0 0 0 12 0 20

0 0 0 0 16 0

0 0 0 0 0 20

0 0 0 0 0 0


, X2=

1

16



6 8 2 0 0 0

4 7 4 1 0 0

1 4 6 4 1 0

0 1 4 6 4 1

0 0 1 4 6 4

0 0 0 1 4 6


.

МатрицаX – это транспонированная матрица Якоби, ассоциированная с системой полиномов (11), а струк-
тура матрицы D следует из свойств полиномов Чебышёва (см. [7]).

Осталось привести вектор-строки для учета краевых условий, как мы это делали в [1]. Эти векторы размер-
ности N имеют вид

im =
〈
p
(m)
n−1(0)

〉
, bm =

〈
p
(m)
n−1(1)

〉
, n = 1, . . . , N, m ∈ N0,
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где m обозначает номер производной полинома pn(x) по x. Векторы im отвечают за граничные значения функ-
ции при x = 0, а bm – за граничные значения при x = 1. Эти векторы устроены весьма просто:

i0 =
〈
1
2 ,−1, 1,−1, . . .

〉
, b0 =

〈
1
2 , 1, 1, 1, . . .

〉
,

i1 =
〈
2 (−1)n (n− 1)2

〉
, b1 =

〈
2 (n− 1)2

〉
,

i2 =
〈
4
3 (−1)n−1 n (n− 1)2 (n− 2)

〉
, b2 =

〈
4
3 n (n− 1)2 (n− 2)

〉
.

. . .
Как и в [1], последние строки матриц формальных дифференциальных или разностных операторов запол-

няются нужными строками im или bm, а также их линейными комбинациями для учета краевых условий. В том
же порядке последние элементы вектора правой части краевой задачи заменяются на нужные краевые условия.

Гибкость этого подхода к учету краевых условий задачи состоит в том, что он полностью формализован и
универсален, т.е. любые линейные краевые условия учитываются одинаково. А также можно учитывать про-
извольные линейные условия, наложенные на решение внутри интервала (этого мы не нашли в литературе).
Например, для того чтобы решение принимало заданное значение y(x) = y0 в какой-либо точке x0 ∈ [0, 1],
нужно заменить одну из последних строк матрицы формального дифференциального оператора, составленно-
го из матриц X, D и единичной матрицы E, на строку

〈pn−1(x0)〉 , n = 1, . . . , N,

и заменить соответствующий элемент вектора правой части задачи на y0.
Решение голономных ОДУ этим методом полностью идентично тому, что мы делали в [1] с использованием

полиномов Лежандра. Результаты по точности аппроксимации также вполне аналогичны. В частности, в раци-
ональной арифметике метод дает точные коэффициенты разложения, где это возможно. Рассмотрим краевую
задачу

x y′(x)− y(x) = x, y(1) = 0,

решением которой является функция y(x) = x lnx.
Действуя описанным способом, для каждого N получим все коэффициенты разложения решения по сме-

щенным полиномам Чебышёва, кроме последнего, y[N ], что связано с методом вычисления, и кроме двух пер-
вых, поскольку они иррациональны. Таким образом, получаем

x lnx = −1

4
+

(
3

2
− 2 ln 2

)
x +

∞∑
n=2

(−1)n pn(x)

n (n2 − 1)
, x ∈ [+0, 1].

Перейдем к изложению коллокационного подхода, который необходим для решения более общих задач,
чем решение голономных ОДУ.

В качестве узлов коллокации, очевидно, следует использовать корни смещенных полиномов Чебышёва. То
есть для размерности аппроксимации N ,

xn =
1

2
+

1

2
cos

(
(2n− 1)π

2N

)
, n = 1, 2, . . . , N. (12)

Тот факт, что ноль и единица не входят в число узлов, является, на самом деле, преимуществом, так как это
позволяет решать задачи с особенностями по краям интервала.

Матрицы преобразований Фурье, т.е. оператора (3) и его обращения, здесь известны в явном виде:

F−1 =

[
κ(n) cos

(
(n− 1) (2m− 1)π

2N

)]
, F =

2

N

[
cos

(
(m− 1) (2n− 1)π

2N

)]
,

где m и n нумеруют строки и столбцы соответственно, и

κ(n) =

{
1
2 , n = 1,
1, n > 1.

Заметим, что F и F−1 – это практически одна и та же матрица с точки зрения вычислительных затрат. И они
даны явными формулами. В то время как для полиномов Лежандра необходимо сперва вычислить корни N-го
полинома численно, затем вычислить матрицу (3), а затем ее обратить.

Уже приведенных формул вполне достаточно для того, чтобы решать (теперь только в плавающей арифме-
тике) произвольные линейные ОДУ (имеющие решения в H) точно так же, как мы решали голономные, так
как функции от матрицы X теперь вычисляются точно по формуле (4).
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Альтернативный способ вычисления функций от матрицы X опирается на общую формулу Лагранжа–
Сильвестра (см. [4]). Для функции v(x), определенной в узлах (12), функция от матрицы X дается формулой

v(X) =
N∑

n=1

v(xn) lN,n(X), lN,n(x) =
N∏

k 6=n

x− xk

xn − xk
, (13)

где {xn, n = 1, . . . , N} даны в (12), а lN,n(x) – это фундаментальные полиномы лагранжевой интерполяции.

Предложение 2. Для любой функции v(x) ∈ H матрицы v(X), посчитанные по формулам (4) и (13), совпадают.
Доказательство. Любая функция v(x) ∈ H определена на спектре матрицыX (12). Матрица v(X) : AN → AN

в (4) преобразуется в матрицуF−1.v(X).F = Diag [v(x1), . . . , v(xN )] : HN → HN , т.е. матрица v(X) всегда диаго-
нализируема. Оператор умножения на функцию v(x) в пространствеHN – это поточечное умножение функций.
Но в пространствеAN ему соответствует оператор v(X), т.е. каноническая функция от матрицы (13), получен-
ная по формуле Лагранжа–Сильвестра (см. [4]). Что требовалось доказать.

Ну и, разумеется, еще один способ вычислить функцию от матрицы – это просуммировать матричный ряд
Тейлора этой функции.

Перейдем к изложению метода решения линейных функциональных уравнений, которые возникают в за-
дачах обобщенного суммирования рядов и в задачах аналитического продолжения дискретных отображений.
Эти уравнения имеют вид

y(f(x))± y(x) = g(x), (14)

где x ∈ [0, 1], f : [0, 1] → [0, 1], и g(x) ∈ H. Возможны также некоторые модификации уравнения (14), которые
существенно не влияют на способ его решения.

Здесь необходимо применять как спектральное, т.е. y(x) ∈ AN , так и коллокационное, т.е. y(x) ∈ HN ,
представления функций.

Дело в том, что при знаке минус в (14) функция y(x) определена лишь с точностью до константы. Поэтому
конечномерная аппроксимация уравнения (14) даст вырожденную матрицу, так же как и при решении задачи
Коши для линейного ОДУ. Поэтому необходимо учитывать краевые условия решения, а это возможно сделать
эффективно только при спектральном представлении функций.

С другой стороны, необходимо вычислить значения функции f(x) в узлах (12) для определения линейного
оператора L : AN → AN , соответствующего функции y(f(x)). Этот оператор имеет вид

L = F . [pk−1(f(xj))]16j,k6N , (15)

т.е. представляется в виде суперпозиции оператора, аналогичного (3), и преобразования Фурье.
Далее очевидным образом составляется матрица конечномерной аппроксимации левой части (14) и вектор

правой части
r = g(X).e = F. 〈g(x1), . . . , g(xn)〉t .

Затем учитываются краевые условия (или условия внутри интервала), как это делалось ранее.
Заметим, что решения y(x) уравнений (14) обычно принадлежатH и даже могут иметь степенные разложе-

ния в нуле. Однако эти разложения, как правило, всюду расходятся и непригодны для аппроксимации функ-
ций. Так что наш метод (или его аналоги) численного решения уравнения (14), по-видимому, является безаль-
тернативным. В следующих разделах мы приводим ряд примеров решения этих уравнений.

В заключение этого раздела заметим, что приведенный формализм имеет более широкие приложения, чем
те, которые мы обозначили. В частности, мы не обсуждали функции от матрицы D. Например, экспонента от
этой матрицы, которая равна

exp(D) =
N−1∑
n=0

Dn

n!

в силу нильпотентности оператора D, дает оператор сдвига аргумента на единицу, т.е. дает коэффициенты Фу-
рье функции y(x + 1). Таким образом, уравнение

(exp(D)− E).y = nXn−1.e

имеет в качестве решения полином Бернулли B(n, x) при n < N , при условии, что учтено начальное значение
y(0) = Bn, как это делалось при решении голономных ОДУ.
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4. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ ДИСКРЕТНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Здесь мы рассмотрим один пример численного решения функциональных уравнений, возникающих в за-
дачах аналитического продолжения дискретных отображений (см. [8]). Как мы полагаем, этот пример вполне
типичен.

В [8] было показано, что существует аналитический первый интеграл

H(x, y) = −x + log(y − y2) +
1

y − y2
− V (y), (16)

дающий решение задачи об аналитическом продолжении логистического отображения

yn+1 = yn − y2n, y0 ∈ C, n ∈ N0, (17)

где непрерывная переменная x соответствует дискретному «времени» n, а функция V (y) является голоморфной
в области Фату F0, лежащей внутри множества Жюлиа отображения (17), и удовлетворяет там уравнению

V (y − y2)− V (y) = log(y2 − y + 1) +
y (1− y)

y2 − y + 1
, V (0) = 0. (18)

Уравнение (17) приводилось в [8] в качестве примера интегрируемой динамической системы, в которой ре-
ализуется динамический хаос.

Функция V (y) является четной относительно точки y = 1/2, что видно после замены y → 1− y в уравнении
(18), но мы не будем этим пользоваться.

В [8] был предложен алгоритм, позволяющий вычислять функцию V (y) в любой точке y ∈ F0 с заданной
точностью. Однако этот алгоритм опирался на вычисления с использованием всюду расходящегося ряда функ-
ции V (y) в нуле, что вполне аналогично применению формулы Эйлера–Маклорена. Так что альтернативный
метод решения задачи здесь служит двоякой цели: демонстрирует эффективность предложенных методов и вза-
имно их проверяет.

Решение функционального уравнения (18) на интервале y ∈ [0, 1] получается описанным в предыдущем
разделе методом. Мы выбрали для этого QD-арифметику (т.е. примерно 64 десятичных разряда), чтобы по-
грешности вычислений не влияли на оценку точности аппроксимации.

В [8] мы привели значение функции V (y) в точке ее глобального минимума при y = 1/2,

V (0.5) = −0.1542881472560446692780986496974,

с большой долей уверенности, что все десятичные знаки здесь верны. Теперь мы можем подтвердить это пред-
положение.

На фиг. 1а показан график функции−V (y), а на фиг. 1б приведены абсолютные величины четных коэффи-
циентов Фурье полученного разложения

V (y) =
N−1∑
n=0

sn pn(y)

в логарифмической шкале для N = 80. Все нечетные коэффициенты s2n−1 близки к машинному нулю в силу
четности функции V (y) относительно точки y = 1/2.

Фиг. 1б содержит информацию о достигнутой равномерной погрешности полученного решения (≈ 10−35),
а также указывает на то, что функция V (y) не может быть голоморфной в полной окрестности отрезка [0, 1].
Иначе этот график приближался бы к некоторой прямой (экспоненциальное убывание коэффициентов Фурье).
В то время как на рисунке видно, что это не так. Таким образом, (некоторые) аналитические свойства решений,
полученных нашим методом, выводятся из анализа убывания их коэффициентов Фурье.

5. ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ СУММИРОВАНИЕ РЯДОВ

Перейдем к задачам, которые возникают при функциональном суммировании рядов (см. [9]). Напомним
некоторые формулы, которые нам понадобятся.

При суммировании числового ряда его частичные суммы

s(n) =
n∑

k=1

a(k) (19)
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Фиг. 1. Функция V (y) и ее коэффициенты Фурье–Чебышёва.

удовлетворяют разностному уравнению

s(n)− s(n− 1) = a(n), (20)

где a(x) (по предположению) – это некоторая аналитическая функция при x ∈ R , x > const. При этом ряд
может быть и знакопеременным.

Сделаем замену переменных в уравнении (20), n = 1/x, S(x) = s(1/x), A(x) = a(1/x). Тогда получим функ-
циональное уравнение

S(x)− S

(
x

1− x

)
= A(x). (21)

Наконец, сделаем замену x → x/(1 + x) в уравнении (21) и получим функциональное уравнение на интер-
вале [0, 1],

S

(
x

1 + x

)
− S(x) = A

(
x

1 + x

)
. (22)

При суммировании знакопеременных рядов вместо уравнения (22) получим (см. [9]) уравнение

U

(
x

1 + x

)
+ U(x) = A

(
x

1 + x

)
. (23)

Пусть исходный ряд (19) сходится. Тогда его сумма

C = lim
n→∞

s(n)

однозначно восстанавливается условием согласования двух решений разностного уравнения (20), т.е. дискрет-
ного, s(n), и непрерывного, s(1/x) = S(x):

C = s(n)− S(1/n), n ∈ N, (24)

где решение S(x) уравнения (22) получается описанным в разд. 3 способом с учетом начального значения
S(0) = 0.

Рассмотрим Базельскую проблему в качестве примера, т.е. A(x) = x2 и C = π2/6. Действуя описанным
способом (и в QD-арифметике), для размерностей аппроксимации N = 10, 20, 40 получим, соответственно,∣∣∣∣C10 −

π2

6

∣∣∣∣ ≈ 4.5× 10−8,

∣∣∣∣C20 −
π2

6

∣∣∣∣ ≈ 3.4× 10−14,

∣∣∣∣C40 −
π2

6

∣∣∣∣ ≈ 9.4× 10−23,
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где погрешности получаются по формуле (24) при n = 1. При n = 2, 3, . . . погрешности аналогичны, что также
дает оценку равномерной аппроксимации функции S(x), x ∈ [0, 1].

Суммирование сходящихся рядов со сложно устроенной правой частью A(x) ничем не отличается от сум-
мирования ряда для Базельской проблемы, но только если функция A(x/(1 + x)) хорошо аппроксимируется
полиномами Чебышёва на интервале [0, 1]. В случае, когда это не так, а это может быть только при достаточно
сложной особенности функцииA(x) в нуле, необходимо сделать замены переменных в уравнении (22), которые
учитывают эту сингулярность (см. ниже).

В случае если ряд (19) расходится в обычном смысле, формула (24) (вообще говоря) однозначно определяет
его обобщенную сумму, так как асимптотика частичных сумм s(n) и асимптотика решенияS(x) могут сократить
друг друга как разрешение неопределенности∞−∞. В этом случае, очевидно, функция S(x) неограниченна
на интервале [0, 1] и уравнение (22) решается по-другому.

Возьмем в качестве примера обычный ряд для ζ-функции Римана

ζ(σ+ 1) =
∞∑

n=1

1

nσ+1
, Re(σ) > 0, (25)

т.е. A(x) = xσ+1 в уравнении (21).
Следуя [9], сделаем в уравнении (21) замену S(x) = xσ V (x), а затем подстановку x→ x/(1+x). Тогда вместо

уравнения (22) получим уравнение

V

(
x

1 + x

)
− (1 + x)σ V (x) =

x

1 + x
, (26)

которое не имеет логарифмической особенности в нуле.
Уравнение (26) при σ 6= 0 имеет явное решение

V (x) = − 1

xσ
ζ

(
σ+ 1, 1 +

1

x

)
,

где ζ() – это ζ-функция Гурвица.
Уравнение (26) теперь аппроксимируется без учета начального значения. Это объясняется тем, что одно-

родное уравнение (26) имеет решение
V0(x) = constx−σ, (27)

которое является полиномом только при σ = 0,−1,−2, . . . , т.е. в особой точке и там, где функция Римана опре-
делена явно и принимает рациональные значения. Там матрица аппроксимации левой части (26) будет вырож-
дена.

В точке x = 0 при σ 6= 0 функция V (x) имеет асимптотическое разложение в полуплоскости Re(x) > 0,

V (x) = −1

σ
+

x

2
− x2 (σ+ 1)

12
+ · · · = −1

σ

∞∑
n=0

B(n)C(n + σ− 1, n)xn, (28)

где B(n) – это числа Бернулли, и C() – биномиальный коэффициент. Этот ряд обрывается при σ = −1,−2, . . .
и дает решение уравнения (26) в полиномах Бернулли, т.е.

V (x) = − (−1)−σ

σ
x−σB(−σ,−1/x), σ = −1,−2, . . . .

Таким образом, в результате несложных преобразований мы фактически осуществили аналитическое про-
должение ζ-функции Римана, определенной рядом (25), на всю комплексную плоскость, кроме особой точки
σ = 0.

Уравнение (26) позволяет дать характеризацию всего множества нулей ζ-функции Римана (как тривиаль-
ных, так и нетривиальных) в терминах свойств аналитического решения функционального уравнения, завися-
щего от параметра.

Предложение 3. Функция ζ(σ+ 1) = 0 для тех и только тех σ ∈ C, для которых решение уравнения (26) удовле-
творяет набору тождеств

xσ V (x) =
n∑

k=1

1

kσ+1
, x = 1/n, n ∈ N,
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т.е. когда функция xσ V (x) интерполирует данную сумму на всем интервале [0, 1] при условии, что V (x) имеет
асимптотику (28).

Доказательство очевидно, так как это всего лишь переформулировка формулы суммирования (24). Условие
на асимптотику нельзя опустить, так как при Re(σ) < 0 всегда существует решение уравнения (26), такое, что
V (1) = 1 и V (+0) = −1/σ, в силу (27). Что требовалось доказать.

Например, для σ = −1,−2, . . . имеем согласно (28), V (0) = −1/σ, и

V (1) = 1− ζ(σ+ 1) ∈
{

3

2
,

13

12
, 1,

119

120
, 1,

253

252
, 1,

239

240
, 1,

133

132
, 1,

32069

32760
, 1,

13

12
, . . .

}
,

где единицы соответствуют тривиальным нулям ζ-функции Римана.
При этих значениях σ функция V (x), будучи полиномом, находится точно нашим методом (при N > −σ),

если выбрать соответствующее краевое значение V (1). Термин «точно» здесь понимается в обозначенном ре-
нее смысле «сколь угодно точно», так как вычисления проводятся в плавающей арифметике, а коэффициенты
решения являются рациональными числами.

Здесь мы обращаем внимание на тот факт, что иррациональности, которые использовались в конструиро-
вании матриц аппроксимации нашим методом, в результате сокращают друг друга. Это же справедливо для
вычислений с полиномами Лежандра.

Если для σ = −1,−2, . . . назначить краевое значение V (1) = 1, то функция V (x) по-прежнему находится
точно в виде полинома, и с тем же значением V (0) = −1/σ, так как отличие от предыдущего полинома только
в мономе constx−σ. Однако асимптотика (28) будет нарушена.

Для σ, соответствующих нетривиальным нулям ζ-функции Римана, краевые условия функции V (x) не мо-
гут быть назначены, так как моном constx−σ уже не будет полиномом, т.е. формально существующее решение
V (x) ∈ H уравнения (26) с этими свойствами не может быть найдено нашим методом (что скорее преимуще-
ство, чем недостаток).

Напомним, что аппроксимация уравнения (26) в пространствеAN согласно формулам разд. 3 имеет вид

A.s = F.
(

[pk−1(fj)]16j,k6N −Diag [(1 + x1)σ, . . . , (1 + xN )σ] . F−1
)
. s = r,

где вектор f ∈ HN имеет вид

f =

〈
x1

1 + x1
, . . . ,

xN

1 + xN

〉t

,

а вектор r = F.f = X.(E + X)−1.e ∈ AN .
Тогда вектор коэффициентов Фурье–Чебышёва решения получается как s = A−1. r, причем никакой мо-

дификации матрицы A и вектора r для учета краевых условий не требуется (так как мы уже разобрались с три-
виальными нулями).

Альтернативный (и более эффективный) способ вычислить то же самое – это использовать коллокационное
представление функций и операторов. Но это работает только потому, что краевые условия здесь можно не
учитывать.

В пространствеHN эта задача аппроксимируется как

B.v =
(

[pk−1(fj)]16j,k6N .F −Diag [(1 + x1)σ, . . . , (1 + xN )σ]
)
. v = f,

где вектор f определен выше, а неизвестный вектор v = 〈V (x1), . . . , V (xN )〉t. Затем находим v = B−1.f , а затем
вычисляем вектор коэффициентов Фурье решения, s = F.v.

Можно проверить, что для любой размерности аппроксимации N результаты, полученные вAN или вHN ,
всегда различаются лишь в пределах машинной точности. Это является следствием хорошей обусловленности
матриц F , F−1.

Выберем в качестве примера первый нетривиальный нуль ζ-функции Римана, ζ(σ+ 1) = 0, который в QD-
арифметике (в CAS Maple) имеет вид

σ = −0.5 + i 14.13472514173469379045725198356247027078425711569924317568556746,

и найдем численное решение задачи для N = 160. Результат представлен на фиг. 2.
На фиг. 2а показаны графики вещественной и мнимой части функции V (x), посчитанные по ее интерполя-

ционному полиному Чебышёва

V (x) =
N−1∑
n=0

sn pn(x), (29)
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Фиг. 2. Функция V (x) и ее коэффициенты Фурье–Чебышёва.

а также дискретные точки дляn = 1, 2, . . . , 20, в которых функцияV (x) известна явно, согласно предложению 3.
На фиг. 2б приведены абсолютные величины коэффициентов sn в логарифмической шкале. Фиг. 2б содер-

жит информацию о достигнутой равномерной погрешности полученного решения (≈ 10−50), что также под-
тверждается краевыми значениями, вычисленными по формуле (29), т.е. V (1) = 1− ζ(σ+ 1) = 1 и V (0) = −1/σ
с данной точностью.

Расчеты при N = 80 дают точность≈ 7× 10−29, что также считывается с фиг. 2.
Заметим, что точно так же и с той же точностью вычисляются значения ζ-функции Римана ζ(σ+1) ≈ 1−V (1)

для всех близких значений σ. Для других σ размерность аппроксимации и величину разрядной сетки, возможно,
придется изменить с учетом требуемой точности.

Таким образом, мы имеем альтернативный способ вычисления ζ-функции Римана с контролируемой точ-
ностью (хотя и не самый эффективный).

Также на фиг. 2 видно, что экспоненциального убывания коэффициентов Фурье здесь ожидать не следует,
что вполне аналогично фиг. 1. Отличие состоит в том, что здесь коэффициенты Фурье функции V (x) ведут себя
весьма регулярно.

Ну и, наконец, заметим, что если бы расчеты велись, например, в DD-арифметике (≈ 32 десятичных разря-
да), то фиг. 2б оказался бы обрезанным по высоте ординаты ≈ 32, что также является полезной информацией,
указывающей на бесполезность (в данном примере и этой арифметике) увеличения размерности аппроксима-
ции больше N ≈ 100.

В завершение этого раздела дадим пример суммирования расходящегося знакопеременного ряда нашим
методом. Рассмотрим классическую задачу вычисления константы Эйлера–Гомперца δ = exp(1) Ei(1, 1) как
суммы всюду расходящегося ряда (8) при x = 1.

Мы показали в [9], что этот ряд суммируется точно методом функционального суммирования, но здесь нас
интересует численное решение задачи.

Действуя описанными в [9] способом, получим функциональное уравнение

W

(
x

1 + x

)
+ xW (x) = 1, x ∈ [0, 1], (30)

а также набор тождеств

δ =
m∑

n=1

(−1)n−1 (n− 1)! + (−1)m (m− 1)!W

(
1

m

)
, m ∈ N. (31)
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Уравнение (30) имеет точное решение

W (x) = 1− exp(1) Ei

(
1

x
, 1

)
, (32)

что легко проверяется. Так что численное решение уравнения (30) – это по сути задача аппроксимации этой
функции полиномами Чебышёва.

Здесь следует отметить одно обстоятельство, относящееся к отличию математически точного решения от
численного, полученного даже, возможно, с очень большой точностью.

Дело в том, что уравнение (31) выполняется точно для функции W (x) в (32) для m ∈ N. Однако подстановка
в (31) численной аппроксимации функции W (x) приводит к умножению (даже очень малой) погрешности на
(m− 1)!, так что процесс быстро расходится. Но для небольших m в (31) это несущественно.

В результате для размерностей аппроксимации N = 10, 20, 40 получим, соответственно,

|δ10 − δ| ≈ 1.8× 10−5, |δ20 − δ| ≈ 6.9× 10−9, |δ40 − δ| ≈ 1.1× 10−13,

где δN вычисляется по формуле (31) при m = 1.
Заметим, что диагональная [N,N ] Паде–аппроксимация ряда (8) дает приближение для δ на 2–3 порядка

хуже.

6. РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ И НЕСТАНДАРТНЫХ ЗАДАЧ

Здесь мы дадим два примера решения нелинейных задач нашим методом, которые примечательны только
тем, что стандартные давно известные численные методы (реализованные в CAS) здесь либо неприменимы,
либо неэффективны и весьма трудоемки.

До сих пор мы рассматривали только линейные задачи, так что, казалось бы, решение нелинейных задач
является существенным обобщением. Однако это не так.

Решение нелинейной задачи в смысле, определенном в начале разд. 3, – это всегда итерационный процесс,
в котором участвуют только линейные операторы. Например, метод Ньютона можно охарактеризовать как ме-
тод последовательных линеаризаций.

Рассмотрим задачу Коши y(0) = 0 для уравнения

y′(x) = y3(x) + x. (33)

Это уравнение примечательно тем, что Maple зависает при попытке его проинтегрировать в явном виде (что
крайне необычно).

Поставим задачу определить значение y(1) (если оно существует) с большой (скажем, ≈ 10−50) и контро-
лируемой точностью. Заметим, что стандартная процедура численного интегрирования в Maple (без дополни-
тельных настроек) даст точность≈ 1.3× 10−6, причем без указания, что точность именно такова.

В Maple существует способ проинтегрировать это уравнение методом тейлоровских разложений с данной
точностью. Однако эта процедура для пользователя является «черным ящиком», и нет никаких подтверждений
достигнутой точности.

Решение нелинейных задач итерационными методами возможно, в принципе, в пространстве коэффици-
ентов ФурьеAN . Но коллокационный подход, т.е. когда функции представлены таблицами их значений в узлах
(12), здесь значительно удобнее. Однако и спектральное представление функций по-прежнему необходимо для
учета краевых и иных условий.

Самый простой способ решить уравнение (33) – это применить инерации Пикара, которые здесь, очевидно,
сходятся.

Выберем QD-арифметику и N = 100 (чтобы технические моменты не влияли на точность аппроксимации).
Возьмем матрицу D и заменим ее последнюю строку на вектор i0 для учета начального значения. Тогда по-

лучим обратимый оператор дифференцирования D0 : AN → AN . Поэтому матрицы

Dp = F−1. D0 . F : HN → HN , и Ip = D−1p = F−1. D−10 . F : HN → HN

представляют, соответственно, операторы дифференцирования и интегрирования в пространствеHN с учетом
начального значения.

Иными словами, применение оператора Ip к вектору y(x) ∈ HN дает вектор z(x) = 〈z(x1), . . . , z(xN )〉t, где

z(x) =

x∫
0

y(t)dt.
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Поэтому итерации Пикара в пространствеHN имеют вид

yn+1 = Ip .
〈
y3n(xk) + xk

〉t
k=1,...,N

, n ∈ N0,

где y0 = 0 – это начальное приближение решения.
В данном случае (т.е. y(0) = 0) 35 итераций Пикара дают решение с машинной точностью, т.е. норма вектора

yn−yn−1 близка к машинному нулю. Однако это лишь косвенная оценка достигнутой точности. Пробразование
Фурье F.y дает коэффициенты разложения функции y(x) по полиномам Чебышёва, по которым видно (как на
фиг. 1, 2), что достигнута точность y(1) ≈ 0.5190566558 порядка 10−63.

Итерации Пикара имеют линейную скорость сходимости, но весьма малозатратны в вычислительном плане
и обладают двумя важными преимуществами.

Во-первых, они всегда дают правильный результат, если он есть. Это утверждение – всего лишь перефор-
мулировка стандартной теоремы о существовании и единственности решения ОДУ.

Второе преимущество состоит в том, что если нужное решение не существует, то итерации Пикара просто
не будут сходиться и укажут тем самым на этот факт.

Например, решение задачи Коши y(0) = a для уравнения (33) имеет вид

yn+1 = 〈a〉tk=1,...,N + Ip .
〈
y3n(xk) + xk

〉t
k=1,...,N

, n ∈ N0,

т.е. операторы дифференцирования и интегрирования вHN всегда строятся для однородных краевых (и иных)
условий. Неоднородности учитываются в самом уравнении или в его аппроксимации.

В данном случае легко проверить, что решение задачи Коши y(0) = 1/2 для уравнения (33) существует на
интервале [0, 1], но требует большего количества инераций, а решение задачи Коши y(0) = 1 не продолжается
до x = 1.

Метод Ньютона обладает, как известно, квадратичной сходимостью. Однако он весьма чувствителен к вы-
бору начального приближения. Это всегда является отдельной задачей, требующей индивидуального подхода.

В данном случае начальное приближение можно выбрать как отрезок ряда Тейлора решения задачи Коши
(33), y0(x) = x2/2.

Уравнение в вариациях уравнения (33) имеет вид

v′(x) = 3 y2(x) v(x), (34)

поэтому итерации метода Ньютона здесь имеют вид yn+1 = yn −∆n, n ∈ N0,

∆n =
(
Dp − 3 Diag

[
y2n(x1), . . . , y2n(xN )

])−1
.
(
Dp.yn −

〈
y3n(xk) + xk

〉t
k=1,...,N

)
.

Здесь мы обращаем внимание на тот факт, что линейный оператор в методе Ньютона вычисляется для ко-
нечномерной аппроксимации задачи, а не для исходного уравнения, т.е. уравнение в вариациях (34) играет
лишь вспомогательную роль. Иными словами, оператор Dp здесь не может быть заменен на другой оператор
дифференцирования.

В данном случае 6 итераций метода Ньютона дают то же, что ранее мы получили с помощью 35 итераций
Пикара.

В завершение этого раздела (и статьи) приведем несколько искусственный пример, который иллюстрирует
ограничения, существующие в стандартных численных методах. Рассмотрим краевую задачу для уравнения

(1 + y(x)) y′′(x) + x = 0

на интервале [0, 1] с нестандартными краевыми условиями, y′(0) = 2 y(1), 2 y′(1) = −y(1/2).
Если бы краевые условия задавались только по краям интервала, то, например, Maple (вообще говоря) ге-

нерирует численную процедуру для решения такой задачи. Иными словами, подобные нелинейные краевые
задачи являются стандартными. Однако при выбранных нами краевых условиях Maple выдает ошибку типа
«слишком много краевых условий».

Тем не менее метод Ньютона в нашей аппроксимации этой задачи дает нужное решение за несколько ите-
раций. Приведем начальные данные этого решения:

y(0) ≈ −0.035949204045792, y′(0) ≈ 0.370656406646618,

которые можно проверить численно.
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1. Квадратная матрица A называется юнитоидной, или попросту юнитоидом, если она может быть приведена
к диагональному виду конгруэнцией, которая здесь понимается как матричное преобразование вида

A→ P ∗AP,

где P — невырожденная матрица.
Если и сама матрица A не вырождена, то все диагональные элементы в ее диагональной форме отличны от

нуля. Их аргументы, отсчитываемые в интервале [0, 2π), однозначно определены матрицей A и называются ее
каноническими углами.

Невырожденной матрице A можно сопоставить произведение

CA = A−∗A,

называемое коквадратом этой матрицы. Если A — юнитоид, то ее коквадрат диагонализуем подобием и имеет
унимодулярный спектр. При этом аргументы собственных значений коквадрата равны удвоенным канониче-
ским углам матрицы A.

Настоящая заметка представляет собой дополнение к статье [1]. Главным результатом последней является
следующее утверждение.

Предложение 1. Пусть A и B — невырожденные юнитоиды одинакового порядка n, причем канонические углы
матрицы B попарно различны по модулю π. Предположим, что матрицы C = A−1B и D = A−1B∗ диагонализуемы
одним и тем же подобием, т.е. найдется невырожденная матрица R такая, что

R−1CR = Λ = diag(λ1, . . . , λn) (1)

и
R−1DR = M = diag(µ1, . . . , µn). (2)

Тогда A и B могут быть приведены к диагональному виду посредством одной и той же конгруэнции.
Наша цель здесь состоит в том, чтобы точнее охарактеризовать пары юнитоидов, допускающих одновре-

менное приведение к диагональному виду.

2. Наряду с матрицами C = A−1B и D = A−1B∗ будем рассматривать коквадрат CB = B−∗B.
Теорема 1. Всякая матрица R, диагонализующая подобием любые две из матриц C,D и CB, диагонализует и

третью из этих матриц.
Доказательство. Рассмотрим три возможных ситуации:
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a) R диагонализует C и D, а значит, диагонализует и D−1. Так как

B−∗B = (B−∗A)(A−1B) = (A−1B∗)−1(A−1B) = D−1C, (3)

то R диагонализует и CB .
б) R диагонализует C и CB, а значит, и C−1

B . Имеем

A−1B∗ = (A−1B)(B−1B∗) = (A−1B)(B−∗B)−1 = C(CB)−1.

Следовательно, R диагонализует и D.
в) R диагонализует D и CB, а потому и C = A−1B, поскольку

A−1B = (A−1B∗)(B−∗B) = DCB .

(Это же сразу следует из (3).)

3. Покажем теперь, что в условиях предложения 1 обе матрицы A и B переводят подобием матрицу F =
= BB−∗ в CB . Будучи приводимы одновременным подобием, C и D должны быть перестановочны:

(A−1B)(A−1B∗) = (A−1B∗)(A−1B).

Отсюда выводим
BA−1B∗ = B∗A−1B

и
A−1(BB−∗) = (B−∗B)A−1,

A−1FA = CB . (4)

Аналогичное соотношение
B−1FB = CB (5)

очевидно, если подставить в него выражение для F .

4. Выражая F из (4) и подставляя полученное выражение в (5), получаем

(B−1A)CB(A−1B) = CB

или
CB(A−1B) = (A−1B)CB .

Напомним, что множество матриц, перестановочных с данной квадратной матрицей M , называется цен-
трализатором этой матрицы.

Итак, матрицы A и B в предложении 1 должны быть таковы, чтобы произведение C = A−1B принадлежало
централизатору матрицы CB = B−∗B.

Пусть теперь невырожденная матрица G является элементом централизатора матрицы CB . Определим мат-
рицу A соотношением

G = A−1B,

т.е. A = BG−1. Тогда
A−1B∗ = GB−1B∗ = G(B−∗B)−1 = GC−1

B .

Отсюда следует, что
(A−1B)(A−1B∗) = G2C−1

B

и
(A−1B∗)(A−1B) = GC−1

B G.

Поскольку G коммутирует с CB и C−1
B , то оба произведения (A−1B)(A−1B∗) и (A−1B∗)(A−1B) равны, т.е. мат-

рицы C и D перестановочны.
Тем самым из пп. 3 и 4 можно извлечь следующий вывод.
Теорема 2. Пусть n × n-матрицы A и B не вырождены. Матрицы C = A−1B и D = A−1B∗ коммутируют

тогда и только тогда, когда C принадлежит централизатору матрицы CB = B−∗B.

5. Вернемся к предложению 1. Оно требует от матриц A и B большего, чем просто перестановочность C
и D, а именно, эти последние должны быть диагонализуемы подобием и иметь общий базис из собственных
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векторов. В то же время в силу теоремы 1 этот базис состоит из собственных векторов матрицы CB = B−∗B.
Линии действия этих векторов определены однозначно условием попарного различия канонических углов мат-
рицы B. Поэтому централизатор CB представляет собой n-мерную (комплексную) алгебру. В соответствии с
теоремой 2 для выбора матриц A годятся только невырожденные матрицы из этого централизатора. Таким об-
разом, мощность множества матриц A, подходящих для заданного юнитоида B, не слишком велика. Этому не
стоит удивляться, ведь похожая ситуация имеет место в классической теореме об одновременной приводимо-
сти к диагональному виду пары перестановочных эрмитовых матриц (A,B). Если одна из этих матриц, скажем
B, имеет простой спектр, то множество подходящих для нее матриц A образует как раз алгебру размерности n.
Есть, правда, и отличие: от A и B не требуется невырожденности.

6. Воспользуемся этой возможностью, чтобы прокомментировать доказательство утверждения б) в теоре-
ме 2 из [1]. Недостаток приведенного там рассуждения в том, что не показана отчетливо роль предположения
о попарном различии канонических углов матрицы B. Между тем это предположение сильно упрощает дока-
зательство. Объясним, почему.

Из равенств (1) и (2) прежним образом выводятся соотношения

R∗BR = R∗ARΛ (6)

и
(R∗BR)Λ−1 = (R∗B∗R)M−1. (7)

Положим S = R∗BR. Будучи конгруэнтна B, матрица S является юнитоидом. Теперь соотношение (7) можно
переписать в виде

S−∗S = M−1Λ ≡ Γ.

Тем самым диагональная матрица Γ есть коквадрат юнитоидаS, а потому все ее диагональные элементы унимо-
дулярны. Более того, их аргументы попарно различны по модулю 2π. Как следствие, диагональна и матрица S.
(Аргументы ее диагональных элементов также попарно различны, но по модулю π, как это требуется предло-
жением 1 от канонических углов матрицы B.) Из равенства (6) теперь следует, что

R∗AR = SΛ−1,

т.е. R приводит (конгруэнцией) к диагональному виду не только B, но и матрицу A. Этим доказательство за-
вершается.
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Рассматривается задача оптимального распределенного управления в плоской строго выпуклой области с
гладкой границей и малым параметром при одной из старших производных эллиптического оператора. На
границе области в этой задаче задано нулевое условие Дирихле, а управление аддитивно входит в неодно-
родность. В качестве множества допустимых управлений используется единичный шар в соответствующем
пространстве функций, суммируемых с квадратом. Решения получающихся краевых задач рассматриваются
в обобщенном смысле как элементы некоторого гильбертова пространства. В качестве критерия оптималь-
ности выступает сумма квадрата нормы отклонения состояния от заданного и квадрата нормы управления
с некоторым коэффициентом. Такая структура критерия оптимальности позволяет при необходимости уси-
лить роль либо первого, либо второго слагаемого в этом критерии. В первом случае более важным является
достижение заданного состояния, а во втором случае – минимизация ресурсных затрат. Подробно изучена
асимптотика задачи, порожденная дифференциальным оператором второго порядка с малым коэффициен-
том при одной из старших производных, к которому прибавлен дифференциальный оператор нулевого по-
рядка. Библ. 15.

Ключевые слова: сингулярные задачи, оптимальное управление, краевые задачи для систем уравнений в част-
ных производных, асимптотические разложения.
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ВВЕДЕНИЕ

Статья посвящена исследованию асимптотики решения задачи оптимального распределенного управления
(см. [1]) в плоской строго выпуклой области с гладкой границей и малым параметром при одной из старших
производных эллиптического оператора. Такие операторы характерны для установившихся процессов тепло-
проводности и диффузии в слоистых средах, когда распространение тепла (диффузия) имеют существенно раз-
личные коэффициенты по перпендикулярным направлениям (в слое и при переходе в новый слой) (см. [2,
гл. III, § 1, п. 3]).

Асимптотика решения задачи Дирихле для подобных эллиптических уравнений в подобных областях была
исследована в [3], [4].

Иcследование задач оптимального управления, определяемых уравнениями в частных производных, не те-
ряет своей актуальности (см., например, [5]–[7] и библиографию в них).

Асимптотика распределенного управления для оператора с малым коэффициентом при операторе Лапласа
и в существенно другой области рассматривалась в [8], [9], а в аналогичной области – в [10]. Регулярный случай
подобной задачи рассмотрен в [11].

1. ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная строго выпуклая область с гладкой границей Γ := ∂Ω (Ω — многообразие
класса C∞ с краем).
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Рассматривается следующая задача распределенного управления (см. [1, гл. 2, § 2, (2.8)–(2.9)]):

Lεzε :=−ε6 ∂
2zε
∂x2

− ∂2zε
∂y2

+ a(x, y)zε = f(x, y)− uε(x, y), (x, y) ∈ Ω, zε ∈ H1
0 (Ω), (1.1)

J(u) := ‖zε − zd‖2 + β
−1‖u‖2−→ inf, u ∈ U , (1.2)

U = U(1), где U(r) :={u ∈ L2(Ω) : ‖u‖ 6 r}. (1.3)

Здесь β > 0, H1
0 (Ω) — соболевское пространство дифференцируемых функций, равных нулю на границе ∂Ω

(см., например, [14]), ‖ · ‖ – норма в пространстве L2(Ω),

f, zd, a,∈ C∞(Ω
δ̃
), a(x, y) > α

2 > 0 при (x, y) ∈ Ω, (1.4)

где δ̃ > 0, а Ω
δ̃

— δ̃-окрестность области Ω.
Скалярное произведение в L2(Ω) будем обозначать 〈·, ·〉.
Отметим, что степень шесть малого параметра взята для технического удобства, чтобы не писать в дальней-

шем дробных степеней этого параметра.
Решение уравнения (1.1) понимается в слабом смысле: для любого v ∈ H1

0 (Ω) справедливо равенство

ε
6

(
∂z

∂x
,
∂v

∂x

)
+

(
∂z

∂y
,
∂v

∂y

)
+ (a(x, y)z, v) = (f + u, v). (1.5)

В силу (1.4) и (1.5) при всех малых ε > 0 справедливо соотношение

(Lεv, v) = ε
6

∥∥∥∥∂v∂x
∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥∂v∂y
∥∥∥∥2

+ (a(x, y)v, v) > ε
6

∥∥∥∥∂v∂x
∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥∂v∂y
∥∥∥∥2

+ α
2‖v‖2 > ε

6‖v‖2H1
0 (Ω).

В этом случае единственное оптимальное управление uε(·) и соответствующее ему zε(·) характеризуются следу-
ющим образом: существует pε ∈ H1

0 (Ω) такое, что (см. [1, Гл. 2, § 2, (2.10)])

Lεzε = f(x, y) + uε, Lεpε − zε = −zd(x, y), (x, y) ∈ Ω, zε, pε ∈ H1
0 (Ω),

∀ ṽ ∈ U
(
p + β

−1uε, (ṽ − uε)
)
> 0. (1.6)

Как показано в [15, лемма 1] в этом случае условие (1.6) эквивалентно следующему: существует λε > 0 такое,
что (

uε = −λεpε
)
∧
(
λε ∈ (0; β]

)
∧
(
λε‖pε‖ 6 1

)
∧
(

(β− λε) ·
(
1− λε‖pε‖

)
= 0
)
. (1.7)

Таким образом, исходная задача свелась к системе уравнений

Lεzε + λεpε = f(x, y), Lεpε − zε = −zd(x, y), (x, y) ∈ Ω, zε, pε ∈ H1
0 (Ω), (1.8)

зависящей от положительного скалярного параметра λε с дополнительным условием (1.7).
Отметим, что в силу (1.4) при любом λε > 0 решения системы (1.8) бесконечно дифференцируемы в Ω.
Цель работы — изучить поведение zε, pε и λε при ε → 0 и найти полное асимптотические разложение ука-

занных величин при ε→ 0.

Обратим внимание, несмотря на то что порядок уравнения Lεzε = f в задаче Дирихле при ε = 0 не вырож-
дается, эта задача при некоторых условиях на границу области ∂Ω может быть бисингулярной. В работах [3]
и [4] показано, что это связано с порядком касания границы области Ω некоторых линейных многообразий.
Для рассматриваемого оператора – это прямые, параллельные оси Oy. При порядке касания, равном 1, обыч-
ный ряд теории возмущений (внешнее разложение) является пригодным во всей области Ω и, тем самым, дает
асимптотическое разложение решения zε.

Для рассматриваемой задачи оптимального управления ситуация усложняется за счет появления задачи Ди-
рихле для системы уравнений (1.8) с подобными операторами и появлением дополнительного скалярного па-
раметра λε > 0, связанного с решением системы (1.8) соотношением (1.7).

Если ограничения на управления не по существу, то λε = β — известная константа, и нахождение асимпто-
тического разложения zε и pε сводится к построению либо только внешнего разложения этой системы (регу-
лярный случай — порядок касания указанных прямых равен 1), либо к методу согласования асимптотических
разложений (см. [12], [13]), адаптированному для системы уравнений (сингулярный случай — порядок касания
хотя бы одной прямой больше 1).
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Однако даже в регулярном случае, когда ограничения на управления по существу, само внешнее разложение
зависит от асимптотического разложения параметра λε, и коэффициенты всех разложений zε, pε и λε необходимо
находить одновременно.

В работе [11] доказаны общие теоремы о предельной задаче, об априорных оценках и теоремы аппроксима-
ции, показывающие, что для нахождения асимптотических разложений zε, pε и λε достаточно построить фор-
мальное асимптотическое решение (ФАР) (см., например, [12, гл. I, § 1], [13, § 27, (27.3)]) системы (1.8) с соот-
ношением (1.7).

Кроме того, там был рассмотрен регулярный случай (когда порядок касания обеих указанных прямых ра-
вен 1).

В настоящей работе рассматривается сингулярный случай, когда порядок касания одной из прямых равен 3,
а порядок касания второй (для упрощения выкладок) равен 1.

2. ПРЕДЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Замечание 1. Разрешимость указанных в этом разделе задач и приведенные факты об их решениях доказаны
в [11].

Наряду с (1.8) рассмотрим также систему вида

Lεzε,λ + λpε,λ = fε,1(x, y), Lεpε,λ − zε,λ = fε,2(x, y), (x, y) ∈ Ω,

z = 0, p = 0, (x, y) ∈ Γ,
(2.1)

где λ > 0.
При fε,1 = f и fε,2 = −zd решение системы (2.1) будем обозначать: zε,λ,d, pε,λ,d.

Замечание 2. Отметим, что если β‖pε,β,d‖ 6 1, то zε,β,d = zε и pε,β,d = pε, а ограничения на управление не по
существу.

Предельной для (2.1) будет задача

L0z0,λ + λp0,λ = f0,1(x, y), L0p0,λ − z0,λ = f0,2(x, y), (x, y) ∈ Ω,

z = 0, p = 0, (x, y) ∈ Γ,
(2.2)

где оператор L0 получается из Lε, если положить формально ε = 0:

L0v :=−∂2v

∂y2
+ a(x, y)v.

Поскольку область Ω строго выпукла, то существуют точки Mi = (xi, yi) ∈ Γ, i = 1, 2, в которых уравнение
касательной к Γ имееет вид x = xi соответственно. Точки Mi разбивают границу Γ на две части Γj : нижнюю
(j = 1) и верхнюю (j = 2). Обе эти части являются графиками функций ϕj(x), x ∈ [x1;x2]. При этом

ϕj(x) ∈ C([x1;x2]) ∩ C∞(x1;x2), ϕj(xi) = yi, ϕ
′
j(xi − (−1)i0) =∞. (2.3)

В окрестностях точек Mi существует еще одна параметризация границы Γ: x = ψi(y) соответственно. Отме-
тим, что ψ1 — выпуклая (ψ′′1 > 0), а ψ2 — вогнутая (ψ′′1 6 0) функции и ψi(xi) = 0. При выполнении условий
(1.4), (2.3) и fε,1, fε,2f0,1, f0,2 ∈ C∞(Ωδ) задачи (2.1) и (2.2) разрешимы единственным образом, их решения
бесконечно дифференцируемы в Ω \ {M1,M2} и

‖zε,λ,d − z0,λ,d‖ → 0, ‖pε,λ,d − p0,λ,d‖ → 0 при ε→ 0.

Поэтому, если
β‖p0,β,d‖ < 1, (2.4)

то λε = β при всех малых ε > 0, т.е. ограничения на управление в задаче (1.1)–(1.3) не по существу, и ‖zε−
− z0,β,d‖ → 0, ‖pε−p0,β,d‖ → 0 при ε→ 0, если β‖p0,β,d‖ > 1, то при всех малых ε > 0 ограничения на управление
в задаче (1.1)–(1.3) по существу и

λε‖pε‖ = 1 (2.5)

при всех таких ε.
При выполнении условий

L0zd 6= f и β‖p0,β,d‖ > 1 (2.6)

существует единственное λ0 ∈ (0, β) такое, что

λ0‖p0,λ0,d‖ = 1 и λε−→ λ0, ‖zε − z0,λ0,d‖ → 0, ‖pε − p0,λ0,d‖ → 0 при ε→ 0. (2.7)
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3. ВНЕШНЕЕ АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ

В отличие от [10], поскольку при ε = 0 система (1.8) остается системой обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка, гладко зависящей от параметра x, то с помощью внешнего разложения удается
удовлетворить граничным условиям без пограничного экспоненциально убывающего пограничного слоя.

Внешнее разложение для zε и pε и разложение для λε ищем в виде

zout :=
∞∑
k=0

ε
kzk(x, y), pout :=

∞∑
k=0

ε
kpk(x, y), Λ :=

∞∑
k=0

ε
k
λk. (3.1)

Подставим ряды (3.1) в систему (1.8) и приравняем слагаемые одинакового порядка малости. В результате
получим уравнения, связывающие между собой zk, pk и λk:

L0z0 + λ0p0 = f(x, y), L0p0 − z0 = −zd(x, y),

L0zk + λ0pk + λkp0 = F1,k, L0pk − zk = F2,k, k > 1,

zk|Γ = 0 = pk|Γ, k > 0,

(3.2)

где

F1,k = bk
∂2zk
∂x2

−
k−1∑
l=1

λlpk−l, F2,k = bk
∂2pk−1

∂x2
,

и bk = 0 при k не кратном 6.
Отметим, что система (3.2) имеет единственное решение при любом заданном наборе {λk}. Однако в системе

(3.2) никак не учтено дополнительное условие (1.7).
Итак, внешнее разложение (при заданном наборе {λk}) построено. Оно по построению является ФАР задачи

(1.8) (c заданным рядом Λ из (3.1)) в тех подобластях области Ω, где ряды для zε и pε из (3.1) не теряют своей
асимптотичности.

В отличие от [11] в дальнейшем будем предполагать, что

x1 = y1 = 0, ψ1(y) = y4 при 0 < x < δ0 и некотором малом δ0, а ψ′′2(y2) < 0. (3.3)

Отметим, что эти ряды пригодны во всей области Ω, за исключением малой окрестности точки M1 .
Покажем, что эти ряды в малой окрестности точки M1 теряют свой асимптотический характер. Для этого

исследуем асимптотику функций zk и pk при (x, y)→M1.
Нахождение асимптотики коэффициентов внешнего разложения будем вести по схеме работы [3] с необ-

ходимыми изменениями, связанными с решением системы уравнений (в [3] исследовалась асимптотика коэф-
фициентов внешнего разложения для одного уравнения). Кроме этого для дальнейшего нам потребуется уточ-
нение вида разложений из [3].

При выполнении условия (3.3) функции ϕj, определяющие Γj, при 0 < x < δ0 имеют следующий вид:

ϕj(x) = (−)j 4
√
x. (3.4)

Как и в [3] рассмотрим функции вида xm/4P (ω(x, y)), (x, y) ∈ Ω, где m ∈ Z,ω(x, y) := y/ 4
√
x, а P — полином.

Функции такого вида будем обозначать Rm(x, y) (возможно с дополнительными индексами). Число m есте-
ственно назвать порядком такой функции. Если полином P есть четная (нечетная функция) т.е. все степени ω в
P четные (нечетные), то такой полином будем обозначать P (ω; 1) (P (ω;−1)). Соответственно будем использо-
вать обозначения

Rm(x, y; i) :=xm/4P (ω; i) и R+
m(x, y; i) :=

∞∑
s=0

Rm+s(x, y; i · (−1)s).

Замечание 3. При использовании обозначенияR+
m(x, y; i) не исключается случай, что некоторые слагаемые

в сумме равны нулю (включая и начальные, или даже все). Тем самым, содержательно запись f
as
= R+

m(x, y; i)
говорит о том, что у функции f асимптотика в нуле не хуже, чем xm/4. В частности, функцию, тождествен-
но равную нулю, при необходимости можно считать имеющей асимптотику вида R+

m(x, y; i) для нужного нам
порядка m.
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Отметим простейшие свойства функций Rm(x, y; i):

xmyn = x(4m−n)/4
( y

4
√
x

)n
= R4m−n(x, y; (−1)n),

Rm(x, y; i) ·Rn(x, y; j) = Rm+n(x, y; i · j),
∂2

∂x2
Rm(x, y; i) = Rm−8(x, y; i),

∂2

∂y2
Rm(x, y; i) = Rm−2(x, y; i),

4
√
x∫

− 4
√
x

Rm(x, y; i)dy = γm,ix
(m+1)/4, причем γm,−1 = 0.

(3.5)

Кроме того, если при (x + |y|)→ 0

f(x, y)
as
=

∞∑
n,m=0

an,mxnym, то f(x, y)
as
= R+

0 (x, y; 1). (3.6)

Как показано в [3, следствие 1], единственное решение задачи

L0,0Z :=− ∂2

∂y2
Z = Rm(x, y; i), Z(− 4

√
x) = 0 = Z( 4

√
x) (3.7)

имеет вид Z = Rm+2(x, y; i).
В частности, если R0(x, y; 1) = 1, то Z = 1/2(y2 −

√
x) = R2(x, y; 1).

Лемма 1. Пусть выполнены условия (1.4) и (3.4) и λ > 0 — некоторое число. Тогда решение системы

L0z + λp = f1(x, y)
as
= Rm,1(x, y, i), L0p− z = f1(x, y)

as
= Rm,2(x, y, i),

z|Γ = 0 = p|Γ,
(3.8)

имеет при (x + |y|)→ 0 асимптотику вида

z(x, y)
as
= R+

m+2,z(x, y; i), p(x, y)
as
= R+

m+2,p(x, y; i).

Это асимптотическое представление можно дифференцировать сколько угодно раз.
Доказательство. Отметим прежде всего, что в силу (3.6)

a(x, y)
as
= R+

0,a(x, y; 1).

Будем искать асимптотику функций z и p в виде

z(x, y)
as
=
∞∑
s=0

Rm(s),1(x, y; im(s)), p(x, y)
as
=
∞∑
s=0

Rn(s),2(x, y; in(s))

с помощью стандартной процедуры: подставив это представление в систему (3.8) и приравнивая слагаемые с
наименьшим порядком:

∞∑
s=0
L0

(
Rm(s),1(x, y; im(s))

)
+ λ

∞∑
s=0

Rn(s),2(x, y; in(s)) =
∞∑
s=0

Rm+s,1(x, y; i(−1)s),

∞∑
s=0
L0

(
Rn(s),1(x, y; in(s))

)
−
∞∑
s=0

Rm(s),1(x, y; im(s)) =
∞∑
s=0

Rm+s,2(x, y; i(−1)s).
(3.9)

Поскольку в силу (3.7) и (3.5)

L0 (Rm(x, y; i)) = L0,0Rm(x, y; i) + Rm(x, y; i)R+
0,a(x, y; 1) = Rm−2(x, y; i) +R+

m,a(x, y; i),

то в (3.9) наименьшие порядки равны m(0)−2, n(0)−2 и m. Поэтому Rm(0),1(x, y; im(0)) и Rn(0),2(x, y; in(0)) есть
решения задач вида (3.7):

L0,0Rm(0),1(x, y; im(0)) = Rm,1(x, y; i), L0,0Rn(0),2(x, y; in(0)) = Rm,2(x, y; i).
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Тем самым, в силу (3.7) m(0) = m + 2 = n(0), im(0) = i = in(0) и Rm(0),1(x, y; im(0)) = Rm+2,z(x, y; i), а
Rn(0),1(x, y; in(0)) = Rm+2,p(x, y; i).

Подставив найденные слагаемые в (3.9), получим равенства

∞∑
s=1

L0

(
Rm(s),1(x, y; im(s))

)
+ λ

∞∑
s=1

Rm+2,p(x, y; i) + λ

∞∑
s=1

Rn(s),2(x, y; in(s)) =

=
∞∑
s=0

Rm+s,1(x, y; i(−1)s),

∞∑
s=0

L0

(
Rn(s),1(x, y; in(s))

)
−Rm+2,z(x, y; i)−

∞∑
s=0

Rm(s),1(x, y; im(s)) =

=
∞∑
s=1

Rm+s,2(x, y; i(−1)s).

Теперь равенство элементов наименьшего порядка выглядит следующим образом:

L0,0Rm(1),1(x, y; im(1)) = Rm+1,1(x, y;−i), L0,0Rn(1),2(x, y; in(1)) = Rm,2(x, y;−i),

откуда получаем
Rm(1),1(x, y; im(1)) = Rm+3,z(x, y;−i), а Rn(1),1(x, y; in(1)) = Rm+3,p(x, y;−i).
Далее, применяя метод математической индукции, получим асимптотические ряды указанного в лемме вида

для z и p, дающие асимптотическое разложение при (x + |y|) → 0 функций z и p, что следует из теорем об
аппроксимации (см. [11]).

Возможность почленного дифференцирования этих асимптотических разложений доказывается стандарт-
но, так как вид построенных рядов не меняется после почленного дифференцирования (см., например, [12,
гл. IV, §3, лемма 3.1]). Лемма 1 доказана.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.4) и (3.3). Тогда для любого набора {λk}∞k=0 с λ0 > 0 решение системы
(3.2) имеет при (x + |y|)→ 0 асимптотику вида

z6m+r(x, y)
as
=

{
R+

2−6m,z(x, y; 1), r = 0,

R+
4−6m,z(x, y; 1), r = 1, 5,

p6m+r(x, y)
as
=

{
R+

2−6m,p(x, y; 1), r = 0,

R+
4−6m,p(x, y; 1), r = 1, 5.

(3.10)

Это асимптотическое представление можно дифференцировать сколько угодно раз.
Доказательство. Отметим прежде всего, что в силу (3.6)

f(x, y)
as
= R+

0,f (x, y; 1), −zd(x, y)
as
= R+

0,d(x, y; 1).

По лемме 1 получим z0
as
= R+

2,z,0(x, y; 1), p0
as
= R+

2,p,0(x, y; 1).
Для z1 и p1 получим уравнения с правыми частями

F1,1(x, y) = −λ1p0
as
= R+

2,1,z(x, y; 1), F1,2(x, y) = 0
as
= R+

2,1,p(x, y; 1).

Применив лемму 1, получим z1
as
= R+

4,z,1(x, y; 1), p1
as
= R+

4,p,1(x, y; 1).
Для z2 и p2 правые части имеют вид

F2,1(x, y) = −λ2p0 − λ1p1
as
= R+

2,1,z(x, y; 1), F2,2(x, y) = 0
as
= R+

2,1,p(x, y; 1).

И, тем самым, опять z2
as
= R+

4,z,2(x, y; 1), p1
as
= R+

4,p,2(x, y; 1).
Для z6 и p6 ситуация меняется, поскольку

F6,1(x, y) =
∂2

∂x2
z0 −

6∑
s=1

λsp6−s
as
= R+

−6,1,z(x, y; 1), F6,2(x, y) =
∂2

∂x2
p0

as
= R+

−6,1,p(x, y; 1).

Поэтому z6
as
= R+

−4,z,6(x, y; 1), p6
as
= R+

−4,p,6(x, y; 1).
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Далее применяем метод математической индукции. Теорема 1 доказана.
Для одного уравнения аналогичный результат получен в [3, теорема 2].

Замечание 4. Отметим, что порядки особенностей асимптотик, указанные в теореме, могут быть сильно за-
вышены. Так, например, если λ1 = 0, то z1 = 0 и p1 = 0. С другой стороны, если zd,0,0 6= 0, то p6 действительно
имеет в нуле особенность порядка x−1.

Таким образом, внешнее разложение имеет при (x + |y|) → 0 нарастающие особенности в асимптотике
коэффициентов разложения, что говорит о бисингулярности рассматриваемой задачи.

Отметим, что внешнее разложения не теряет асимптотичности (и, тем самым, “вполне пригодно”) в области
Ωε,γ :={(x, y) ∈ Ω : x > εγ} при γ ∈ (0; 4).

4. ВНУТРЕННЕЕ РАЗЛОЖЕНИЕ

В связи с тем, что внешнее разложение непригодно в малой окрестности точки M1, необходимо в окрест-
ностях этой точки рассмотреть новое — внутреннее — разложение в растянутых переменных.

В окрестности точки M1 введем новые растянутые переменные, подобно тому, как это было сделано в [3,
п. 1.2]: x = ε4ξ, y = εη.

В этих переменных функции Vε(ξ, η) := zε
(
ε4ξ, εη

)
, Wε(ξ, η) := pε

(
ε4ξ, εη

)
будут удовлетворять системе

− ∂2

∂ξ2
Vε −

∂2

∂η2
Vε + ε

2a
(
ε
4
ξ, εη

)
Vε + ε

2
λεWε = ε

2f
(
ε
4
ξ, εη

)
,

− ∂2

∂ξ2
Wε −

∂2

∂η2
Wε + ε

2a
(
ε
4
ξ, εη

)
Wε − ε2Vε = −ε2zd

(
ε
4
ξ, εη

) (4.1)

в области (см. (3.3)) 0 < ξ < δ1ε
−4, |η| < 4

√
ξ, где δ1 — некоторая константа δ1 < δ0, и граничным условиям

Vε
(
ξ,− 4

√
ξ
)

= 0 = Vε
(
ξ, 4
√
ξ
)
, Wε

(
ξ,− 4

√
ξ
)

= 0 = Wε

(
ξ, 4
√
ξ
)
. (4.2)

Теперь надо построить внутреннее разложение при (ξ2 + η2) → +∞ для функций Vε и Wε, согласованное с
внешним разложением при (x+ |y|)→ 0 для zε и pε (см., например, [12, (0.9)], [13, § 28, (28.21)]). Для получения
вида такого внутреннего разложения надо переразложить внешнее разложение через новые переменные.

Отметим, что если x = ε4ξ, а y = εη, то

Rm(x, y; i) = xm/4P (ω(x, y); i) = εξ
m/4P (ω̃(ξ, η); i) = ε

mRm(ξ, η; i), (4.3)

где ω̃(ξ, η) = ξ/ 4
√
η.

Для асимптотических разложений при (ξ2 + η2)→ +∞ будем использовать обозначение

R−m(ξ, η; i) :=
∞∑
s=0

Rm−s(ξ, η; i · (−1)s).

Перераскладывая внешнее разложение (см. (3.10)) через новые переменные, получим

zε
as
=
∞∑

m=0

ε
6m

 ∞∑
s=0

R2−6m+s,z(x, y; (−1)s) +
5∑

j=1

∞∑
s=0

ε
jR4−6m+s,z(x, y; (−1)s)

 (4.3)
=

(4.3)
=

∞∑
m=0

ε
6m

 ∞∑
s=0

ε
2−6m+sR2−6m+s,z(ξ, η; (−1)s) +

5∑
j=1

∞∑
s=0

ε
j+4−6m+sR4−6m+s,z(ξ, η; (−1)s)

 =

= ε
2
∞∑
s=0

ε
s

 ∞∑
m=0

R2−6m+s,z(ξ, η; (−1)s) +
5∑

j=1

∞∑
s=0

ε
j+2R4−6m+s,z(ξ, η; (−1)s)

 =

= ε
2
∞∑

n=0

ε
nR−n+2,z(ξ, η; (−1)n).

Аналогично

pε
as
= ε

2
∞∑

n=0

ε
nR−n+2,p(ξ, η; (−1)n).

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 5 2024



АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ БИСИНГУЛЯРНОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 739

Замечание 5. Отметим, что порядки особенностей асимптотик, указанные в предыдущих формулах, могут
быть сильно завышены. Так, в частности,

R−2,z(ξ, η; 1) =
∞∑
σ=0

R2−6σ(ξ, η; 1).

Таким образом, внутреннее разложение функций будем искать в виде

zin :=V (ξ, η) = ε
2
∞∑

n=0

ε
nVn(ξ, η), pin :=W (ξ, η) = ε

2
∞∑

n=0

ε
nWn(ξ, η) (4.4)

с дополнительным условием; при ξ2 + η2 → +∞

Vn(ξ, η)
as
= R−n+2,z(ξ, η; (−1)n), Wn(ξ, η)

as
= R−n+2,p(ξ, η; (−1)n), (4.5)

гдеR−n+2,z(ξ, η; (−1)n) иR−n+2,p(ξ, η; (−1)n) – известные, построенные по внешнему разложению асимптотиче-
ские ряды.

Подставим ряды (3.1) в систему (4.1) и приравняем слагаемые одинакового порядка малости. В результате
для определения функций Vn и Wn получим систему уравнений в неограниченной области Ω̃ :={(ξ, η) : ξ > 0,
|η| < 4

√
ξ} :

∆V0 = −f0,0, ∆W0 = −zd,0,0,
∆V1 = −f0,1η, ∆W1 = −zd,0,1η,
∆Vn = Hn,1, ∆Wn = Hn,2, n > 1,

(4.6)

где Hn,1 и Hn,2 вычисляются рекуррентно по предыдущим Vj, Wj, λk и коэффициентам асимптотических раз-
ложений в нуле известных функций a, f и zd, в частности,

H2,1 = −f0,2η
2 − a0,0V0 − λ0W0, H2,2 = −zd,0,2η2 − a0,0W0 + V0.

При этом в силу (4.2) нам нужны решения системы, удовлетворяющие граничным условиям

Vn(ξ,− 4
√
ξ) = 0 = Vn(ξ, 4

√
ξ), Wn(ξ,− 4

√
ξ) = 0 = Wn(ξ, 4

√
ξ), n > 0, (4.7)

и условиям поведения на бесконечности (4.5).
Теорема 2. Пусть выполнено условие (1.4) и {λk}— заданная последовательность. Тогда существуют функции

Vn(ξ, η), Wn(ξ, η) ∈ C∞(Ω̃) такие, что они являются решениями системы (4.6) в области Ω̃ и удовлетворяют
условиям (4.7) и (4.5).

Доказательство. Поскольку при каждомn рассматриваемая система распадается на два независимых уравне-
ния одинакового вида, то существование нужных решений можно получить, следуя доказательству теоремы 3.1
из [12, гл. IV, § 3]. Теорема 2 доказана.

Отметим, что построенные ряды не теряют своей асимптотичности при x < εγ, где γ > 0, т.е. области асимп-
тотичности внешнего и внутреннего разложений пересекаются. Отсюда следует (см., например, доказательство
теоремы 1.4 из [12, гл. IV, § 1]), что внешнее разложение есть асимптотическое разложение функций zε,Λ и pε,Λ
(решение системы (1.8) при разложении λε в ряд Λ из (3.1) с заданными {λk}) в области Ω1,µ, а внутреннее —
асимптотическое разложение этих же функций в области Ω2,µ, где

Ω1,µ :={(x, y) ∈ Ω, 0 < x < µ}, Ω2,µ :={(x, y) ∈ Ω, x > µ}, µ = ε
γ, γ ∈ (0; 4). (4.8)

Замечание 6. При рассмотрении внутреннего разложения в области Ω1,µ необходимо вернуться к перемен-
ным x и y:

zin = V
( x

ε4
,
y

ε

)
= ε

2
∞∑

n=0

ε
nVn

( x

ε4
,
y

ε

)
,

pin = W
( x

ε4
,
y

ε

)
= ε

2
∞∑

n=0

ε
nWn

( x

ε4
,
y

ε

)
.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 5 2024



740 ДАНИЛИН

5. ПОЛНАЯ АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ

Итак, при фиксированном наборе {λk} построены согласованные внешние и внутренние ФАР систе-
мы (1.8). Эти разложения аппроксимируют решения системы в областях Ω1,µ и Ω1,µ соответственно.

1. Пусть выполнено условие (2.4). В этом случае λε = β и, тем самым, λ0 = β, λk = 0 при k > 0. Поэтому по-
строенные для таких λk согласованные внешнее и внутреннее разложения будут ФАР всей задачи, и тем самым
справедлива теорема.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (1.4), (3.3) и (2.4). Тогда внешнее разложение (3.1) с λ0 = β, λk = 0 при
k > 0 и согласованное с ним внутреннее разложение (4.4) есть асимптотическое разложение решения задачи (1.8)
с λε = β при ε→ +0 в областях (4.8) соответственно.

2. Пусть выполнено условие (2.6). В этом случае условие (2.5) с разложением λε в силу (3.1) для произвольно-
го набора {λk}, вообще говоря, не выполнено. В силу (2.7) известно только λ0. В этом случае построение внеш-
него и внутреннего разложений необходимо вести совместно с определением величин {λk}, k > 0. Эти числа
можно найти из асимптотического равенства, порожденного равенством (2.5) и разложениями (3.1) и (4.4). За-
фиксируем начальный набор {λk}, k > 0, и найдем соответствующую ему асимптотику величины λ2

ε ‖pε‖2 при
ε→ 0 через pk и Wn.

Для нахождения такой асимптотики воспользуемся методом вспомогательного параметра (см., например,
[8], [13, § 30, II, теорема 30.1]).

Пусть µ удовлетворяет условию из (4.8). Тогда

λ
2
ε ‖pε‖2 = λ

2
ε

µ∫
0

dx

4
√
x∫

− 4
√
x

p2
ε (x, y)dy + λ

2
ε

x2∫
µ

dx

4
√
x∫

− 4
√
x

p2
ε (x, y)dy

as
=

as
=

( ∞∑
k=0

ε
k
λk

)2 µ∫
0

dx

4
√
x∫

− 4
√
x

ε
4

( ∞∑
n=0

ε
nWn

( x

ε4
,
y

ε

))2

dy+

+

( ∞∑
k=0

ε
k
λk

)2 x2∫
µ

dx

4
√
x∫

− 4
√
x

( ∞∑
k=0

ε
kpk(x, y)

)2

dy.

Сделав в первом интеграле замену x = ε4ξ, y = εη, получим асимптотическое равенство для нахождения
коэффициентов λk:

1
as
= ε

7

( ∞∑
k=0

ε
k
λk

)2 µ/ε4∫
0

dξ

4
√
ξ∫

− 4
√
ξ

( ∞∑
n=0

ε
nWn(ξ, η)

)2

dη+

+

( ∞∑
k=0

ε
k
λk

)2 x2∫
µ

dx

4
√
x∫

− 4
√
x

( ∞∑
k=0

ε
kpk(x, y)

)2

dy.

(5.1)

Поясним нахождение асимптотики получившихся слагаемых.
Во внешнем разложении надо из pk(x, y)pl(x, y) вычесть неинтегрируемую по Ω часть асимптотики (сла-

гаемые вида Rm(x, y; jm) с m < 0), а интеграл по Ω2,µ от получившейся части представить в виде разно-
сти интегралов по Ω и по Ω1,µ. Это даст нам слагаемое вида ε(k+l)Ak,l и степенной (по µ1/4) асимптотиче-
ский ряд ε(k+l)F1(µ). Наконец, проинтегрировав вычтенную часть асимптотики, состоящую из слагаемых вида
x(k+l)/4P (ω(x, y); jk · jl), по y получим сумму выражений

ε
(k+l)

x2∫
µ

γk,lx
(k+l+1)/4dx,

которая в итоге дает сумму ε(k+l)Ak,l,1 + ε(k+l)F2(µ).
Аналогичная процедура — вычитание неинтегрируемой по Ω̃ части асимптотики (слагаемые вида

Rm(ξ, η; jm) с m > −2). Замена интеграла от регуляризованной части по Ω̃1,ε,µ на разность интегралов по

Ω̃ и по Ω̃2,ε,µ с последующим интегрированием вычтенной части асимптотики по Ω̃1,ε,µ даст слагаемые вида
εmBk,l,1 + εmF3(µ, ε).
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Здесь

Ω̃1,ε,µ :={(ξ, η) : ξ ∈ (0; µ/(ε4), |η| < 4
√
ξ}, Ω̃2,ε,µ :={(ξ, η) : ξ > µ/(ε4), |η| < 4

√
ξ}.

При этом слагаемые, зависящие только от µ или от µ и ε вместе, при нахождении асимптотики можно не учи-
тывать (они взаимно уничтожаются).

Покажем, что

µ/(ε4)∫
0

dξ

4
√
ξ∫

− 4
√
ξ

Wn(ξ, η)Wm(ξ, η)dη = Dn,m + F(ε, µ), (5.2)

где Dn,m — константа.

Обозначим через W sing
n,m (ξ, η) неинтегрируемые в Ω̃ особенности Wn(ξ, η)Wm(ξ, η), а через W reg

n,m(ξ, η) “регу-
ляризованное” вычитанием этих особенностей рассматриваемое произведение, и

W sing
n,m (ξ) :=

4
√
ξ∫

− 4
√
ξ

W sing
n,m (ξ, η) dη, W reg

n,m(ξ) :=

4
√
ξ∫

− 4
√
ξ

W reg
n,m(ξ, η) dη.

Отметим, что W sing
n,m (ξ, η) есть линейная комбинация слагаемых вида

ξ
(4+n+m−s−σ)/4Pn,m,s,σ(ω̃; (−1)4+n+m−s−σ), 4 + n + m− s− σ < −5, (5.3)

поэтому асимптотика на +∞ у функции W reg
n,m(ξ) есть ряд по степеням ξ−1/4, начинающийся с ξ−3/2.

Тогда

µ/ε4∫
0

dξ

4
√
ξ∫

− 4
√
ξ

Wn(ξ, η)Wm(ξ, η)dη =

1∫
0

W reg
n,m(ξ) dξ+

+∞∫
1

W reg
n,m(ξ) d ξ+

µ/ε4∫
+∞

W reg
n,m(ξ) d ξ+

+

µ/ε4∫
1

W sing
n,m (ξ) d ξ = Dn,m, 1 + Dn,m, 2 +

µ/ε4∫
+∞

W reg
n,m(ξ) d ξ+

µ/ε4∫
1

W sing
n,m (ξ) d ξ.

Но оставшийся интеграл от W reg
n,m есть асимптотический ряд по степеням (ε4/µ)−l (l > 5), поэтому он имеет вид

F1(ε, µ). Интеграл от W sing
n,m (ξ) есть конечная сумма слагаемых вида (см. (5.3))

µ/ε4∫
1

d ξ

4
√
ξ∫

− 4
√
ξ

ξ
(4+n+m−s−σ)/4Pn,m,s,σ(ω̃; (−1)4+n+m−s−σ) d η =

µ/ε4∫
1

ξ
(5+n+m−s−σ)/4

γn,m,s,σ d ξ.

При этом, если 4 + n + m − s − σ = −4, то (n + m − s − σ) — нечетно и, значит, γn,m,s,σ = 0. Окончательно
последний интеграл есть конечная сумма слагаемых (µ/ε4)(9+n+m−s−σ)/4 и 1, т.е. равен Dn,m,2 +F2(ε, µ), и, тем
самым, справедливо равенство (5.2).

Отметим, что ( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
= a0b0 +

( ∞∑
n=1

(a0bn + anb0 + cn,[0;n−1]

)
,

где индекс [0;n − 1] говорит о том, что данное слагаемое зависит только от слагаемых перемножаемых рядов,
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имеющих номера меньше n. Тем самым, асимптотическое равенство (5.1) имеет вид

1
as
= ε

7
λ

2
0


µ/ε4∫
0

dξ

4
√
ξ∫

− 4
√
ξ

W 2
0 (ξ, η)dη


ε

+

+ ε
7
∞∑
k=1

εk
µ/ε4∫
0

dξ

4
√
ξ∫

− 4
√
ξ

(
2λ2

0W0(ξ, η)Wk(ξ, η)+

+ 2λ0λkV
2
0 (ξ, η) + Gk,[0;k−1],1(ξ, η)

)
dη


ε

+ λ
2
0

 x2∫
µ

dx

4
√
x∫

− 4
√
x

p2
0(x, y)dy


ε

+

+
∞∑
k=1

ε
k

 x2∫
µ

dx

4
√
x∫

− 4
√
x

(
2λ2

0p0(x, y)pk(x, y) +

+ 2λ0λkp
2
0(x, y) + Gk,[0;k−1],2(x, y)

)
dy


ε

.

(5.4)

Здесь через [·]ε обозначены слагаемые, полученные указанной процедурой получения асимптотики методом
вспомогательного параметра, зависящие только от ε. Отметим, что в данном случае это будут только константы.

Из последнего асимптотического равенства видно, что λk впервые появляется во внешнем разложении при
εk, а во внутреннем — только при εk+7.

Как и в [10], удобно при k > 0 представить zk и pk в виде zk = z̃k + λkz̃, pk = p̃k + λkp̃, где z̃k, p̃k — решение
задачи

L0z̃k + λ0p̃k = F̃1,k,[0;k−1], L0p̃k − z̃k = F̃2,k,[0;k−1], k > 1,

z̃k|Γ = 0 = p̃k|Γ, k > 0,
(5.5)

где функции F̃1,k,[0;k−1] и F̃2,k,[0;k−1] зависят только от предыдущих zl, pl и λl, 0 6 l < k, а z̃, p̃ — решение задачи

L0z̃ + λ0p̃ + p0 = 0, L0p̃− z̃ = 0, k > 1,

z̃k|Γ = 0 = p̃k|Γ, k > 0.
(5.6)

В силу леммы 3.1 и теоремы 3.1 при (x + |y|)→ 0

z̃(x, y)
as
= R+

4,z̃(x, y; 1), p̃(x, y)
as
= R+

4,p̃(x, y; 1), (5.7)

и, тем самым, как z0, так и p0, интегрируемы с квадратом по Ω.
При таком представлении уравнения для нахождения (правильных) λk принимают вид

2λkλ0

(
‖p0‖2 + λ0〈p0, p̃〉

)
= h̃k,[0;k−1], k ∈ N, (5.8)

где h̃k,[0;k−1] – константы, уже известные к моменту решения этого уравнения.
В силу леммы 3 из [10] при выполнении условия (2.6) справедливо соотношение

‖p0‖2 + λ0(p0, p̃) > 0.

Опишем процедуру одновременного построения рядов (3.1) и согласованных с ними рядов (4.4).
Алгоритм согласования:
S1. Возьмем λ0 из (2.7), а остальные λk положим равными нулю. Построим ряды (3.1) и согласованные с

ними ряды (4.4), соответствующие данным λk. При этом однозначно определятся z0 и p0.
S2. Из уравнения (5.8) для k = 1, в котором h̃1,[0;0] определяется только через z0 и p0, найдем λ1 и соответ-

ствующие этому λ1 функции z1,1 и p1,1. После чего получим новые наборы {zk,1} и {pk,1} (k > 1). При этом
уравнения для z0 и p0 (как и сами эти функции) не изменятся.
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Новые функции z1,1 и p1,1 будут отличаться от старых z1,0 и p1,0 в силу (5.7) на слагаемые видаR+
4 (x, y; 1) При

этом изменится и асимптотика при (x+ |y|)→ 0 функций {zk,1} и {pk,1} (k > 1) и в силу условий согласования
(4.5) изменится асимптотика при (ξ2 + η2)→ +∞ и некоторых функций из внутреннего разложения.

Рассмотрим подробнее ситуацию изменения асимптотик коэффициентов внутреннего разложения при из-
менении старых εkzk и εkpk на величину εkR+

4 (x, y; 1). Все предыдущие функции zl и pl (l < k) останутся неиз-
менными, поскольку уравнения, их определяющие, не изменятся. Уравнения для Vl и Wl (l < k) тоже не изме-
нятся. Покажем, что у этих функций Vl и Wl не изменятся и асимптотики при (ξ2 +η2)→ +∞, продиктованные
условиями согласования (4.5).

Поскольку при (x+ |y|)→ 0 асимптотика добавленного слагаемого имеет видR+
4 (x, y; 1), то при переходе к

ξ и η ряд εkR+
4 (x, y; 1) даст слагаемые вида εk+4+sξ(k+4+s)/4Ps. Тем самым, изменятся асимптотики (4.5) лишь

у функций Vn и Wn при n > 4 + k + s > 4 + k. Поэтому функции Vl и Wl, l < n + 2, не изменяются.
S3. Последовательно находя λk и корректируя уравнения и условия поведения при (x+ |y|)→ 0 и (ξ2 +η2)→

→ +∞, получаем окончательно коэффициенты всех рядов из (3.1) и (4.4). При этом внутреннее разложение
будет согласовано с внешним, и будет выполняться (5.4).

Тем самым, и в этом случае справедлива итоговая теорема.
Теорема 4. Пусть выполнены условия (1.4), (3.3) и (2.6), а (3.1) и (4.4) — ряды, построенные по алгоритму согла-

сования. Тогда внешнее и внутреннее разложения есть асимптотические разложение решения задачи (1.8) с допол-
нительным условием λε‖pε‖ = 1 при ε→ +0 в областях (4.8) соответственно.
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Abstract. The paper considers the problem of optimal distributed control in a strictly convex planar domain
with a smooth boundary and a small parameter in one of the higher derivatives of the elliptic operator.
In this problem, a zero Dirichlet boundary condition is imposed, and the control enters additively into the
inhomogeneity. The set of admissible controls is the unit ball in the corresponding space of square-integrable
functions. The solutions to the resulting boundary value problems are treated in the generalized sense as
elements of a certain Hilbert space. The optimality criterion is the sum of the square of the norm of the state
deviation from a given state and the square of the norm of the control, with a weighting coefficient. This
structure of the optimality criterion allows either the first or the second term to be emphasized, depending
on the need. In the first case, achieving the desired state is prioritized, while in the second case, minimizing
resource costs becomes more important. The asymptotics of the problem are studied in detail, arising from
a second-order differential operator with a small coefficient in one of the higher derivatives, to which a
zero-order differential operator is added.

Keywords: singular problems, optimal control, boundary value problems for systems of partial differential
equations, asymptotic expansions.
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Исследуется задача оптимального управления абстрактным полулинейным дифференциальным уравнением
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результаты о тотальном сохранении однозначной глобальной разрешимости (о тотально глобальной разре-
шимости) и об оценке решений для подобных уравнений. Указанная оценка оказывается существенной при
проведении исследования. В качестве примеров рассматриваются нелинейное уравнение теплопроводности
и нелинейное волновое уравнение. Библ. 22.
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ВВЕДЕНИЕ

Краткий обзор основных подходов к исследованию проблемы существования оптимального управления в
распределенных задачах оптимизации автором уже был представлен в его предыдущей работе по данной те-
ме [1]. Чтобы не повторяться, кратко напомним лишь основные моменты, повлиявшие на мотивацию автора.
Достаточно часто рассматривается ситуация, когда динамика управляемой системы допускает описание в виде
операторного дифференциального уравнения, в частности, первого порядка по времени:

dϕ

dt
+ (Gϕ)(t) = z(t), t ∈ (0;T ]; ϕ(0) = a, (1)

где на оператор G накладываются специальные условия (типа параболичности, монотонности, коэрцитивно-
сти, липшицевости, либо, скажем, линейности и ограниченности, и т.д. и т.п.), обеспечивающие разрешимость
этого уравнения для любых z из заданного пространства, см., например, [2], [3, гл. 3], [4, chapter 5], [5]. При этом
либо сама правая часть z трактуется как управление, либо она заменяется на выражение, линейно зависящее
от управления (но не зависящее от переменной состояния). При замене z на управляемую нелинейность вида
f(.,ϕ, u) (не удовлетворяющую специальным требованиям типа тех, которые были отнесены выше к оператору
G), с управлением u ∈ U разрешимость управляемой системы ∀u ∈ U становится негарантированной. В этом
случае, как правило, переходят к рассмотрению пар «управление–состояние» (см., например, [6, 7]), а управ-
ляемую систему рассматривают как ограничение особого типа. Эта схема предполагает лишь целевые функ-
ционалы того или иного специального вида (как правило, суммы q-степеней Lq-норм), см., например, [3, 7] и
непустоту множества допустимых пар; при этом обычно доказывается лишь сам по себе факт существования
оптимального управления (о свойствах множества оптимальных управлений речь не идет) [7, гл. 1, § 7, § 8; гл. 4,
§ 1], [3, гл. 3, § 15; гл. 4, § 10], [4, §§ 4.4, 5.3], [5]. Другой стандартный путь — наложение условий (глобальной)
липшицевости по переменной состояния на нелинейность f(.,ϕ, u) и/или ее равномерной ограниченности,
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см., например, [2]. В работе [1] было предложено при исследовании проблемы существования оптимального
управления использовать достаточные условия тотально глобальной разрешимости управляемой эволюцион-
ной системы. Тотальное сохранение глобальной разрешимости (ТСГР), или тотально глобальная разрешимость
(ТГР) — это свойство управляемой системы сохранять глобальную1) разрешимость для всех допустимых управ-
лений. При наличии теорем о ТСГР и единственности глобального решения и выполнении их условий функ-
ционалы оптимизационной задачи выступают как функции, зависящие только от управлений, что позволяет
опираться на соответствующие теоремы функционального анализа или их обобщения и тем самым, упрощать
исследование и/или получать достаточно сильные результаты.

Собственно, в [1] рассматривалось операторное дифференциальное уравнение в банаховом пространстве
псевдопараболического типа, допускающее сведение к уравнению

dϕ

dt
+ (Gϕ)(t) = Φ

(
t,ϕ(t)

)
+ b
(
t, u(t),ϕ(t)

)
, t ∈ (0;T ]; ϕ(0) = a, (2)

c ограниченным линейным оператором G и функцией b(t, u,ϕ), билинейной по (u,ϕ), при естественных пред-
положениях относительно функции Φ(t,ϕ) (локальная липшицевость и локальная оценка роста по переменной
состояния ϕ). В данной статье результаты [1] распространяются на случай неограниченного оператора G (но на
этот раз действующего в гильбертовом пространстве). При этом слагаемое Φ

(
t,ϕ(t)

)
рассматривается в более

общей форме Φ
(
t,ϕ(.)

)
как оператор от ϕ, вольтерровый в том смысле, что значения Φ

(
t,ϕ(.)

)
зависят лишь от

значений ϕ(s) при s ∈ [0; t] и не зависят от значений ϕ(s) при s ∈ (t;T ] для п.в. t ∈ [0;T ]. Слагаемое b(t, u,ϕ)
допускает нелинейный характер зависимости от ϕ. Так же, как и в [1], доказывается теорема существования
оптимального управления и устанавливаются свойства множества оптимальных управлений U∗. А именно, при
сделанных предположениях доказывается, что U∗ непусто и слабо компактно в пространстве управлений, и что
всякая минимизирующая последовательность слабо сходится к этому множеству. В качестве примеров рассмат-
риваются нелинейное уравнение теплопроводности и нелинейное волновое уравнение. Отметим наконец, что
для понимания доказательств основных утверждений данной статьи необходимо иметь под рукой работу [1].

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ И СОГЛАШЕНИЯ

Пусть X — вещественное гильбертово пространство со скалярным произведением [., .]X , G : X → X —
инфинитезимальный генератор (производящий оператор) сильно непрерывной полугруппы S(t), t ∈ [0;T ],
с областью определения D(G) ⊂ X, z ∈ Z = L2

(
0, T ;X

)
, x0 ∈ X. Следуя [8, § 4.8], рассмотрим задачу Коши

для эволюционного уравнения (абстрактного дифференциального уравнения в пространстве X):

x′(t) = Gx(t) + z(t), t ∈ [0;T ]; x(0) = x0. (3)

Справедливы следующие утверждения.
Лемма 1.1. (см. [8, теорема 4.8.3]). Для любых z ∈ Z, x0 ∈ X существует единственная функция x : [0;T ]→ X

такая, что для всех y ∈ D(G∗) функция
[
x(t), y

]
X

абсолютно непрерывна на [0;T ],

d

dt

[
x(t), y

]
X

=
[
x(t), G∗y

]
X

+
[
z(t), y

]
X

п.в. t ∈ [0;T ],

lim
t→0

[
x(t), y

]
X

= [x0, y] ∀ y ∈ D(G∗).

Более того, справедлива формула

x(t) = S(t)x0 +

t∫
0

S(t− s)z(s) ds, t ∈ [0;T ]. (4)

Лемма 1.2. (см. [8, следствие 4.8.1]). Для любых z ∈ Z, x0 ∈ X существует единственная слабонепрерывная
функция x : [0;T ]→ X такая, что для всех y ∈ D(G∗) имеем

[
x(t), y

]
X

= [x0, y]X +

t∫
0

[
x(s), G∗y

]
X
ds +

t∫
0

[
z(s), y

]
X
ds,

1)Глобальную разрешимость эволюционной системы мы понимаем как разрешимость на произвольно фиксированном промежутке вре-
мени.
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и более того, эта функция представляется формулой (4).
Замечание 1.1. В [8] интеграл от функции со значениями в пространстве X понимается в смысле Пет-

тиса; L2(0, T ;X) определяется в [8, гл. 3, п.3.5] и понимается как пространство слабо измеримых функций
z : [0;T ] → X, для которых функция ‖z(t)‖2X интегрируема по Лебегу; в [8, гл. 3, п.3.5] (чтобы не перегру-
жать изложение, как там сказано) выкладки проводятся для случая сепарабельного пространства X — в этом
случае измеримость функции ‖z(t)‖2X заведомо гарантируется. Но можно понимать пространство L2(0, T ;X) и
в обычном смысле — как пространство измеримых по Бохнеру (а следовательно, сильно измеримых) функций
z : [0;T ] → X, для которых функция ‖z(t)‖2X интегрируема по Лебегу, поскольку это просто сужение про-
странства по сравнению с его трактовкой в [8, глава 3, п.3.5]. Функция z : [0;T ] → X сильно измерима тогда
и только тогда, когда она слабо измерима и почти сепарабельнозначна [9, глава 3, §1, теорема 3.5.3, с. 86]. Для
сепарабельного пространства X понятия слабой измеримости и измеримости по Бохнеру совпадают [10, гл. 4,
теорема 1.4]. Отметим, кстати, что из интегрируемости по Бохнеру следует интегрируемость по Петтису, с сов-
падением интегралов в том и другом смысле, [9, с. 94]. Условимся понимать обозначение L2(0, T ;X) и ему по-
добные в обычном смысле.

Напомним, см., например, [9, глава III, § 1, п.3.2, с.72], [11, с. 96], что функция x : [0;T ]→ X (для, вообще
говоря, линейного нормированного пространства X) называется слабо непрерывной (иногда говорят деминепре-
рывной), если для любого y ∈ X∗ функция y

[
x(t)

]
непрерывна на [0;T ]. Множество всех слабо непрерывных

функций x : [0;T ] → X будем обозначать Cw

(
0, T ;X

)
. Для дальнейшего важно, что норма

∥∥x(t)
∥∥
X

всякой
функции x ∈ Cw

(
0, T ;X

)
ограничена на [0;T ]. С другой стороны, см., например, [10, гл. IV, теорема 1.9, с. 154],

всякая функция x ∈ Cw

(
0, T ;X

)
интегрируема по Бохнеру, следовательно, измерима по Бохнеру. Стало быть,

Cw

(
0, T ;X

)
⊂ L∞

(
0, T ;X

)
.

Функцию x(t), существование и единственность которой в множестве Cw

(
0, T ;X

)
утверждается в лем-

мах 1.1, 1.2, будем называть слабым решением задачи (3). Далее будем предполагать, что оператор G удовле-
творяет следующему условию.

УсловиеG1.ПолугруппаS(.) равномерно ограничена на промежутке [0;T ], т.е.
∥∥S(t)

∥∥ 6 M для всех t ∈ [0;T ].

Замечание 1.2. Для любой сильно непрерывной полугруппы S(t) существуют константыω > 0, R > 1 такие,
что выполняется условие на порядок роста:

∥∥S(t)
∥∥ 6 Reωt ∀ t > 0, см. [12, § 1.2, theorem 2.2]. Поэтому условие

G1 заведомо выполнено на любом конечном промежутке [0;T ] с константой M = M(T ) = ReωT .

Лемма 1.3. Пусть A[z](t) =
t∫

0

S(t − s)z(s) ds, t ∈ [0;T ], — слабое решение задачи (3) при x0 = 0, z ∈ Z. Тогда

для п.в. t ∈ [0;T ] справедлива оценка
∥∥A[z](t)

∥∥
X

6 M
t∫

0

‖z(s)‖X ds.

Доказательство. По свойствам интеграла Петтиса [8, с. 176] и в силу условия G1

∥∥A[z](t)
∥∥
X

6

t∫
0

∥∥S(t− s) z(s)
∥∥
X
ds 6 M

t∫
0

‖z(s)‖X ds.

Лемма доказана.
Будем предполагать заданными числа T > 0, p ∈ [2; +∞). Чтобы определить управляемую систему, сделаем

следующие предположения.

Условие F1. Для всех z ∈ E(T ) = L∞(0, T ;X) отображение [0;T ] 3 t → Φ
(
t, z(.)

)
принадлежит классу

L2

(
0, T ;X

)
и является вольтерровым в том смысле, что значения Φ

(
t, z(.)

)
зависят лишь от зна-

чений z(s) при s ∈ [0; t] для п.в. t ∈ [0;T ].

Условие F2. Существует функция N = N (t, r) : [0;T ] × R+ → R+, суммируемая с квадратом по t ∈ [0;T ]
и неубывающая по r ∈ R+ такая, что для всех ξ, η ∈ E = E(T ), ‖ξ‖E, ‖η‖E 6 r, п.в. t ∈ [0;T ]
имеем ∥∥Φ(t, ξ)− Φ(t, η)

∥∥
X

6 N (t, r)
∥∥ξ− η∥∥

L∞(0,t;X)
.

Условие F3. Существует функция N1 = N1(t, r) : [0;T ] × R+ → R+, неубывающая по r и суммируемая по

Лебегу с квадратом по t такая, что
∥∥∥Φ(t, ξ)

∥∥∥
X

6 N1(t, r) для всех r > 0, ξ ∈ E(t) = L∞(0, t;X),

‖ξ‖E(t) 6 r, п.в. t ∈ [0;T ].
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Замечание 1.3. По поводу условия F2 заметим, что функция ψ(t) =
∥∥ξ − η

∥∥
L∞(0,t;X)

является неубываю-

щей и ограниченной. Согласно [13, глава VIII, § 1, теорема 1, с. 192], множество точек разрыва такой функции
не более, чем счетно. Иначе говоря, функция ψ(t) непрерывна почти всюду. Стало быть, она интегрируема по
Риману [13, глава V, § 4, теорема 2, с. 125], а тем самым, и по Лебегу [13, глава V, § 4, теорема 3, с. 125], и во
всяком случае измерима. А в силу ограниченности, ψ ∈ L∞[0;T ].

В качестве множества допустимых управлений далее будет выступать выпуклое, замкнутое и ограниченное
множество U в пространстве Lp(0, T ;Y ), где Y — сепарабельное рефлексивное банахово пространство, p > 2.
Пусть, наконец, задана функция b(t, v, x) : [0;T ] × Y ×X → X, измеримая по t ∈ [0;T ], линейная по v ∈ Y и
удовлетворяющая следующим условиям.

Условие B1. При каждом u ∈ U оператор суперпозиции b
(
., u(.), x(.)

)
осуществляет отображение

L∞(0, T ;X)→ L2(0, T ;X).

Условие B2. Существует функция N2(t, r) : [0;T ] × R+ → R+, неубывающая по r и суммируемая по Лебегу

со степенью p̃ =
2p

p− 2
, такая, что при при п.в. t ∈ [0;T ], x ∈ X, ‖x‖X 6 r, выполняется оценка

∥∥b(t, v, x)
∥∥
X

6 N2(t, r) ‖v‖Y ∀ v ∈ Y.

Условие B3. Существует функция N3 = N3(t, r) : [0;T ] × R+ → R+, суммируемая с квадратом по t ∈ [0;T ]
и неубывающая по r ∈ R+ такая, что для всех u ∈ U , ξ, η ∈ E = E(T ), ‖ξ‖E, ‖η‖E 6 r, п.в.
t ∈ [0;T ] имеем ∥∥b(t, u(t), ξ(t)

)
− b
(
t, u(t), η(t)

)∥∥
X

6 N3(t, r)
∥∥ξ− η∥∥

L∞(0,t;X)
.

Для u ∈ U будем рассматривать управляемую задачу вида

ϕ
′(t) = Gϕ(t) + Φ

(
t,ϕ(.)

)
+ b
(
t, u(t),ϕ(t)

)
, t ∈ [0;T ]; ϕ(0) = ϕ0. (5)

Слабое решение задачи (5) на [0;T ] понимаем как решение операторного уравнения типа Гаммерштейна:

ϕ(t) = θ(t) + A
[
Φ
(
.,ϕ(.)

)
+ b
(
., u(.),ϕ(.)

)]
(t), t ∈ [0;T ]; ϕ ∈ E, (6)

при θ(t) = S(t)ϕ0, E = E(T ) = L∞(0, T ;X), θ ∈ Cw

(
0, T ;X

)
⊂ E. Ясно, что всякое решение ϕ ∈ E в соответ-

ствии со свойствами оператора правой части принадлежит также и пространству Cw

(
0, T ;X

)
.

2. ПОСТАНОВКА ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ И ФОРМУЛИРОВКА ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫХ
РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть γ(t) = sup
u∈U

∥∥u(t)
∥∥
Y

, Ñ1(t, r) = M
{
N1(t, r) +N2(t, r)γ(t)

}
, см. условия F3, B2; ν(t) >

∥∥S(t)x0

∥∥
L∞(0,t;X)

.

Теорема 2.1. Пусть выполнены сделанные выше предположения, γ(.) ∈ Lp[0;T ], ν(.) ∈ L∞[0;T ], и кроме того,
функцииN1(t, r),N2(t, r) локально липшицевы по r ∈ R+. Тогда справедливы следующие утверждения:

а) существует T0 ∈ (0; +∞] такое, что при всех T ∈ (0;T0) задача Коши

dβ

dt
= Ñ1

(
t, ν(t) + β(t)

)
, t ∈ (0;T ]; β(0) = 0, (7)

имеет абсолютно непрерывное решение β ∈ AC[0;T ], понимаемое в смысле п.в.;

б) для любых T ∈ (0;T0), u ∈ U задача (5) имеет решение ϕ[u] ∈ Cw(0, T ;X), удовлетворяющее оценке∥∥ϕ[u](t)
∥∥
X

6
∥∥S(t)x0

∥∥
X

+ β(t) для п.в. t ∈ [0;T ], и это решение единственно.

Доказательство теоремы 2.1 см. в разд. 3.
Теорема 2.1 гарантирует, что управляемая задача (5) разрешима для всех допустимых управлений на одном и

том же отрезке [0;T ], т.е. на данном отрезке имеет смысл постановка задачи оптимального управления. В этом
и есть значение теоремы 2.1. При отсутствии теоремы 2.1 горизонт существования решения будет зависеть от
выбора конкретного управления, и будет непонятно, как выбирать общий для всех управлений отрезок суще-
ствования решения [0;T ].
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Замечание 2.1. Если просто постулировать разрешимость задачи (7) для любого T ∈ (0;T0), то требование
локальной липшицевости функций N1(t, r), N2(t, r) по r ∈ R+ в условиях теоремы можно опустить (для кор-
ректности суперпозиции достаточно непрерывности). Указанную разрешимость можно устанавливать различ-
ными способами. Подробные пояснения по этому вопросу см. в [1].

Далее везде будем считать условия теоремы 2.1 выполненными. Поставим задачу оптимизации. Пусть за-
дан непрерывный функционал I0 : L∞(0, T ;X) → R, ограниченный на ограниченных множествах, J0[u] =
= I0

(
ϕ[u]

)
, u ∈ U . Для произвольно заданного α > 0 будем исследовать задачу

Jα[u] = J0[u] +
1

2
α‖u‖2Lp(0,T ;Y ) → min

u∈U
.

Пусть J∗α = inf
u∈U

Jα[u], U∗ =
{
u ∈ U : Jα[u] = J∗α

}
.

Теорема 2.2. Множество U слабо компактно в Lp(0, T ;Y ).
Доказательство теоремы 2.2 см. в [1, теорема 1.2].
Теорема 2.3. Функционал J0[u], а следовательно, и Jα[u], ограничен на множестве U .
Доказательство теоремы 2.3 вытекает непосредственно из теоремы 2.1 и ограниченности функционала I0 на

ограниченных множествах в пространстве L∞(0, T ;X).
Вопрос существования оптимального управления в поставленной задаче оптимизации будем исследовать

отдельно для двух основных различных случаев в разд. 4 и 6. Там же будут сформулированы и доказаны соот-
ветствующие теоремы.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТОТАЛЬНО ГЛОБАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ

Общие замечания по вопросу тотально глобальной разрешимости управляемых операторных уравнений (и
распределенных систем, в частности) см. в работе [1]. Следующее утверждение известно как лемма Гронуолла.

Лемма 3.1. Пусть на [0;T ] заданы: f ∈ L+
∞[0;T ] и g > 0 — вещественная неубывающая функция. Если имеет

место неравенство

f(t) 6 g(t) + c

t∫
0

f(s) ds для п.в. t ∈ [0;T ], c > 0,

то f(t) 6 ectg(t) для п.в. t ∈ [0;T ].
Обозначим для краткости f(t, x, u) = Φ(t, x)+b(t, u, x). Непосредственно из предположенийF1–F3, B1–B3

получаем, что функция f удовлетворяет следующим условиям.

Условие R1. Для всех u ∈ U , z ∈ E(T ) = L∞(0, T ;X) отображение [0;T ] 3 t → f
(
t, z(.), u(t)

)
принадле-

жит классу L2

(
0, T ;X

)
и является вольтерровым по z в том смысле, что значения f

(
t, z(.), u(t)

)
зависят лишь от значений z(s) при s ∈ [0; t] для п.в. t ∈ [0;T ].

Условие R2. Существует функция N̂1(t, r) = N1(t, r) +N2(t, r)γ(t) : [0;T ] × R+ → R+, неубывающая по r и

суммируемая по Лебегу с квадратом по t такая, что
∥∥∥f(t, ξ, u(t)

)∥∥∥
X

6 N̂1(t, r) ∀ r > 0, ξ ∈ E(t) =

= L∞(0, t;X), ‖ξ‖E(t) 6 r, u ∈ U , п.в. t ∈ [0;T ].

Условие R3. Существует функция N̂2(t, r) = N (t, r) +N3(t, r) : [0;T ]× R+ → R+, суммируемая с квадратом
по t ∈ [0;T ] и неубывающая по r ∈ R+ такая, что ∀u ∈ U , ξ, η ∈ E = E(T ), ‖ξ‖E, ‖η‖E 6 r, п.в.
t ∈ [0;T ] имеем

∥∥f(t, ξ, u(t)
)
− f

(
t, η, u(t)

)∥∥
X

6 N̂2(t, r)
∥∥ξ− η∥∥

L∞(0,t;X)
.

Лемма 3.2. Каковы бы ни были T > 0, u ∈ U , задача (5) не может иметь более одного решения.
Доказательство. Предположим, от противного, что управлению u ∈ U отвечают два решения ϕ1, ϕ2 зада-

чи (5). Это означает, что

ϕi(t) = S(t)ϕ0 +

t∫
0

S(t− s)f
(
s,ϕi, u(s)

)
ds, i = 1, 2, t ∈ [0;T ].

Пусть ψ = ϕ1 − ϕ2, r = max
i=1,2

‖ϕi‖E, σ = ‖N̂2(., r)
∥∥
L2

. Пользуясь условиями G1, R3, получаем

M−1
∥∥ψ(t)

∥∥
X

6

t∫
0

∥∥∥f(s,ϕ1, u(s)
)
− f

(
s,ϕ2, u(s)

)∥∥∥
X
ds 6

t∫
0

N̂2(s, r)
∥∥ψ∥∥

L∞(0,s;X)
ds 6 σ

√√√√√ t∫
0

‖ψ‖2L∞(0,s;X) ds.
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Поскольку правая часть не убывает по t ∈ [0;T ], то ясно, что

‖ψ‖2L∞(0,t;X) 6 M2
σ

2

t∫
0

‖ψ‖2L∞(0,s;X) ds.

По лемме 3.1 (Гронуолла), ‖ψ‖2L∞(0,T ;X) = 0, т.е. ϕ1 = ϕ2. Лемма доказана.
Лемма 3.3. Пусть при ν ≡ 0 задача Коши (7) имеет решение β(t); ϕ0 = 0. Тогда ∀u ∈ U задача (5) имеет

решение, удовлетворяющее оценке
∥∥ϕ(t)

∥∥
X

6 β(t), t ∈ [0;T ].
Доказательство. Пусть σ = ‖β‖C[0;T ]. Зафиксируем произвольно u ∈ U . Нам достаточно доказать разреши-

мость уравнения

ϕ(t) =

t∫
0

S(t− s)f
(
s,ϕ, u(s)

)
ds, t ∈ [0;T ]; ϕ ∈ L∞(0, T ;X). (8)

Выберем разбиение 0 = t0 < t1 < . . . < tk = T , max
i=1,k

|ti − ti−1| < δ, где число δ > 0 определяется исходя из

условия (с учетом абсолютной непрерывности интеграла Лебега):

M

∫
h

N̂2(s, σ) ds <
1

2
для измеримых h ⊂ [0;T ], mesh 6 δ.

Докажем разрешимость уравнения (8) на [0; t1]. Для i = 1, k определим множества Wi =
{
ϕ ∈ E(ti) =

= L∞(0, ti;X) :
∥∥ϕ(t)

∥∥
X

6 β(t), t ∈ [0; ti]
}

и операторы Fi : Wi → L∞(0, ti;X) формулой

Fi[ϕ](t) =

t∫
0

S(t− s)f
(
s,ϕ, u(s)

)
ds, t ∈ [0; ti].

Заметим, что функция β неубывающая, так как β′ > 0. Стало быть,∥∥ϕ(s)
∥∥
X

6 β(s) 6 β(t) п.в. s ∈ [0; t],

и таким образом,
∥∥ϕ∥∥

L∞(0,t;X)
6 β(t) п.в. t ∈ [0; ti], ∀ϕ ∈ Wi; i = 1, k. Поэтому для любого ϕ ∈ W1, пользуясь

условиями R1, R2, получаем ∥∥F1[ϕ](t)
∥∥
X

6 M

t∫
0

∥∥∥f(s,ϕ, u(s)
)∥∥∥

X
ds 6

6

t∫
0

MN̂1

(
s, β(s)

)
ds =

t∫
0

Ñ1

(
s, β(s)

)
ds = β(t) п.в. t ∈ [0; t1],

согласно определению функции β(.) как решения задачи (7). Стало быть, F1 : W1 → W1. Докажем сжимае-
мость оператораF1 на множестве W1. Действуя совершенно аналогично тому, как это было при доказательстве
леммы 3.2, для любых ϕ1, ϕ2 ∈W1 получаем оценку

∥∥F1[ϕ1](t)−F1[ϕ2](t)
∥∥
X

6 M

t1∫
0

N̂2(s, σ) ds
∥∥ϕ1 − ϕ2

∥∥
L∞(0,t1;X)

.

Используя условие на мелкость разбиения, заключаем, что∥∥F1[ϕ1]−F1[ϕ2]
∥∥
L∞(0,t1;X)

6
1

2

∥∥ϕ1 − ϕ2

∥∥
L∞(0,t1;X)

.

Это означает, что операторF1 является сжимающим на множествеW1. И согласно принципу сжимающих отоб-
ражений существует единственное ϕ = ϕ1 ∈W1: ϕ1 = F1[ϕ1], т.е. уравнение (8) разрешимо на [0; t1].

Действуя по индукции, предположим, что разрешимость уравнения (8) на [0; ti−1] уже доказана, и соответ-
ствующее решение ϕi−1 ∈Wi−1. Определим множество

Wi−1,i =
{
ϕ ∈ E(ti) : ϕ

∣∣
[0;ti−1]

= ϕi−1;
∥∥ϕ(t)

∥∥
X

6 β(t), t ∈ (ti−1; ti]
}
.
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Очевидно, что Wi−1,i ⊂Wi. Поэтому совершенно аналогично тому, как это было сделано для [0; t1], устанавли-
вается, чтоFi : Wi−1,i →Wi. При этом очевидно, чтоFi[ϕ]

∣∣
[0;ti−1]

= Fi−1[ϕi−1] = ϕi−1 для всех ϕ ∈Wi−1,i. Ста-

ло быть,Fi : Wi−1,i →Wi−1,i. Докажем сжимаемость оператораFi на Wi−1,i. Для произвольныхψ1,ψ2 ∈Wi−1,i

имеем Fi[ψj ](t) = ϕi−1(t) при t ∈ [0; ti−1], j = 1, 2. Если же t ∈ (ti−1; ti], то

∥∥Fi[ψ1](t)−Fi[ψ2](t)
∥∥
X

6 M

ti−1∫
0

∥∥∥f(s,ϕi−1, u(s)
)
− f

(
s,ϕi−1, u(s)

)∥∥∥
E(ti−1)

+

+M

t∫
ti−1

∥∥∥f(s,ψ1, u(s)
)
− f

(
s,ψ2, u(s)

)∥∥∥
E(ti)

6

6 M

ti∫
ti−1

N̂2(s, σ) ds
∥∥ψ1 − ψ2

∥∥
L∞(0,ti;X)

6
1

2

∥∥ψ1 − ψ2

∥∥
L∞(0,ti;X)

.

Это означает, что оператор Fi является сжимающим на множестве Wi−1,i. И согласно принципу сжимающих
отображений существует единственное ϕ = ϕi ∈ Wi−1,i ⊂ Wi: ϕi = Fi[ϕi], т.е. уравнение (8) разрешимо на
[0; ti]. По индукции делаем вывод, что уравнение (8) разрешимо на множестве Wk. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2.1. Что касается утверждения a), отметим, что при сделанных предположениях от-
носительно функции Ñ1(t, r) задача (7) разрешима локально (это хорошо известный классический факт; в [14,
теорема 5] он доказывается даже в более общей постановке, когда речь идет об абсолютно непрерывных функ-
циях со значениями в банахом пространстве). Займемся далее доказательством утверждения б) при произволь-
но фиксированном T ∈ (0;T0). Нам требуется доказать разрешимость уравнения

ϕ(t) = S(t)ϕ0 +

t∫
0

S(t− s)f
(
s,ϕ, u(s)

)
ds, t ∈ [0;T ]; ϕ ∈ L∞(0, T ;X). (9)

Заменойψ(t) = ϕ(t)−S(t)ϕ0 это уравнение сводится к виду (8). Тогда по лемме 3.3 уравнение (9) имеет решение
вида ϕ(t) = S(t)ϕ0 + ψ(t), где ψ(t) — решение аналога (8). Учитывая представление

f
(
t,ϕ, u(t)

)
= f

(
t, S(.)ϕ0 + ψ, u(t)

)
= f̃(t,ψ, u(t)

)
,

для функции f̃ выполняется аналог условия R2 при замене функции N̂1(t, r) на функцию N̂ ′1(t, r) = N̂1

(
t, ν(t)+

+r
)
, ν(t) >

∥∥S(.)ϕ0

∥∥
L∞(0,t;X)

. Это означает, что
∥∥ψ(t)

∥∥
X

6 β(t), гдеβ(.) — решение задачи (7). И соответственно,∥∥ϕ(t)
∥∥
X

6
∥∥S(t)ϕ0

∥∥
X

+β(t). Единственность решения уравнения (9) доказана в лемме 3.2. Теорема 2.1 доказана.

4. СЛУЧАЙ АППРОКСИМАТИВНОЙ КОМПАКТНОСТИ МНОЖЕСТВА РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНОЙ
ЗАДАЧИ

В этом разделе будем считать выполненным следующее предположение.

УсловиеW1.Существуют x̃0 ∈ X, всюду плотное множество Z̃ ⊂ Z = L2(0, T ;X) и пространство W , ком-
пактно вложенное в Lq(0, T ;H), H ⊃ X непрерывно и плотно, q ∈ (1,∞), такие, что для всех
z ∈ Z̃ и x0 = x̃0 задача (3) имеет решение x = x[z] ∈ W ; и более того,

∥∥x[z]
∥∥
W

6 N0(σ) для всех

z ∈ Z̃, ‖z‖Z 6 σ, гдеN0 : R+ → R+ — некоторая неубывающая функция.

Условие W1 естественно назвать условием аппроксимативной компактности множества решений задачи (3).
В той или иной конкретной ситуации зачастую оказывается, что уже существуют известные результаты (в том
числе классические), обеспечивающие выполнение предположения W1. См. на этот счет примеры в разд. 7.
Кроме того, в следующем разделе мы обсудим общие достаточные условия выполнения предположения W1.
Сделаем также следующие предположения.

Условие F0. Оператор Φ
(
., z(.)

)
: Lq(0, T ;H) → L1(0, T ;H) определен и непрерывен; и имеет место отобра-

жение
Φ
(
., z(.)

)
: L∞(0, T ;H) ∩ Lq(0, T ;X)→ L2(0, T ;X).
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Условие B0. Существует неубывающая функция N3 = N3(r) : R+ → R+, такая, что для всех ξ, η ∈ Ẽ(T )∩
∩Lq(0, T ;X), Ẽ(T ) = L∞(0, T ;H), ‖ξ‖Ẽ, ‖η‖Ẽ 6 r, u ∈ U , имеем:∥∥b(t, u, ξ)− b(t, u, η)

∥∥
L1(0,T ;H)

6 N3(r)
∥∥ξ− η∥∥

Lq(0,T ;H)
.

Условие B′2. Условие B2 выполняется в следующей усиленной форме. При каждом u ∈ U оператор суперпо-
зиции b

(
., u(.), x(.)

)
осуществляет отображение L∞(0, T ;H) ∩ Lq(0, T ;X) → L2(0, T ;X). Более

того, существует функция N ′2(t, r) : [0;T ] × R+ → R+, неубывающая по r и суммируемая по

Лебегу со степенью p̃ =
2p

p− 2
, такая, что при при п.в. t ∈ [0;T ], x ∈ X, ‖x‖H 6 r, выполняется

оценка ∥∥b(t, v, x)
∥∥
X

6 N ′2(t, r) ‖v‖Y ∀ v ∈ Y.

Лемма 4.1. Пусть {zm} — ограниченная последовательность в пространстве Z, {xm} — последовательность
соответствующих решений задачи (3) при z = zm. Тогда существует подпоследовательность {xmk

} сходящаяся в
пространстве Lq(0, T ;H).

Доказательство. Выберем последовательность εm → 0 при m → ∞. Поскольку множество Z̃ всюду плотно
в Z, для каждого m ∈ N найдется z̃m ∈ Z̃ такое, что ‖zm − z̃m‖Z < εm. Сравним соответствующие решения

задачи (3) при x0 = x̃0: xm(t) = S(t)x̃0 + A[zm](t), x̃m(t) = S(t)x̃0 + A[z̃m](t), A[z](t) =
t∫

0

S(t− s)z(s) ds. В силу

условия G1 имеем∥∥xm(t)− x̃m(t)
∥∥
X

6 M‖zm − z̃m‖L1
6 M

√
T‖zm − z̃m‖Z 6 M

√
T εm ≡ γm;

‖xm − x̃m‖L∞(0,T ;X) 6 γm ⇒ ‖xm − x̃m‖L∞(0,T ;H) 6 cγm ≡ δm,

где c— константа непрерывного вложенияX ⊂ H. Согласно условиюW1, x̃m ∈W для всехm ∈ N. По условию,
‖zm‖Z 6 σ1 ∀m ∈ N. Без ограничения общности рассуждений, считаем, что εm 6 1 ∀m ∈ N. Тогда ‖z̃m‖Z 6
≤ 1 + σ1 = σ ∀m ∈ N. Вновь по условию W1, ‖x̃m‖W 6 N0(σ). Тогда, учитывая компактное вложение W ⊂
⊂ Lq(0, T ;H), существует сходящаяся подпоследовательность x̃mk

→ x̃ в Lq(0, T ;H). Рассмотрим

‖xmk
− x̃‖Lq 6 ‖xmk

− x̃mk
‖Lq + ‖x̃mk

− x̃‖Lq 6 T 1/q
δmk

+ ‖x̃mk
− x̃‖Lq → 0.

Итак, xmk
→ x̃ в Lq(0, T ;H). Для произвольного x0 ∈ X обозначим через

xm(t) = S(t)x0 +

t∫
0

S(t− s)zm(s) ds = S(t)x0 − S(t)x̃0 + xm(t)

решение x[zm] задачи (3). По доказанному, очевидно, что xmk
→ x вLq(0, T ;H), где x(t) = S(t)x0−S(t)x̃0+x̃(t).

Лемма доказана.
Лемма 4.2. Пусть um ⇀ u, {um} ⊂ U , и по теореме 2.2, u ∈ U ; ϕm = ϕ[um], причем последовательность {ϕm}

ограничена в L∞(0, T ;X). Тогда существует подпоследовательность ϕmk
→ ϕ[u] в Lq(0, T ;H).

Доказательство. Будем считать, что

‖ϕm‖L∞(0,T ;X) 6 σ, ‖um‖Lp(0,T ;Y ) 6 σ ∀m ∈ N.

Положим zm = Φ
(
.,ϕm(.)

)
, ζm = b

(
., um(.),ϕm(.)

)
+ zm(.). По условиям F1, B1, zm ∈ L2(0, T ;X), ζm ∈

∈ L2(0, T ;X). Согласно условию F3 имеем∥∥zm(s)
∥∥
X

6 N1(s, σ), п.в. s ∈ [0;T ]; N1(., σ) ∈ L2[0;T ].

Таким образом, ‖zm‖L2
6 σ1 =

∥∥N1(., σ)
∥∥
L2

. И аналогично, по условию B2 имеем
∥∥∥b(s, um(s),ϕm(s)

)∥∥∥
X

6

≤ N2(s, σ)
∥∥um(s)

∥∥
Y

. Следовательно,∥∥∥b(., um(.),ϕm(.)
)∥∥∥

L2

6
∥∥N2(., σ)

∥∥
Lp̃[0;T ]

‖um‖Lp(0,T ;Y ) 6 σ2,

где σ2 = σ
∥∥N2(., σ)

∥∥
Lp̃[0;T ]

. Таким образом, ‖ζm‖L2
6 σ1 + σ2.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 5 2024



О СУЩЕСТВОВАНИИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ПОЛУЛИНЕЙНЫМ УРАВНЕНИЕМ 753

Так как Lq(0, T ;X) — рефлексивное банахово пространство (в случае q = 2 гильбертово) [10, гл. IV, § 1,
теоремы 1.13, 1.14, замечания 1.10, 1.11, с. 159–163]), замкнутый шар в Lq(0, T ;X) слабо компактен [15, с. 51,
теорема 4]. Стало быть, существует подпоследовательность ϕmk

⇀ ϕ в Lq(0, T ;X). Без ограничения общности
рассуждений, примем, что ϕm ⇀ ϕ в Lq(0, T ;X). Поскольку X ⊂ H непрерывно и плотно, то H∗ ⊂ X∗ = X,
и соответственно,

(
Lq(0, T ;H)

)∗
= Lq′(0, T ;H∗) ⊂ Lq′(0, T ;X) =

(
Lq(0, T ;X)

)∗
. Отсюда ясно, что ϕm ⇀ ϕ в

Lq(0, T ;H).
По лемме 4.1, найдется подпоследовательность ϕmk

→ ϕ в Lq(0, T ;H). Без ограничения общности рассуж-
дений, будем считать, что ϕm → ϕ в Lq(0, T ;H). Поскольку из сильной сходимости следует слабая, а слабый
предел определяется однозначно [16, утверждение 2.22, с. 17], заключаем, что ϕ = ϕ. Таким образом, ϕm ⇀ ϕ в
Lq(0, T ;X), ϕm → ϕ в Lq(0, T ;H).

Поскольку из сходимости в Lq[0;T ] следует сходимость по мере [17, теорема VIII.5.1, с. 210], а из нее по
теореме Ф. Рисса [17, теорема VI.5.3, с. 142] — существование подпоследовательности, сходящейся п.в., можем
считать, с точностью до перехода к подпоследовательности, что∥∥ϕ(t)

∥∥
H

6 lim
m→∞

∥∥ϕ(t)− ϕm(t)
∥∥
H

+
∥∥ϕm(t)

∥∥
H

6 cσ,

где c — константа непрерывного вложения X ⊂ H.
Итак, ϕ ∈ L∞(0, T ;H) ∩ Lq(0, T ;X). По условию F0 получаем, что zm → z = Φ

(
.,ϕ(.)

)
в L1(0, T ;H), и при

этом z ∈ L2(0, T ;X). Рассмотрим

ϕm(t) = S(t)ϕ0 +

t∫
0

S(t− s)zm(s) ds +

t∫
0

S(t− s)b
(
s, um(s),ϕm(s)

)
ds.

при фиксированном t ∈ [0;T ]. По условиям B1, B2 ∀ω ∈ X функционал

gt[u] =
[
ξ[u](t),ω

]
, ξ[u](t) =

t∫
0

S(t− s)b
(
s, u(s),ϕ(s)

)
ds

является линейным и непрерывным в Lp(0, T ;Y ). Поэтому, переходя к пределу, получаем lim
m→∞

[
ξ[um](t),ω

]
=

=
[
ξ[u](t),ω

]
. Иначе говоря,[

ξ[um](t)− ξ[u](t),ω(t)
]
→ 0 ∀ω ∈ Lq′(0, T ;X), t ∈ [0;T ].

Это предел в смысле п.в., а следовательно, и предел сходимости по мере. Тогда, учитывая равномерную пото-
чечную ограниченность функций∣∣∣[ξ[um](t)− ξ[u](t),ω(t)

]∣∣∣ 6 2Mσ
√
T
∥∥N ′2(., cσ)

∥∥
Lp̃[0;T ]

∥∥ω(t)
∥∥
X
,

см. условие B′2, по теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла [17, теорема VII.3.1, с. 166],
получаем

T∫
0

[
ξ[um](t)− ξ[u](t),ω(t)

]
dt→ 0 ∀ω ∈ Lq′(0, T ;X).

Иначе говоря, ξ[um] ⇀ ξ[u] в Lq(0, T ;X). Следовательно, ξ[um] ⇀ ξ[u] в Lq(0, T ;H). Рассмотрим

Pm(t) =

t∫
0

S(t− s)b
(
s, um(s),ϕm(s)

)
ds−

t∫
0

S(t− s)b
(
s, u(s),ϕ(s)

)
ds.

Ясно, что Pm(t) = fm(t) + ξ[um](t)− ξ[u](t), где

fm(t) =

t∫
0

S(t− s)
{
b
(
s, um(s),ϕm(s)

)
− b
(
s, um(s),ϕ(s)

)}
ds.

Непосредственно из условия B0 получаем∥∥fm(t)
∥∥
H

6 M
∥∥b(t, um,ϕm)− b(t, um,ϕ)

∥∥
L1(0,T ;H)

6 MN3(cσ)
∥∥ϕm − ϕ

∥∥
Lq(0,T ;H)

→ 0.
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Таким образом,
∥∥fm∥∥L∞(0,T ;H)

6 MN3(cσ)
∥∥ϕm − ϕ

∥∥
Lq(0,T ;H)

→ 0. Следовательно, fm → 0 в Lq(0, T ;H), а зна-

чит, fm ⇀ 0 в Lq(0, T ;H). Соответственно, Pm ⇀ 0 в Lq(0, T ;H). Аналогично, в силу условия F0 получаем
Qm → 0 в Lq(0, T ;H), а значит, Qm ⇀ 0 в Lq(0, T ;H), где

Qm(t) =

t∫
0

S(t− s)Φ
(
s,ϕm(s)

)
ds−

t∫
0

S(t− s)Φ
(
s,ϕ(s)

)
ds.

Из полученных соотношений вытекает, что ϕm ⇀ ϕ̃ в Lq(0, T ;H), где

ϕ̃(t) = S(t)ϕ0 +

t∫
0

S(t− s)Φ
(
s,ϕ(s)

)
ds +

t∫
0

S(t− s)b
(
s, u(s),ϕ(s)

)
ds.

Однако выше уже было показано, что ϕm ⇀ ϕ в Lq(0, T ;H). И поскольку слабый предел существует только
один, заключаем, что ϕ̃ = ϕ. А это, в свою очередь означает, что выполняется тождество

ϕ(t) = S(t)ϕ0 +

t∫
0

S(t− s)Φ
(
s,ϕ(s)

)
ds +

t∫
0

S(t− s)b
(
s, u(s),ϕ(s)

)
ds,

причем функция ζ(s) = Φ
(
s,ϕ(s)

)
+b
(
s, u(s),ϕ(s)

)
принадлежит пространству L2(0, T ;X), откуда вытекает, что

ϕ = ϕ̃ ∈ Cw(0, T ;X). Стало быть,ϕ = ϕ[u]. Итак, с точностью до перехода к подпоследовательности,ϕm ⇀ ϕ[u]
в Lq(0, T ;X), ϕm → ϕ[u] в Lq(0, T ;H). Лемма доказана.

Далее будем предполагать, что функционал I0 непрерывен на пространстве Lq(0, T ;H). Отсюда и из лем-
мы 4.2 вытекает, что при um ⇀ u, {um} ⊂ U существует подпоследовательность такая, что J0[umk

]→ J0[u].
Теорема 4.1. Функционал J0[u] слабо непрерывен на множестве U . Функционал Jα[u] слабо полунепрерывен снизу

на множестве U .
Доказательство практически дословно воспроизводит доказательство [1, теорема 1.4], с тем лишь отличием,

что вместо ссылки на [1, лемма 4.1] следует использовать ссылку на лемму 4.2.
Определение [15, гл. 1, § 1, определение 6, с. 49]. Пусть E — банахово пространство. Говорят, что последо-

вательность {um} ⊂ E сходится к множеству U слабо в E, если {um} имеет хотя бы одну слабо сходящуюся
подпоследовательность, причем все точки v, являющиеся слабым пределом какой-либо подпоследовательно-
сти последовательности {um}, принадлежат U .

Непосредственно из теорем 2.1–2.3, 4.1 и [15, гл. 1, § 1, теорема 2, с. 49] вытекает
Следствие 1. Множество U∗ непусто и слабо компактно в пространстве Lp(0, T ;Y ), и более того, всякая ми-

нимизирующая последовательность слабо сходится к множеству U∗ в Lp(0, T ;Y ).
Отдельно рассмотрим следующий, практически достаточно интересный случай. Пусть X = X+ × X−, где

X+, X− — гильбертовы пространства. Соответственно, всякий элемент x ∈ X будем представлять в виде x =
= (x+, x−). Известно, что скалярное произведение

[x, y] = [x+, y+]+ + [x−, y−]−,

где [., .]+, [., .]− — скалярные произведения соответственно в X+, X−. Для ϕ ∈ Lq(0, T ;X) будем использовать
аналогичное представление: ϕ(t) =

(
ϕ+(t),ϕ−(t)

)
, где ϕ+ ∈ Lq(0, T ;X+), ϕ− ∈ Lq(0, T ;X−). Соответственно,(

Lq(0, T ;X)
)∗

= Lq′(0, T ;X∗) = Lq′(0, T ; (X+)∗)× Lq′(0, T ; (X−)∗) =

= Lq′(0, T ;X+)× Lq′(0, T ;X−).

Предположим, что функции Φ и b таковы, что

Φ(.,ϕ) = Φ(.,ϕ+), b(., u, x) = b(., u, x+).

Соответственно, и правая часть в задаче (3) представляется в виде z = (z+, z−) ∈ L2(0, T ;X+) × L2(0, T ;X−).
Мы будем предполагать для простоты, что Φ+ ≡ 0, b+ ≡ 0 (можно рассмотреть более общий случай, когда они
просто не зависят от переменной состояния). Соответственно, при рассмотрении задачи (3) в качестве вспо-
могательной можно считать, что z+ = 0. В этой ситуации предположение W1 можно, оставаясь в достаточно
содержательных рамках, ослабить следующим образом.
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Условие V1. Существуют элемент x̃0 ∈ X, всюду плотное множество Z̃ ⊂ Z− = L2(0, T ;X−), банахово
пространство H ⊃ X+ непрерывно и плотно, q ∈ (1,∞) такие, что множество первых («поло-
жительных») компонент решений задачи (3)

{
x+[(0, z−)] : z− ∈ Z̃, ‖z−‖Z− 6 σ

}
при x0 = x̃0

для любого σ > 0 предкомпактно в Lq(0, T ;H).

Соответствующая модификация условий на функции Φ и b производится тривиальным образом. Лемма 4.1
заменяется следующей.

Лемма 4.3. Пусть {zm = (0, z−m)} — ограниченная последовательность в пространстве Z, {xm} — последова-
тельность соответствующих решений задачи (3) при z = zm. Тогда существует подпоследовательность {x+

mk
}

сходящаяся в пространстве Lq(0, T ;H).
Доказательство получается очевидной компиляцией из доказательства леммы 4.1.
Лемма 4.2 заменяется следующей.
Лемма 4.4. Пусть um ⇀ u, {um} ⊂ U , и по теореме 2.2, u ∈ U ; ϕm = ϕ[um], причем последовательность {ϕm}

ограничена в пространстве L∞(0, T ;X). Тогда существует подпоследовательность ϕmk
такая, что ϕ+

mk
→ ϕ+[u]

в Lq(0, T ;H), ϕmk
⇀ ϕ[u] в Lq(0, T ;X).

Доказательство получается очевидной компиляцией из доказательства леммы 4.2.
Если теперь предположить, что J0[u] = I0

[
ϕ+[u]

]
и что функционал I0 непрерывен на пространстве

Lq(0, T ;H), то теорема 4.1 и ее следствие останутся справедливыми.

5. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ВЫПОЛНЕНИЯ ТРЕБОВАНИЯ АППРОКСИМАТИВНОЙ
КОМПАКТНОСТИ

Пусть V — произвольное банахово пространство. Напомним следующее определение [18, chapter 7,
comment 1, p. 197]. Неограниченный линейный оператор B : D(B) ⊂ V → V называется m-аккретивным
(m-accretive), еслиD(B) = V и∀λ > 0 оператор I+λB осуществляет биекциюD(B)→ V , причем

∥∥(I+λB)−1
∥∥ 6

6 1.
Лемма 5.1. Пусть S(t) — сильно непрерывная полугруппа сжатий в V , z ∈ C1(0, T ;V ). Тогда существует плот-

ное подмножество V ′ ⊂ V , V ′ 3 0, такое, что для всех x0 ∈ V ′ функция

x(t) = S(t)x0 +

t∫
0

S(t− s)z(s) ds (10)

такова, что
x ∈ C1(0, T ;V ) ∩C(0, T ;V ′). (11)

Доказательство. Как указано в [18, chapter 7, comment 1, p. 197], для полугруппы S(t) существует единствен-
ный m-аккретивный оператор B такой, что S(t) = SB(t). Здесь SB(t) — это отображение D(B) 3 x0 → x[x0],
распространенное по непрерывности на все V , где x[x0] — сильное решение однородной задачи

dx

dt
+ Bx(t) = 0, t ∈ [0;T ]; x(0) = x0,

существующее в силу теоремы Хилле–Иосиды (Hille–Yosida) [18, chapter 7, theorem 7.8]. В соответствии с тео-
ремой Хилле–Иосиды в неоднородном случае [18, chapter 7, theorem 7.10, p. 198], для оператора B существует
единственное решение неоднородной задачи (при условиях леммы, V ′ = D(B)):

dx

dt
+ Bx(t) = z(t), t ∈ [0;T ]; x(0) = x0,

удовлетворяющее условию (11), и это решение определяется формулой (10). В силу линейности оператора B,
0 ∈ D(B). Лемма доказана.

Если заметить, что (10) — это слабое решение задачи (3), то непосредственно из леммы 5.1 вытекает
Лемма 5.2. ПустьG— инфинитезимальный генератор сильно непрерывной полугруппы сжатий, z ∈ C1(0, T ;X).

Тогда существует всюду плотное в X подмножество X ′ 3 0 такое, что ∀x0 ∈ X ′ слабое решение задачи (3)
обладает свойством (11), и, стало быть, является сильным решением.

Далее мы везде считаем, что G — генератор сильно непрерывной полугруппы сжатий (достаточно, чтобы
(−G) был максимальным монотонным оператором). Сделаем следующее предположение.
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УсловиеW2.Существует подмножество Z ′ ⊂ C1(0, T ;X), плотное по норме пространства L2(0, T ;X) такое,
что для всех решений x = x[z] задачи (3) при x0 = 0, z ∈ Z ′ (а по лемме 5.2 это, фактически,
сильные решения) имеем

x ∈ C1
(
0, T ;D(G)

)
, G

(
dx

dt

)
=

d

dt
Gx (12)

(тем самым, предполагается, что производная справа существует и непрерывна).

Замечание 5.1. Если G — некоторый дифференциальный оператор, то условие (12) означает всего лишь ра-
венство смешанных производных (для обобщенных производных это, очевидно, имеет место).

Напомним следующее определение [18, § 7.4, p. 193]. Неограниченный линейный оператор
G : D(G) ⊂ X → X, D(G) = X, называется самосопряженным, если D(G∗) = D(G), G∗ = G.

Отметим, что всякий самосопряженный оператор является симметричным: [Gx, y] = [x,Gy] для всех x, y ∈
∈ D(G). Если оператор (−G) — максимальный монотонный, то для самосопряженности достаточно его сим-
метричности [18, proposition 7.6]. Сделаем еще одно предположение.

Условие W3. Оператор G самосопряженный; оператор (−G) — максимальный монотонный.

Лемма 5.3. Пусть выполнены предположения W2, W3; z ∈ Z ′, x = x[z] — решение задачи (3) при x0 = 0. Тогда
справедливы следующие оценки:

‖Gx‖L2(0,T ;X) 6 ‖z‖L2(0,T ;X),

∥∥∥∥dxdt
∥∥∥∥
L2(0,T ;X)

6 2‖z‖L2(0,T ;X).

Доказательство. В соответствии с леммой 5.2 x имеет непрерывную сильную производную, причем выпол-
нены соотношения (11), (12). Поэтому справедливо равенство

d

dt
[x, y] = [x,G∗y] + [z, y] = [Gx, y] + [z, y] ∀ y ∈ D(G∗) = D(G).

Поскольку D(G) = X, это равенство справедливо и для всех y ∈ X, откуда вытекает, что [19, доказательство
леммы 2.2]

dx

dt
= Gx + z. (13)

Домножая (13) скалярно на Gx, получаем

[x′, Gx] = [Gx,Gx] + [z,Gx], t ∈ [0;T ]. (14)

Для сильной производной справедливо тождество [19, доказательство лемм 2.2, 2.3]:

d

dt
[x,Gx] = [x′, Gx] +

[
x,

d

dt
Gx

]
,

и с учетом предположений W2, W3 имеем

d

dt
[x,Gx] = [x′, Gx] + [x,Gx′] = 2[x′, Gx].

Подставляя в (14), получаем
1

2

d

dt
[x,Gx] = ‖Gx‖2X + [z,Gx].

Интегрируя полученное тождество на [0;T ], имеем

T∫
0

‖Gx‖2X dt = −
T∫

0

[z,Gx] dt +
1

2

[
x(T ), Gx(T )

]
,

учитывая, что x(0) = x0 = 0. В силу монотонности оператора (−G), получим[
x(T ), Gx(T )

]
= −

[
−Gx(T ), x(T )

]
6 0.
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Таким образом, по неравенствам Коши–Буняковского и Гельдера, имеем

‖Gx‖2L2(0,T ;X) =

T∫
0

‖Gx‖2X dt 6

T∫
0

∣∣[z,Gx]
∣∣ dt 6

6

T∫
0

‖z‖X ‖Gx‖X dt 6 ‖z‖L2(0,T ;X)‖Gx‖L2(0,T ;X).

Стало быть, ‖Gx‖L2(0,T ;X) 6 ‖z‖L2(0,T ;X). Теперь, в силу (13), можем оценить∥∥∥∥dxdt
∥∥∥∥
L2(0,T ;X)

6 ‖Gx‖L2(0,T ;X) + ‖z‖L2(0,T ;X) 6 2‖z‖L2(0,T ;X).

Лемма доказана.
Замечание 5.2. Мы рассмотрели случай x0 = 0. Если же x0 6= 0, то можно сделать замену: y = x − x0. Тогда

получим
dy

dt
=

dx

dt
= Gx + z = Gy + z + Gx0, y(0) = 0.

Тем самым, справедлива оценка∥∥∥∥dxdt
∥∥∥∥
L2(0,T ;X)

=

∥∥∥∥dydt
∥∥∥∥
L2(0,T ;X)

6 2‖z + Gx0‖L2(0,T ;X).

Следующее утверждение — это известная теорема Лионса–Темама (J.L.Lions–R.Temam), см., например, [20,
гл. 1, теорема 5.1, с. 70, включая ее доказательство].

Лемма 5.4. Пусть V, V ′ — рефлексивные банаховы пространства, H — банахово пространство, V ⊂ H ком-
пактно, H ⊂ V ′ непрерывно, p, q ∈ (1; +∞). Тогда пространство

W =
{
z ∈ Lq(0, T ;V ) : z′ ∈ Lp(0, T ;V ′)

}
с нормой ‖z‖W = ‖z‖Lq(0,T ;V ) + ‖z′‖Lp(0,T ;V ′) является рефлексивным банаховым пространством, непрерывно вло-
женным в C(0, T ;V ′) и компактно вложенным в Lq(0, T ;H).

Считая далее выполненными предположения W2, W3, положим W = W [0;T ] — множество решений x =
= x[z] задачи (3), отвечающих всевозможным z ∈ Z ′ при x0 = 0. В соответствии с леммами 5.2, 5.3 справедливо
вложение

W ⊂W ′ =
{
x ∈ C1(0, T ;X) : x′ ∈ L2(0, T ;X)

}
.

Предположим, что X ⊂ H компактно, где H — рефлексивное банахово пространство. Выберем произвольно
q ∈ (1;∞). Тогда, очевидно, имеет место непрерывное вложение

W ⊂W ′q =
{
x ∈ Lq(0, T ;X) : x′ ∈ L2(0, T ;H)

}
.

Применяя лемму 5.4 при V = X, V ′ = H, получаем, что W ′q ⊂ Lq(0, T ;H) компактно. Более того, согласно
лемме 5.3, при ‖z‖L2(0,T ;X) 6 σ справедлива оценка∥∥x[z]

∥∥
W ′q

= ‖x‖Lq(0,T ;X) + ‖x′‖L2(0,T ;H) 6 ‖x‖Lq(0,T ;X) + c‖x′‖L2(0,T ;X) 6

6 (T 1/qM
√
T + 2c)σ ≡ N0(σ).

Теперь для того, чтобы доказать выполнение предположения W1, осталось лишь установить плотность вложе-
ния C1(0, T ;X) в пространство L2(0, T ;X), и потребовать также плотность вложения X ⊂ H.

Лемма 5.5. Пространство C1(0, T ;X) плотно в Lp(0, T ;X) для любого p ∈ [1;∞).
Доказательство. В соответствии с [10, гл. IV, § 1.3, лемма 1.3, с. 156], множество ступенчатых функций плотно

в Lp(0, T ;X). Поэтому нам достаточно доказать, что любую ступенчатую функцию можно сколь угодно точно
в метрике Lp(0, T ;X) приблизить функцией из C1(0, T ;X). Выберем произвольную ступенчатую функцию:

y(t) = xi ∈ X, t ∈ [ti−1; ti), i = 1, k,
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где 0 = t0 < t1 < . . . < tk = T , а также произвольное число ε > 0 и (пока неопределенное) число δ > 0. Для
каждого i = 1, k − 1 выберем непрерывно дифференцируемую функцию λi(t) на [ti − δ; ti + δ] со значениями в
[0; 1], исходя из условий

λi(ti − δ) = λ
′
i(ti − δ) = 0, λi(ti + δ) = 1, λ′i(ti + δ) = 0.

Можно взять, например,

λi(t) =
1

2

(
1 + cos

(
π

2δ
(t− ti − δ)

))
.

Определим функцию

zδ(t) =


xi + λi(t)(xi+1 − xi), t ∈ [ti − δ; ti + δ), i = 1, k − 1,

xi, t ∈ [ti−1 + δ; ti − δ), i = 2, k − 1,
x1, t ∈ [0; t1 − δ),
xk, t ∈ [tk−1 + δ;T ],

т.е.

zδ(t) =

{
xi + λi(t)(xi+1 − xi), t ∈ [ti − δ; ti + δ), i = 1, k − 1,
y(t) иначе.

Очевидно, что существует непрерывная сильная производная

z′δ(t) =

{
λ′i(t)(xi+1 − xi), t ∈ [ti − δ; ti + δ), i = 1, k − 1,
0 иначе.

Таким образом, zδ ∈ C1(0, T ;X). Оценим

‖y − zδ‖pLp(0,T ;X) =
k−1∑
i=1

ti+δ∫
ti−δ

∥∥y(t)− zδ(t)
∥∥p
X
dt 6

k−1∑
i=1

ti+δ∫
ti−δ

∥∥xi+1 − xi

∥∥p
X
dt.

Выбирая число δ = δ(ε) > 0 из условия
k−1∑
i=1

ti+δ∫
ti−δ

∥∥xi+1 − xi

∥∥p
X
dt < εp, получаем ‖y − zδ‖Lp(0,T ;X) < ε. Лемма

доказана.
Замечание 5.3. При соответствующем выборе вещественных функций λi(t), i = 1, k − 1, точно так же дока-

зывается плотность вложения Cm(0, T ;X) в Lp(0, T ;X), m ∈ N.
Таким образом, из лемм 5.2–5.5 вытекает
Теорема 5.1. Пусть H — рефлексивное банахово пространство, X ⊂ H компактно и плотно, q ∈ (1,∞), и вы-

полнены предположения W2, W3. Тогда выполнено предположение W1.
При проверке рефлексивности, сепарабельности и компактного вложения конкретных пространств полез-

ны следующие две леммы. Первая — это один из вариантов теоремы Реллиха–Кондрашова, [21, § I.11.5, с. 106].

Лемма 5.6. Если 1 < p < ∞, n > `p, q <
np

n− `p
, область Ω ⊂ Rn представляет объединение конечного

числа ограниченных областей, каждая из которых звездна относительно своего шара, то вложение W `
p(Ω) ⊂ Lq(Ω)

компактно.
О других вариантах см., например, [10, гл. II, § 1, лемма 1.28], [22, § 3.5, с. 82]. Во втором собраны известные

свойства пространств Соболева [22, § 2.2, теорема 2.4, с. 30].
Лемма 5.7. Пространство W `

p(Ω) банахово при 1 6 p 6 ∞, рефлексивно при 1 < p < ∞, сепарабельно при
1 6 p <∞ и гильбертово при p = 2 относительно скалярного произведения (x, y) =

∑
06|α|6`

(Dαx,Dαy).

6. СЛУЧАЙ НАРУШЕНИЯ ТРЕБОВАНИЯ АППРОКСИМАТИВНОЙ КОМПАКТНОСТИ

В данном случае приходится накладывать аналог требования аппроксимативной компактности на множе-
ство допустимых управлений. А именно, в этом разделе будем предполагать, что заданы: сепарабельное рефлек-
сивное банахово пространство Y , компактно вложенное в рефлексивное банахово пространство H; простран-
ство

W =
{
u ∈ Lp(0, T ;Y ) : u′ ∈ Lq(0, T ;H)

}
, q ∈ (1,∞),

‖u‖W = ‖u‖Lp(0,T ;Y ) + ‖u′‖Lq(0,T ;H),
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с производной u′ (по t ∈ [0;T ]), понимаемой в смысле распределений; ограниченное и выпуклое подмноже-
ство Ũ ⊂ W . В качестве множества допустимых управлений U будет выступать замыкание множества Ũ по
норме Lp(0, T ;Y ). По сути дела, это означает, что (для существования оптимального управления) допустимые
управления должны быть хотя бы аппроксимативно достаточно гладкими (первого порядка). Учитывая, что
оператор G у нас неограничен, а уравнение будет исследоваться нелинейное и при этом ничего не известно о
компактных свойствах множества решений, вряд ли стоит сильно удивляться этому обстоятельству. Очевидно,
что множество U будет выпуклым, замкнутым и ограниченным в пространстве Lp(0, T ;Y ).

Далее будем считать выполненными следующие предположения.

Условие B̃2. Условие B2 выполняется в следующей усиленной форме. Существует функцияN ′2(t, r) : [0;T ]×
R+ → R+, неубывающая по r и суммируемая по Лебегу со степенью p̃ =

2p

p− 2
такая, что при

при п.в. t ∈ [0;T ], x ∈ X, ‖x‖X 6 r, выполняется оценка∥∥b(t, v, x)
∥∥
X

6 N ′2(t, r) ‖v‖H ∀ v ∈ Y.

Лемма 6.1. Пусть ϕm = ϕ[um], {um} ⊂ U . Тогда существует подпоследовательность ϕmk
→ ϕ в L∞(0, T ;X).

Доказательство. Выберем числовую последовательность εm → 0. Для каждого m ∈ N, пользуясь плотно-
стью вложения Ũ ⊂ U в пространстве Lp(0, T ;Y ), найдем ũm ∈ Ũ такое, что ‖um − ũm‖Lp(0,T ;Y ) < εm. Поло-

жим ϕ̃m = ϕ[ũm]. Поскольку Ũ ⊂ U , то согласно теореме 2.1, последовательности {ϕm}, {ϕ̃m} ограничены в
L∞(0, T ;X). Поэтому можно считать, что

‖um‖Lp(0,T ;Y ) 6 σ, ‖ũm‖Lp(0,T ;Y ) 6 σ,

‖ϕm‖L∞(0,T ;X) 6 σ, ‖ϕ̃m‖L∞(0,T ;X) 6 σ ∀m ∈ N.

Рассмотрим

(ϕm − ϕ̃m)(t) =

t∫
0

S(t− s)
[
Φ
(
s,ϕm(s)

)
− Φ

(
s, ϕ̃m(s)

)]
ds+

+

t∫
0

S(t− s)
[
b
(
s, um(s),ϕm(s)

)
− b
(
s, ũm(s), ϕ̃m(s)

)]
ds.

Добавляя и вычитая под вторым интегралом b
(
s, ũm(s),ϕm(s)

)
и пользуясь предположениями F2, B2, B3, по-

лучаем

M−1
∥∥(ϕm − ϕ̃m)(t)

∥∥
X

6

t∫
0

∥∥∥Φ
(
s,ϕm(s)

)
− Φ

(
s, ϕ̃m(s)

)∥∥∥
X
ds+

+

t∫
0

∥∥∥b(s, um(s)− ũm(s),ϕm(s)
)∥∥∥

X
ds+

+

t∫
0

∥∥∥b(s, ũm(s),ϕm(s)
)
− b
(
s, ũm(s), ϕ̃m(s)

)∥∥∥ ds 6

6
∥∥N (., σ)

∥∥
L2

√√√√√ t∫
0

‖ϕm − ϕ̃m‖2L∞(0,s;X) ds +
∥∥N2(., σ)

∥∥
Lp′
‖um − ũm‖Lp(0,T ;Y )+

+
∥∥N3(., σ)

∥∥
L2

√√√√√ t∫
0

‖ϕm − ϕ̃m‖2L∞(0,s;X) ds.

Пусть
γ1 =

∥∥N (., σ)
∥∥
L2

+
∥∥N3(., σ)

∥∥
L2
, γ2 =

∥∥N2(., σ)
∥∥
Lp′

, γ = M max{γ1, γ2}.
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Используя очевидное неравенство (a + b)2 6 2(a2 + b2), получаем

∥∥(ϕm − ϕ̃m)(t)
∥∥2

X
6 2γ2


t∫

0

‖ϕm − ϕ̃m‖2L∞(0,s;X) ds + ε
2
m

 .

Поскольку выражение справа не убывает по t ∈ [0;T ], то ясно, что для функции fm(t) = ‖ϕm − ϕ̃m‖2L∞(0,t;X)

справедлива оценка

fm(t) 6 2γ2
ε
2
m + 2γ2

t∫
0

fm(s) ds.

Функция fm ∈ L∞[0;T ], см. замечание 1.3. Тогда по лемме 3.1 получим

fm(t) = ‖ϕm − ϕ̃m‖2L∞(0,t;X) 6 2e2γ2t
γ

2
ε
2
m 6 2e2γ2T

γ
2
ε
2
m ≡ δ2

m.

В частности, ‖ϕm−ϕ̃m‖2L∞(0,T ;X) 6 δ2
m → 0 приm→∞. Поскольку согласно нашим исходным предположени-

ям в этом разделе множество Ũ содержится и ограничено в W , а пространство W по лемме 5.4 компактно вло-
жено в Lp(0, T ;H), ясно, что у последовательности {ũm} ⊂ Ũ существует подпоследовательность, сходящаяся в
Lp(0, T ;H). Без ограничения общности рассуждений, будем считать, что ũm → ũ в Lp(0, T ;H). Следовательно,
‖ũm − ũn‖Lp(0,T ;H) → 0 при m,n→∞. Повторяя почти дословно проведенные выше рассуждения, с тем лишь

отличием, что вместо предположения B2, используется на этот раз предположение B̃2, получаем оценку вида
‖ϕ̃m − ϕ̃n‖L∞(0,T ;X) 6 γ3‖ũm − ũn‖Lp(0,T ;H). Таким образом, при E = E(T ) = L∞(0, T ;X) имеем

‖ϕm − ϕn‖E =
∥∥(ϕm − ϕ̃m) + (ϕ̃m − ϕ̃n) + (ϕ̃n − ϕn)

∥∥
E
6

6 δm + γ3‖ũm − ũn‖Lp(0,T ;H) + δn → 0 при m,n→∞.

Это означает, что последовательность {ϕm} фундаментальна в банаховом пространстве L∞(0, T ;X). Стало
быть, сходится. Лемма доказана.

Лемма 6.2. Пусть um ⇀ u, {um} ⊂ U , и по теореме 2.2, u ∈ U ; ϕm = ϕ[um], причем по теореме 2.1, последова-
тельность {ϕm} ограничена в пространстве L∞(0, T ;X). Тогда существует подпоследовательность ϕmk

→ ϕ[u] в
L∞(0, T ;X).

Доказательство. Зафиксируем произвольно κ ∈ (1;∞). Будем считать, что ‖ϕm‖L∞(0,T ;X) 6 σ,
‖um‖Lp(0,T ;Y ) 6 σ ∀m ∈ N. Положим

zm(.) = Φ
(
.,ϕm(.)

)
∈ L2(0, T ;X),

ζm(.) = b
(
., um(.),ϕm(.)

)
+ zm(.) ∈ L2(0, T ;X)

согласно условиям F1, B1. По лемме 6.1, существует подпоследовательность ϕmk
→ ϕ в L∞(0, T ;X). Далее,

без ограничения общности рассуждений, будем считать, что ϕm → ϕ в L∞(0, T ;X). А стало быть, ϕm → ϕ в
Lκ(0, T ;X). Поскольку из сильной сходимости следует слабая, а слабый предел определяется однозначно [16,
утверждение 2.22, с. 17], заключаем, что ϕm ⇀ ϕ в Lκ(0, T ;X). Заметим, что∥∥ϕ(t)

∥∥
X

6 lim
m→∞

∥∥ϕ(t)− ϕm(t)
∥∥
X

+
∥∥ϕm(t)

∥∥
X

6 σ ⇒ ‖ϕ‖L∞(0,T ;X) 6 σ.

По условию F2, zm → z = Φ
(
.,ϕ(.)

)
в L2(0, T ;X). Рассмотрим

ϕm(t) = S(t)ϕ0 +

t∫
0

S(t− s)zm(s) ds +

t∫
0

S(t− s)b
(
s, um(s),ϕm(s)

)
ds

при фиксированном t ∈ [0;T ]. По условиям B1, B2 ∀ω ∈ X функционал

gt[u] =
[
ξ[u](t),ω

]
, ξ[u](t) =

t∫
0

S(t− s)b
(
s, u(s),ϕ(s)

)
ds
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является линейным и непрерывным в Lp(0, T ;Y ). Поэтому, переходя к пределу, получаем lim
m→∞

[
ξ[um](t),ω

]
=

=
[
ξ[u](t),ω

]
. Иначе говоря,[

ξ[um](t)− ξ[u](t),ω(t)
]
→ 0 ∀ω ∈ Lκ′(0, T ;X), t ∈ [0;T ].

Это можно понимать как предел в смысле п.в., а следовательно, и как предел сходимости по мере. Тогда, учи-
тывая равномерную поточечную ограниченность функций∣∣∣[ξ[um](t)− ξ[u](t),ω(t)

]∣∣∣ 6 2Mσ
√
T
∥∥N2(., σ)

∥∥
Lp̃[0;T ]

∥∥ω(t)
∥∥
X
,

см. условие B2, по теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла [17, теорема VII.3.1, с. 166],
получаем

T∫
0

[
ξ[um](t)− ξ[u](t),ω(t)

]
dt→ 0 ∀ω ∈ Lκ′(0, T ;X).

Иначе говоря, ξ[um] ⇀ ξ[u] в Lκ(0, T ;X). Рассмотрим

Pm(t) =

t∫
0

S(t− s)b
(
s, um(s),ϕm(s)

)
ds−

t∫
0

S(t− s)b
(
s, u(s),ϕ(s)

)
ds.

Ясно, что Pm(t) = fm(t) + ξ[um](t)− ξ[u](t), где

fm(t) =

t∫
0

S(t− s)
{
b
(
s, um(s),ϕm(s)

)
− b
(
s, um(s),ϕ(s)

)}
ds.

Непосредственно из условия B3 получаем∥∥fm(t)
∥∥
X

6 M
∥∥b(t, um,ϕm)− b(t, um,ϕ)

∥∥
L1(0,T ;X)

6

6 M
∥∥N3(., σ)

∥∥
L1

∥∥ϕm − ϕ
∥∥
L∞(0,T ;X)

→ 0.

Таким образом,
∥∥fm∥∥L∞(0,T ;X)

6 M
∥∥N3(., σ)

∥∥
L1

∥∥ϕm − ϕ
∥∥
L∞(0,T ;X)

→ 0. Следовательно, fm → 0 в Lκ(0, T ;X),

а значит, fm ⇀ 0 в Lκ(0, T ;X). Соответственно, Pm ⇀ 0 в Lκ(0, T ;X).
Аналогично, в силу условия F2 получаем Qm → 0 в Lκ(0, T ;X), а значит, Qm ⇀ 0 в Lκ(0, T ;X), где

Qm(t) =

t∫
0

S(t− s)Φ
(
s,ϕm(s)

)
ds−

t∫
0

S(t− s)Φ
(
s,ϕ(s)

)
ds.

Из полученных соотношений вытекает, что ϕm ⇀ ϕ̃ в Lκ(0, T ;X), где

ϕ̃(t) = S(t)ϕ0 +

t∫
0

S(t− s)Φ
(
s,ϕ(s)

)
ds +

t∫
0

S(t− s)b
(
s, u(s),ϕ(s)

)
ds.

Однако выше уже было показано, что ϕm ⇀ ϕ в Lκ(0, T ;X). И поскольку слабый предел существует только
один, заключаем, что ϕ̃ = ϕ. А это, в свою очередь означает, что выполняется тождество

ϕ(t) = S(t)ϕ0 +

t∫
0

S(t− s)Φ
(
s,ϕ(s)

)
ds +

t∫
0

S(t− s)b
(
s, u(s),ϕ(s)

)
ds,

причем функция ζ(s) = Φ
(
s,ϕ(s)

)
+b
(
s, u(s),ϕ(s)

)
принадлежит пространству L2(0, T ;X), откуда вытекает, что

ϕ = ϕ̃ ∈ Cw(0, T ;X). Стало быть,ϕ = ϕ[u]. Итак, с точностью до перехода к подпоследовательности,ϕm ⇀ ϕ[u]
в Lκ(0, T ;X), ϕm → ϕ[u] в L∞(0, T ;X). Лемма доказана.

Далее будем предполагать, что функционал I0 непрерывен на пространстве L∞(0, T ;X). Отсюда и из лем-
мы 6.2 вытекает, что при um ⇀ u, {um} ⊂ U существует подпоследовательность такая, что J0[umk

]→ J0[u].
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Теорема 6.1. Функционал J0[u] слабо непрерывен на множестве U . Функционал Jα[u] слабо полунепрерывен снизу
на множестве U .

Доказательство практически дословно воспроизводит доказательство [1, теорема 1.4], с тем лишь отличием,
что вместо ссылки на [1, лемма 4.1] следует использовать ссылку на лемму 6.2.

Непосредственно из теорем 2.1–2.3, 6.1 и [15, гл. 1, § 1, теорема 2, с. 49] вытекает
Следствие 2. Множество U∗ непусто и слабо компактно в пространстве Lp(0, T ;Y ), и более того, всякая ми-

нимизирующая последовательность слабо сходится к множеству U∗ в Lp(0, T ;Y ).

7. ПРИМЕРЫ

Пусть T > 0; 1 6 n 6 3; Ω ⊂ Rn — открытое ограниченное множество. Следуя [6, (1.2),(1.3), с. 22–23], мы
предполагаем, что его граница Γ регулярна (дважды непрерывно дифференцируема), причем Ω расположено
локально с одной стороны от Γ. Положим Q = Ω × (0;T ], Σ = Γ × (0;T ]. Следуя [18], мы несколько усилим
сделанные выше предположения, считая дополнительно, что Ω — это область класса C∞ с ограниченной гра-
ницей Γ. Отметим, что это соответствует также и предположениям [2].

7.1. Уравнение теплопроводности

Рассмотрим задачу об отыскании функции ϕ(x, t) : Ω× [0;T ]→ R такой, что

∂ϕ

∂t
−∆ϕ = f(t,ϕ, u) = Φ(t,ϕ) + b(t,ϕ, u), (x, t) ∈ Q; (15)

ϕ
∣∣
Σ

= 0; ϕ(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ Ω, (16)

где ∆ =
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

— оператор Лапласа.

Прежде всего, чтобы указать и обосновать выбор функциональных пространств, рассмотрим линейную
неуправляемую задачу: f(t,ϕ, u) = z(t). Только после этого можно будет сформулировать (соответствующим
образом согласованные) условия на выбор функций Φ, b, u.

В [18, sec.10.1] рассматривалась аналогичная задача при f ≡ 0. Следуя [18, sec.10.1], возьмем

ϕ(t) = ϕ(., t), X = L2(Ω), Gϕ = ∆ϕ, D(G) = H2(Ω) ∩H1
0(Ω).

Таким образом, краевое условие встраивается в область определения D(G). В итоге задача (15), (16) при f =
= z = 0 переписывается в виде абстрактного дифференциального уравнения (3). Как показано в [18, sec.10.1],
оператор (−G) является максимальным монотонным, т.е. G есть инфинитезимальный генератор сильно непре-
рывной полугруппы сжатий — условие G1 выполнено при M = 1. Далее будем считать, что n ∈ 1, 3. Если
f = z ∈ L2(Q) = L2(0, T ;X), ϕ0 = 0, то, как показано в [6], существует единственное решение задачи

ϕ = ϕ[z] ∈ L2

(
0, T ;H2(Ω)

)
,

∂ϕ

∂t
∈ L2(Q),

причем, см. [6, (1.31)], имеет место оценка ∥∥∥∥∂ϕ∂t
∥∥∥∥
L2(Q)

6 c ‖z‖L2(Q).

В соответствии с [22, § 3.5], X ′ = H2(Ω) ⊂ Lq(Ω) компактно при q ∈ (1;∞). Таким образом, имеет место
вложение множества{

ϕ[z] : z ∈ C1(0, T ;X)
}
⊂W =

{
ϕ ∈ L2(0, T ;X ′) : ϕ′ ∈ L2(0, T ;X)

}
,

где, согласно лемме 5.4,W компактно вложено вL2(0, T ;X). Впрочем, за счет повышения гладкости функции z,
см. замечание 5.3, можно взять{

ϕ[z] : z ∈ Ck(0, T ;X ′)
}
⊂Wq =

{
ϕ ∈ Lq(0, T ;X ′) : ϕ′ ∈ L2(0, T ;X)

}
,

с компактным вложением Wq ⊂ Lq(0, T ;X), q ∈ (2;∞). В любом случае, оказывается, что условие W1 вы-
полнено. Значит, можно пользоваться результатами разд. 4 при соответствующем выборе условий на функции
Φ, b, u. А именно, будем считать, что заданы T > 0, p ∈ [2; +∞), а также выпуклое, замкнутое, ограниченное
множество U в пространстве Lp(0, T ;Y ), где Y — сепарабельное рефлексивное банахово пространство; u ∈ U ;
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X = L2(Ω). Соответственно, будем предполагать, что функция Φ удовлетворяет условиям F1–F3, F0; функция
b — условиям B1, B′2, B3, B0. По схеме, описанной в разд. 1, управляемая задача (16) может быть представле-
на в виде абстрактного дифференциального уравнения (5). Тем самым, применима теорема 2.1. А это, в свою
очередь, позволяет нам утверждать существование числа T0 > 0 такого, что для всех T ∈ (0;T0] и u ∈ U управ-
ляемая задача (16) имеет единственное решение ϕ = ϕ[u]. Далее число T ∈ (0;T0] будем считать произвольно
фиксированным.

Пусть задан непрерывный функционал I0 : L∞(0, T ;X)→ R, ограниченный на ограниченных множествах,
J0[u] = I0

(
ϕ[u]

)
, u ∈ U , где ϕ[u] — решение задачи (16), отвечающее управлению u. Для произвольно заданного

α > 0 рассмотрим задачу оптимизации

Jα[u] = J0[u] +
1

2
α‖u‖2Lp(0,T ;Y ) → min

u∈U
. (17)

Пусть J∗α = inf
u∈U

Jα[u], U∗ =
{
u ∈ U : Jα[u] = J∗α

}
. Применяя теорему 4.1 и ее следствие, получаем, что

справедлива
Теорема 7.1. При сделанных предположениях множество U∗ в задаче (17) непусто и слабо компактно в про-

странстве Lp(0, T ;Y ), и более того, всякая минимизирующая последовательность слабо сходится к множеству U∗
в Lp(0, T ;Y ).

7.2. Волновое уравнение

Рассмотрим задачу об отыскании функции ϕ(x, t) : Ω× [0;T ]→ R такой, что

∂2ϕ

∂t2
−∆ϕ = g(t,ϕ, u) = Φ1(t,ϕ) + b1(t, u,ϕ), (x, t) ∈ Q; (18)

ϕ
∣∣
Σ

= 0; (19)

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ Ω, (20)

∂ϕ

∂t
(x, 0) = ψ0(x), x ∈ Ω. (21)

Так же, как и в предыдущем примере, условия на выбор функций Φ, b, u укажем позже. А предварительно
рассмотрим случай g(t,ϕ, u) = z−(t). В [18, sec.10.3] рассматривалась аналогичная задача при g ≡ 0. Следуя [18,
sec.10.3], перепишем уравнение (18) в виде системы уравнений первого порядка

∂ϕ

∂t
= ψ,

∂ψ

∂t
= ∆ϕ+ g(t,ϕ, u), (x, t) ∈ Q. (22)

Пусть η = (ϕ,ψ)∗ (здесь ∗— знак транспонирования); η(t) = η(., t). Тогда систему (22) можно переписать в виде:

dη

dt
= Gη+ f(., η, u), (23)

G =

(
0 I
∆ 0

)
, η =

(
ϕ

ψ

)
, f(t, η, u) =

(
0

g(t,ϕ, u)

)
.

Опять же следуя [18, sec.10.3], возьмем X = X+ ×X− = H1
0(Ω)× L2(Ω);

D(G) =
{
H2(Ω) ∩H1

0(Ω)
}
×H1

0(Ω).

Таким образом, краевое условие (19) встраивается в область определения D(G). Как указано в [18, sec.10.3,
remark 7, p. 338] со ссылкой на [18, corollary 9.19], в случае, когда множество Ω ограничено, можно использовать
на H1

0(Ω) скалярное произведение
∫
Ω

∇ϕ1 · ∇ϕ2 dx, а на X = H1
0(Ω)× L2(Ω) скалярное произведение

[η1, η2]X =

∫
Ω

∇ϕ1 · ∇ϕ2 dx +

∫
Ω

ψ1ψ2 dx.

При этом оказывается, что оба оператора G и (−G) являются максимальными монотонными. В частности, от-
сюда следует, что G — инфинитезимальный генератор сильно непрерывной полугруппы сжатий. Следователь-
но, условие G1 выполнено при M = 1. Тем самым, можем использовать результаты разд. 1 для задачи

η
′(t) = Gη(t) + z(t), t ∈ [0;T ]; η(0) = η0, (24)
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вида (3) при указанном выше выборе пространства X и оператора G, а также z ∈ L2(0, T ;X). При g(t,ϕ, u) =
= z−(t) задача (18)–(21) переписывается в виде (24) при z = (0, z−), z− ∈ L2(Q).

Будем считать, что заданы T > 0, p ∈ [2; +∞), а также выпуклое, замкнутое, ограниченное множество U в
пространствеLp(0, T ;Y ), гдеY — сепарабельное рефлексивное банахово пространство;u ∈ U . Соответственно,
будем предполагать, что функция Φ удовлетворяет условиям F1–F3, F0; функция b — условиям B1, B′2, B3, B0,
где η = (η+, η−)∗ = (ϕ,ψ)∗,

Φ(., η) = Φ(., η+) =

(
0

Φ1(., η+)

)
, b(., u, η) = b(., u, η+) =

(
0

b1(., u, η+)

)
.

По схеме, описанной в разд. 1, управляемая задача (18)–(21) может быть представлена в виде абстрактного
дифференциального уравнения

η
′(t) = Gη(t) + Φ

(
t, η(.)

)
+ b
(
t, u(t), η(t)

)
, t ∈ [0;T ]; η(0) = η0 (25)

вида (5). Тем самым, применима теорема 2.1. А это, в свою очередь, позволяет нам утверждать существование
числа T0 > 0 такого, что для всех T ∈ (0;T0] и u ∈ U управляемая задача (25) (а тем самым, и задача (18)–(21))
имеет единственное решение η = η[u]. Далее число T ∈ (0;T0] будем считать произвольно фиксированным.

Заметим, что ‖f‖X =
√

[f, f ]X =
∥∥g(t,ϕ, u)

∥∥
L2(Ω)

; η+ = ϕ ∈ X+ = H1
0(Ω) ⊂ L6(Ω) = H компактно (при

n = 1, 2, 3); Z− = L2(0, T ;X−) = L2(Q). Для решений η = η[z] при f ≡ z, η0 = (0, 0)∗ имеет место оценка, см.,
например, [2]:

‖η+ = ϕ‖H1
0(Ω) +

∥∥∥∥η− = ψ =
∂ϕ

∂t

∥∥∥∥
L2(Ω)

6 c ‖z−‖L2(Q), t ∈ [0;T ].

Поэтому в соответствии с леммой 5.4 множество первых компонент решений вспомогательной задачи (при
f ≡ z, η0 = (0, 0)∗) {

η
+[(0, z−)] : z− ∈ Z−, ‖z−‖Z− 6 σ

}
предкомпактно в Lq(0, T ;H) при любом q ∈ (1;∞). Таким образом, выполнено условие V1, и мы здесь нахо-
димся в ситуации, описанной в завершающей части разд. 4.

Пусть задан непрерывный функционал I0 : Lq(0, T ;H) → R, ограниченный на ограниченных множествах,
J0[u] = I0

(
η+[u]

)
= I0

(
ϕ[u]

)
, u ∈ U , где η[u] — решение задачи (25), отвечающее управлению u; соответственно,

ϕ[u] — решение задачи (18)–(21), отвечающее управлению u. Для произвольно заданного α > 0 рассмотрим
задачу оптимизации

Jα[u] = J0[u] +
1

2
α‖u‖2Lp(0,T ;Y ) → min

u∈U
. (26)

Пусть J∗α = inf
u∈U

Jα[u], U∗ =
{
u ∈ U : Jα[u] = J∗α

}
.

В соответствии с замечаниями из завершающей части разд. 4, справедлива
Теорема 7.2. При сделанных предположениях множество U∗ в задаче (26) непусто и слабо компактно в про-

странстве Lp(0, T ;Y ), и более того, всякая минимизирующая последовательность слабо сходится к множеству U∗
в Lp(0, T ;Y ).
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10. Гаевский Х., Грёгер К., Захариас К. Нелинейные операторные уравнения и операторные дифференциаль-
ные уравнения. М.: Мир, 1978. 336 с.

11. Функциональный анализ / под ред. С.Г. Крейна. М.: Наука, 1979. 418 с.

12. Pazy A. Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential Equations. New York etc.: Springer-
Verlag, 1983. viii+279 p.

13. Натансон И.П. Теория функций вещественной переменной. М.: Наука, 1974. 480 с.

14. Чернов А.В. Операторные уравнения II рода: теоремы о существовании и единственности решения и о со-
хранении разрешимости // Дифференц. ур-ния. 2022. Т. 58. № 5. С. 656–668.

15. Васильев Ф.П. Методы решения экстремальных задач. М.: Наука, 1981. 400 с.

16. Рыжиков В.В. Курс лекций по функциональному анализу. М.: МГУ, 2004. 24 с.

17. Вулих Б.З. Краткий курс теории функций вещественной переменной. М.: Наука, 1973. 352 с.

18. Brezis H. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations. N.Y., Dordrecht, Heidelberg, Lon-
don: Springer, 2011. xiv+600 p.

19. Чернов А.В. О дифференцировании функционала в задаче параметрической оптимизации коэффициента
уравнения глобальной электрической цепи // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2016. Т. 56. № 9. С. 1586–1601.

20. Лионс Ж.-Л. Некоторые методы решения нелинейных краевых задач. М.: Мир, 1972. 588 с.

21. Соболев С.Л. Некоторые применения функционального анализа в математической физике. М.: Наука,
1988. 336 с.

22. Павлова М.Ф., Тимербаев М.Р. Пространства Соболева (теоремы вложения). Казань: КГУ, 2010. 123 с.

ON THE EXISTENCE OF OPTIMAL CONTROL FOR A
SEMILINEAR EVOLUTION EQUATION WITH AN UNBOUNDED

OPERATOR

A. V. Chernov*

N.I. Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod, Gagarin Ave. 23, Nizhny Novgorod, 603950, Russia
*e-mail: chavnn@mail.ru

Received 28 November, 2023
Revised 16 January, 2024

Accepted 31 January, 2024

Abstract. The paper studies the problem of optimal control for an abstract first-order semilinear differential
equation in a Hilbert space, with an unbounded operator and a control linearly entering the right-hand
side. The objective functional is assumed to be additively separable with respect to the state and control,
with a fairly general dependence on the state. A theorem on the existence of an optimal control is proved
for this problem, and properties of the set of optimal controls are established. Due to the nonlinearity of
the equation under study, the author further develops previous results on total preservation of unique global
solvability and solution estimates for similar equations. This estimate proves essential for the investigation.
As examples, a nonlinear heat conduction equation and a nonlinear wave equation are considered.

Keywords: semilinear evolution equation with an unbounded operator in a Hilbert space, existence of
optimal control, nonlinear heat conduction equation, nonlinear wave equation.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 5 2024



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, 2024, том 64, № 5, с. 766–779

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

УДК 519.62

СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ АЛГОРИТМОВ РЕШЕНИЯ
ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ МЕТОДОМ КВАНТОВОГО

ОТЖИГА1)

C 2024 г. С. Б. Тихомиров1,*, В. С. Шалгин2,**
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Рассмотрены различные итеративные алгоритмы решения линейного уравнения ax = b с помощью кван-
тового вычислительного устройства, работающего по принципу квантового отжига. В предположении, что
результат работы компьютера описывается распределением Больцмана, показано, при каких условиях алго-
ритмы решения уравнения сходятся, и дана оценка скорости их сходимости. Рассмотрено применение дан-
ного подхода для алгоритмов, использующих как бесконечное количество кубитов, так и малое количество
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1. ВВЕДЕНИЕ

Квантовые вычисления представляют собой новую парадигму выполнения вычислений, предложенную
Ю.И. Маниным (см. [1]) и Р. Фейнманом (см. [2]). Функционирование таких вычислительных устройств осно-
вано на квантовой механике. В основе вычислений лежат квантовые биты (кубиты), которые могут находиться
не только в состоянии “0” или “1”, но и в их суперпозиции. Что более важно, квантовые биты могут находиться
в запутанном состоянии. Таким образом, система из n кубитов описывается 2n комплексными числами, более
того операция над одним кубитом “меняет состояние” всех запутанных кубитов, что является основой кван-
тового параллелизма — одновременного проведения вплоть до O(2n) операций над числами, описывающими
состояние системы (см. [3], [4]). В квантовых вычислениях появляются и ограничения, не свойственные клас-
сическим вычислениям, например, невозможность копирования состояния и считывания состояния без его
изменения. Для множества задач разработаны алгоритмы для квантовых компьютеров, работающие быстрее,
чем их классические аналоги, вплоть до экспоненциального ускорения: например, алгоритм поиска (алгоритм
Гровера) (см. [5]), разложение на множители (алгоритм Шора) (см. [6]), приближенное решение систем линей-
ных уравнений (алгоритм HHL) (см. [7]).

Есть две основные модели квантовых вычислений: универсальная схемная модель (circuit based) (см. [3], [4])
и адиабатическая модель (см. [8]). В схемной модели операции выполняются одна за другой, как в классических
вычислениях. Операции — квантовые вентили — представляют собой унитарные операторы, действующие на
состояние системы кубитов. На основе этой модели функционируют квантовые компьютеры таких компаний,

1)Авторы благодарят Михаила Скопенкова за внимание к работе и полезные замечания. Исследование разд. 1, 2 и п. 3.1 выполнено
при финансовой поддержке гранта РНФ № 21-11-00047. Исследование пп. 3.3 и 3.4 выполнено в Санкт-Петербургском международном
математическом институте имени Леонарда Эйлера при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (соглашение № 075–15–2022–287 от
06.04.2022). Исследование п. 3.2 выполнено при поддержке Projeto Paz и Coordenac
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как IBM, Google, Intel. Основными ограничениями для практического использования таких квантовых ком-
пьютеров в настоящее время является небольшой размер (порядка 100 кубитов) и низкая точность выполнения
операций.

Принцип работы адиабатических квантовых компьютеров основан не на последовательном выполнении
операций, а на адиабатической теореме (см. [8]). Если изначально система находилась в состоянии минималь-
ной энергии для гамильтониана H1, то при достаточно медленной эволюции гамильтониана:

H(t) = (1− vt)H1 + vtH2, t ∈ [0, 1/v],

в конечный момент времени система будет находиться в состоянии минимальной энергии для гамильтониа-
на H2. Гамильтониан H2 строится таким образом, что состояние минимальной энергии для него будет решени-
ем некоторой задачи. Такой подход позволяет эффективно решать задачи дискретной оптимизации, например,
задачу коммивояжера (см. [9]) и задачу разрешимости булевых функций (см. [10]). Известно, что адиабатиче-
ская модель эквивалентна универсальной схемной модели квантовых вычислений (см. [11]).

С адиабатическими квантовыми вычислениями тесно связан квантовый отжиг (quantum annealing) — кван-
товый аналог алгоритма имитации отжига (см. [12]). Устройство, работающее по принципу квантового отжига,
носит название “quantum annealer” (QA). Процесс поиска также начинается с состояния минимальной энергии
системы для гамильтониана H1. Однако структура целевого гамильтониана H2 более ограничена по сравнению
с той, что фигурирует в общей адиабатической модели. А именно, квантовый отжиг нацелен на поиск точки
минимума целевой функции модели Изинга (см. [12], [13]). В упрощенном виде ее можно представить так:

F (σ) =
∑
i

hiσi +
∑
i<j

Jijσiσj , (1)

где σi ∈ {−1, 1} представляют собой спины кубитов, а hi и Jij — коэффициенты линейных и квадратичных сла-
гаемых соответственно. Результат работы квантового отжига — набор спинов кубитов {σi}, которые доставляют
минимум функции F (σ).

Точный результат может быть получен только в случае нулевой абсолютной температуры у QA, что в те-
кущих реализациях является недостижимым. На практике такое устройство будет выдавать ”сэмпл” (sample)
из распределения Больцмана (см. [14]). Вероятность получить состояние σ зависит от значения функции F и
параметра β:

P (σ) ∝ e−β
2F (σ),

параметр β → ∞ при стремлении температуры устройства к нулю. Ввиду этого квантовый отжиг является
неточным, эвристическим алгоритмом. Кроме того, наличие шума также может внести помехи в работу ком-
пьютера.

Высокий интерес к модели квантового отжига обусловлен наличием реализации устройства, работающего
по данной модели с большим количеством кубитов. Соответствующая реализация представлена устройствами
компании D-Wave Systems (см. [15]), количество кубитов в которых достигает 5000. Дополнительными ограни-
чениями в работе компьютера являются граф связности между кубитами и неточность выполнения операций
(квантовый шум). Перед тем, как решить задачу с помощью компьютера D-Wave, ее необходимо перевести в
термины модели Изинга. Согласованность распределения Больцмана и результата работы D-Wave достаточно
хорошо продемонстрирована в [13], [16]–[18] (для обсуждения вопроса о наличии превосходства QA над клас-
сическими компьютерами см., например, [19], [20]).

В нашей работе мы будем опираться на модель квантовых вычислений, работающую по принципу кван-
тового отжига. Одной из важных для приложений задач является решение систем линейных алгебраических
уравнений. Задача решения системы Ax = b эквивалентна задаче минимизации функции ||Ax− b||2, часто на-
зываемой в литературе “linear least squares problem” (LLS). Данная задача может быть решена с помощью QA
путем ее перевода в целевую функцию (1) модели Изинга. Заметим, что линейность по переменной x является
необходимым условием, так как в противном случае целевая функция не будет иметь форму (1).

Во многих работах исследуется решение задачи LLS с помощью QA. В [21] предлагается подход к перефор-
мулировке задачи LLS в форму, эквивалентную модели Изинга. Также в работе авторы предположили, что QA
лучше всего подходит для решения задачи LLS в случае, если матрица A разреженная, или когда компоненты
вектора x бинарные. Этот подход получил дальнейшее развитие. В [22] предлагается подход к решению про-
извольной системы линейных уравнений, а также приводятся условия, при которых возможно получить уско-
рение по сравнению с лучшим из известных классических алгоритмов решения произвольных систем линей-
ных уравнений. В [23] рассматривается задача решения одного уравнения с одной неизвестной и задача LLS,
подробно излагается процесс переформулировки исходной задачи в форму модели Изинга и встраивания пол-
ного графа задачи в граф компьютера D-Wave. В [24] исследуется вопрос о целесообразности использования
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QA для решения систем уравнений и предлагается гибридный алгоритм решения линейных систем. Подход ре-
шения линейных систем с помощью QA нашел применение во многих задачах, в которых возникает необходи-
мость решения системы уравнений: оценке линейной регрессии (см. [25]), для задач сейсмической томографии
(см. [26]), в задаче определения преобразования из точечного множества (см. [27]), решения краевой задачи для
эллиптических уравнений (см. [28]).

Во всех упомянутых работах были предложены алгоритмы решения линейных уравнений и систем, включая
и итеративные алгоритмы (см. [23], [26]–[28]). Однако рассматривалась только экспериментальная постановка
задачи, теоретические вопросы сходимости подобных итеративных алгоритмов не исследовались.

В настоящей работе рассматривается подход к решению задачи LLS, аналогичный [23], [26]–[28], для случая
одного уравнения с одной неизвестной:

ax = b.

В рамках данного подхода мы учитываем подверженность квантового компьютера ошибкам и вероятностную
природу QA. Нас будет интересовать вопрос устойчивости итеративного алгоритма к погрешностям, связанным
с вероятностной обусловленностью результата работы компьютера. Ввиду этого простейшее уравнение явля-
ется подходящей моделью для анализа сходимости и устойчивости итеративных алгоритмов. Так как результат
работы QA подчиняется распределению Больцмана, это позволяет проводить оценку работы алгоритмов на ос-
нове нормальных распределений и их модификаций.

Мы рассматриваем различные итеративные алгоритмы, которые работают как для большого (стремящего-
ся к бесконечности) количества кубитов, так и для малого числа кубитов. Характерной чертой рассмотренных
алгоритмов является адаптация размера поправки на каждом шаге в зависимости от текущего значения невяз-
ки, что аналогично подходам из [23], [26]–[28] и расширяет предложенные ранее подходы из [21], [22], [25].
Мы доказываем, что предложенные алгоритмы сходятся к точному значению при достаточно малых ошибках
в квантовом компьютере, и оцениваем скорость сходимости (см. теоремы 1, 2). Для реализации алгоритмов
адаптации используем сложение, умножение и домножение на целые степени двойки, что соответствует сдви-
гу битов, и не используем деление на произвольное число.

В разд. 2 мы даем предварительные определения, переводим задачу решения уравнения в термины модели,
эквивалентной модели Изинга, и устанавливаем вероятностную модель вычислений. В разд. 3 рассматрива-
ем итеративные алгоритмы, основанные на последовательном улучшении приближенных решений уравнения.
В п. 3.1 мы рассматриваем идеализированный случай, при котором результат работы QA подчиняется закону
нормального распределения. В п. 3.2 рассматриваем общий подход к изучению скорости сходимости итера-
тивных алгоритмов. Случай усеченного нормального распределения решений, соответствующий бесконечно-
му количеству кубитов, представлен в п. 3.3, случай распределения Больцмана, соответствующий конечному
количеству кубитов, — в п. 3.4.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ

Модель Изинга эквивалентна так называемой модели QUBO (quadratic unconstrained binary optimization)
(см. [29]):

H(q1, . . . , qn) =
n∑

i=1

n∑
j=i

Qijqiqj , (2)

где (Qij)
n
i,j=1 — верхнетреугольная квадратная матрица порядка n, qi ∈ {0, 1}. Для переформулировки задачи

решения уравнения ax = b в задачу QUBO мы используем функцию

H(x) = (ax− b)2. (3)

Переменную x представляем с конечной точностью в виде

x = ϑqp +

p−1∑
i=r

2iqi, (4)

где p, r ∈ Z, r < p, ϑ = −2p + 2r, qi ∈ {0, 1}. Бит qp отвечает за знак переменной x. Роль константы ϑ заклю-
чается в том, что набор битов qr, . . . , qp−1 для отрицательных значений x представляет собой дополнительный
код к аналогичному набору битов для положительных значений x. Отметим, что можно использовать и другие
представления переменной (см. [22], [23], [28]). Обозначим через Ωr,p множество чисел вида (4). Тогда

Ωr,p =

{
±

p−1∑
i=r

qi2
i : qi ∈ {0, 1}

}
.
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После подстановки (4) в (3) и отбрасывания постоянного слагаемого получаем целевую функцию вида (2):

H(qr, . . . , qp) =

p∑
i=r

p∑
j=i

Qijqiqj ,

где

Qii =

{
a2ϑ2 − 2abϑ, i = p,

22ia2 − 2i+1ab, r 6 i 6 p− 1,
Qij =

{
2i+1a2ϑ, j = p, r 6 i 6 p− 1,

2i+j+1a2, r 6 i < j 6 p− 1.

Как было сказано ранее, ошибки в работе QA имеют вероятностный характер, и мы считаем, что они подчи-
няются распределению Больцмана. Будем использовать вариацию этого распределения, определенную ниже.

Определение 1. Пусть Ω — конечное подмножество вещественных чисел,H : R→ [0,+∞), β > 0. Распределе-
нием Больцмана B (β,Ω, H(x)) на множестве Ω с параметром β и целевой функцией H(x) назовем вероятностное
распределение на Ω, в котором вероятность элемента x ∈ Ω определяется как

P (x) =
1

Z
e−β

2H(x), где Z =
∑

y∈Ω e−β
2H(y).

Чем меньше значение H(x), тем больше вероятность получить x в качестве результата работы компьютера.
Параметр β отражает точность работы компьютера. Чем больше значение β, тем более вероятно результат ра-
боты компьютера будет близок к точке минимума функции H(x) на множестве Ω. Если β→ +∞, то компьютер
будет работать без ошибок.

Вернемся к целевой функции (3). Если предположить, что количество кубитов в QA стремится к беско-
нечности, и для двоичного представления (4) переменной x мы используем как все положительные степени
двойки, так и все отрицательные, то распределение решений будет стремиться к нормальному, что показывает
следующее очевидное предложение.

Предложение 1. Пусть r, p ∈ Z, r < p, Ωr,p =

{
±

p−1∑
i=r

qi 2i : qi ∈ {0, 1}
}

, β > 0, a, b ∈ R, a 6= 0. Тогда

lim
p→+∞
r→−∞

B
(
β,Ωr,p, (ax− b)2

)
= N

(
b

a
,

1

2a2β2

)
по распределению.

Таким образом, в качестве приближения к распределению Больцмана мы можем использовать нормальное
распределение.

3. УЛУЧШЕНИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ

3.1. Модель улучшения решения, основанная на нормальном распределении

В этом пункте мы будем предполагать, что результат работы QA по решению уравнения ax = b имеет рас-

пределение N
(

b
a ,

1
2a2β2

)
согласно предложению 1. Ниже рассмотрим, как будут распределены ошибки при-

ближения к решению, если мы будем итерировать алгоритм. Пусть xn — n-ое фиксированное приближение к
решению уравнения ax = b. Точное решение x мы можем представить как сумму xn и поправки: x = xn + ∆n.
Подставляя ее в исходное уравнение, мы получаем уравнение относительно поправки ∆n:

a∆n = b− axn. (5)

Пусть целое число ln такое, что
1

2ln+1
< |b− axn| 6

1

2ln
. (6)

Вместо уравнения (5) будем решать на QA уравнение

a∆̃n = 2ln(b− axn) (7)

с неизвестной ∆̃n. По предположению имеем, что

∆̃n ∼ N
(

2ln(b− axn)

a
,

1

2a2β2

)
. (8)
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Так как ∆n = 1
2ln

∆̃n, то по свойствам нормального распределения получаем, что

∆n ∼ N
(

b
a − xn,

1
22ln
· 1

2a2β2

)
.

Пусть ξn ∼ N (0, 1), тогда

∆n
d
=

b

a
− xn +

ξn

2ln
√

2aβ
.

Следующее приближение к решению будем вычислять по формуле

xn+1 = xn + ∆n.

Заметим, что следующая поправка ∆n+1 и число ln+1 зависят от предыдущей поправки ∆n. Следующее
предложение позволяет построить последовательность приближений xn, учитывая эти зависимости.

Предложение 2. Пусть a, b ∈ R\{0}, σ > 0. Пусть ξn ∼ N (0, 1), n > 0, — независимые в совокупности слу-
чайные величины. Построим последовательности случайных величин xn, x′n ln, l′n, ∆n, ∆′n при n > 0. Положим
x0 = x′0 = = l0 = l′0 = 0. Дадим дальнейшие определения при n > 0. Пусть условное распределение случайной

величины ∆n при условии xn равноN
(

b
a − xn,

σ
2

22ln

)
. Положим

∆′n =
b

a
− x′n +

σξn

2l
′
n
,

xn+1 = xn + ∆n,

x′n+1 = x′n + ∆′n.

Определим ln+1 и l′n+1 следующим образом: ln+1, l
′
n+1 ∈ Z и

2ln+1 |b− axn+1|, 2l
′
n+1 |b− ax′n+1| ∈ (1/2, 1] .

Тогда (∆0, . . . ,∆n)
d
= (∆′0, . . . ,∆

′
n) для любого n > 0.

Доказательство. Доказательство будем вести индукцией по n. При n = 0 имеем ∆0 ∼ N
(
b
a , σ

2
)

и ∆′0 =

= b
a + σξ0 ∼ N

(
b
a , σ

2
)
. Значит, ∆0

d
= ∆′0.

Пусть (∆0, . . . ,∆n−1)
d
=
(
∆′0, . . . ,∆

′
n−1

)
, то есть для любого борелевского множества A ⊂ Rn выполнено

P ((∆0, . . . ,∆n−1) ∈ A) = P
((

∆′0, . . . ,∆
′
n−1

)
∈ A

)
. Покажем, что тогда для любого борелевского множества

A ⊂ Rn+1 будет выполнено P ((∆0, . . . ,∆n) ∈ A) = P ((∆′0, . . . ,∆
′
n) ∈ A). Достаточно доказать, что

P ((∆0, . . . ,∆n) ∈ A0 × · · · ×An) = P ((∆′0, . . . ,∆
′
n) ∈ A0 × · · · ×An)

для любых борелевских Ai ⊂ R, i = 0, 1, . . . , n. По формуле полной вероятности получаем, что вероятность
P ((∆′0, . . . ,∆

′
n) ∈ A0 × · · · ×An) равна∫

Rn

P
(
(∆′0, . . . ,∆

′
n) ∈ A0 × · · · ×An |

(
∆′0, . . . ,∆

′
n−1

)
= (r0, . . . , rn−1)

)
dP ′n−1,

где P ′n−1 — распределение вектора
(
∆′0, . . . ,∆

′
n−1

)
и интегрирование ведется по переменным r0, . . . , rn−1. Если

(r0, . . . , rn−1) /∈ A0 × · · · × An−1, то (∆′0, . . . ,∆
′
n) /∈ A0 × · · · × An, и вероятность под знаком интеграла равна

нулю. Поэтому последний интеграл равен∫
A0×···×An−1

P
(
∆′n ∈ An |∆′0 = r0, . . . ,∆

′
n−1 = rn−1

)
dP ′n−1. (9)

Зафиксируем числа r0, . . . , rn−1. ПоложимS = r0+· · ·+rn−1 и возьмем целое l таким, что 2l|b−aS| ∈ (1/2, 1].
Покажем, что условное распределение случайной величины ∆′n при условии ∆′0 = r0, . . . ,∆

′
n−1 = rn−1 равно

условному распределению случайной величины ∆n при условии ∆0 = r0, . . . ,∆n−1 = rn−1.
При этих условиях xn = S и x′n = S. Тогда по определению l′n получим, что l′n = l. По определению ∆′n

имеем

∆′n =
b

a
− S +

σξn

2l
∼ N

(
b

a
− S,

σ2

22l

)
,
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что есть условное распределение случайной величины ∆n при условии xn = S.
По индукционному предположению мы имеем P ′n−1 = Pn−1, где Pn−1 — распределение вектора

(∆0, . . . ,∆n−1). Значит, интеграл (9) равен∫
A0×···×An−1

P (∆n ∈ An |∆0 = r0, . . . ,∆n−1 = rn−1) dPn−1 =

=

∫
Rn

P ((∆0, . . . ,∆n) ∈ A0 × · · · ×An | (∆0, . . . ,∆n−1) = (r0, . . . , rn−1)) dPn−1.

Последний интеграл равен вероятности P ((∆0, . . . ,∆n) ∈ A0 × · · · ×An), что и требовалось показать.
Полагая, что σ2 = 1

2a2β2
в предложении 2, получаем, что x′n+1 = b

a + ξn

2l′n
√

2aβ
.

Следующая теорема показывает, что эта последовательность при определенных условиях сходится к реше-
нию уравнения ax = b.

Теорема 1. Пусть a, b ∈ R, a 6= 0, β > 0, γ— постоянная Эйлера–Маскерони. Зафиксируем последовательность
независимых в совокупности случайных величин ξn ∼ N (0, 1), n > 0. Построим последовательности случайных
величин ln и xn по правилу l0 = 0, x0 = 0, и при n > 0 положим xn+1 = b

a + ξn

2ln
√

2aβ
, целое число ln+1 таково, что

2ln+1 |b− axn+1| ∈
(

1
2 , 1
]
. Тогда

1) если s ∈
[
1, βeγ/2

)
, то sn

(
xn − b

a

) п.н.−−−−→
n→∞

0,

2) если s > 2βeγ/2, то sn
(
xn − b

a

) п.н.−−−−→
n→∞

∞,

3) если β < 1
2e
−γ/2, то xn

п.н.−−−−→
n→∞

∞.

Замечание 1. Процесс, описанный в теореме, соответствует процессу работы квантового компьютера. Про-
цесс последовательного улучшения решения описывался в статьях [23], [26]–[28], однако теоретические во-
просы сходимости подобных итеративных алгоритмов не исследовались.

Из п. 1) теоремы 1 следует, что если β > e−γ/2 ≈ 3
4 , то последовательность xn будет сходиться к решению

уравнения ax = b почти наверное и притом с экспоненциальной скоростью. Пункт 2) устанавливает верхнюю
границу скорости сходимости. Пункт 3) устанавливает достаточное условие расходимости последовательности
xn: если β мало (точность работы QA слишком плоха), то последовательность xn будет расходиться.

Для доказательства теоремы 1 нам понадобится следующая лемма, непосредственно следующая из усилен-
ного закона больших чисел Колмогорова (см. [30]).

Лемма 1. Пусть δ > 0, и пусть (Xi)
∞
i=1 — независимые в совокупности случайные величины такие, что для

любого натурального i существуют E ln |Xi| и E ln2 |Xi|. Пусть дисперсии Var (ln |Xi|) ограничены в совокупности.
Тогда

1) если E ln |Xi| < −δ для любого i, то X1 · · ·Xn
п.н.−−−−→

n→∞
0,

2) если E ln |Xi| > δ для любого i, то X1 · · ·Xn
п.н.−−−−→

n→∞
∞.

Доказательство теоремы 1. Проведем предварительные построения. Рассмотрим случайную величину zn =
= b

a − xn. Оценим сверху |zn+1|, используя определение случайных величин xn и ln:

|zn+1| =
∣∣∣∣ ξn

2ln
√

2aβ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ (b− axn)ξn

2ln(b− axn)
√

2aβ

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣
√

2(b− axn)ξn
aβ

∣∣∣∣∣ =

√
2

β
|znξn|.

Так как |z1| = |ξ0|√
2aβ

, то

|zn+1| <
∣∣∣∣ 1

2a

∣∣∣∣
(√

2

β

)n+1

|ξ0 · · · ξn|. (10)
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Аналогично получаем оценку |zn+1| снизу:

|zn+1| >
∣∣∣∣1a
∣∣∣∣ ( 1√

2β

)n+1

|ξ0 · · · ξn|. (11)

Найдем математическое ожидание случайной величины ln |ξ0|:

E ln |ξ0| =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−x
2/2 ln |x| dx =

2√
π

∫ ∞
0

e−x
2

ln
(√

2x
)
dx = ln

1√
2eγ/2

,

где мы воспользовались соотношением для γ из [31]:∫ ∞
0

e−x
2

lnx dx = −
√
π

4
(γ+ ln 4) .

Тогда

E ln

√
2|ξ0|
β

= ln
1

βeγ/2
, E ln

|ξ0|√
2β

= ln
1

2βeγ/2
. (12)

Докажем п. 1). Достаточно показать, что
(

s
√

2
β

)n
|ξ0 · · · ξn−1|

п.н.−−−−→
n→∞

0, исходя из неравенства (10). Ввиду (12)

и того, что s ∈
[
1, βeγ/2

)
, имеем

E ln
s
√

2|ξ0|
β

= ln
1

βeγ/2
+ ln s < 0.

Значит, по лемме 1 произведение
(

s
√

2
β

)n
|ξ0 · · · ξn−1| сходится к нулю почти наверное.

Докажем п. 2). Достаточно показать, что
(

s√
2β

)n
|ξ0 · · · ξn−1|

п.н.−−−−→
n→∞

∞, исходя из неравенства (11). Ввиду

(12) и того, что s > 2βeγ/2, имеем

E ln
s|ξ0|√

2β
= ln

1

2βeγ/2
+ ln s > 0.

Значит, по лемме 1 произведение
(

s√
2β

)n
|ξ0 · · · ξn−1| сходится к бесконечности почти наверное.

Докажем п. 3). Достаточно показать, что
(

1√
2β

)n
|ξ0 · · · ξn−1|

п.н.−−−−→
n→∞

∞, исходя из неравенства (11). Ввиду

(12) и того, что β < 1
2e
−γ/2, имеем E ln |ξ0|√

2β
= ln 1

2βeγ/2
> 0. Значит, по лемме 1 произведение

(
1√
2β

)n
|ξ0 · · · ξn−1|

сходится к бесконечности почти наверное.

3.2. Общий подход к исследованию сходимости алгоритмов решения линейного уравнения

В этом пункте рассмотрим общий подход к построению и исследованию сходимости алгоритма, решающего
уравнение ax = b. Мы рассмотрим общую схему последовательных приближений и докажем теорему 2, позво-
ляющую оценить скорость сходимости подобных алгоритмов. Домножая a и b на одинаковую степень двойки,
можно добиться выполнения неравенства

1/2 6 a < 1. (13)

В дальнейшем в статье будем предполагать, что выполнено неравенство (13).
Вернемся к построению последовательности приближений к решению уравнения ax = b. Имея очередное

фиксированное приближение xn, решаем на QA уравнение (7) относительно ∆̃n, где целое ln выбирается в
соответствии с (6). Следующее приближение вычисляется как

xn+1 = xn + 2−ln∆̃n. (14)

Распределение случайной величины ∆̃n зависит от выбранного нами алгоритма и определяется значениями cn,
sign(b− axn), a, β, где

cn =
1

2ln |b− axn|
. (15)

Заметим, что cn ∈ [1, 2). В этом пункте мы не фиксируем конкретный алгоритм и соответствующее распределе-
ние ∆̃n. В дальнейшем будем предполагать, что зависимость от sign(b−axn) имеет специальный вид, а именно,
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существует такая функция q(u, c, a, β), что если η — случайная величина, равномерно распределенная на [0, 1],
то

∆̃n |xn
d
= sign(b− axn)q(η, cn, a, β) |xn. (16)

Условие (16) означает, что распределение поправок ∆̃n в случае положительных и отрицательных невязок от-
личается лишь знаком.

Заметим, что если функция q(·, cn, a, β) равна обратной функции распределения закона N
(

1
acn

, 1
2a2β2

)
, то

q(η, cn, a, β) ∼ N
(

1
acn

, 1
2a2β2

)
, и поправка ∆̃n распределена, как в (8).

По аналогии с предложением 2 верно следующее

Предложение 3. Пусть b 6= 0, β > 0. Пусть ηn, n > 0, — независимые в совокупности случайные величины,
равномерно распределенные на промежутке [0, 1]. Зафиксируем функцию q(η, c, a, β), определяемую выбранным ал-
горитмом последовательных приближений.

Введем функции

G1(u0) = q(u0, 1/b, a, β)− b

a
,

Gn+1(u0, . . . , un) = Gn(u0, . . . , un−1) (1− ac′nq(un, c
′
n, a, β)) , n > 1, (17)

где ui ∈ [0, 1], c′n = 1

2l′n |aGn|
, и целое l′n выбрано так, что 2l

′
n |aGn| ∈

(
1
2 , 1
]
.

Пусть x0 = l0 = 0. Пусть ∆̃0
d
= q(η0, 1/b, a, β) и при n > 1 выполнено (16) для η = ηn, где ln и cn определяются

в (6) и (15). При n > 0 положим
xn+1 = xn + 2−ln∆̃n,

x′n+1 =
b

a
+ Gn+1(η0, . . . , ηn). (18)

Тогда (x1, . . . , xn)
d
= (x′1, . . . , x

′
n) для любого n > 1.

Здесь и далее будем рассматривать последовательность xn, заданную равенством (18). Последовательность
xn определяется выбором функции q. В следующей теореме мы будем использовать обозначения и определения
из предложения 3.

Теорема 2. Введем функцию
r(u, a, β) = max

c∈[1,2]
|1− c · a · q(u, c, a, β)|. (19)

Пусть E(a, β) — математическое ожидание случайной величины ln r(η, a, β), где η — случайная величина, равно-
мерно распределенная на [0, 1]:

E(a, β) =

∫ 1

0

ln r(u, a, β)du.

Тогда

1) если E(a, β) < 0, то xn
п.н.−−−−→

n→∞
b
a ,

2) если ln s + E(a, β) < 0 , то sn
(
xn − b

a

) п.н.−−−−→
n→∞

0.

Доказательство. Докажем п. 1). Исходя из (18), достаточно показать, что Gn+1(η0, . . . , ηn)
п.н.−−→ 0. Используя

(17), получаем

|Gn+1(η0, . . . , ηn)| = |G1(η0)|
n∏

i=1

|1− a ci q(ηi, ci, a, β)| 6 |G1(η0)|
n∏

i=1

r(ηi, a, β).

Так как математические ожидания случайных величин ln r(ηi, a, β) меньше нуля, то по лемме 1 получаем тре-
буемое.

Докажем п. 2). Достаточно показать, что sn+1Gn+1(η0, . . . , ηn)
п.н.−−→ 0. Аналогично получаем

sn+1 |Gn+1(η0, . . . , ηn)| 6 s |G1(η0)|
n∏

i=1

(s r(ηi, a, β)) .
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Из неравенства E ln(s r(ηi, a, β)) < 0 следует требуемое.
Замечание 2. В теореме 2 условие сходимости алгоритма зависит от a и β, в то время как в теореме 1 условие

сходимости зависит только от β. Это порождает вопрос: от чего может зависеть скорость сходимости аналогич-
ных итеративных алгоритмов для систем линейных уравнений – размер матрицы, число обусловленности и др.?
Рассмотрение систем линейных уравнений выходит за рамки работы и нуждается в отдельном исследовании.

3.3. Модели вычислений, основанные на усеченном нормальном распределении

В разд. 2 и п. 3.1 мы рассматривали представление (4) переменной x по положительным и отрицательным
степеням двойки. В текущем пункте мы рассмотрим более “гибкое” представление:

x = (d2 − d1)
r∑

i=1

qi2
−i + d1, (20)

где qi ∈ {0, 1}, d1 < d2, r ∈ N. В таком представлении x принимает значения в промежутке [d1, d2). Коэффици-
енты Qij в модели QUBO (2) находятся из подстановки представления (20) в функцию (3).

Мы будем рассматривать несколько различных алгоритмов поиска поправки, отличающихся значениями
d1, d2. На каждом шаге будем искать поправку ∆̃n в шаге (14) алгоритма как решение уравнения (7) на проме-
жутке sign(b− axn)[d1, d2], представляя ∆̃n по аналогии с формулой (20):

∆̃n = sign(b− axn)

(
(d2 − d1)

r∑
i=1

qi2
−i + d1

)
. (21)

Таким образом, числа d1, d2 определяют алгоритм и могут влиять на характер его сходимости. В дальнейшем
рассмотрим четыре алгоритма с различными значениями d1, d2.

Предположим, что количество кубитов в QA стремится к бесконечности, т.е. r → ∞. Посмотрим, как при
этом ведет себя распределение Больцмана на множестве, состоящем из чисел вида (20), с целевой функцией
(ax− b)2. Для начала введем следующее определение.

Определение 2. Пусть σ > 0, µ, d1, d2 ∈ R, d1 < d2. Усеченное нормальное распределение N (µ, σ2, d1, d2) — это
распределение с функцией плотности

f(t) ∝ e−
(t−µ)2

2σ2 1(d1,d2)(t).

Если d1 > d2, то обозначение N (µ, σ2, d1, d2) будет пониматься как усеченное нормальное распределение
N (µ, σ2, d2, d1), а обозначение (d1, d2) будет пониматься как интервал (d2, d1).

Предложение 4. Пусть β > 0, a, b ∈ R, a 6= 0, d1 < d2, r ∈ N. Тогда

B

(
β,

{
(d2 − d1)

r∑
i=1

qi2
−i + d1 : qi ∈ {0, 1}

}
, (ax− b)2

)
d−−−→

r→∞
N
(
b

a
,

1

2a2β2
, d1, d2

)
.

Таким образом, мы можем использовать усеченное нормальное распределение в качестве приближения к
распределению Больцмана.

Cогласно представлению (21) и предложению 4 будем считать, что

∆̃n ∼ sign(b− axn)N
(

1

acn
,

1

2a2β2
, d1, d2

)
.

Обозначим через q(u, c, a, β) такие функции, что если c, a, β фиксированы и η равномерно распределена на
промежутке [0, 1], то

q(η, c, a, β) ∼ N
(

1

ac
,

1

2a2β2
, d1, d2

)
.

Функция q представляет собой обратную функцию распределения соответствующего закона распределения и
в явном виде записывается следующим образом:

q(u, c, a, β) =
1

ac
+

1

aβ
erf−1

(
(1− u) erf

(
d1aβ+

β

c

)
+ u erf

(
d2aβ−

β

c

))
,

где erf(x) = 2√
π

∫ x

0
e−t

2

dt — функция ошибок.
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Из неравенств (6),(13) следует, что точное решение уравнения (7) удовлетворяет неравенствам

|∆̃n| 6 2, sign(b− axn)∆̃n ∈ [1/2, 2]. (22)

Числа d1, d2 определяют функцию q и соответственно задают алгоритм улучшения решения. Ниже приво-
дятся четыре алгоритма для соответствующих значений d1, d2, три из них учитывают правильный знак поправки
на каждом шаге. Ввиду (22) мы ограничиваемся значениями d1, d2 такими, что |d1|, |d2| 6 2.

Алгоритм 1: d1 = −2, d2 = 2. Не учитывает знак поправки, а лишь наибольшее значение модуля |∆̃n|.

Алгоритм 2: d1 = 0, d2 = 2. Учитывает знак поправки и наибольшее значение модуля |∆̃n|.

Алгоритм 3: d1 = 1/2, d2 = 2. Учитывает знак поправки и наибольшее и наименьшее значения модуля |∆̃n|.

Алгоритм 4: d1 = 1/2, d2 = 1. Консервативный алгоритм, при котором гарантированно выполняется неравен-
ство r(u, a, β) ≤ 1, где r определено в (19). По теореме 2 такой алгоритм сходится для любых a, β. Отметим,
что при этом точное значение 1

acn
поправки ∆̃n не всегда лежит в интервале [d1, d2].

На фиг. 1 приведены сравнительные графики для соответствующих функций Emax(β) = max
a∈[1/2,1]

E(a, β), да-

ющие пессимистичную оценку на скорость сходимости алгоритма. Если Emax(β) < 0, то алгоритм сходится при
любых a ∈ [0.5, 1), b ∈ R, чем меньше значение Emax(β), тем сходимость быстрее.

Фиг. 1. Графики функций Emax(β) для различных алгоритмов.

Поскольку алгоритм 4 при любом выборе ∆̃n уменьшает значение невязки, то он сходится в любом слу-
чае, что отражено в отрицательности функции Emax(β) для всех значений β. При этом, поскольку включение
1
ac ∈ [0.5, 1] не всегда выполнено, алгоритм показывает не быструю скорость сходимости даже при больших
значениях β. Алгоритмы 1–3 ведут себя приблизительно одинаково при больших значениях β, это объясняется
высокой вероятностью получить значение ∆̃n, близкое к точному решению уравнения (7). Лучшие показатели
сходимости наблюдаются у алгоритма 2, учитывающего знак, но разрешающего малые значения поправки на
каждом шаге. Его преимущество над алгоритмом 3 вероятно объясняется уменьшением веса хвоста усеченного
нормального распределения при котором r(u, a, β) > 1.
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3.4. Модели вычислений, основанные на распределении Больцмана

В пп. 3.1, 3.3 мы рассматривали непрерывные распределения, приближающие распределение Больцмана.
Здесь мы непосредственно рассмотрим модель вычислений, основанную на распределении Больцмана, и будем
считать, что количество кубитов в QA конечно.

Будем рассматривать несколько различных алгоритмов поиска поправки ∆̃n в шаге (14) алгоритма, отлича-
ющихся представлениями переменной ∆̃n в уравнении (7). Используемое представление переменной опреде-
ляет алгоритм и может влиять на характер его сходимости.

В одной группе алгоритмов мы не будем учитывать правильный знак поправки и будем искать решение
уравнения (7), представляя ∆̃n как в формуле (4):

∆̃n = sign(b− axn)

(
ϑqp +

p−1∑
i=r

2iqi

)
, (23)

где r, p ∈ Z, r < p, ϑ = −2p + 2r.
В другой группе алгоритмов будем учитывать знак поправки и искать ∆̃n, представляя его как

∆̃n = sign(b− axn)

p−1∑
i=r

2iqi. (24)

Заметим, что количество nq участвующих в представлении ∆̃n кубитов в группе алгоритмов, не учитывающих
знак, равно p− r + 1, а в группе, учитывающих знак, равно p− r.

Обозначим

Ω±r,p =

{
±

p−1∑
i=r

qi2
i : qi ∈ {0, 1}

}
, Ω+

r,p = Ωr,p ∩ [0,∞).

Таким образом, алгоритм определяется выбором Ω±r,p или Ω+
r,p в качестве множества, на котором ищется

поправка ∆̃n. Ввиду (22) мы будем ограничиваться значениями p 6 1.
Распределение поправки на n-м шаге задается соотношением

∆̃n ∼ sign(b− axn)B

(
β,Ωr,p,

(
ax− 1

cn

)2
)
,

где Ωr,p равно либо Ω±r,p, либо Ω+
r,p.

Обозначим через qr,p(u, c, a, β), такие функции, что если c, a, β фиксированы и η равномерно распределена
на промежутке [0, 1], то

qr,p(η, c, a, β) ∼ B

(
β,Ωr,p,

(
ax− 1

c

)2
)
,

где Ωr,p определяется в соответствии с выбранным алгоритмом. Функции qr,p представляют собой обратные
функции распределения соответствующих законов распределения и определяются как

qr,p(u, c, a, β) = inf {t |Fr,p(t) > u} , u ∈ (0, 1],

гдеFr,p(t) — функция распределения закона B
(
β,Ωr,p,

(
ax− 1

c

)2)
. Отметим, что функция qr,p(·, c, a, β) кусочно-

постоянная. Дополнительно определим

qr,p(0, c, a, β) = lim
u→0+

qr,p(u, c, a, β).

На фиг. 2 приведены сравнительные графики для соответствующих функций Emax(β) = max
a∈[1/2,1]

E(a, β), да-

ющие пессимистичную оценку на скорость сходимости алгоритма. Если Emax(β) < 0, то алгоритм сходится при
любых a ∈ [0.5, 1), b ∈ R, чем меньше значение Emax(β), тем сходимость быстрее.

Из графиков следует, что при достаточно больших β сходятся все методы, включая основанные на одном
кубите. Методы, учитывающие знак поправки, в которых Ωr,p = Ω+

r,p, сходятся быстрее, чем не учитывающие
знак поправки, в которых Ωr,p = Ω±r,p. При этом методы, учитывающие знак поправки используют меньшее
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Фиг. 2. Графики функций Emax(β) для различных Ωr,p. Число nq — количество кубитов, кодирующих поправку.

количество кубитов. Ожидаемо, с увеличением количества используемых кубитов скорость сходимости воз-
растает, но остается ниже, чем предельная скорость, соответствующая усеченному нормальному распределе-
нию на фиг. 1. По аналогии со сравнением алгоритмов 2 и 3 из п. 3.3 отметим, что методы с p = 1 включают
больше значений поправок, при которых точность может ухудшиться, но при этом гарантированно содержат
наилучшую возможную поправку, в то время как методы с p = 0 гарантированно не ухудшают точность прибли-
жения на каждом шаге, но при этом имеют меньшую вероятность для оптимальной поправки. Как и в случае
бесконечного количества кубитов, при больших β методы с p = 1 оказываются более эффективными, чем при
p = 0.

4. ВЫВОДЫ

В статье рассмотрены несколько адаптивных итеративных методов для поиска корня линейного уравнения
ax = b при помощи устройства, работающего по принципу квантового отжига. Результат работы QA моделиру-
ется распределением Больцмана. Для широкого класса алгоритмов предложен метод доказательства их сходи-
мости и оценки скорости сходимости. Рассмотрены алгоритмы с бесконечным количеством кубитов и с малым
количеством кубитов. Показано, что при достаточно малом шуме скорость сходимости экспоненциальная. При
этом алгоритмы, учитывающие знак поправки сходятся быстрее, чем не учитывающие знак.
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Abstract. Various iterative algorithms for solving the linear equation ax = b using a quantum computer
operating on the principle of quantum annealing are studied. Assuming that the result produced by the
computer is described by the Boltzmann distribution, conditions under which these algorithms converge are
obtained and an estimate of their convergence rate is provided. Application of this approach for algorithms
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Получен класс точных решений уравнений Навье–Стокса для осесимметричного вихревого течения несжи-
маемой жидкости. Выделены инвариантные многообразия течений, обладающих вращательной симметрией
относительно заданной оси в трехмерном координатном пространстве, приведено описание структуры ре-
шений. Установлено, что типичными инвариантными областями таких течений являются фигуры вращения,
гомеоморфные тору, образующие структуру топологического расслоения, например, в шаре, цилиндре и в об-
щих комплексах, составленных из таких фигур. Полученные результаты распространяются на подобные ре-
шения системы уравнений МГД, уравнения электродинамики Максвелла, обладающие в R3 аналогичными
свойствами. Приведены примеры осесимметричных вихревых векторных полей и порожденных ими тополо-
гических расслоений на многообразиях в R3, инвариантных относительно динамических систем, задаваемых
этими полями. Библ. 23. Фиг. 3.

Ключевые слова: уравнения несжимаемой жидкости, точные решения, точные решения системы Навье–
Стокса, МГД, уравнения Максвелла, инвариантные многообразия, топологическое расслоение.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа является развитием круга идей о построении поля с универсальной динамикой, появив-
шихся у автора настоящей статьи во время участия в международных проектах по физике высоких энергий в
2000–2010 г.г.: HERA-B (DESY, Hamburg, Germany), OPERA (INFN, Gran-Sasso, Italy) в составе российской
группы от Обнинского государственного технического университета атомной энергетики (IATE), (см. [1–6]).

В [7–23] даны содержательные результаты, относящиеся к теме настоящей работы.
В координатном пространстве R3 =

{
x = (x1, x2, x3)

}
рассматривается динамика во времени t ∈ R глад-

кого поля скоростей V : R3 × R → R3 (V ∈ C2), удовлетворяющего системе Навье–Стокса для несжимаемой
жидкости

∂V

∂t
+ (V · ∇)V +

1

ρ
∇P (x, t) = G(x, t) + ε

2∆V, (1.1)

divV = 0, (1.2)

где P : R3 × R → R — давление жидкости, ρ и ε2 — постоянные, характеризующие плотность и вязкость жид-
кости, G(x, t) — плотность объемных сил. В настоящей работе рассматривается класс решений {V, P}, обла-
дающих свойством симметрии относительно некоторой оси L , которую без потери общности направим вдоль
вектора e3 = (0, 0, 1), ({ei}3i=1 — ортонормированный базис в R3). Проекцию вектора x на ось L обозначим

1)Работа выполнена при финансовой поддержке в рамках государственного задания ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН (НИЦ «Курчатовский
институт») — Выполнение фундаментальных научных исследований ГП 47) по теме No 0580-2021-0007 «Развитие методов математического
моделирования распределенных систем и соответствующих методов вычисления».
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в дальнейшем z = (x, e3), положим xi
def
= (x, ei). Предположение об осевой симметрии функции u относи-

тельно оси L означает, что ее зависимость от пространственных аргументов x1, x2 осуществляется через вели-

чину ρ(x1, x2)
def
=
√

(x2
1 + x2

2). Для этого класса задач наряду с декартовыми координатами удобно использо-
вать цилиндрическую систему координат (ρ,ϕ, z). Для функции u, обладающей осевой симметрией, положим
u(x) ≡ u(ρ, z), и в этом случае оператор Лапласа имеет вид

∆u(x) = ∆ρu + uzz, ∆ρu =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρuρ).

Осесимметричные однородно-винтовые решения системы Навье–Стокса уже изучались в научной лите-
ратуре. Одними из первых были работы [7, 8]. Анализ свойств этого класса решений проводился и другими
авторами, см., например, [9–11].

2. ВИХРЕВЫЕ ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ ПОЛЯ

Пусть множество M = R3\L и функция F ∈ C4(M) при некоторой постоянной λ ∈ R удовлетворяет соот-
ношению

∆F (x) + λ
2F (x) = 0, x ∈M. (2.1)

Определение 2.1. Предположим, что функция F удовлетворяет соотношению (2.1) при некотором λ 6= 0 и
обладает наM осевой симметрией:F (x) ≡ F (ρ, z). Назовем осесимметричным вихревым полем, порожденным
функцией F на множестве M , отображение U : M → R3, заданное соотношением

U(x) = λ
−2
ρ
−1
[(
F ρ,zx1 + λF ρx2

)
e1 +

(
−λF ρx1 + F ρ,zx2

)
e2 −

(
ρ∆ρF

)
e3

]
, ρ = ρ(x1, x2), x ∈M. (2.2)

Замечание 2.1. Отметим, что произвольные линейные комбинации осесимметричных полей вида (2.1), (2.2)
сохраняют это свойство для результирующего поля.

С векторным полем (2.2) свяжем динамическую систему в цилиндрических координатах, определенную при
λ 6= 0 в области ρ > 0:

ρ̇ = λ
−2F ρ,z,

ϕ̇ = −λ−1ρ−1F ρ, (2.3)

ż = −λ−2∆ρF .

Будем полагать, что система (2.3) порождает однопараметрическую группу преобразований Tt : M →M , t ∈ R.

Лемма 2.1. Пусть векторное поле U задано соотношениями (2.1), (2.2). Тогда на M справедливы тождества

divU = 0, (2.4)

∆U + λ
2U = 0, (2.5)

(U · ∇)U =
1

2
∇(U,U). (2.6)

Доказательство. Соотношения (2.4)–(2.6) являются прямым следствием тождества

∇× U = λU, x ∈M, (2.7)

которое получается из формул (2.1) и (2.2).
Лемма доказана.

Замечание 2.2. Решения уравнения Бельтрами (2.7) вида (2.2) могут быть построены из решений уравнения
Гельмгольца (2.1) методом Чандрасекара–Кендала [12, 13].

Лемма 2.2. Динамическая система (2.3) имеет инвариант движения

Ф(ρ, z) = ρF ρ(ρ, z), ρ > 0, z ∈ R. (2.8)
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Доказательство. Вычисление полной производной по времени функции Ф
(
ρ(t), z(t)

)
с учетом соотношений

(2.3) приводит к утверждению леммы.
Лемма доказана.

Следствие 2.1. Область M является расслоением с базой R и слоями Ф−1(c)
def
= {x ∈ RФ

3 (x) = c} ∀c ∈ R, где
Ф(x) ≡ Ф

(
ρ(x1, x2), z

)
:

M =
⋃
c∈R

Ф−1(c), (2.9)

при этом в силу утверждения леммы 2.2 группа преобразований Tt : M →M динамической системы

ẋ = U(x) (2.10)

оставляет инвариантными слои Ф−1(c):

Tt : Ф−1(c)→ Ф−1(c) ∀c, t ∈ R. (2.11)

Следствие 2.2. Каждая компонента связности открытого множества M\
(
Ф−1(0)

⋃
L
)

является фигурой вра-
щения вокруг оси L.

Действительно, поскольку множество
(
Ф−1(0)

⋃
L
)

является замкнутым, а M — открытое подмножество в

R3, то M\
(
Ф−1(0)

⋃
L
)

открытое. Таким образом, M\
(
Ф−1(0)

⋃
L
)

является объединением непересекающихся

открытых компонент связности, границы которых принадлежат многообразию
(
Ф−1(0)

⋃
L
)
. На многообра-

зии Ф−1(0) выполнено соотношение F ρ(ρ, z) = 0 при ρ > 0, и, значит, для динамической системы (2.3), являю-
щейся представлением системы (2.10) в цилиндрической системе координат при ρ > 0 на Ф−1(0) выполняется
тождество ϕ̇ ≡ 0, т.е. линии тока систем (2.3), (2.10) на многообразии Ф−1(0) инвариантны относительно по-
воротов относительно оси L. Поскольку эти линии тока образуют Ф−1(0), то границы компонент связности
инвариантны относительно поворотов вокруг оси L.

Ниже в качестве примеров таких областей рассматриваются комбинации цилиндров, шаров, торообразных
и воронкообразных фигур.

Следствие 2.3. Группа Tt оставляет инвариантной каждую компоненту связности множества

Mc,d = {x ∈M : c < Ф(x) < d} ∀c, d ∈ R. (2.12)

Лемма 2.3. Пусть Qc,d является открытой компонентой связности множества Mc,d, c < d, определенного в
(2.12), ∂Qc,d — граница Qc,d. Тогда группа Tt оставляет инвариантными Qc,d и ∂Qc,d. В точках q ∈ ∂Qc,d, где
определен вектор∇Ф(q) 6= 0, выполнено соотношение(

U(q), n(q)
)

= 0, n(q) = ‖∇Ф(q)‖−1∇Ф(q). (2.13)

Доказательство. Инвариантность Qc,d и ∂Qc,d следует из соотношения (2.11). Поскольку U(q) = d
dτTt(q)|τ=0,

то d
dτФ

(
Tt(q)

)
|τ=0 =

(
U(q),∇Ф(q)

)
= 0, так как значения Ф

(
Tt(q)

)
на траектории постоянны. Тем самым уста-

навливается справедливость соотношения (2.13). Лемма доказана.

Замечание 2.3. На подмножествах границы компонент связности, где нормаль (2.13) не определена, условие
непротекания (скольжения) по определению означает, что группаTt оставляет инвариантной эту часть границы

Замечание 2.4. Отмеченный в лемме случай, когда вектор нормали не определен, является типичным для
цилиндрических областей [17] на участках границы, состоящих из пересечения боковых образующих цилиндра
и его торцов.

Замечание 2.5. Пусть векторные поля Uα определены формулами (2.1), (2.2) при фиксированном значении
параметра λ 6= 0. Если Uα являются достаточно гладкими на M , то произвольные конечные линейные комби-
нации осесимметричных полей Uα

Ũ =
∑
α

aαUα

удовлетворяют соотношениям (2.4)–(2.6) на M . При надлежащих требованиях на слагаемые в правой части
этого выражения это утверждение распространяется на бесконечные наборы Uα посредством интегрирования
по параметру α.
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3. РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ (1.1), (1.2) НА КОМПОНЕНТАХ СВЯЗНОСТИ

Свойство инвариантности подобластей в D ⊂ R3 относительно действия группы Tt : D → D, выделенных
в лемме 2.3, позволяет рассматривать решения системы Навье–Стокса (1.1), (1.2) только на этих множествах с
дополнительным условием непротекания (скольжения):(

V (q, t),n(q)
)
|q∈∂D = 0, (3.1)

где n(q) — поле единичных нормалей к кусочно-гладкой границе ∂D области D.

Теорема 3.1. Пусть D = Qc,d является открытой компонентой связности множества Mc,d, c < d, опреде-
ленного в (2.12), ∂Qc,d — граница Qc,d, в точках ∀a ∈ ∂Qc,d которой определено поле единичных нормалей n(q).
Предположим, что объемные силы G(x, t) = ∇g(x, t) с гладким потенциалом в области M = R\L. Тогда систе-
ма уравнений Навье–Стокса (1.1), (1.2) имеет в области Qc,d решение, удовлетворяющее условию непротекания
(скольжения) (3.1):

V (x, t) = U(x) exp(−λ2ε2t), (3.2)

P (x, t) = −ρ
2

(
V (x, t), V (x, t)

)
+ g(x, t) + β(t), (3.3)

где β(t) — произвольная функция, зависящая от времени t ∈ R. Если в формулах (3.2), (3.3) заменить поле U на Ũ ,
определенное в замечании (2.5), то эти выражения определяют гладкое решение системы уравнений Навье-Стокса
(1.1), (1.2) на множестве аргументов x ∈ R3, t ∈ R.

Доказательство. Утверждение теоремы является прямым следствием соотношений (2.4)–(2.6) из леммы 2.1
и свойства инвариантности границы области относительно группы Tt, заданной соотношением (2.10).

Теорема доказана.

Теорема 3.2. Пусть рассматривается произвольная линейная комбинация

U(x) =
∑
k

αkUk(x) (3.4)

осесимметричных полей Uk(x), заданных формулами (2.1), (2.2) при помощи функций Fk = F k(ρ, z), соответству-
ющих в уравнении (2.1) фиксированному значению параметра. Тогда инвариантные многообразия (2.8) для динами-
ческой системы Tt, порожденной полем (3.4), удовлетворяют соотношению

Ф(ρ, z) ≡ ρ
∑
k

αk
∂

∂ρ
F k(ρ, z) = c ∀c ∈ R. (3.5)

Доказательство. Рассмотрим динамическую систему (2.3) с полем (3.4) и сопутствующую ей группу преоб-
разований Tt. Производная по времени на траекториях этой системы удовлетворяет тождествам

d

dt
Ф
(
ρ(t), z(t)

)
= Фρ

(
ρ(t), z(t)

)
ρ̇(t) + Фz

(
ρ(t), z(t)

)
ż(t),

ρ̇(t) = λ
−2F ρ,z,

ż = −λ−2∆ρF ,

где функция F ≡
∑
k

αkF k, и для каждой F k в силу определения полей Uk посредством соотношений (2.1), (2.2)

справедливы соотношения

∆ρF k +
∂2

∂z2
F k + λ

2F k = 0, ρ > 0, z ∈ R.

Таким образом, для функции F имеем

∆ρF +
∂2

∂z2
F + λ

2F = 0, ρ > 0, z ∈ R.

Поскольку
d

dt
Ф
(
ρ(t), z(t)

)
≡ ρ̇

(
F ρ + ρF ρρ

)
+ ρF ρz ż,
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то
d

dt
Ф
(
ρ(t), z(t)

)
≡ λ2ρF ρ,z

[
F ρ,ρ +

1

ρ
F ρ −∆ρF

]
.

Так как последний сомножитель в правой части этого тождества равен нулю, то функция Ф является инвари-
антом группы преобразований Tt. Теорема доказана.

Представление области M в виде расслоения (2.9) и инвариантность открытых компонентов связности об-
ласти M относительно группы Tt позволяет рассматривать их как независимые структуры гидродинамического
течения (1.1), (1.2). Это дает возможность расширить класс задач для системы уравнений Навье–Стокса на слу-
чай многокомпонентных систем, рассматривая величину ρ как кусочно-постоянную функцию в M с участками
постоянства на открытых компонентах связности, инвариантных относительно группы Tt. Очевидно, что поле
скоростей V (x, t) на M определяется формулой (3.2), а давление в этом случае является кусочно-непрерывной
функцией пространственных переменных, удовлетворяющей на каждой компоненте соотношению (3.3). Тем
самым появляется возможность рассмотрения многофазных нереагирующих жидкостей, обладающих различ-
ными плотностями. На компонентах, где ρ = 0, течение считаем не определенным, хотя формально полеV (x, t)
имеет гладкое продолжение на эту область.

Замечание 3.1. Решения (3.2), (3.3) при различных значениях параметра λ 6= 0 топологически эквивалентны
случаю λ = 1, к которому приводит масштабирование пространственно-временных координат

(x′, t′) = (λx, λ2t). (3.6)

Замечание 3.2. Все результаты настоящей работы переносятся на специальный класс решений системы МГД
(магнитной гидродинамики)

∂V

∂t
+ (V · ∇)V +

1

ρ
∇P (x, t) = − 1

4πρ
[H, rot H] +∇g + ε

2∆V, (3.7)

∂H

∂t
= rot[V,H] + µ

2∆H, (3.8)

divV = 0, (3.9)

div H = 0, (3.10)

где H(x, t) — напряженность магнитного поля, постоянная величина µ — магнитная вязкость жидкости. Ука-
занный класс решений системы МГД (3.7)–(3.10) определяется следующими соотношениями:

V (x, t) = V0 exp(−λ2ε2t)U(x), H(x, t) = H0 exp(−λ2µ2t)U(x), (3.11)

P (x, t) = −ρ
2

(
V (x, t), V (x, t)

)
+ g(x, t) + β(t), (3.12)

с векторным полем U на M , заданным формулами (2.1), (2.2), V0 и H0 — произвольные постоянные. Особо
следует выделить случай нетривиальных стационарных магнитных полей H(x, t) ≡ H0U(x) при µ = 0, указы-
вающий на возможность существования решений системы МГД типа “геодинамо”. В частности, в работе [16]
рассмотрено векторное поле U : R3 → R3 в классе вещественно-аналитических функций на R3 с инвариант-
ными многообразиями на шарах и шаровых слоях:

U(x) =
u′(λr)

r

 x2

−x1

−2λ−1

+
1

r2

(
u′′(λr)− u′(λr)

λr

) x1z
x2z

−(x2
1 + x2

2)

 , λ 6= 0, (3.13)

где

u(r) =

{
r−1 sin(r). r > 0,

1, r = 0.
r(x) ≡

√
x2
1 + x2

2 + z2 > 0. (3.14)

Это поле удовлетворяет условию регулярности

U(x) ∼ O

(
1

r(x)

)
→ 0, r(x)→∞. (3.15)
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В силу теоремы 3.2 такими же свойствами обладают линейные комбинации полей (3.13), (3.14) вида

Ũ(x) =
∑
k

AkU(x + zke3), (3.16)

определяющие симметричные решения относительно осиL. Более общий класс решений системы (3.7)–(3.10)
порождают поля Ũ из замечания 2.5.

Примеры решений системы МГД (3.7)–(3.10) с инвариантными многообразиями, имеющих форму цилин-
дров, симметричных относительно оси L, дают векторные поля (2.2), соответствующие функциям F в соотно-
шении (2.1), определенных формулами

F = F (ρ, z) ≡
∑
k

{
AkJ0(akρ) sin

[
bk(z − z′k)

]
+ BkJ0(ckρ) cos

[
dk(z − z′′k )

]}
, (3.17)

где J0 — функция Бесселя, постоянные Ak, Bk, ak, bk, ck, dk, z′k, z′′k подчинены условию достаточно быстрой
сходимости ряда (3.15), обеспечивающей его гладкость в классе C4(M) для выполнения дифференциальных
операций в формулах (2.2), (2.6), и выполняются соотношения

a2k + b2k = λ
2, c2k + d2k = λ

2, k ∈ N, λ 6= 0. (3.18)

В силу замечания 2.1 линейные комбинации вышеупомянутых осесимметричных полей, определяемых
формулами (3.16) и (3.17) позволяют рассматривать широкий класс бесконечно гладких решений системы МГД
(3.7)—(3.10) вида (3.11), (3.12), имеющих структуру расслоения (2.9) на R3.

Множество векторных полей, порожденных функциями (3.17), (3.18), которые естественно называть ци-
линдрическими, можно расширить, добавив к ним линейные комбинации полей, порожденных функциями с
особенностями на оси L:

F = F (ρ, z) ≡
∑
k

{
A′kN0(a′kρ) sin

[
b′k(z − z̃′k)

]
+ B′kN0(c′kρ) cos

[
d′k(z − z̃′′k )

]}
, (3.19)

(a′k)2 + (b′k)2 = λ
2, (c′k)2 + (d′k)2 = λ

2, k ∈ N, λ 6= 0, (3.20)

где N0 — функция Неймана. Требования к сходимости рядов (3.19), (3.20) аналогичны вышеупомянутому слу-
чаю рядов (3.17).

В случае стационарных решений системы уравнений Эйлера для уравнений гидродинамики, когда в систе-
ме (1.1), (2.1) параметр вязкости ε = 0, решения аналогичные классам вида (3.17)–(3.20), иными методами
получены в [11].

Расслоение R3 на инвариантные многообразия для решений системы МГД, порожденных приведенными
выше функциями F = F (ρ, z), получается на основании формулы (2.8) вращением вокруг оси L семейства
многообразий

ρ
∑
k

{
AkJ1(akρ) sin

[
bk(z − z′k)

]
+ BkJ1(ckρ) cos

[
dk(z − z′′k )

]
+

+ A′kN1(a′kρ) sin
[
b′k(z − z̃′k)

]
+ B′kN1(c′kρ) cos

[
d′k(z − z̃′′k )

]}
= c. (3.21)

с произвольными постоянными c ∈ R. Эти семейства естественным образом можно расширить за счет исполь-
зования аналогичных комбинаций функций Бесселя и Неймана мнимого аргумента в сочетании с гиперболи-
ческими синусами и гиперболическими косинусами.

Замечание 3.3. Наличие вращательной симметрии относительно оси L для рассматриваемых гидродинами-
ческих течений позволяет выделить инвариантные компоненты, диффеоморфные торам, для решений вида
(3.1), (3.2), (3.3) в шаре и цилиндре [16, 17]. Более того, таким свойством обладают произвольные линейные
комбинации этих решений при одинаковых значениях параметра λ 6= 0 в областях, составленных из шаров и
цилиндров, для которых оси симметрии течений совпадают с L. Пример осевого сечения семейства инвари-
антных многообразий, диффеоморфных шарам и торам, для решения из [16, 17] приведен на фиг. 1 (структура
сечения инвариантных многообразий, приведенная на рисунке, соответствует формулам (3.13)–(3.18)). Инва-
риантные слои течения в этом случае удовлетворяют в R уравнению[

cos(
√
ρ2 + z2)−

sin(
√
ρ2 + z2)√
ρ2 + z2

]
ρ2

ρ2 + z2
= c, ρ(x1, x2) =

√
x2
1 + x2

2,
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Фиг. 1. Осевое сечение семейства вложенных инвариантных сфер Ф−1(0) (красный цвет) и торов Ф−1(c), c 6= 0 (белый цвет)
для гладкого решения в шаре (3.13), (3.14). Инвариант Ф определяется формулой (2.8).

где c— произвольная постоянная. 3-D визуализация структуры этого решения в шаре приведена ниже на фиг. 2.
Течение, двойственное к (3.13)–(3.15), с аналогичной сферической структурой, но с особенностью в начале

координат, порождается по формулам (2.1), (2.2) функцией

F = F (ρ, z) ≡
cos(

√
ρ2 + z2)√

ρ2 + z2
, ρ(x1, x2) =

√
x2
1 + x2

2, λ = 1.

Пример визуализации осевого сечения течения, порожденного линейной комбинацией вида (3.16) Ũ(x) =
= A1U(x + z1e3) + A2U(x + z2e3) для двух сферических течений (3.13), (3.14) с центрами, расположенными на
оси L в точках zke3, где z1 = −8, z2 = 8, и коэффициентами “смешивания” A1 = 1, A2 = −2, приведен ниже
на фиг. 3.

Отметим, что сечения инвариантных многообразий, выделенные на фиг. 1, 2 красным цветом, соответству-
ют траекториям динамической системы (2.3), движущимся вдоль оси симметрии L, и для них выполняются
соотношения ϕ̇(t) ≡ 0, Ф

(
x(t)

)
≡ 0. Соответственно, на этих сечениях в силу тождеств (2.3) справедливы соот-

Фиг. 2. 3-D визуализация структуры гладкого решения в шаре (3.13), (3.14).
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Фиг. 3. Осевое сечение инвариантных многообразий для течения (3.16), возникающих при “смешивании” двух сфериче-
ских течений (3.13)–(3.14), смещенных симметрично относительно начала координат вдоль оси L, окрашенной желтым
цветом. Многообразия Ф−1(0) выделены красным цветом, белый цвет соответствует многообразию Ф−1(1), где инвариант
Ф определяется формулой (3.5).

ношения
ρ̇ = λ

−2F ρ,z(ρ, z), ż = −λ−2∆ρF (ρ, z), Ф
(
ρ(0), z(0)

)
= 0, ϕ(t) ≡ ϕ(0).

Многообразия, сечения которых окрашены белым цветом, диффеоморфны двумерным торам T (c) def
= {x ∈

∈ R3 : Ф(x) = c}, c 6= 0, и траектории динамической системы Tt

(
x(0)

)
≡ x(t) образуют их “обмотку”. Трехмер-

ные фигуры D(c), ограниченные торами T (c), получающиеся вращением этих сечений вместе с их внутренней
частью вокруг оси симметрии L, вложены друг в друга, а их пересечение S =

⋂
c6=0

D(c)|D(c) 6=∅ является набором

окружностей, лежащих в плоскостях, ортогональных оси L. На этих окружностях располагаются периодиче-
ские траектории динамической системы (2.3). Пример такой круговой орбиты в экваториальной плоскости
выделен синим цветом в 3-D визуализации динамики в шаре на фиг. 2. Координаты таких окружностей в плос-
ких сечениях, параллельных оси симметрии L, выделятся как решения (ρ∗, z∗) системы уравнений

F ρ,z(ρ∗, z∗) = 0,

∆ρF (ρ∗, z∗) = 0.

Каждая точка (ρ∗, z∗) ∈ R задает вышеуказанную окружность, на которой динамика системы (2.3) определяется
следующими тождествами:

ρ(t) = ρ∗,ϕ(t) = ϕ(0)− λ−1ρ−1∗ F ρ(ρ∗, z∗)t,

z = z∗.

В работе [16] приведены координаты таких окружностей, лежащих в плоскости z∗ = 0, для течения (3.13), (3.14)
при значении λ = 1. В этом случае их радиусы ρ∗ являются счетным набором положительных корней уравнения
tg(ρ∗) = ρ∗

1−ρ2∗
.

Пересечение L
⋂

Ф−1(0) состоит из стационарных точек динамической системы (2.3).
Экспериментальные данные показывают, что аналогичная топологическая структура наблюдается в высо-

коинтенсивных газодинамических потоках.

Замечание 3.4. Осесимметричные решения системы МГД, порождающее расслоение на R3 со слоями в фор-
ме вложенных друг в друга “воронок”, ориентированных вдоль оси L, порождаются векторным полем

U(x) = J0(ρ)

0
0
z

− J1(ρ)ρ−1

x1 + x2z
x2 − x1z

0

 , λ = 1. (3.22)
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Структура инвариантных слоев для поля (3.22) в осевом сечении в координатах (ρ, z) задается формулой

z =
c

ρJ1(ρ)
, ρ > 0, (3.23)

где c — произвольная постоянная, задающая инвариантный слой в R3, который получается вращением кривой
(3.23) вокруг оси L.

Замечание 3.5. Отметим, что классы вихревых векторных полей U(x), задаваемых формулами (2.1), (2.2),
позволяют построить вR3 решения системы уравнений электродинамики Дж.К. Максвелла в случае отсутствия
свободных зарядов и токов:

∂E

∂t
= rot B,

∂B

∂t
= −rot E,

div E = 0, div B = 0, (3.24)

x ∈ R3, t ∈ R,

где E(x, t) — напряженность электрического поля, B(x, t) — вектор магнитной индукции. Положим

E(x, t) = sin(λt)U(x), B(x, t) = cos(λt)U(x), (3.25)

с векторным полем U(x), которое определяем по формулам (2.1), (2.2), либо из замечания 2.5. При заданном
значении параметра λ 6= 0, устанавливаем, что формулы (3.25) являются решением системы (3.24).

Учитывая линейность системы (3.24), инвариантность операций rot, div относительно группы поворотов
SO3 и сдвигов, формулы (3.25) позволяют конструировать решения системы (3.24) в виде линейных комбина-
ций (рядов)

E(x, t) =
∑
k

Ak sin
(
λk(t− tk)

)
Uk(x), B(x, t) =

∑
k

Ak cos
(
λk(t− tk)

)
Uk(x)

с произвольными Ak, tk ∈ R, параметрами λk 6= 0, и полями Uk, построенными по формулам (2.1), (2.2) для
осей симметрии Lk ∈ R3, которые получатся произвольными поворотами в R3 выделенной оси L и соответ-
ствующего поля U .

Широкий набор примеров U(x) приведен выше в следствиях 3.2–3.4 и замечании 2.5.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследована структура топологического расслоения для одного класса вихревых нестационарных
осесимметричных точных решений уравнений Навье–Стокса в случае несжимаемой жидкости. На основе еди-
ного подхода результаты распространены на специальные случаи системы МГД и уравнения электродинамики
Дж.К. Максвелла.

Автор выражает благодарность за обсуждение работы и участие в исследованиях по визуализации постро-
енных решений сотрудникам Сургутского филиала ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН Т.В. Гавриленко, Д.А. Моргуну,
А.О. Дубовику, А.Д. Смородинову, Т.Н. Садыкову.
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Abstract. A class of exact solutions to the Navier-Stokes equations for axisymmetric vortex flows of
incompressible fluids is obtained. Invariant manifolds of flows with rotational symmetry relative to a given
axis in three-dimensional coordinate space are identified, and the structure of the solutions is described.
It is established that typical invariant regions of such flows are rotational figures homeomorphic to a torus,
forming a structure of topological fibration, such as in a sphere, cylinder, and more complex configurations
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1. ВВЕДЕНИЕ

Много работ посвящено построению функции Грина в явном виде для различных классических краевых
задач. Функции Грина бигармонических задач Дирихле, Неймана, Робина и др. в двумерном диске построены
в [1] с помощью гармонических функций Грина задачи Дирихле, а в [2], [3] найдено явное представление гармо-
нической функции Робина. Явная форма функции Грина в секторе для бигармонического и тригармонического
уравнений приведена в работах [4], [5]. Статьи [6], [7] посвящены построению функции Грина задачи Дирихле
для полигармонического уравнения в единичном шаре. В [8] дано явное представление функции Грина задачи
Робина для уравнения Пуассона, а в [9] приведен явный вид функции Грина для 3-гармонического уравнения
в единичном шаре.

Условия разрешимости некоторых вариантов задач для бигармонического уравнения в шаре были получены
также в работах [10], [11]. В [12] исследована фредгольмовость и индекс обобщенной задачи Неймана, содер-
жащей степени нормальных производных в граничных условиях. В [13] приводятся функции Грина задач На-
вье [14] и Рикье–Неймана для бигармонического уравнения в шаре, а в [15] исследована разрешимость четырех
нелокальных задач для бигармонического уравнения с инволюцией.

Хорошо известно, что функция Грина задачи Дирихле для уравнения Пуассона в шареS = {x ∈ Rn : |x| < 1}
при n > 2 имеет вид

G2(x, ξ) = E(x, ξ)− E
( x

|x|
, |x|ξ

)
, (1)

где E(x, ξ) – элементарное решение уравнения Лапласа (см. [16]). В работах [9], [17], [18] были определены эле-
ментарные решения бигармонического и тригармонического уравнений E4(x, ξ), E6(x, ξ) и найдены функции
Грина соответствующих задач Дирихле в S. В [19] была построена функция Грина задачи Неймана для уравне-
ния Пуассона в S

N2(x, ξ) = E2(x, ξ)− E0(x, ξ), (2)

где гармоническая по x, ξ ∈ S функция E0(x, ξ) записывается в форме

E0(x, ξ) =

∫ 1

0

(
Ê2

( x

|x|
, t|x|ξ

)
+ 1
)dt
t

и Ê2(x, ξ) = ΛxE2(x, ξ), где обозначено Λu =
∑n

i=1 xiuxi , а индекс x указывает, что оператор Λ применяется
по переменным x. Нетрудно заметить, что Λu = ∂u/∂ν на ∂S. Поскольку Ê2(x, ξ) = −(|x|2 − x · ξ)/|x − ξ|n, то
функция

Ê2

( x

|x|
, t|x|ξ

)
= − 1− (x · ξ)t

(1− 2t(x · ξ) + |x|2|ξ|2t2)n/2
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симметрична, и значит, функция E0(x, ξ), а следовательно, и функция N2(x, ξ) тоже симметричны. Функция
N2(x, ξ) обладает свойствами (см. [8, теорема 3.1] и [13, теорема 3])

ΛxN2(x, ξ) = ΛxE2(x, ξ)− (ΛxE2)
( x

|x|
, |x|ξ

)
− 1, x, ξ ∈ S, x 6= ξ, (3)

ΛxN2(x, ξ)
∣∣
ξ∈∂S = −∂G2(x, ξ)

∂νξ
− 1, x ∈ S,

а поэтому верны равенства ∫
S

∂N2(x, ξ)

∂νx
f(ξ) dξ

∣∣
x∈∂S = −

∫
S

f(ξ) dξ,

1

ωn

∫
∂S

∂N2(x, ξ)

∂νx
ψ(ξ) dsξ

∣∣
x∈∂S = ψ(x)

∣∣
∂S
− 1

ωn

∫
∂S

ψ(ξ) dsξ.

(4)

В [13, теорема 3] показано, что решение задачи Неймана для уравнения Пуассона

∆u(x) = f(x), x ∈ S;
∂u(x)

∂ν

∣∣
∂S

= ψ(x), x ∈ ∂S,

при выполнении известного условия
∫
∂S
ψ(ξ) dsξ =

∫
S
f(ξ) dξ записывается в виде

u(x) =
1

ωn

∫
∂S

N2(x, ξ)ψ(ξ) dsξ −
1

ωn

∫
S

N2(x, ξ)f(ξ) dξ+ C.

Задача Неймана для полигармонического уравнения исследована в работах [20], [21], а в [22] приведено
решение этой задачи.

В настоящей работе определяется элементарное решение полигармонического уравнения и в леммах 1
и 2 приводятся его свойства. В теореме 1 дается интегральное представление функций класса u ∈ C2m(D)∩
∩C2m−1(D̄) в ограниченной области с гладкой границей. Далее исследуется задача Рикье–Неймана (см. [23]).
В теореме 2 из разд. 3 определяется функция Грина задачи Рикье–Неймана, а в теореме 3 из разд. 4 находится
интегральное представление решения этой задачи. В теореме 4 доказывается, что функция, найденная в теореме
3, действительно представляет собой решение задачи Рикье–Неймана. В теореме 5 из разд. 5 рассматривает-
ся частный случай задачи Рикье–Неймана для однородного уравнения и дается пример решения задачи при
простых граничных данных.

2. ЭЛЕМЕНТАРНОЕ РЕШЕНИЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

Пусть m ∈ N. Тогда множество N \ {1} можно разбить на два непересекающихся множества Nm = {n ∈
∈ N : n > 2m > 1} ∪ (2N + 1) и дополнение к нему Nc

m = {2, 4, . . . , 2m}. Поскольку множество Nc
m – конечное,

то Nm — бесконечное. Ясно, что Nc
m−1 ⊂ Nc

m, а поэтому Nm ⊂ Nm−1. Определим элементарное решение m-
гармонического уравнения ∆mu = 0 в виде

E2m(x, ξ) =


(−1)m|x− ξ|2m−n

(2− n, 2)m(2, 2)m−1
, n ∈ Nm,

(−1)m|x− ξ|2m−n

(2− n, 2)∗m(2, 2)m−1

(
ln |x− ξ| −

m−n/2∑
k=1

1
2k −

m−1∑
k=n/2

1
2k

)
, n ∈ Nc

m,
(5)

где (a, b)k = a(a+b) · · · (a+kb−b) – обобщенный символ Похгаммера с соглашением (a, b)0 = 1, а символ (a, b)∗k
означает, что если среди сомножителей a, (a+b), . . . , (a+kb−b), входящих в (a, b)k, есть 0, то его следует заменить
на 1, например, (−2, 2)∗3 = (−2)·1·2 = −4. Кроме того, если в суммах, входящих в (5), верхний индекс становится
меньше нижнего, то сумма считается равной нулю. Заметим, что (2 − n, 2)m = (2 − n)(4 − n) · · · (2m − n) 6= 0
при n ∈ Nm, и значит, первая часть формулы (5) определена корректно.

Справедливы следующие простые утверждения.

Лемма 1. Функция E2m(x, ξ) совпадает с элементарными функциями E(x, ξ),E4(x, ξ) и E6(x, ξ) при m = 1,
m = 2 и m = 3 соответственно.

Лемма 2. Симметричная функция E2m(x, ξ), определенная при x 6= ξ, удовлетворяет равенствам

∆ξE2m(x, ξ) = −E2(m−1)(x, ξ), ∆ξE2(x, ξ) = 0.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 5 2024



ФУНКЦИЯ ГРИНА ЗАДАЧИ РИКЬЕ–НЕЙМАНА ДЛЯ ПОЛИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 793

Приведем интегральное представление функции класса u ∈ C2m(D)∩C2m−1(D̄), где D ⊂ Rn – ограничен-
ная область с гладкой границей ∂D с помощью E2m(x, ξ).

Теорема 1. Для функции u ∈ C2m(D) ∩ C2m−1(D̄) имеет место следующее интегральное представление:

u(x) =
1

ωn

∫
∂D

m−1∑
k=0

(−1)k
(
E2k+2(x, ξ)

∂∆ku

∂ν
− ∂E2k+2(x, ξ)

∂ν
∆ku

)
dsξ +

(−1)m

ωn

∫
D

E2m(x, ξ)∆mu(ξ) dξ, (6)

где ωn = |∂S| – площадь единичной сферы в Rn, ν – внешняя единичная нормаль к ∂D.

Доказательства этих утверждений опустим. Пусть n > 3. В рассуждениях, приводимых ниже, необходима
также следующая функция, задаваемая рекуррентно:

Er
2k(x, ξ) =

1

ωn

∫
S

Er
2k−2(x, y)E2(y, ξ) dy, k > 2, (7)

где Er
2(x, ξ) = E2(x, ξ). Например,

Er
4(x, ξ) =

1

ωn

∫
S

E2(x, y)E2(y, ξ) dy, Er
6(x, ξ) =

1

ω2
n

∫
S

E2(x, η)

∫
S

E2(η, y)E2(y, ξ) dy dη.

Лемма 3. Функция Er
2m(x, ξ) (m > 1) определена при ξ, x ∈ S, ξ 6= x, и имеет, быть может, особенность при

ξ = x такую, что Er
2m(x, ξ) 6 C|x− ξ|3−n, где C – некоторая положительная константа. При ξ 6= x справедливо

равенство ∆Er
2m(x, ξ) = −Er

2m−2(x, ξ).
По теореме о стирании особенностей (см. [24]) функция h2k(x, ξ) = E2k(x, ξ) − Er

2k(x, ξ) является
k-гармонической в S по ξ.

3. ФУНКЦИЯ ГРИНА ЗАДАЧИ РИКЬЕ–НЕЙМАНА

Задача Рикье–Неймана (см. [23]) (в [1] она называется также задачей Неймана-2) заключается в нахождении
функции u ∈ C2m(S) ∩ C2m−1(S̄), являющейся решением следующей граничной задачи для неоднородного
полигармонического уравнения:

∆mu(x) = f(x), x ∈ S,

∂u

∂ν

∣∣∣
∂S

= ϕ0(ξ),
∂∆u

∂ν

∣∣∣
∂S

= ϕ1(ξ), . . . ,
∂∆m−1u

∂ν

∣∣∣
∂S

= ϕm−1(ξ), ξ ∈ ∂S.
(8)

Определение 1. Функцию вида

N2m(x, ξ) = E2m(x, ξ) + gn2m(x, ξ), m > 1, (9)

где gn2m(x, ξ) – есть m-гармоническая функция по переменным x, ξ ∈ S такая, что

∂N2m(x, ξ)

∂νξ

∣∣
ξ∈∂S = · · · =

∂∆m−2
ξ
N2m(x, ξ)

∂νξ

∣∣
ξ∈∂S = 0,

∂∆m−1
ξ
N2m(x, ξ)

∂νξ

∣∣
ξ∈∂S = (−1)m, (10)

где x ∈ S назовем функцией Грина задачи Рикье–Неймана (8).

Теорема 2. ФункцияN2m(x, ξ) при ξ, x ∈ S и m > 1, определяемая рекуррентно равенством

N2m(x, ξ) =
1

ωn

(∫
S

N2m−2(x, y)N2(y, ξ) dy − 1

τn

∫
S

N2m−2(x, y) dy ·
∫
S

N2(y, ξ) dy
)
, (11)

где τn = |S|, а N2(x, y) – функция Грина задачи Неймана из (2), является функцией Грина задачи Рикье–
Неймана (8). ФункцияN2m(x, ξ) обладает свойством

ΛxN2k(x, ξ)
∣∣
x∈∂S = 0, k > 1, ΛxN2(x, ξ)

∣∣
x∈∂S = −1, ξ ∈ S, (12)

а gn2m(x, ξ) из представления (9) имеет непрерывные производные по ξ в S̄ при x ∈ S.
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Доказательство. Проведем доказательство теоремы методом математической индукции по m. При m = 2
утверждение теоремы доказано в [13, Теорема 4]. В этом случае из представления

N4(x, ξ) =
1

ωn

(∫
S

N2(x, y)N2(y, ξ) dy − 1

τn

∫
S

N2(x, y) dy ·
∫
S

N2(y, ξ) dy
)
,

используя (2), нетрудно получить равенство

N4(x, ξ) = Er
4(x, ξ) + ĝn4 (x, ξ),

где бигармоническая функция ĝn4 (x, ξ) определяется как

ĝn4 (x, ξ) = − 1

ωn

(∫
S

E2(x, y)E0(y, ξ) dy +

∫
S

E0(x, y)E2(y, ξ) dy−

−
∫
S

E0(x, y)E0(y, ξ) dy +
1

τn

∫
S

N2(x, y) dy ·
∫
S

N2(y, ξ) dy
)
.

Действительно, первый и третий интегралы в полученной формуле – гармонические функции по ξ, по-
скольку особенность в первом интеграле интегрируемая, а дифференцирование эту особенность не увеличи-
вает. Второй и четвертый интегралы, по свойству объемного потенциала, – бигармонические функции по ξ,
поскольку гармоническая функция E0(x, ξ) имеет ограниченные производные по ξ в S̄ при x ∈ S. Кроме того,
ĝn4 (x, ξ) в силу особенностей порядка |ξ− y|2−n под интегралами имеет непрерывные производные по ξ в S̄ при
x ∈ S (см. [24]). Если вспомнить, что E4(x, ξ) = Er

4(x, ξ) + h4(x, ξ), то будем иметь

N4(x, ξ) = E4(x, ξ) + ĝn4 (x, ξ)− h4(x, ξ) ≡ E4(x, ξ) + gn4 (x, ξ),

где gn4 (x, ξ) в силу свойств ĝn4 и h4 имеет ограниченные производные по ξ в S̄ при x ∈ S.
Пусть утверждение теоремы верно для некоторого m > 2. Тогда согласно определению для функции Грина

N2m−2(x, ξ) имеет место представление (9):

N2m−2(x, ξ) = E2m−2(x, ξ) + gn2m−2(x, ξ),

где gn2m−2(x, ξ) – некоторая (m − 1)-гармоническая функция в S по ξ при x ∈ S, имеющая ограниченные
производные по ξ в S̄. Если вспомнить функцию Er

2k(x, ξ) из (7) и k-гармоническую функцию h2k(x, ξ) =
= E2k(x, ξ)− Er

2k(x, ξ), то можем записать

N2m−2(x, ξ) = Er
2m−2(x, ξ) + gn2m−2(x, ξ) + h2m−2(x, ξ) ≡ Er

2m−2(x, ξ) + ĝn2m−2(x, ξ). (13)

Покажем, что функция

N2m(x, ξ) =
1

ωn

(∫
S

N2m−2(x, y)N2(y, ξ) dy − 1

τn

∫
S

N2m−2(x, y) dy ·
∫
S

N2(y, ξ) dy
)

при m > 2 может быть представлена в виде (9). Используя (13) и имея в виду (2), нетрудно получить, что

N2m(x, ξ) = Er
2m(x, ξ)− 1

ωn

(∫
S

Er
2m−2(x, y)E0(y, ξ) dy −

∫
S

ĝn2m−2(x, y)E2(y, ξ) dy+

+

∫
S

ĝn2m−2(x, y)E0(y, ξ) dy +
1

τn

∫
S

N2(x, y) dy ·
∫
S

N2(y, ξ) dy
)
,

где функция Er
2k(x, ξ) определена в (7). Оценим интегральные члены в полученном равенстве. Первый и тре-

тий интегралы – гармонические функции по ξ (особенность в первом интеграле интегрируемая, а дифферен-
цирование эту особенность не увеличивает). Второй интеграл, по свойству объемного потенциала, является
m-гармонической функцией по ξ, поскольку (m− 1)-гармоническая функция ĝn2m−2(x, ξ) имеет ограниченные
производные по ξ в S̄ при x ∈ S. Четвертый интеграл, содержащий переменную ξ, является бигармонической
функцией в S. Если сумму всех интегральных членов в этом равенстве обозначить через ĝn2m(x, ξ), то в силу то-
го, что особенности под интегралами имеют порядок не выше |ξ−y|3−n (см. лемму 3), функция ĝn2m(x, ξ) имеет
непрерывные производные по ξ в S̄ при x ∈ S. Наконец, если вспомнить, что h2m(x, ξ) = E2m(x, ξ)−Er

2m(x, ξ),
то будем иметь (9) при gn2m(x, ξ) = ĝn2m(x, ξ)− h2m(x, ξ). Равенство (9) доказано.
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Проверим граничные условия для функцииN2m(x, ξ) из определения. В силу симметрии функцииN2(x, ξ)
имеем ΛξN2(x, ξ)|ξ∈∂S = −1. Поэтому

∂N2m(x, ξ)

∂νξ

∣∣∣
ξ∈∂S

= ΛξN2m(x, ξ)
∣∣
ξ∈∂S =

1

ωn

(
−
∫
S

N2m−2(x, y) dy +
1

τn

∫
S

N2m−2(x, y) dy · τn
)

= 0.

При x ∈ S, по свойству объемного потенциала и в силу непрерывной дифференцируемости функции
N2m−2(x, ξ) по ξ ∈ S̄, но ξ 6= x, найдем

∆ξN2m(x, ξ) = −N2m−2(x, ξ) +
1

τn

∫
S

N2m−2(x, y) dy. (14)

Поэтому по предположению индукции при x ∈ S имеем

∂∆k
ξ
N2m(x, ξ)

∂νξ

∣∣
ξ∈∂S = −

∂∆k−1
ξ
N2m−2(x, ξ)

∂νξ

∣∣
ξ∈∂S = 0, k = 1, . . . ,m− 2,

и
∂∆m−1

ξ
N2m(x, ξ)

∂νξ

∣∣
ξ∈∂S = −

∂∆m−2
ξ
N2m−2(x, ξ)

∂νξ

∣∣
ξ∈∂S = −(−1)m−1 = (−1)m,

что доказывает равенства (10).
Докажем формулу (12) при k > 1, поскольку при k = 1 она следует из (3). Пусть k = 2, тогда в силу слабой

особенности функцииN2(x, ξ), при x ∈ ∂S и ξ ∈ S запишем

ΛxN4(x, ξ) =
1

ωn

∫
S

ΛxN2(x, y)N2(y, ξ) dy − 1

τn

∫
S

ΛxN2(x, y) dy · 1

ωn

∫
S

N2(y, ξ) dy =

= − 1

ωn

∫
S

N2(y, ξ) dy +
1

ωn

∫
S

N2(y, ξ) dy = 0.

Поэтому при k > 2 и x ∈ ∂S, ξ ∈ S, используя формулу (11), будем иметь

ΛxN2k(x, ξ) =
1

ωn

∫
S

ΛxN2k−2(x, y)N2(y, ξ) dy − 1

τn

∫
S

ΛxN2k−2(x, y) dy · 1

ωn

∫
S

N2(y, ξ) dy = 0,

откуда и следует (12). Теорема доказана.

Пример 1. Для нахождения решения задачи Рикье–Неймана с многочленами в граничных условиях или в
правой части уравнения необходима следующая формула:

1

ωn

∫
S

N2(x, ξ)|ξ|2l dξ = − |x|2l+2

(2l + 2)(2l + n)
+

1

(2l + 2)(n− 2)
, (15)

где l ∈ N0. Докажем ее. В работе [19, замечание 2] была получена аналогичная формула

1

ωn

∫
S

N2(x, ξ)|ξ|2lHk(ξ) dξ = −|x|
2l+2 − (2l + 2 + k)/k

(2l + 2)(2l + 2k + n)
Hk(x), (16)

где Hk(x) – однородный гармонический полином степени k, которая не работает в рассматриваемом случае,
так как правая часть в ней не определена при k = 0.

Пусть {H(i)
k (x) : i = 1, . . . , hk, k ∈ N0} – полная система однородных степени k ∈ N0 ортогональных на ∂S

сферических гармоник такая, что
∫
∂S

(H
(i)
k (ξ))2 dsξ = ωn (см. [25]) и hk = 2k+n−2

n−2
(
k+n−3
n−3

)
при n > 2 (hk = 2 при

n = 2) – размерность базиса однородных гармонических полиномов степени k. В [8, теорема 1] установлено,
что имеет место равенство

1

ωn

∫
S

E2(x, ξ)|ξ|2lHk(ξ) dξ = − |x|2l+2Hk(x)

(2l + 2)(2l + 2k + n)
+

Hk(x)

(2l + 2)(2k + n− 2)
,

где k ∈ N0 и l ∈ N0. Отсюда получаем

1

ωn

∫
S

E2(x, ξ)|ξ|2l dξ = − |x|2l+2

(2l + 2)(2l + n)
+

1

(2l + 2)(n− 2)
.
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В [19, теорема 1] доказано, что при x ∈ S и ξ ∈ S̄

E0(x, ξ) = −
∞∑
k=1

k + n− 2

k(2k + n− 2)

hk∑
i=1

H
(i)
k (x)H

(i)
k (ξ),

причем приведенный ряд сходится равномерно по ξ. Поэтому имеем

∫
S

E0(x, ξ)|ξ|2l dξ = −
∞∑
k=1

k + n− 2

k(2k + n− 2)

hk∑
i=1

H
(i)
k (x)

∫
S

H
(i)
k (ξ)|ξ|2l dξ = 0,

и, значит, учитывая (2), получаем доказываемую формулу.

4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ РИКЬЕ-НЕЙМАНА

Найдем интегральное представление решения задачи Рикье–Неймана.

Теорема 3. Пусть функция u ∈ C2m(S) ∩ C2m−1(S̄) является решением задачи Рикье–Неймана (8), тогда она
может быть представлена в виде

u(x) =
(−1)m−1

ωn

∫
∂S

m−1∑
k=0

(
∆m−k−1
ξ

N2m(x, ξ)
)
ϕk(ξ) dsξ +

(−1)m

ωn

∫
S

N2m(x, ξ)f(ξ) dξ+ C. (17)

Доказательство. Пусть u ∈ C2m(S)∩C2m−1(S̄) – решение задачи Рикье–Неймана (8). Воспользуемся фор-
мулой ∫

D

(
v∆mu− u∆mv

)
dξ =

∫
∂D

m−1∑
k=0

(
∆kv

∂∆m−k−1u

∂ν
− ∂∆kv

∂ν
∆m−k−1u

)
dsξ

при D = {ξ : |ξ| < 1 − ε}, где ε > 0 – достаточно мало (x ∈ D) и v(ξ) = E2m(x, ξ). Аналогично доказательству
(6) найдем∫

D

E2m(x, ξ)f(ξ) dξ =

∫
∂D

m−1∑
k=0

(
∆k
ξE2m(x, ξ)

∂∆m−k−1u

∂ν
−

∂∆k
ξ
E2m(x, ξ)

∂ν
∆m−k−1u

)
dsξ + (−1)mωnu(x).

Если теперь опять воспользоваться предыдущей формулой для такой же области D, но при v(ξ) = gn2m(x, ξ)
(m-гармоническая в S функция из (9)), то получим аналогичное равенство с gn2m(x, ξ) вместо E2m(x, ξ) и без
последнего члена справа. Складывая эти равенства, группируя интегральные члены и меняя k → m − k − 1,
будем иметь

u(x) =
(−1)m

ωn

∫
|ξ|=1−ε

m−1∑
k=0

(∂∆m−k−1
ξ

N2m(x, ξ)

∂ν
∆ku−∆m−k−1

ξ
N2m(x, ξ)

∂∆ku

∂ν

)
dsξ+

+
(−1)m

ωn

∫
|ξ|<1−ε

N2m(x, ξ)f(ξ) dξ. (18)

Перейдем к пределу при ε→ +0. При этом учтем, что функции gn2k(x, ξ), а значит, иN2m(x, ξ) и ее производ-
ные по ξ, непрерывны по ξ в {ξ : 1− ε < |ξ| 6 1} при фиксированном x ∈ S. Поэтому в силу свойств функции
Грина (10) поверхностные интегралы по ∂S = {ξ : |ξ| = 1}, содержащие функции ∂

∂νξ
(∆m−k−1N2m(x, ξ)) при

k = 1, . . . ,m−1 обратятся в 0, а функция ∂
∂νξ

(∆m−1N2m(x, ξ)) обратится в (−1)m. Кроме того, в силу граничных

условий задачи Рикье–Неймана будем также иметь ∂
∂ν∆

ku(ξ) → ϕk(ξ), ε → +0 при k = 0, . . . ,m − 1. Таким
образом, из (18) в пределе при ε→ +0 получим представление (17) при C = 1

ωn

∫
∂S

u(ξ) dsξ.

Лемма 4. 1. Пусть f ∈ C1(S̄), тогда функция

uf (x) =
(−1)m

ωn

∫
S

N2m(x, ξ)f(ξ) dsξ (19)
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является решением следующей задачи Рикье–Неймана:

∆mu(x) = f(x), x ∈ S,

∂∆ku

∂ν

∣∣∣
∂S

= 0, k = 0, . . . ,m− 2,
∂∆m−1u

∂ν

∣∣∣
∂S

=
1

ωn

∫
S

f(ξ) dξ.

2. Пусть ψ ∈ C1+ε(∂S) (ε > 0), тогда функция

vψ(x) =
(−1)m−1

ωn

∫
∂S

N2m(x, ξ)ψ(ξ) dsξ (20)

является решением следующей задачи Рикье–Неймана:

∆mv(x) = 0, x ∈ S,

∂∆kv

∂ν

∣∣∣
∂S

= 0, k = 0, . . . ,m− 2,
∂∆m−1v

∂ν

∣∣∣
∂S

= ψ(x)− 1

ωn

∫
∂S

ψ(ξ) dsξ.

Доказательство. 1. Исследуем функцию uf (x) без конкретизации гладкости функции f(x). Для этого введем
функции

N̂2(x, ξ) = N2(x, ξ)− 1

τn

∫
S

N2(y, ξ) dy, N̂2k(x, ξ) =
1

ωn

∫
S

N̂2k−2(x, y)N̂2(y, ξ) dy, k > 1.

Функция N̂2(x, ξ) обладает свойством∫
S

N̂2(x, ξ) dx =

∫
S

N2(x, ξ) dx− τn

τn

∫
S

N2(y, ξ) dy = 0.

Нетрудно видеть, что верно равенство

N2m(x, ξ) =
1

ωn

∫
S

N2m−2(x, y)
(
N2(y, ξ)− 1

τn

∫
S

N2(y1, ξ) dy1

)
dy =

1

ωn

∫
S

N2m−2(x, y)N̂2(y, ξ) dy. (21)

Поэтому в силу свойств объемного потенциала, переставляя интегралы, будем иметь

∆x
1

ωn

∫
S

N4(x, ξ)f(ξ) dξ = ∆x
1

ωn

∫
S

N2(x, y) dy
1

ωn

∫
S

N̂2(y, ξ)f(ξ) dξ = − 1

ωn

∫
S

N̂2(x, ξ)f(ξ) dξ,

откуда аналогично следует

∆x
1

ωn

∫
S

N6(x, ξ)f(ξ) dξ = ∆x
1

ωn

∫
S

N4(x, y) dy
1

ωn

∫
S

N̂2(y, ξ)f(ξ) dξ =

= − 1

ωn

∫
S

N̂2(x, y) dy
1

ωn

∫
S

N̂2(y, ξ)f(ξ) dξ = − 1

ωn

∫
S

N̂4(y, ξ)f(ξ) dξ.

Используя предыдущие формулы, по индукции, меняя порядок интегрирования будем иметь

∆x
1

ωn

∫
S

N2m(x, ξ)f(ξ) dξ = ∆x
1

ωn

∫
S

N2m−2(x, y) dy
1

ωn

∫
S

N̂2(y, ξ)f(ξ) dξ =

= − 1

ωn

∫
S

N̂2m−4(x, y) dy
1

ωn

∫
S

N̂2(y, ξ)f(ξ) dξ = − 1

ωn

∫
S

N̂2m−2(y, ξ)f(ξ) dξ. (22)

Из последней формулы, используя свойство объемного потенциала, нетрудно получить

∆m
x uf (x) = ∆m

x

(−1)m

ωn

∫
S

N2m(x, ξ)f(ξ) dξ = −∆x
1

ωn

∫
S

N̂2(x, ξ)f(ξ) dξ =

= −∆x
1

ωn

∫
S

N2(x, ξ)f(ξ) dξ = f(x). (23)
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Далее, в силу слабой особенности функцииN2m(x, ξ) (особенность такая же, как у элементарного решения
E2m(x, ξ) (9)) ее можно дифференцировать под знаком интеграла, и поэтому из (12) следует, что при m > 1

∂uf

∂ν

∣∣∣
∂S

= Λxuf (x)
∣∣
∂S

=
(−1)m

ωn

∫
S

ΛxN2m(x, ξ)
∣∣
x∈∂Sf(ξ) dξ = 0.

Кроме того, в силу (22) при k = 1, . . . ,m− 2 получим

∂∆kuf

∂ν

∣∣∣
∂S

= Λx∆k
xuf (x)

∣∣
∂S

=
(−1)m−k

ωn

∫
S

ΛxN̂2m−2k(x, ξ)
∣∣
x∈∂Sf(ξ) dξ =

=
(−1)m−k

ωn

∫
S

ΛxN2m−2k(x, ξ)
∣∣
x∈∂Sf(ξ) dξ = 0.

Аналогично сделанному выше, в соответствии с (22) и (12) найдем

∂∆m−1uf

∂ν

∣∣∣
∂S

= − 1

ωn

∫
S

ΛxN̂2(x, ξ)
∣∣
x∈∂Sf(ξ) dξ =

1

ωn

∫
S

f(ξ) dξ.

Это значит, что функция uf (x) из (19) является решением задачи Рикье–Неймана (8) при ϕk = 0, k =
= 0, . . . ,m− 2 и ϕm−1 = 1

ωn

∫
S
f(ξ) dξ.

Какую гладкость достаточно наложить на функцию f(x), чтобы рассуждения сделанные относительно
uf (x), были справедливы? Для выполнения последнего равенства из (23) для объемного потенциала достаточ-
но, чтобы f ∈ C1(S̄) (см. [16]). При этом объемный потенциал с плотностью f(x) будет также из C1(S̄) [24], и
значит, вся цепочка равенств из (23) верна.

2. Рассмотрим функцию vψ(x) из (20). Подставляя значениеN2m(x, ξ) из (21) и меняя порядок итегрирова-
ния, будем иметь

vψ(x) =
(−1)m−1

ωn

∫
S

N2m−2(x, y) dy
1

ωn

∫
∂S

N̂2(y, ξ)ψ(ξ) dsξ.

В силу полученных выше свойств функций uf (x) и N̂2(x, ξ) функция vψ(x) является решением задачи
Рикье–Неймана (8) при m = m− 1, ϕk = 0, k = 0, . . . ,m− 3,

ϕm−2 =
1

ωn

∫
S

1

ωn

∫
∂S

N̂2(y, ξ)ψ(ξ) dsξ dy =
1

ωn

∫
∂S

ψ(ξ) dsξ
1

ωn

∫
S

N̂2(y, ξ) dy = 0

и

f(x) = ∆m−1v(x) =
1

ωn

∫
∂S

N̂2(x, ξ)ψ(ξ) dsξ.

Поэтому по свойству потенциала простого слоя будем иметь

∆mvψ(x) = ∆∆m−1vψ(x) = ∆
1

ωn

∫
∂S

N̂2(x, ξ)ψ(ξ) dsξ = 0,

и, кроме того, по свойству (4) функции ГринаN2(x, ξ) запишем

∂∆m−1vψ
∂ν

∣∣∣
∂S

= ψ(x)− 1

ωn

∫
∂S

ψ(ξ) dsξ.

Таким образом, функция vψ(x) является решением задачи Рикье–Неймана (8) при f = 0, ϕk = 0, k =
= 0, . . . ,m− 2 и ϕm−1(x) = ψ(x)− 1

ωn

∫
∂S
ψ(ξ) dsξ, что и утверждалось.

Какая гладкость функции ψ(x) достаточна для правомерности сделанных выше рассуждений? Поскольку
функция vψ(x) была представлена в виде, аналогичном виду функции uf (x) с плотностью 1

ωn

∫
S
N̂2(y, ξ)ψ(ξ) dsξ,

то также, как и в предыдущем случае, достаточно, чтобы эта плотность была из C1(S̄), а это выполнено, если
ψ ∈ C1+ε(∂S) (см. [26]). Лемма доказана.

Замечание 1. При m = 1 для функции ψ достаточно потребовать, чтобы ψ ∈ C(∂S).

Теорема 4. Пусть ϕ0 ∈ C(∂S), ϕk ∈ C1+ε(∂S) при k = 1, . . . ,m− 1 и f ∈ C1(S̄). Тогда функция

u(x) =
1

ωn

∫
∂S

m−1∑
k=0

(−1)k
(
N2k+2(x, ξ)− 1

τn

∫
S

N2k+2(x, y) dy
)
ϕk(ξ) dsξ +

(−1)m

ωn

∫
S

N2m(x, ξ)f(ξ) dξ+ C (24)
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является решением задачи Рикье–Неймана (8) при условии, что∫
∂S

ϕm−1(ξ) dsξ =

∫
S

f(ξ) dξ. (25)

Доказательство. Докажем, что функция u(x), определяемая по формуле (17), является решением задачи

∆mu(x) = f(x), x ∈ S,

∂∆ku

∂ν

∣∣∣
∂S

= ϕk, k = 0, . . . ,m− 2,

∂∆m−1u

∂ν

∣∣∣
∂S

= ϕm−1(x)− 1

ωn

∫
∂S

ϕm−1(ξ) dsξ +
1

ωn

∫
S

f(ξ) dξ.

(26)

Нетрудно видеть, что в этом случае при выполнении условия (25) следует утверждение теоремы. Доказа-
тельство этого утверждения проведем индукцией по m. При m = 2 в [13, теорема 5] доказано, что для функции
вида

u(x) = − 1

ωn

∫
∂S

∆ξN4(x, ξ)ϕ0(ξ) dsξ −
1

ωn

∫
∂S

N4(x, ξ)ϕ1(ξ) dsξ+

+
1

ωn

∫
S

N4(x, ξ)f(ξ) dξ+ C ≡ v1(x) + v2(x) + v3(x) + C

верны равенства

∆2u(x) = 0 + 0 + f(x) = f(x),

∂u

∂ν

∣∣
x∈∂S = ϕ0(x) + 0 + 0 = ϕ0(x),

∂∆u

∂ν

∣∣
x∈∂S = 0 +

(
ϕ1(x)− 1

ωn

∫
∂S

ϕ1(ξ) dξ
)

+
1

ωn

∫
S

f(ξ) dξ.

Здесь, в формулах справа, указан результат применения соответствующих операторов к функциям v1, v2 и
v3. Это соответствует доказываемому утверждению при m = 2. Предположим верность утверждения (26) при
m = m− 1. Представим u(x) из (17) в виде

u(x) = um(x) + u
(m)
f (x) + C, (27)

где функция u
(m)
f (x) определена в (19) (здесь дополнительно введен верхний индекс m, чтобы избежать пута-

ницы) и

um(x) =
(−1)m−1

ωn

∫
∂S

m−1∑
k=0

(
∆m−k−1
ξ

N2m(x, ξ)
)
ϕk(ξ) dsξ.

Заметим, что функция uf (x) при f ∈ C1(S̄) по лемме 4 является решением задачи (26) при ϕk = 0, k =

= 0, . . . ,m − 1. Поэтому достаточно доказать, что функция um(x) = u(x) − u
(m)
f (x) + C является решением

задачи (26) при f = 0. Преобразуем функцию um(x). Из равенства (14) при k > 1 нетрудно получить

∆k
ξN2m(x, ξ) = −∆k−1

ξ
N2m−2(x, ξ),

а поэтому

um(x) =
(−1)m−1

ωn

(∫
∂S

N2m(x, ξ)ϕm−1(ξ) dsξ +

∫
∂S

∆ξN2m(x, ξ)ϕm−2(ξ) dsξ

)
+

+
(−1)m−2

ωn

(∫
∂S

m−2∑
k=0

(
∆m−k−2
ξ

N2m−2(x, ξ)
)
ϕk(ξ) dsξ −

∫
∂S

N2m−2(x, ξ)ϕm−2(ξ) dsξ

)
=

= um−1(x) +
(−1)m−1

ωn

(∫
∂S

N2m(x, ξ)ϕm−1(ξ) dsξ +

∫
∂S

∆ξN2m(x, ξ)ϕm−2(ξ) dsξ+

+

∫
∂S

N2m−2(x, ξ)ϕm−2(ξ) dsξ

)
.
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Используя равенство (14) и обозначения из (19) и (20), можем записать

um(x) = um−1(x) + vϕm−1(x) +
(−1)m−1

ωn

∫
S

N2m−2(x, y) dy · 1

τn

∫
∂S

ϕm−2(ξ) dsξ =

= um−1(x) + vϕm−1
(x) + u

(m−1)
1 (x) · 1

τn

∫
∂S

ϕm−2(ξ) dsξ. (28)

Для законности использования функции vϕm−1(x) по лемме 4 достаточно потребовать ϕ0 ∈ C(∂S), ϕk ∈
∈ C1+ε(∂S) при k = 1, . . . ,m− 1. Поскольку по предположению индукции функция um−1(x) является (m− 1)-
гармонической, то согласно лемме 4 можно записать

∆mum(x) = 0 + 0 + ∆1 · 1

τn

∫
∂S

ϕm−2(ξ) dsξ = 0.

Кроме того, из (28) также следует, что на ∂S в силу леммы 4 и предположения индукции верны равенства

∂∆kum

∂ν
=

∂∆kum−1

∂ν
+ 0 + 0 = ϕk(x), k = 0, . . . ,m− 3,

∂∆m−2um

∂ν
=

∂∆m−2um−1

∂ν
+ 0 +

1

ωn

∫
S

1

τn

∫
∂S

ϕm−2(ξ) dsξ dy =

= ϕm−2(x)− 1

ωn

∫
∂S

ϕm−2(ξ) dsξ +
1

ωn

∫
∂S

ϕm−2(ξ) dsξ = ϕm−2(x),

∂∆m−1um

∂ν
= 0 +

(
ϕm−1(x)− 1

ωn

∫
∂S

ϕm−1(ξ) dsξ

)
+ 0 = ϕm−1(x)− 1

ωn

∫
∂S

ϕm−1(ξ) dsξ,

а значит, функция um(x) является решением задачи (26) при f = 0. Шаг индукции доказан, и, значит, функция
из (17) является решением задачи (8).

Из формулы (14) нетрудно получить равенство

∆k
ξN2m(x, ξ) = (−1)k

(
N2m−2k(x, ξ)− 1

τn

∫
S

N2m−2k(x, y) dy
)
,

с помощью которого формула (17) преобразуется к виду (24). Теорема доказана.

Замечание 2. Необходимое и достаточное условие разрешимости задачи Рикье–Неймана (25) для полигар-
монического уравнения ранее было получено в [23]. Из доказательства теоремы 4 следует, что если условие (25)
не выполнено, то функция u(x) из (24) является решением задачи Рикье–Неймана (26).

5. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ

Рассмотрим один частный случай граничных условий задачи Рикье–Неймана.

Теорема 5. Пусть ϕ0 ∈ C(∂S), ϕk ∈ C1+ε(∂S) и
∫
∂S
ϕk(ξ) dsξ = 0 при k = 1, . . . ,m− 1, а f = 0. Тогда решение

задачи Рикье–Неймана (8) существует и его можно записать в виде

u(x) =
m−1∑
k=0

uk[ϕk](x) + C, (29)

где обозначено

uk[ϕ](x) =
(−1)k

ωn

∫
∂S

N 0
2k+2(x, ξ)ϕ(ξ) dsξ,

N 0
2k+2(x, ξ) =

1

ωn

∫
S

N2(x, y)N 0
2k(y, ξ) dy, k > 0; N 0

2 (x, ξ) = N2(x, ξ).

Для (k + 1)-гармонических функций uk[ϕk](x) выполнены условия

∆uk[ϕ](x) = uk−1[ϕ](x),
∂uk[ϕ]

∂ν

∣∣∣
∂S

= 0, k ∈ N; ∆u0[ϕ](x) = 0,
∂u0[ϕ]

∂ν

∣∣∣
∂S

= ϕ(x). (30)
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Доказательство. Нетрудно видеть, что при требуемых в теореме условиях все условия теоремы 4 тоже выпол-
нены, а значит, решение задачи Рикье–Неймана существует. Докажем, что формула (29) задает это решение.
Для этого достаточно убедиться в справедливости равенств (30). Согласно определению функции N 0

2k(x, ξ) и
по свойству о бъемного потенциала при k > 0 запишем

∆uk[ϕ](x) = ∆x
(−1)k

ωn

∫
∂S

N 0
2k+2(x, ξ)ϕ(ξ) dsξ =

(−1)k−1

ωn

∫
∂S

N 0
2k(x, ξ)ϕ(ξ) dsξ = uk−1[ϕ](x),

а также найдем ∆u0[ϕ](x) = 0. Кроме того, при k > 0, используя (4), получим

∂uk[ϕ]

∂ν

∣∣∣
∂S

=
(−1)k

ωn

∫
S

ΛxN2(x, y)
∣∣
x∈∂S

1

ωn

∫
∂S

N 0
2k(y, ξ)ϕ(ξ) dsξ dy =

=
(−1)k−1

ωn

∫
∂S

(∫
S

N 0
2k(y, ξ) dy

)
ϕ(ξ) dsξ ≡

∫
∂S

F (ξ)ϕ(ξ) dsξ.

Воспользовавшись формулой

1

ωn

∫
S

N 0
2k(y1, ξ) dy1 =

1

ωn

∫
S

N2(y1, y2) dy1 · · ·
1

ωn

∫
S

N2(yk, ξ) dyk,

симметричностью функцияN2(x, ξ) и формулой (15) убеждаемся, что функция

F (ξ) =
(−1)k−1

ωn

∫
S

N 0
2k(y, ξ) dy

является многочленом степени k по |ξ|2, и, значит, F (ξ)|∂S = C, а поэтому по условию теоремы

∂uk[ϕk]

∂ν

∣∣∣
∂S

=

∫
∂S

F (ξ)ϕk(ξ) dsξ = C

∫
∂S

ϕk(ξ) dsξ = 0.

Если k = 0, то согласно (4)

∂u0[ϕ0]

∂ν

∣∣∣
∂S

=
1

ωn

∫
∂S

∂N2(x, ξ)

∂νx

∣∣
∂S
ϕ0(ξ) dsξ = ϕ0(x)

∣∣
∂S
− 1

ωn

∫
∂S

ϕ0(ξ) dsξ = ϕ0(x).

Теорема доказана.

Пример 2. Вычислим функции up[Hk](x) из формулы (29) при p ∈ N0, где Hk(x) – однородный гармониче-
ский полином степени k ∈ N. В этом случае условия теоремы 5 выполнены, поскольку справедливо равенство∫
∂S

Hk(ξ) dsξ = 0.
В работе [19] было установлено, что при x ∈ S и ξ ∈ ∂S верны равенства

N2(x, ξ) = E(x, ξ)− E0(x, ξ) =
1

n− 2
+

+
∞∑
k=1

( 1

2k + n− 2
+

k + n− 2

k(2k + n− 2)

) hk∑
i=1

H
(i)
k (x)H

(i)
k (ξ) =

1

n− 2
+
∞∑
k=1

1

k

hk∑
i=1

H
(i)
k (x)H

(i)
k (ξ),

где гармонические полиномы H
(i)
k (x) определены в примере 1. Поэтому в силу ортонормируемости полиномов

H
(i)
k (x) на ∂S и равномерной сходимости ряда по ξ ∈ ∂S имеем

u0[Hk](x) =
1

ωn

∫
∂S

N2(x, ξ)Hk(ξ) dsξ =
1

(n− 2)ωn

∫
∂S

Hk(ξ) dsξ+

+
∞∑

m=1

1

m

hm∑
i=1

H(i)
m (x)

1

ωn

∫
∂S

H(i)
m (ξ)Hk(ξ) dsξ =

1

k
Hk(x).

Вычислим u1[Hk](x). С помощью (16) при l = 0 и предыдущих вычислений найдем

u1[Hk](x) = − 1

ωn

∫
∂S

N 0
4 (x, ξ)Hk(ξ) dsξ = − 1

ωn

∫
S

N2(x, y)
1

ωn

∫
∂S

N2(y, ξ)Hk(ξ) dsξ dy =

− 1

ωn

∫
S

N2(x, y)u0[Hk](y) dy = −1

k

1

ωn

∫
S

N2(x, y)Hk(y) dy =
1

k

|x|2 − 1− 2/k

2(2k + n)
Hk(x).
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Аналогично в общем случае для up[Hk](x) при p ∈ N имеем

up[Hk](x) =
1

ωn

∫
∂S

N 0
2p+2(x, ξ)Hk(ξ) dsξ = − 1

ωn

∫
S

N2(x, y)up−1[Hk](y) dy. (31)

Отсюда, используя найденную выше функцию u1[Hk](x) и формулу (16), получим

u2[Hk](x) =
( |x|4 − 1− 4/k

8k(2k + n)(2k + 2 + n)
− (k + 2)

|x|2 − 1− 2/k

4k2(2k + n)2

)
Hk(x).

Нетрудно убедиться, что 3-гармоническая функция u2[Hk](x) удовлетворяет условию

∂u2[Hk]

∂ν

∣∣∣
∂S

=
( (k + 4)|x|4 − k − 4

8k(2k + n)(2k + 2 + n)
− (k + 2)

(k + 2)|x|2 − k − 2

4k2(2k + n)2

)
Hk(x)

∣∣∣
∂S

= 0,

и поскольку

∆u2[Hk] =
( |x|2

2k(2k + n)
− (k + 2)

2k2(2k + n)

)
Hk(x) = u1[Hk],

то
∂∆u2[Hk]

∂ν

∣∣∣
∂S

=
(k + 2)|x|2 − k − 2

2k(2k + n)
Hk(x)

∣∣∣
∂S

= 0.

Кроме того, верны равенства

∆2u2[Hk] =
1

k
Hk(x) = u0[Hk],

∂∆2u2[Hk]

∂ν

∣∣∣
∂S

= Hk(x).

Используя (31) и (16), можно последовательно найти любую функцию up[Hk](x).
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Abstract. The Green’s function for the Riemann–Neumann problem for a polyharmonic equation in the
unit sphere is constructed, and an integral representation of the solutions to the Riemann–Neumann
problem is provided. Two examples are presented.
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ВВЕДЕНИЕ

Существует много важных прикладных задач, описываемых задачей Коши для жестких систем дифферен-
циальных уравнений: задачи химической кинетики, задачи моделирования нестационарных процессов в элек-
трических цепях и др. [1]. Примером жесткой задачи является задача Коши для сингулярно возмущенного
дифференциального уравнения [2]. К такой задаче применимы методы численного решения жестких задач,
а также численные реализации асимптотических методов [1]. Подробному обзору методов численного реше-
ния жестких задач посвящена обширная литература, см., например, [1–4]. Многие методы и рекомендации по
решению жестких задач хорошо подходят для линейных и слабонелинейных жестких задач, однако, для суще-
ственно нелинейных сверхжестких задач они становятся ненадежными, требуют сильного уменьшения шага
в некоторые критические моменты, причем для определения этих моментов не разработаны достаточно на-
дежные алгоритмы [5]. Применение явных методов типа Рунге–Кутты и Адамса требует выбора неприемлемо
малого шага, гарантирующего устойчивость численного решения, что приводит к возрастанию трудоемкости
и делает данные методы непригодными для решения жестких задач, и тем более неприемлемыми для нели-
нейных сверхжестких задач. Поэтому для решения жестких задач используют так называемые А-устойчивые
методы, которые не накладывают ограничений на шаг. Среди явных многошаговых методов не существует А-
устойчивых, а порядок неявных А-устойчивых многошаговых методов не может быть выше второго (барьер
Далквиста [1]). Для решения сверхжестких задач требуется также Lp-устойчивость, что дополнительно сужает
класс допустимых методов численного решения жестких задач. Многошаговые методы требовательны к выбору
стартовых приближений, чувствительны к адаптивному изменению шага и уступают в устойчивости неявным
схемам и схемам типа Розенброка [6]. Неявные методы Рунге-Кутты применяются достаточно редко, так как
требуют итерационного процесса на каждом шаге с вытекающей из этого проблемой сходимости и увеличени-
ем трудоемкости. Наиболее широкое распространение получили методы типа Розенброка, в которых для ре-
шения нелинейной системы алгебраических уравнений используется одна итерация метода Ньютона. Методы
типа Розенброка относительно просты в реализации и обладают достаточно хорошими свойствами точности и
устойчивости. В [5] проведено тестирование на нелинейной задаче методов, которые считаются наиболее на-
дежными и превосходно справляются со сверхжесткими линейными задачами, и сделан вывод, что ни одна из
известных схем не является гарантированно надежной для существенно нелинейных сверхжестких задач. Заме-
тим, что жесткой может быть не только задача Коши для системы уравнений, но и для одного скалярного урав-
нения, что используется для тестирования и разработки методов решения жестких задач [5]. Перспективными

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта 23-21-00496).
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методами решения нелинейных сингулярно возмущенных задач являются численно-аналитические методы, в
связи с чем стоит отметить активное развитие теории численных методов для задач с переходными слоями на
основе асимптотических методов решения сингулярно возмущенных задач [7–10], в том числе развитие самих
асимптотических методов решения задач с контрастными структурами [10–14].

В данной работе предлагается численная реализация метода голоморфной регуляризации нелинейных син-
гулярно возмущенных задач [15–23]. Данный метод позволяет строить приближение к решению в виде ряда по
степеням малого параметра, сходящегося не только асимптотически, но и в обычном смысле. Учитывая трудо-
емкость вычислений, предлагается численное приближение функций, составляющих первые два члена ряда по
малому параметру, имеющие погрешность, соответственно, первого и второго порядка по малому параметру.
Такой подход к решению позволяет снять проблему нарушения устойчивости при увеличении шага по време-
ни, однако точность метода зависит от малого параметра. Поэтому данный метод ориентирован на уравнения
высокой жесткости, а также он применим к задачам с существенными нелинейностями.

1. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СКАЛЯРНОГО СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ

1.1. Метод голоморфной регуляризации

Рассмотрим задачу Коши

ε
dy

dt
= f(t, y), t ∈ (t0, T ] ,

y (t0) = y0,
(1)

где ε > 0 — малый параметр.
Потребуем выполнение условий теоремы Тихонова о предельном переходе [24], адаптированных для

уравнений, содержащих только быстрые переменные [25].

I. Пусть функция f(t, y) непрерывна и удовлетворяет условию Липшица по y в некоторой области

Ω̄ = {(t, y) : |y| ≤ H, t0 ≤ t ≤ T} .

II. Пусть вырожденная задача, полученная из (1) при ε = 0,

f(t, ȳ) = 0, t ∈ [t0, T ] ,

имеет непрерывный изолированный корень ȳ = ψ(t) на отрезке [t0, T ], т.е. существует такое δ > 0, что в
некоторой окрестности U = {y : ‖y(t)− ψ(t)‖ < δ, t0 ≤ t ≤ T} нет других корней: f(t, y) 6= 0, (t, y) ∈ U .

III. Уравнение
dỹ

ds
= f(t, ỹ),

где t выступает в роли параметра, называется присоединенным. Пусть точка покоя ỹ = ψ(t) присоединенного
уравнения является асимптотически устойчивой по Ляпунову равномерно по t ∈ [t0, T ]. В таком случае корень
вырожденной задачи ȳ = ψ(t) называют устойчивым.

IV. Пусть точка y0 такова, что решение ỹ(s) начальной задачи для присоединенного уравнения

dỹ

ds
= f (ỹ, t0) ,

ỹ (t0) = y0,

существует при всех s ≥ t0 и ỹ(s) →
s→∞

ψ (t0). В этом случае говорят, что y0 принадлежит области влияния точки

покоя ỹ = ψ (t0).
При выполнении условий I–IV справедлива теорема (Тихонова) [24]: найдется постоянная ε0 > 0 такая, что

при 0 < ε < ε0 решение y(t, ε) задачи (1) существует на [t0, T ], единственно и справедлив предельный переход

lim
ε→+0

y(t, ε) = ȳ(t) = ψ(t), t ∈ (t0, T ] .

Теорема А.Н. Тихонова устанавливает предельный переход, что имеет большое значение в следующем смыс-
ле: какими бы методами ни решалась сингулярно возмущенная задача, построенные с их помощью асимпто-
тические приближения должны сходиться при ε → +0 к предельному решению, указанному в теореме. Мо-
гут применяться методы Васильевой–Бутузова–Нефедова, Крылова–Боголюбова–Митропольского и др. Мы
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применим метод голоморфной регуляризации, который является логичным продолжением метода регуляри-
зации С.А. Ломова [26], [27]. В рамках метода регуляризации С.А. Ломова было доказано существование схо-
дящихся в обычном смысле рядов по степеням малого параметра, представляющих решения линейных сингу-
лярно возмущенных задач. Трудности переноса теории на нелинейные задачи привели к поиску новых подхо-
дов к проблеме аналитической зависимости от малого параметра решений сингулярно возмущенных уравне-
ний, и таким подходом стало введение понятия псевдоголоморфного решения сингулярно возмущенной за-
дачи [28]. Решение y(t, ε) задачи (1) называется псевдоголоморфным в точке ε = 0, если при представлении

y = Y
(
t, ϕ(t)

ε
, ε
)

функция Y (t, η, ε) голоморфна по третьей переменной в точке ε = 0 равномерно по t ∈ [t0, T ]
при каждом η из некоторого неограниченного множества.

В [15] доказана теорема о псевдоголоморфности решения задачи Коши (1). Пусть функция f(t, y) явля-
ется голоморфной в некоторой замкнутой области Ω̄t,y ∈ R2 и не обращается в ноль в Ωt,y, а отрезок [t0, T ]
и начальная точка (t0, y0) принадлежат области Ωt,y. Если голоморфная на [t0, T ] функция ϕ(t), такая что
ϕ (t0) = 0, ϕ′(t) < 0 для ∀t ∈ [t0, t0 + ∆], и уравнение

ϕ
′(t)

y∫
y0

ds

f(t, s)
=
ϕ(t)

ε
(2)

имеет решение y = Y0

(
t, ϕ(t)

ε

)
, равномерно ограниченное при ε → +0 на отрезке [t0, T ], то решение y(t, ε)

задачи Коши (1) является псевдоголоморфным в точке ε = 0 и определяется общим интегралом [15]:

U(t, y, ε) = 0,

U(t, y, ε) = ϕ(t)− ε
y∫

y0

ϕ′(t)ds

f(t, s)
+ ε

2

y∫
y0

 s∫
y0

∂

∂t

(
ϕ′(t)

f(t, ξ)

)
dξ

 ds

f(t, s)
− . . . .

(3)

Замечание 1. Из условия III для теоремы Тихонова (асимптотической устойчивости точки покоя присоеди-
ненного уравнения) следует равномерная ограниченность решения Y0(t,ϕ/ε) при ε→ +0 на отрезке [t0, T ].

Замечание 2. Если f (t0, y0) = 0, то введением новой неизвестной функции v = y + t задача (1) может быть
сведена к задаче, для которой применим метод голоморфной регуляризации. Если нет цели применения метода
голоморфной регуляризации, то в случае согласованности начального условия с правой частью, f (t0, y0) = 0,
приближение порядка O(ε) может быть получено по теореме Тихонова [24] решением алгебраического уравне-
ния f(t, y) = 0, t ∈ (t0, T ].

Замечание 3. Коэффициенты ряда

y(t, ε) =
∞∑

n=0

Yn

(
t,
ϕ(t)

ε

)
ε
n (4)

могут быть определены по теореме о неявной функции из соотношения [15]:

V (t, y, ε) =
ϕ(t)

ε
,

где

V (t, y, ε) =

y∫
y0

ϕ′(t)ds

f(t, s)
− ε

y∫
y0

 s∫
y0

∂

∂t

(
ϕ′(t)

f(t, ξ)

)
dξ

 ds

f(t, s)
+ . . . ,

например,

Y1 = − V ′ε
V ′y

∣∣∣∣
ε=0,y=Y0(t,ϕ(t)/ε)

, (5)

где

V ′y
∣∣
ε=0

=
ϕ′(t)

f(t, y)
, V ′ε |ε=0 = −

y∫
y0

 s∫
y0

∂

∂t

(
ϕ′(t)

f(t, ξ)

)
dξ

 ds

f(t, s)
.

Замечание 4. Ряд (4) сходится к решению задачи (1) на [t0, T ], и остаточный член имеет вид

rn(t, ε) = Ỹn+1

(
t,
ϕ(t)

ε̃(t)

)
ε
n+1, (6)
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где 0 < ε̃(t) < ε и
lim
n→∞

rn(t, ε) = 0

равномерно по t ∈ [t0, T ].
Из (6) и сходимости ряда (4) следует оценка, удобная для вычислений:

|rn(t, ε)| < |Yn(t)| · εn+1, t ∈ [t0, T ] . (7)

1.2. Численная реализация

Введем разбиение отрезка [t0, T ] на n частей с равномерным шагом ht = (T − t0) /n, и сетку {ti}ni=0 , ti =
= t0 + i ·ht, i = 0, 1, . . . , n. Выбираем голоморфную функцию ϕ(t), такую что ϕ (t0) = 0, ϕ′(t) < 0 ∀t ∈ [t0, T ].
Положим ϕ(t) = − sh (t− t0). Далее для каждого ti, i = 1, . . . , n, решаем нелинейное алгебраическое уравнение

(2) и получаем сеточную функцию {Y (i)
0 }ni=0. Для численного интегрирования с контролем погрешности приме-

няются формулы Гаусса-Кронрода [29]: сначала пара формул (G7,K15), если погрешность превышает заданную,
то делается перерасчет по паре формул (G15,K31). Для уточнения корней при решении нелинейных алгебра-
ических уравнений используется гибридный гарантированно сходящийся алгоритм Деккера-Брента [30], [31].
По формулам (5) определяется сеточная функция {Y (i)

1 }ni=0 с применением для вычисления повторного инте-
грала формул Гаусса-Кронрода.

Погрешности значений сеточной функции {Y (i)
0 }ni=0 равны погрешностям решения нелинейного алгебра-

ического уравнения (2) при каждом ti, i = 1, . . . , n. Однако в данных уравнениях, заданных в виде интеграла с
переменным верхним пределом, интервалом неопределённости корня будет

∆̄Y
(i)
0 ≈ ∆Ii · |f (ti, y)| , (8)

точнее которого не может быть определено значение Y (i)
0 , i = 1, . . . , n. Из формулы (8) следует, что минимально

возможная погрешность определения Y
(i)
0 , i = 1, . . . , n, прямо пропорциональна погрешности ∆Ii вычисления

интеграла из (2). Из оценки (8) следует, что погрешность численного приближения не зависит от шага по вре-
мени ht и длины отрезка [t0, T ], на котором ведётся решение задачи Коши.

Введем относительную погрешность для численного решения через евклидову норму сеточных функций:

δY =
‖Y − y‖
‖y‖

, (9)

‖Y − y‖ =

√√√√ n∑
i=0

(
Y (i) − y (ti)

)2
, ‖y‖ =

√√√√ n∑
i=0

(y (ti))
2
,

где Y =
{
Y (i)

}n
i=0

— сеточная функция численного решения, {y (ti)}ni=0− точные значения решения задачи
Коши на сетке {ti}ni=0.

Выведем оценки относительных погрешностей приближений δY0 и δYε для сеточных функций Y0 =

=
{
Y

(i)
0

}n

i=0
и Yε =

{
Y

(i)
0 + εY

(i)
1

}n

i=0
. δm будем обозначать погрешность, которая следует из заданной в ал-

горитме точности r определения Y0, δn — погрешность метода голоморфной регуляризации, которая неустра-
нима с точки зрения численной реализации, и согласно (7) имеет порядок O(ε) для Y0 и O

(
ε2
)

для Yε. Из (7)
следует, что

δnY0 ≤
‖Y0‖ · ε
‖y‖

≈ ε,

и при выборе r = 0.05ε получим оценку погрешности

δY0 ≤ δnY0 + δmY0 = 1.05ε. (10)

При оценке δYε заметим, что погрешность определения Y0 приводит к изменению всего уточненного выра-
жения Yε = Y0 + εY1 на Ỹε = Ỹ0 + ε̃Ỹ1 : пусть найдено приближение Ỹ i

0 , Y i
0 ∈ [Ỹ i

0 (1 − r), Ỹ i
0 (1 + r)], которое

удовлетворяет (2) в пределах погрешности, но тогда точное равенство будет справедливо при некотором новом
значении малого параметра ε̃:

Ỹ0∫
y0

ds

f(t, s)
=

ϕ(t)

ε̃ϕ′(t)
,
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что соответствует применению метода голоморфной регуляризации к задаче

ε̃
dỹ

dt
= f(t, ỹ), t ∈ (t0, T ] ,

ỹ (t0) = y0,
(11)

где

ε̃ =
ϕ(t)

ϕ′(t)

 Ỹ0∫
y0

ds

f(t, s)


−1

.

Очевидно, что, если для задачи (1) выполняется условие

∂f(t, y)

∂y
≤ −σ < 0, (t, y) ∈ Ω̄t,y, σ = const,

то можно вывести

(y(t)− ỹ(t))′ =
f(t, y)

ε
− f(t, ỹ)

ε̃
,

(y(t)− ỹ(t))′ =
1

ε

∂f(t, ŷ)

∂y
(y(t)− ỹ(t)) + f(t, ỹ) ·

(
1

ε
− 1

ε̃

)
, ŷ ∈ (y, ỹ),

и с учетом начального условия
y (t0)− ỹ (t0) = 0,

получить оценку

|y(t) − ỹ(t)| =

∣∣∣∣(1

ε
− 1

ε̃

)
·
∫ t

t0

e
1
ε

∂f(t,ŷ)
∂y (t−s)f(s, ỹ(s))ds

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣1ε − 1

ε̃

∣∣∣∣ · ∫ t

t0

e−
σ
ε
(t−s)|f(s, ỹ(s))|ds.

Поскольку точное решение ỹ неизвестно, для вычисления приближенной оценки будем использовать интер-
поляцию сплайнами по сеточной функции Ỹε:

|y(t)− ỹ(t)| ≤
∣∣∣∣1ε − 1

ε̃

∣∣∣∣ ·
t∫

t0

e−
σ
ε
(t−s)

∣∣∣f (s, Ỹε)∣∣∣ ds, t ∈ (t0, T ] . (12)

Из (7) следует, что

δnYε ≤
‖Y1‖
‖y‖

ε
2,

также имеется погрешность численного интегрирования при вычислении Ỹ1, которую оцениваем по методу
Гаусса-Кронрода [29]:

∆Ỹ1 =
∣∣∣Ỹ1 − Ỹ ∗1

∣∣∣ ≈ (200
∣∣∣Ỹ (G)

1 − Ỹ
(K)
1

∣∣∣)1.5

, (13)

где Ỹ (G)
1 — значение, рассчитанное по квадратурной формуле Гаусса сn узлами, Ỹ (K)

1 — значение, рассчитанное
по квадратурной формуле Кронрода с 2n + 1 узлами.

Таким образом, получим итоговую оценку

δYε =

∥∥∥y − Ỹ ∗ε

∥∥∥
‖y‖

≤ ‖y − ỹ‖
‖y‖

+

∥∥∥ỹ − Ỹε

∥∥∥
‖y‖

+

∥∥∥Ỹε − Ỹ ∗ε

∥∥∥
‖y‖

≈ ‖y − ỹ‖
‖Ỹ ∗ε ‖

+

∥∥∥Ỹ1

∥∥∥
‖Ỹ ∗ε ‖

ε
2 +
‖∆Ỹ1‖
‖Ỹ ∗ε ‖

, (14)

где должны использоваться оценки (12) и (13).
Компьютерная программа для разработанного численного метода написана на языке программирования

С++.
Основной проблемой численного решения по методу голоморфной регуляризации является значительное

возрастание вычислительной трудоемкости, если возрастает |y(t)−y0| при возрастании t, особенно, если вели-
ка длина отрезка [t0, T ] . Предлагается рассматривать задачи, про которые известна ограниченность решения:
|y(t)| 6 C ∀t > t0, C = const. Также программа выдает предупреждение о возможности прекратить вычисления
при существенном возрастании значения |y(t)− y0|, влияющего на трудоемкость и время вычислений.
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К важнейшим преимуществам численной реализации метода голоморфной регуляризации следует отне-
сти отсутствие ограничения на шаг по времени; отсутствие зависимости точности полученных приближений
от шага по времени; возможность вычисления на больших временных отрезках, если нет сильного возраста-
ния решения, в том числе возможность прохождения с большим шагом по времени длительного промежутка с
последующими вычислениями без потери точности; наличие оценки погрешности приближенного решения;
возможность эффективного применения параллельного программирования для ускорения программы (распа-
раллеливание алгоритма вычисления интегралов).

1.3. Вычислительные эксперименты

Рассмотрим сначала задачи с известными точными решениями: кубический тест на отрезке [0, 1] [5] и ли-
нейную сингулярно возмущенную задачу на большом временном промежутке [0, T ],T � 1. Вычисления прово-
дились на процессоре Intel Core i5 10210U (базовая частота 1.6 ГГц, максимальная частота 4.2 ГГц, уровни кэша:
256 КБ, 1 МБ, 6МБ). Проводилось измерение времени вычислений встроенной функцией времени С++, име-
ющей точность 15 миллисекунд.

Пример 1. Рассмотрим кубический тест, который хорошо иллюстрирует характерные особенности задач хи-
мической кинетики [5]:

ε
dy

dt
= −y

(
y2 − a2

)
, t ∈ (0, 1],

y(0) = y0,
(15)

где ε > 0 — малый параметр, параметр a > 0, рекомендуется брать a ≈ 1, функция y(t) имеет смысл концен-
трации, поэтому осмысленным будет начальное значение 0 6 y0 6 1. Данная задача является нелинейной с
уравнением с разделяющимися переменными, поэтому известно точное решение:

y(t) =
ay0√

y2
0 + (a2 − y2

0) · e−2a2t/ε
.

Положим y0 = 0.5, a = 1, шаг сетки по времени ht = 0.1, n = 10. В табл. 1 приведены зависимости от ε
погрешностей δY0 и δYε, рассчитанных по формуле (9). Значения малого параметра ε уменьшаем на порядок с
10−1 до 10−13, меньшее значение не может рассматриваться из-за машинной точности∼ 10−16 при стандартных
вычислениях с типом вещественных данных “double”.

Таблица 1

ε 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6 10−7

δY0 1.03 · 10−3 9.7 · 10−10 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16

δYε 6.7 · 10−4 9.6 · 10−10 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16

ε 10−8 10−9 10−10 10−11 10−12 10−13

δY0 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16

δYε 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16 1.1 · 10−16

Из полученных значений погрешности следует, что кубический тест успешно пройден. Кроме того, полу-
ченные погрешности для данного примера гораздо меньше оценочных и с уменьшением малого параметра
быстро достигли машинной точности вычислений. Простота прохождения кубического теста объясняется спе-
цификой численной реализации метода голоморфной регуляризации, которая кардинально отличает его от по-
шаговых реализаций традиционных методов численного решения задачи Коши. Аналогично не представляет
трудности и тест Далквиста для линейной задачи.

Для лучшего визуального восприятия профиль точного y(t) и приближенного Y0 решений построены на
фиг. 1 при ht = 0.05, n = 20, ε = 0.05. В данном случае получены погрешности δY0 = 3.4 · 10−4, δYε = 2.2 · 10−4.

Пример 2. В качестве линейной задачи на большом временном промежутке рассмотрим задачу Коши

ε
dy

dt
= −y + sin t, t ∈ (0, T ],

y(0) = 1,
(16)

где ε > 0 — малый параметр. Точное решение задачи Коши с линейным дифференциальным уравнением

y(t) =

(
1 +

ε

1 + ε2

)
e−t/ε +

ε

1 + ε2

(
sin t

ε
− cos t

)
(17)
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Фиг. 1. График точного решения задачи (15) y(t) — сплошная линия, график численного решения Y0 — набор точек, n = 20.

будем использовать для оценки погрешности численного решения. Также из (17) видно, что при ε → 0 вблизи
t = 0 имеется пограничный слой и при малых t можно приближенно записать y(t) ≈ e−t/ε, а при увеличении
t первое слагаемое в (17) становится малым и y(t) ≈ sin t, что делает (16) классическим примером жесткой
задачи.

Положим y0 = 1, T = 100, шаг сетки по времени ht = 5, n = 20. В табл. 2 приведены зависимости от
малого параметра ε погрешностей δY0 и δYε, рассчитанных по формуле (9), их оценок δȲ0 и δȲε, рассчитанных
по формулам (10), (14), и соответствующего времени вычислений time0 и timeε (в миллисекундах).

Таблица 2

ε 0.2 0.15 0.1 0.05 0.025 10−2

δY0 0.188 0.141 0.095 0.047 0.024 9.5 · 10−3

δȲ0 0.21 0.16 0.11 0.053 0.027 1.1 · 10−2

time0 < 15 < 15 < 15 < 15 < 15 < 15

δYε 0.049 0.026 0.011 2.9 · 10−3 7.5 · 10−4 2.1 · 10−4

δȲε 0.054 0.031 0.014 3.9 · 10−3 1.3 · 10−3 3.9 · 10−4

timeε 15 15 31 31 47 94

ε 5 · 10−3 10−3 10−4 10−5 10−6 10−7

δY0 4.7 · 10−3 9.5 · 10−4 9.5 · 10−5 9.5 · 10−6 9.5 · 10−7 9.5 · 10−8

δȲ0 5.3 · 10−3 1.1 · 10−3 1.1 · 10−4 1.1 · 10−5 1.1 · 10−6 1.1 · 10−7

time0 < 15 < 15 < 15 < 15 < 15 < 15

δYε 1 · 10−4 2.5 · 10−5 2.3 · 10−6 2.5 · 10−7 3.2 · 10−8 4.2 · 10−9

δȲε 1.7 · 10−4 3.3 · 10−5 2.9 · 10−6 3.1 · 10−7 3.9 · 10−8 4.6 · 10−9

timeε 141 359 1703 8781 42828 227046

ε 10−8 10−9 10−10 10−11 10−12 10−13

δY0 9.5 · 10−9 9.5 · 10−10 9.5 · 10−11 9.5 · 10−12 9.5 · 10−13 9.5 · 10−14

δȲ0 1.1 · 10−8 1.1 · 10−9 1.1 · 10−10 1.1 · 10−11 1.1 · 10−12 1.1 · 10−13

time0 < 15 < 15 < 15 < 15 < 15 < 15

Для рассмотренного примера выявлена прямо пропорциональная зависимость δY0 от малого параметра ε
(фиг. 2), что полностью соответствует теоретической оценке (10). Также получена зависимость δYε от ε, но она
имеет более сложный характер: квадратичная зависимость имеет место при относительно больших значениях
малого параметра, 10−2 < ε < 0.2 (фиг. 2), а при меньших значениях ε наблюдается почти линейная зависи-
мость, что в целом соответствует оценке (14), по которой рассчитаны значения δȲε. Также из значений времени
вычислений timeε следует, что при уменьшении ε значительно вырастает трудоемкость расчета Yε и делает его
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нецелесообразным при ε < 10−5. Из полученных данных следует, что наилучшие соотношения точности и тру-
доемкости ориентируют предложенный метод на вычисление приближений Y0 для задач средней жесткости и
сверхжестких задач при экстремально малых значениях малого параметра, 10−13 < ε < 10−4. Расчет уточнен-
ного приближения Yε имеет смысл только для умеренно жестких задач, 10−4 < ε < 10−1.

Фиг. 2. Графики зависимости погрешностей δY0 и δYε от малого параметра ε.

Для лучшего визуального восприятия профиль точного y(t) и приближенного Y0 решений построены на
фиг. 3 при T = 20, ht = 0.2, n = 100, ε = 0.05. В данном случае получены погрешности δY0 = 4.8 · 10−2, δYε =
= 3.1 · 10−3. Построенные графики точного и приближенного решений визуально почти неотличимы (фиг. 3).

Фиг. 3. График точного решения (17) y(t) – сплошная линия, график численного решения Y0 – набор точек, n = 100.

Пример 3. Рассмотрим нелинейную задачу Коши на большом временном промежутке

ε
dy

dt
= −y(y2 + 1) + 4 cos2 t, t ∈ (0, T ],

y(0) = 0,
(18)

где ε > 0 — малый параметр. Положим T = 500, n = 100, шаг сетки по времени ht = 5. В табл. 3 приведены
зависимости от малого параметра ε оценок δȲ0 и δȲε, рассчитанных по формулам (10), (14), и соответствующего
времени вычислений time0 и timeε (в миллисекундах).

Для лучшего визуального восприятия профиль точного y(t) и приближенного Yε решений построены на
фиг. 4 при T = 10, ht = 0.1,n = 100, ε = 0.01. В данном случае получены оценки погрешностей δȲ0 = 1.05·10−2,
δȲε = 1.03 · 10−3. Построен график приближенного решения Yε (фиг. 4).

Из приведенных примеров видно, что предложенный в статье метод позволяет строить численные решения
задач Коши с нелинейными сингулярно возмущенными дифференциальными уравнениями и дает гарантиро-
ванные оценки погрешностей построенных приближенных решений.
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Таблица 3

ε 0.1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6

δȲ0 0.11 1.1 · 10−2 1.1 · 10−3 1.1 · 10−4 1.1 · 10−5 1.1 · 10−6

time0 < 15 < 15 15 15 23 23

δȲε 0.017 1 · 10−3 1.1 · 10−4 1 · 10−5 9.2 · 10−7 9.8 · 10−8

timeε 110 437 2032 10110 50578 267500

ε 10−7 10−8 10−9 10−10 10−11 10−12

δȲ0 1.1 · 10−7 1.1 · 10−8 1.1 · 10−9 1.1 · 10−10 1.1 · 10−11 1.1 · 10−12

time0 23 31 31 31 39 39

Фиг. 4. График численного решения Yε – набор точек, n = 100, соединенных штриховой линией.

2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
ВТОРОГО ПОРЯДКА

2.1. Метод голоморфной регуляризации

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения второго порядка

εy′′ = f (t, y, y′) , t ∈ (t0, T ] ,

y (t0) = y0, y′ (t0) = v0,
(19)

где ε > 0 — малый параметр, и перепишем ее для системы дифференциальных уравнений

dy

dt
= v,

ε
dv

dt
= f(t, y, v),

y (t0) = y0, v (t0) = v0.

(20)

Пусть для задачи (20) выполнены условия теоремы Тихонова о предельном переходе [17], [24]. Пусть функ-
ция f(t, y, v) является голоморфной в некоторой замкнутой области Ω̄t,y,v ∈ R3 и не обращается в ноль в Ωt,y,v, а
отрезок [t0, T ] и начальная точка (t0, y0, v0) принадлежат области Ωt,y,v. Пусть V̄ (t, y) — изолированный корень
уравнения f(t, y, v) = 0, и соответствующая (20) вырожденная задача

dȳ

dt
= V̄ (t, ȳ), t ∈ (t0, T ] ,

ȳ (t0) = y0,
(21)

имеет единственное голоморфное на [t0, T ] решение ȳ(t).
При наложенных условиях, из доказанных в [16] теорем, следует голоморфность первого интеграла

ϕ(t, y)− ε
v∫

v0

Lϕ(t, y)ds

f(t, y, s)
+ ε

2

v∫
v0

L

s∫
v0

(
Lϕ(t, y)

f(t, y, ξ)

)
dξ

 ds

f(t, y, s)
− . . . = 0, (22)
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где введен оператор L = ∂
∂t + v ∂

∂y .
Построим два независимых первых интеграла, применяя в (22) регуляризирующие функции ϕ1(t, y) = ϕ(t)

и ϕ2(t, y) = y − ȳ(t) :

v∫
v0

ϕ′(t)ds

f(t, y, s)
− ε

v∫
v0

L

s∫
v0

(
ϕ′(t)

f(t, y, ξ)

)
dξ

 ds

f(t, y, s)
+ . . . =

ϕ(t)

ε
,

y − ȳ(t)− ε
v∫

v0

(s− ȳ′(t)) ds

f(t, y, s)
+ ε

2

v∫
v0

L

s∫
v0

(
ξ− ȳ′(t)

f(t, y, ξ)

)
dξ

 ds

f(t, y, s)
− . . . = 0.

(23)

Пусть функция ϕ(t) голоморфна на [t0, T ] и ϕ (t0) = 0, ϕ′(t) < 0 для ∀t ∈ [t0, T ]. Если уравнение

ϕ
′(t)

v∫
v0

ds

f(t, ȳ, s)
=
ϕ(t)

ε
(24)

имеет решение v = V0

(
t, ϕ(t)

ε

)
, равномерно ограниченное при ε → +0 на отрезке [t0, T ], то решение y(t, ε)

задачи (20) является псевдоголоморфным в точке ε = 0 [16].
Из (23) определяются коэффициенты разложений

y(t, ε) =
∞∑
k=0

Yk

(
t,
ϕ(t)

ε

)
· εk, v(t, ε) =

∞∑
k=0

Vk

(
t,
ϕ(t)

ε

)
· εk.

Заметим, что Y0(t) = ȳ(t) и

Y1

(
t,
ϕ(t)

ε

)
=

∂y

∂ε

∣∣∣∣
ε=0, y=ȳ(t), v=V0(t,ϕ(t)/ε)

=

V0∫
v0

(s− ȳ′(t)) ds

f(t, ȳ, s)
. (25)

2.2. Численная реализация и вычислительные эксперименты

Первым этапом является нахождение решения вырожденной задачи (21). Предварительно должен быть най-
ден и указан изолированный корень V̄ (t, ȳ(t)) уравнения f(t, y, v) = 0. Тогда вырожденная задача (21) может
быть решена любым удобным численным методом, например, Рунге-Кутты четвертого порядка точности, так
как не является жесткой задачей. Шаг численного интегрирования вырожденной задачи (21) должен быть со-
гласован (укладываться целое число раз) с шагом по времени, который будет использоваться для получения
приближений по методу голоморфной регуляризации. Либо, если возможно, может быть указано непосред-
ственно решение вырожденной задачи (21) в виде функции ȳ(t).

Второй этап представляет численную реализацию метода голоморфной регуляризации, во многом схожую
с реализацией метода для уравнения первого порядка. Из (24) определяется {V (i)

0 }ni=0, затем по формуле (25)

определяется {Y (i)
1 }ni=0, для численного интегрирования используются формулы Гаусса-Кронрода [29].

Выведем оценку относительной погрешности δYε для сеточной функции Yε = {ȳ(ti)+ εY
(i)
1 }ni=0. Решая (24),

мы определяем некоторое приближение Ṽ (i)
0 , V i

0 ∈ [Ṽ
(i)
0 (1−r), Ṽ

(i)
0 (1+r)], на которое, в том числе, влияет и по-

грешность нахождения решения вырожденной задачи ȳ(t). Тогда, полученное приближение Ṽ
(i)
0 соответствует

решению задачи (20) при некотором новом значении малого параметра ε̃:

dỹ

dt
= ṽ,

ε̃
dṽ

dt
= f(t, ỹ, ṽ),

ỹ (t0) = y0, ṽ (t0) = v0,

(26)

где

ε̃ =
ϕ(t)

ϕ′(t)

 Ṽ0∫
y0

ds

f(t, Ȳ (t), s)


−1

.
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Пусть

z(t) =

(
y(t)− ỹ(t)
v(t)− ṽ(t)

)
.

Тогда
dz

dt
= A(t)z + g(t), t ∈ (t0, T ] ,

z (t0) = 0,
(27)

где

A(t) =

(
0 1

a(t) b(t)

)
, g(t) =

(
0

g(t)

)
, g(t) = f(t, ỹ(t), ṽ(t)) ·

(
1

ε
− 1

ε̃

)
,

a(t) =
1

ε

∂f(t, ŷ(t), ṽ(t))

∂y
, b(t) =

1

ε

∂f(t, y(t), v̂(t))

∂v
, ŷ ∈ (y, ỹ), v̂ ∈ (y, ỹ),

Выведем оценку |y(t)− ỹ(t)| при следующих ограничениях:

−β ≤ ∂f(t, y, v)

∂v
≤ −σ < 0, (t, y, v) ∈ Ω̄t,y,v, β, σ = const ,

∂f(t, y, v)

∂y
≤ −β

2

2
< 0, (t, y, v) ∈ Ω̄t,y,v,

когда 4a + b2 ≤ −β2 < 0 и собственные значения матрицы A(t) комплексные

λ1,2(t) =
1

2

(
b(t)±

√
4a(t) + b2(t)

)
, Re λ1,2(t) =

b(t)

2
≤ − σ

2ε
< 0, t ∈ (t0, T ] .

По формуле Коши с учетом начального условия, имеем решение задачи (27):

z(t) = Φ(t)

t∫
t0

Φ−1(s)g(s)ds, (28)

где Φ(t) — фундаментальная матрица решений однородной системы дифференциальных уравнений из (27),

Φ(t) =

 1

λ1(t)
eλ1(t)t 1

λ2(t)
eλ2(t)t

eλ1(t)t eλ2(t)t

 , Φ−1(s)g(s) =


λ1(s)eλ1(s)s

λ1(s)− λ2(s)
g(s)

λ2(s)eλ2(s)s

λ2(s)− λ1(s)
g(s)

 ,

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

λ1(s)eλ1(s)s

λ1(s)− λ2(s)
g(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
t∫

t0

∣∣∣∣∣∣
(
b(s)−

√
4a(s) + b2(s)

)
eb(s)s/2

2
√

4a(s) + b2(s)

∣∣∣∣∣∣ · |g(s)|ds ≤

≤ 1

2

t∫
t0

√
1 +

b2(s)

|4a(s) + b2(s)|
· e−σ·s/2ε|g(s)|ds ≤

√
2

2

t∫
t0

e−σ·s/2ε|g(s)|ds.

Аналогично ∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

λ2(s)eλ2(s)s

λ2(s)− λ1(s)
g(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
√

2

2

t∫
t0

e−σ·s/2ε|g(s)|ds.

Таким образом, из (28) следует, что

|y(t)− ỹ(t)| ≤
√

2

2
·
∣∣∣∣ 1

λ1(t)
eλ1(t)t +

1

λ2(t)
eλ2(t)t

∣∣∣∣ ·
t∫

t0

e−σ·s/2|g(s)|ds ≤

≤
√

2

2

∣∣∣∣2 2

2σ/ε

∣∣∣∣
t∫

t0

e−σ·(t−s)/2ε|g(s)|ds =

√
2ε

σ

∣∣∣∣1ε − 1

ε̃

∣∣∣∣
t∫

t0

e−σ·(t−s)/2ε|f(s, ỹ(s), ṽ(s))|ds.

(29)
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Оценка (29) используется для вычисления итоговой оценки

δYε ≤
‖y − ỹ‖
‖y‖

+

∥∥∥Ỹ1

∥∥∥
‖y‖

ε
2 +
‖∆Ỹ1‖
‖y‖

, (30)

где также должна использоваться оценка (13) для вычислительной погрешности интегирования при расчете Ỹ1

по формуле (25).

Пример 4. Рассмотрим задачу Коши для сингулярно возмущенного уравнения с кубической нелинейностью

εy′′ + y′ + y + y3 =
cos(t)

4
, t ∈ (0, T ] ,

y (0) = 1, y′ (0) = 0,
(31)

где ε > 0 — малый параметр, который соответствует, например, малой индуктивности при описании электри-
ческих колебаний. Перепишем задачу в виде

dy

dt
= v,

ε
dv

dt
= −y′ − y − y3 +

cos(t)

4
,

y(0) = 1, v(0) = 0.

(32)

Вырожденная задача примет вид
dȳ

dt
= −ȳ − ȳ3 +

cos(t)

4
, t ∈ (0, T ],

ȳ(0) = 1.

Положим T = 10, n = 50, шаг сетки по времени ht = 0.2. В табл. 4 приведены зависимости от малого
параметра ε оценки δȲε, рассчитанной по формуле (30) и соответствующего времени вычислений timeε (в мил-
лисекундах).

Таблица 4

ε 0.1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6 10−7

δȲε 0.011 3.1 · 10−3 7.1 · 10−5 8.4 · 10−7 1.6 · 10−9 1.3 · 10−11 1.1 · 10−13

timeε 31 39 43 51 55 62 66

На фиг. 5 представлен график сеточной функции V0, которая является приближением для производной от
функции y(t). Из графика (фиг. 5) следует наличие пограничного слоя, что соответствует второму уравнению
в (32) с сингулярно входящим малым параметром ε. На фиг. 6 представлен график сеточной функции Yε. Для
лучшего визуального восприятия наличия пограничного слоя, на фиг. 5 и фиг. 6 взяты разные временные про-
межутки T .

Фиг. 5. График сеточной функции V0 задачи (31) при ε = 0.01, T = 5, – набор точек, n = 100, соединенных штриховой
линией.

Заметим, что для задачи Коши с уравнением второго порядка предложена численная реализация метода го-
ломорфной регуляризации с определением приближения только в виде Yε, которое имеет второй порядок точ-
ности по малому параметру ε. При этом трудоемкость вычислений меньше, чем для построения приближения
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Фиг. 6. График численного решения Yε задачи (31) при ε = 0.01, T = 20, – набор точек, n = 100, соединенных штриховой
линией.

второго порядка описанной выше задачи Коши для скалярного уравнения, так как здесь рассчитывается инте-
грал только по одной переменной. Зависимости погрешности от малого параметра и сравнения трудоемкостей
подтверждаются вычислительными экспериментами.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Ω является открытой, ограниченной областью в Rd с липшицевой границей Γ, T > 0, I := (0, T ),
а QT := Ω × I обозначает пространственно-временной цилиндр с боковой поверхностью ST := Γ × I. Мы
рассматриваем задачу нахождения функции u(x, t), удовлетворяющей уравнению

δutt + ut − divA∇u + νu = f в QT (1.1)

с условиями

u = 0 на ST , (1.2)

u(x, 0) = φ(x), (1.3)

ut(x, 0) = ψ(x). (1.4)

Предполагается, что δ и ν это вещественные функции, зависящие только от x и такие, что

0 < δ1 ≤ δ(x) ≤ δ2 ≤ 1, 0 ≤ ν1 ≤ ν(x) ≤ ν2. (1.5)

Далее, A = A(x) это симметричная матрица, удовлетворяющая условию

c1|ξ|2 ≤ Aξ · ξ ≤ c2|ξ|2 ∀ξ ∈ Rd, (1.6)

где c1 > 0, точка обозначает скалярное произведение векторов, а |ξ| обозначает евклидову норму вектора ξ.
Также предполагается, что

f, ft ∈ L2,1(QT ), (1.7)

φ ∈
◦
H

1(Ω) ∩H2(Ω), ψ ∈
◦
H

1(Ω). (1.8)
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Здесь L2,1(QT ) обозначает пространство функций g ∈ L1(QT ) с конечной нормой ‖g‖2,1,QT
:=
∫ T

0
‖g(·, t)‖Ω dt,

а
◦
H 1(Ω) является подпространством H1(Ω), состоящим из функций, обращающихся в ноль на границе.

В статье используются стандартные обозначения пространств Лебега и Соболева Lp(Ω) и W l
p(Ω), l, p ≥ 1,

Hk(Ω) := W k
2 (Ω), k ≥ 1, а символ ◦ означает, что функции обращаются в ноль на ST . L2 — нормы функций

в Ω и QT обозначаются ‖ · ‖Ω и ‖ · ‖QT
соответственно. Также используются нормы

‖∇w‖2A,Ω :=

∫
Ω

A∇w · ∇wdx, ‖∇w‖2A,QT
:=

T∫
0

‖∇‖2A,Ωdt

и

‖y∗‖2A−1,Ω :=

∫
Ω

A−1y∗ · y∗dx, ‖y∗‖2A−1,QT
:=

T∫
0

‖y∗‖2A−1,Ωdt.

Для разности значений функции при t = t1 и t = t2 ≥ t1 используется обозначение[∣∣ g(t)
∣∣]t2
t1

:= g(t2)− g(t1),

а z+ := max{0, z}. Производные функции v по пространственным переменным xi обозначаются v,i, а vt обо-
значает производную по времени. Операторы∇ и div означают градиент и дивергенцию по пространственным
переменным. Замыкание (в норме H1(QT )) множества гладких функций, которые обращаются в ноль вблизи
ST обозначаетсяH(QT ). Это гильбертово пространство со скалярным произведением

(u, v)H :=

∫
QT

(uv + utvt +∇u · ∇v) dxdt

и нормой ‖v‖H := (v, v)
1/2
H . Также мы будем использовать пространство векторно-значных функций Σ(QT ) :=

:= L2(QT ,Rd) и его подпространства

Y ∗(QT ) := {y∗ ∈ Σ(QT ), y∗t ∈ Σ(QT )} и Y ∗div(QT ) := {y∗ ∈ Σ(QT ), divy∗ ∈ L2(QT )},

которые снабжены нормами

‖y∗‖2Y ∗ := ‖y∗‖2 + ‖y∗t ‖2 и ‖y∗‖2div := ‖y∗‖2 + ‖divy∗‖2

соответственно.
Математические свойства уравнений типа (1.1) изучались многими авторами (см., например, [1–4]). Обоб-

щенное решение определяется как функция u ∈ V0(QT ), удовлетворяющая интегральному тождеству∫
QT

(δuttw + utw + A∇u · ∇w + νuw) dxdt =

∫
QT

fwdxdt ∀w ∈ V0(QT ) := H(QT ) ∩H2(QT ) (1.9)

и условиям (1.3) и (1.4).
Если d = 1, то (1.1) совпадает с хорошо известным телеграфным уравнением, которое описывает распро-

странение электрического сигнала. При d > 1 рассмотрение (1.1)–(1.4) мотивировано рядом физических со-
ображений [5]. При моделировании процессов переноса в теории жидкости и газа уравнения подобного вида
имеют ряд преимуществ по сравнению с соответствующими параболическими уравнениями [6], поскольку пер-
вый член уравнения играет роль регуляризатора и улучшает свойства конечномерных задач, возникающих при
аппроксимации системы.

Точное решение задачи (1.1)–(1.4), как правило, построить не удается и оно замещается некоторым прибли-
жением v. Неизбежно возникает вопрос: насколько v отличается от u? Нас интересует ответ на этот вопрос не в
асимптотическом смысле, т.е. не априорные оценки погрешности (как, например, те что показывают скорость,
с которой галеркинская аппроксимация uh на сетке с характерным размером ячейки h стремится к u в некото-
рой метрике при h→ 0). Асимптотические оценки устанавливают принципиальную правильность избранного
метода аппроксимации при выполнении ряда дополнительных условий (обычно это регулярность решения,
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ограничения на структуру сетки и требование абсолютной точности вычислений). Кроме того, эти оценки со-
держат константы, зависящие от точного решения. Значения констант как правило неизвестны, а возможные
их оценки часто являются весьма грубыми и могут сильно переоценивать истинную величину.

Априорные оценки важны в теоретическом плане, но малопригодны для оценки точности конкретного при-
ближенного решения, полученного в реальных вычислениях. Для этой цели используются так называемые апо-
стериорные оценки. Существует несколько подходов к построению таких оценок (см., например, монографии
[7–10]). Часто апостериорный анализ сводится к получению просто вычисляемого индикатора погрешности,
главная цель которого состоит в предоставлении информации, необходимой для адаптации конечномерного
подпространства используемого для аппроксимации решения. В частности, индикаторы основанные на усред-
нении градиента (gradient averaging) или на анализе невязки уравнения (residual based), широко используются
для адаптации сетки в методе конечных элементов. Работоспособность этих методов существенно зависит от
ряда условий, которые предъявляются к приближенному решению (галеркинская ортогональность), точному
решению (регулярность) и вычислительной сетке. Аналогичные условия возникают при использовании других
индикаторов. Как правило, индикаторы дают некоторое представление о распределении ошибки в области, но
не могут гарантированно оценить величину отклонения приближенного решения от точного. Для получения
полностью гарантированных и вычисляемых оценок необходимо несколько иначе сформулировать саму задачу
контроля точности и использовать для ее решения другие (более общие) методы. Это привело к возникнове-
нию класса так называемых функциональных апостериорных оценок (a posteriori estimates of the functional type),
которые выполняются для любых функций из функционального класса, содержащего обобщенное решение за-
дачи. Подробное изложение соответствующей теории можно найти в монографии [9].

Основой для получения апостериорных оценок функционального типа являются тождества, которые уста-
навливают равенство между мерами отклонения произвольной функции от точного решения и некоторым
функционалом, зависящим от этой функции и данных задачи. Для эллиптических и параболических уравнений
такие тождества и вытекающие из них оценки были ранее исследованы в [11–16] и ряде других работ, ссылки
на которые даны в указанных публикациях.

В данной статье тождества для мер отклонений произвольных функций от точного решения получены для
начально–краевой задачи (1.1)–(1.4) (Теорема 1). Их левые части представляют собой некоторые меры откло-
нения функций от решения задачи, а правые содержат комплексы, которые можно трактовать как невязки в со-
отношениях, которые определяют уравнение и начальные условия рассматриваемой задачи. Важно отметить,
что эти меры имеют вполне определенный вид. Они автоматически возникают при преобразовании соотноше-
ний, определяющих обобщенное решение задачи. Фактически меры индуцируются самим дифференциальным
уравнением и в этом смысле являются наиболее естественными характеристиками точности приближенных ре-
шений. Правые части тождеств также содержат неизвестные функции e и e∗, которые, однако, можно оценить
и подчинить упомянутым мерам. Это можно сделать различными способами. Один из вариантов подробно рас-
смотрен в § 3. Здесь же показано как оценки можно использовать для учета ошибок, связанных с неточностью
в данных задачи. Заключительный § 4 содержит несколько примеров, целью которых является численная про-
верка тождеств (2.4) и (2.5), а также работоспособности оценок, полученных в § 3.

2. ТОЖДЕСТВА ДЛЯ ОТКЛОНЕНИЙ ОТ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1.1)–(1.4)

Уравнение (1.1) удобно записать в виде

δutt + ut − divp∗ + νu = f в QT , (2.1)

p∗ = A∇u, (2.2)

введя в рассмотрение вектор-функцию p∗ (поток). Пусть v(x, t) является приближением функции u(x, t), а век-
тор функция y∗(x, t) рассматривается в качестве приближения точного потока p∗(x, t) и

v ∈ V0(QT ), y∗ ∈ Q∗(QT ) := Y ∗(QT ) ∩ Y ∗div(QT ). (2.3)

Функции e := v − u и e∗ := y∗ − p∗ являются отклонениями от решения u и соответствующего потока p∗.
Определим функционалы

µ1(e, T ) := 2

T∫
0

(
‖∇e‖2A,Ω + ‖e‖2ν,Ω + ‖et‖21−δ,Ω

)
dt + E(T )
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и

µ2(e, e∗, T ) :=

T∫
0

(
‖∇e‖2A,Ω + ‖e∗‖2A−1,Ω + 2‖e‖2ν,Ω + 2‖et‖21−δ,Ω

)
dt + E(T ),

где

E(t) :=

∫
Ω

(
(1 + ν− δ)|e|2 + δ|e + et|2 + A−1e∗ · e∗

)
dx.

Нетрудно видеть, что µi ≥ 0, i = 1, 2, µi = 0 в том и только том случае, когда v совпадает с u, а y∗ с p∗. Таким
образом, µi(e, e

∗) можно рассматривать как меры отклонения v и y∗ от u и p∗. Фактически µ1(e, T ) образована
квадратом энергетической нормы, естественной для задачи (2.1), (2.2), а µ2(e, e∗, T ) отличается от нее введени-
ем слагаемого, контролирующего норму отклонения в терминах потока.

Определим функции

S(v, y∗) := A∇v − y∗ и R(v, y∗) := f − δvtt − vt + divy∗ − νv,

которые можно рассматривать как невязки в соотношениях (2.1) и (2.2). Следующая теорема устанавливает
интегральное тождество, связывающее эти функции с мерами µ1 и µ2.

Теорема 1. При выполнении условий (1.5), (1.6) и (2.3) имеют место тождества

µ1(e, T ) = E(0) +
[∣∣ ‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω

∣∣]T
0

+ 2

T∫
0

∫
Ω

(
(S(v, y∗)− St(v, y∗)) · ∇e−R(v, y∗)(e + et)

)
dxdt (2.4)

и

µ2(e, e∗, T ) = E(0) + ‖S(v, y∗)‖2A−1,QT
− 2

∫
QT

(
St(v, y∗) ·A−1e∗ +R(v, y∗)(e + et)

)
dxdt. (2.5)

Доказательство. Преобразуем интегральное тождество (1.9) к виду∫
QT

(δ(u− v)ttw + (u− v)tw + A∇(u− v) · ∇w + ν(u− v)w)dxdt =

=

∫
QT

(
(f − δvtt − vt − νv)w −A∇v · ∇w

)
dxdt ∀w ∈ V0(QT ) (2.6)

и используем тот факт, что ∫
Ω

(wdivy∗ +∇w · y∗)dx =

∫
Γ

w(y∗ · n)ds = 0. (2.7)

Тогда для w = u− v тождество (2.6) можно записать в виде∫
QT

(δette + ete + A∇e · ∇e + νe2) dxdt =

∫
QT

S(v, y∗) · ∇e dxdt−
∫
QT

R(v, y∗) edxdt. (2.8)

Поскольку ∫
QT

etedxdt =
1

2

[∣∣ ‖e‖2Ω ∣∣]T
0

и ∫
QT

δette =

∫
QT

δ(
1

2
(e2)tt − e2

t )dxdt =
[∣∣ ∫

Ω

δet e
∣∣]T

0
− ‖et‖2δ,QT

,

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 5 2024



МЕРЫ ОТКЛОНЕНИЙ ОТ РЕШЕНИЙ ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 823

где ‖et‖2δ,QT
:=

∫
QT

δ|et|2dxdt, то из (2.8) следует что для любых v и y∗ имеет место равенство

T∫
0

‖∇e‖2A,Ω + ‖e‖2ν,QT
+

1

2

[∣∣ ‖e‖2Ω ∣∣]T
0

+
[∣∣ ∫

Ω

δet e
∣∣]T

0
− ‖et‖2δ,QT

=

∫
QT

S(v, y∗) · ∇edxdt−
∫
QT

R(v, y∗)edxdt. (2.9)

Положим в (2.6) w = −et и используем тождество, аналогичное (2.7). В результате имеем тождество∫
QT

(δettet + etet + A∇e · ∇et + νete) dxdt =

∫
QT

S(v, y∗) · ∇etdxdt−
∫
QT

R(v, y∗)etdxdt. (2.10)

Первое слагаемое в правой части (2.10) преобразуем следующим образом:∫
QT

(A∇v − y∗) · ∇et dxdt =

∫
QT

A−1(A∇v − y∗) ·A∇(vt − ut) dxdt =

=

∫
QT

A−1(A∇v − y∗) · (A∇v − y∗)t dxdt +

∫
QT

(∇v −A−1y∗) · (y∗t − p∗t ) dxdt.

Поскольку

t∫
0

∫
Ω

A−1S(v, y∗) · St(v, y∗)dxdt =
1

2

t∫
0

∫
Ω

∂

∂t
A−1S(v, y∗) · S(v, y∗)dxdt =

1

2

[∣∣ ‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω

∣∣]t
0
, (2.11)

приходим к равенству∫
QT

(A∇v − y∗) · ∇et dxdt =
1

2

[∣∣ ‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω

∣∣]T
0

+

+

∫
QT

(∇v −A−1p∗) · (y∗t − p∗t ) dxdt−
∫
QT

A−1(y∗ − p∗) · (y∗t − p∗t ) dxdt. (2.12)

С учетом того, что∫
QT

(∇v −A−1p∗) · (y∗t − p∗t ) dxdt =

∫
QT

∇e · (y∗t −A∇vt)dxdt +

∫
QT

∇e · (A∇vt − p∗t ) dxdt =

=

∫
QT

∇e · (y∗t −A∇vt)dxdt +

∫
QT

A∇e · ∇et dxdt =

= −
∫
QT

St(v, y∗) · ∇e dxdt +

∫
QT

A∇e · ∇et dxdt, (2.13)

и ∫
QT

A−1(y∗ − p∗) · (y∗t − p∗t ) dxdt =

∫
QT

A−1e∗ · e∗t dxdt =
1

2

[∣∣ ‖e∗‖2A−1,Ω

∣∣]T
0
, (2.14)

представляем (2.12) в виде∫
QT

(A∇v − y∗) · ∇et dxdt =
1

2

[∣∣ ‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω

∣∣]T
0
−

−
∫
QT

St(v, y∗) · ∇e dxdt +

∫
QT

A∇e · ∇et dxdt−
1

2

[∣∣ ‖e∗‖2A−1,Ω

∣∣]T
0
.
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Учитывая, что ∫
QT

δettetdxdt =
1

2

[∣∣ ‖et‖2δ,QT

∣∣]T
0

и
∫
QT

νetedxdt =
1

2

[∣∣ ‖e‖2ν,Ω ∣∣]T
0
,

мы теперь можем записать (2.10) в виде

1

2

[∣∣ ‖et‖2δ,QT
+ ‖e∗‖2A−1,Ω + ‖e‖2ν,Ω

∣∣]T
0

+ ‖et‖2QT
=

=
1

2

[∣∣ ‖S(v, y∗)‖2A−1,QT

∣∣]T
0
−
∫
QT

St(v, y∗) · ∇edxdt−
∫
QT

R(v, y∗)etdxdt. (2.15)

Суммируя (2.9) и (2.15), приходим к тождеству

‖∇e‖2A,QT
+ ‖e‖2ν,QT

+ ‖et‖21−δ,QT
+

1

2

[∣∣ ‖e‖2Ω +

∫
Ω

δet dx + ‖et‖2δ,QT
+ ‖e‖2ν,Ω + ‖e∗‖2A−1,Ω

∣∣]T
0

=

=

∫
QT

(S(v, y∗)− St(v, y∗)) · ∇edxdt−
∫
QT

R(v, y∗)(e + et)dxdt +
1

2

[∣∣ ‖S(v, y∗)‖2A−1,QT

∣∣]T
0
. (2.16)

Поскольку

1

2

([∣∣ ‖e‖2δ,Ω + 2

∫
Ω

δet edx + ‖et‖2δ,QT

∣∣]T
0

)
=

1

2

[∣∣ ‖e + et‖2δ,Ω
∣∣]T

0
,

левая часть (2.16) совпадает с 1
2µ1(e, T ). Умножив обе части на 2, получаем (2.4). Для доказательства тождества

(2.5) заметим, что

2

∫
Ω

S(v, y∗) · ∇edxdt = ‖∇e‖2A,Ω − ‖e∗‖2A−1,Ω + ‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω. (2.17)

Кроме того (см. (2.11)),∫
QT

St(v, y∗) · (∇e−A−1e∗)dxdt =

∫
QT

St(v, y∗) · (∇(v − u)−A−1(y∗ − p∗))dxdt =

=

∫
QT

St(v, y∗) ·A−1S(v, y∗)dxdt =
1

2

[∣∣ ‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω

∣∣]t
0
,

Поэтому

2

t∫
0

∫
Ω

St(v, y∗) · ∇edxdt = 2

t∫
0

∫
Ω

St(v, y∗) ·A−1e∗dxdt +
[∣∣ ‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω

∣∣]t
0
. (2.18)

С учетом (2.17) и (2.18) получаем

2

∫
Qt

(S(v, y∗)− St(v, y∗)) · ∇edxdt =

=

t∫
0

(
‖∇e‖2A,Ω − ‖e∗‖2A−1,Ω + ‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω

)
dt− 2

∫
Qt

St(v, y∗) ·A−1e∗dxdt−
[∣∣ ‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω

∣∣]t
0

и тождество (2.4) преобразуется в (2.5).
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Замечание 1. Если δ = 0, то E(T ) := ‖e(x, T )‖21+ν,Ω + ‖e∗(x, T )‖2A−1,Ω и тождества (2.4) и (2.5) принимают вид

T∫
0

(
2‖∇e‖2A,Ω + 2‖e‖2ν,Ω + 2‖et‖2Ω

)
dt + E(T ) =

= E(0) +
[∣∣ ‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω

∣∣]T
0

+ 2

T∫
0

∫
Ω

(
S(v, y∗)− St(v, y∗)) · ∇e−R(v, y∗)(e + et)

)
dxdt

и

T∫
0

(
‖∇e‖2A,Ω + ‖e∗‖2A−1,Ω + 2‖e‖2ν,Ω + 2‖et‖2Ω

)
dt + E(T ) =

= E(0) +

T∫
0

‖S(v, y∗)‖2A−1,Ωdt− 2

T∫
0

∫
Ω

(
St(v, y∗) ·A−1e∗ +R(v, y∗)(e + et)

)
dxdt,

где R(v, y∗) = divy∗ + f − vt − νv. Для ν = 0 и единичной матрицы A такие тождества были ранее получены
в [16].

Замечание 2. Подстановка û(x, t) = e−
t
2u(x, t) преобразует гиперболическое уравнение

utt − divA∇u + νu = f (2.19)

с условиями (1.2)–(1.4) в уравнение

ûtt + ût − divA∇û + ν̂û = f̂ , ν̂ =
1

4
+ ν, f̂ = fe−

t
2 (2.20)

с начальными условиями û(x, 0) = φ(x), ût(x, 0) = − 1
2φ(x) + ψ(x) и краевым условием û(x, t) = 0 на ST . Пусть

v(x, t) и y∗(x, t) являются приближениями функций u(x, t) и p∗(x, t) := A∇u. Функции v̂(x, t) := e−
t
2 v(x, t) и

соответствующий поток ŷ∗(x, t) := e−
t
2 y∗(x, t) можно рассматривать как приближенные решения задачи Коши

для уравнения (2.20), для которых выполняются тождества (2.4) и (2.5). При этом δ̂ = 1,

ê(x, t) = e−
t
2 e(x, t), ê∗(x, t) = e−

t
2 e∗(x, t), êt = e−

t
2

(
et −

1

2
e

)
, ê + êt = e−

t
2

(
1

2
e + et

)
,

а меры µ̂1(e, T ) и µ̂2(e, e∗, T ) для уравнения (2.20) имеют вид

µ̂1(ê, T ) := 2

T∫
0

(‖∇ê‖2A,Ω + ‖ê‖2ν̂,Ω)dt + Ê(T ),

µ̂1(ê, ê∗, T ) :=

T∫
0

(‖∇ê‖2A,Ω + ‖ê∗‖A−1,Ω + 2‖ê‖2ν̂,Ω)dt + Ê(T ),

где

Ê(t) :=

∫
Ω

(
|̂e + êt|2 + A−1ê∗ · ê∗ + ν̂|̂e|2

)
dx.

Таким образом, для (2.19) меры преобразуются в

µ1(e, T ) := 2

T∫
0

e−t
(
‖∇e‖2A,Ω + ‖e‖2ν̂,QT

)
+ E(T ),

µ2(e, e∗, T ) :=

T∫
0

e−t
(
‖∇e‖2A,Ω + ‖e∗‖A−1,Ω + 2‖e‖2ν̂,QT

)
+ E(T ),
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где

E(t) := e−t
∫
Ω

(
|1
2
e + et|2 + A−1e∗ · e∗ + ν̂|e|2

)
dx.

С учетом того, что

R̂(v̂, ŷ∗) = e−
t
2R(v, y∗), Ŝ(v̂, ŷ∗) = e−

t
2S(v, y∗),

Ŝt(v̂, ŷ∗) = e−
t
2

(
St(v, y∗)−

1

2
S(v, y∗)

)
,

получаем тождества для задачи Коши, связанной с гиперболическим уравнением (2.19):

µ1(e, T ) = E(0) +
[∣∣ e−t‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω

∣∣]T
0

+

+

T∫
0

∫
Ω

e−t
((

3S(v, y∗)− 2St(v, y∗)
)
· ∇e−R(v, y∗)(e + 2et)

)
dxdt (2.21)

и

µ2(e, e∗, T ) = E(0) + ‖e−t/2S(v, y∗)‖2A−1,QT
+

+

∫
QT

e−t
(

(S(v, y∗)− 2St(v, y∗)) ·A−1e∗ −R(v, y∗)(e + 2et)
)
dxdt. (2.22)

3. ОЦЕНКИ, ВЫТЕКАЮЩИЕ ИЗ ТОЖДЕСТВ (2.4) И (2.5)

Тождества установленные в разд. 2 позволяют получать апостериорные оценки точности приближенных ре-
шений. Также они позволяют сравнивать решения различных задач, которые могут отличаться коэффициен-
тами или начальными условиями. Эти два случая рассматриваются ниже.

3.1. Апостериорные оценки

Для того чтобы получить полностью вычисляемые оценки для мер отклонения от решения необходимо в
тождествах (2.4) и (2.5) оценить интегралы, которые стоят в правых частях и содержат неизвестные величины e,
et и e∗. Это можно сделать разными способами. Рассмотрим наиболее простой, основанный на использовании
интегральных неравенств Юнга. Определим вектор α = {α1,α2,α3,α4}, где

αi ∈ L∞+ (0, T ) :=
{
α(t) ∈ L∞(0, T ), α(t) > 0, ∀t ∈ [0, T ]

}
, i = 1, 2, 3, 4.

Имеют место следующие неравенства:

2

∣∣∣∣∣∣
∫
QT

(S(v, y∗)− St(v, y∗)) · ∇edxdt

∣∣∣∣∣∣ ≤
T∫

0

(
1
α1
‖S(v, y∗)− St(v, y∗)‖2A−1,Ω + α1‖∇e‖2A,Ω

)
dt, (3.1)

2

∣∣∣∣∣∣
∫
QT

St(v, y∗) ·A−1e∗dxdt

∣∣∣∣∣∣ ≤
T∫

0

(
1
α2
‖St(v, y∗)‖2A−1,Ω + α2‖e∗‖2A−1,Ω

)
dt, (3.2)

2

∣∣∣∣∣∣
∫
QT

R(v, y∗)(e + et)dxdt

∣∣∣∣∣∣ ≤
T∫

0

(
κ‖R(v, y∗)‖2Ω + α3‖e‖2Ω + α4‖et‖2Ω

)
dt, (3.3)

где κ =
α3 + α4

α3α4
. Также заметим, что

T∫
0

α3‖e‖2Ωdt ≤
T∫

0

(α3 − 2ν)+‖e‖2Ωdt +

T∫
0

2ν‖e‖2Ωdt ≤
T∫

0

(α3 − 2ν)+C
2
Ωc
−1
1 ‖∇e‖2A,Ωdt +

T∫
0

2ν‖e‖2Ωdt. (3.4)
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Из тождеств (2.4) и (2.5) с учетом (3.1)–(3.4) следуют оценки

[] e [] 2
1 ≤ M1(v, y∗), (3.5)

[] e; e∗ [] 2
2 ≤ M2(v, y∗). (3.6)

Функционалы, стоящие в правых частях (3.5) и (3.6), задаются соотношениями

M1(v, y∗) := E(0) +
[∣∣‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω

∣∣]T
0

+

T∫
0

(
1
α1
‖S(v, y∗) − St(v, y∗)‖2A−1,Ω + κ‖R(v, y∗)‖2Ω

)
dt

и

M2(v, y∗) := E(0) + ‖S(v, y∗)‖2A−1,QT
+

T∫
0

(
1
α2
‖St(v, y∗)‖2A−1,Ω + κ‖R(v, y∗)‖2Ω

)
dt.

Они зависят только от известных функций и легко вычисляются. Левые части задаются комбинированными
нормами

[] e [] 1 :=

E(T ) +

T∫
0

(
λ1‖∇e‖2A,Ω + λ3‖et‖2Ω

)
dt

1/2

и

[] e; e∗ [] 2 :=

E(T ) +

T∫
0

(
λ̃1‖∇e‖2A,Ω + λ2‖e∗‖2A−1,Ω + λ3‖et‖2Ω

)
dt

1/2

,

где

λ1 := 2− α1 − (α3 − 2ν)
+
C2

F c
−1
1 , λ̃1 := λ1 − 1, λ2 := 1− α2, λ3 := 2(1− δ)− α4, (3.7)

а параметры выбираются так, чтобы весовые функции λi(t) были неотрицательны.

Замечание 3. Если δ > 1, то сделав замену переменной t̃ = 1
%
t, с % > δ для ũ(x, t̃) = u(x, 1

ρ
t) получаем уравнение

δ̃ũt̃t̃ + ũt̃ − ρdivA∇̃ũxx + νũ = f,

где δ̃ := δ

ρ
< 1, t̃ ∈ [0, T̃ ] и T̃ := 1

%
T . Для начально-краевой задачи с условиями ũ(x, 0) = φ, ũt̃(x, 0) = %ψ

полученные выше оценки применимы.

3.2. Оценки ошибок, связанных с данными задачи

Тождества, установленные в теореме 1, позволяют сравнить решение задачи (1.1)–(1.4) с решением û, кото-
рое удовлетворяет такому же уравнению, но с другими начальными условиями:

û(x, 0) = φ̂(x), ût(x, 0) = ψ̂(x).

Функции eφ := φ̂− φ и eψ := ψ̂− ψ характеризуют разницу в начальных данных.
Нетрудно видеть, что для v = û и y∗ = A∇û имеют место равенства S(v, y∗) = 0 иR(v, y∗) = 0. Поэтому из

(2.4) следует, что при любом T выполняется тождество

T∫
0

(
‖∇e‖2A,Ω + ‖e‖2ν,Ω + ‖et‖21−δ,Ω

)
dt +

1

2
E(T ) = (3.8)

=
1

2

∫
Ω

(
(1 + ν− δ)|eφ|2 + δ|eφ + eψ|2 + A∇eφ · ∇eφ

)
dx = E(0).
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Поскольку с ростомT интеграл в левой части (3.8) может только возрастать, аE(0) не зависит отT , это тождество
показывает, что E(T ) монотонно убывает. При этом E(T ) не может стремиться к положительной величине (так
как в этом случае интеграл в (3.8) будет неограниченно возрастать с ростом T ). Таким образом, E(T ) стремится
к нулю. В частности, если f = 0, то при любых начальных данных решение затухает и стремится к нулю при
T → +∞. Из (2.5) следует аналогичная оценка, которая отличается от (3.8) заменой первого слагаемого в левой
части на сумму 1

2‖∇e‖
2
A,Ω + 1

2‖e
∗‖2A−1 .

С помощью (3.5) и (3.6) можно оценить разность между решениями двух задач с разными коэффициентами.
В частности, такая ситуация возникает, если надо оценить насколько серьезно изменится решение при упроще-
нии данных, например при сглаживании незначительных осцилляций коэффициентов. Для широкого класса
линейных и нелинейных эллиптических уравнений этот вопрос подробно рассматривается в монографии [12].
Аналогичная проблема возникает при анализе погрешностей индуцированных неточной (неполной) инфор-
мацией о данных (так называемая Uncertain Input Data Problem). Поскольку оценки (3.5) и (3.6) не требуют
каких-либо особых свойств (ортогональности относительно некоторого множества, дополнительной регуляр-
ности и т.п.) их нетрудно использовать и для решения таких вопросов.

Пусть û и ŷ∗ определяют решение с матрицей Â вместо A, ν̂ вместо ν и δ̂ вместо δ. В этом случае

R(û, ŷ∗) = εδûtt + ενû, ‖S(v, y∗)‖2A−1,Ω =

∫
Ω

B∇û · ∇ûdx,

где B := A−1(Â−A)(Â−A), εν := ν̂− ν и εδ := δ̂− δ. Поскольку

S(v, y∗)− St(v, y∗) = (A− Â)∇(û− ût) и R(û, p̂∗) = εδûtt + ενû,

то для e = û− u и e∗ = p̂∗ − p∗ с помощью (3.5) и (3.6) получаем оценки

[] e [] 2
1 ≤ E(0) +

[∣∣‖∇û‖2B,Ω

∣∣]T
0

+

T∫
0

(
1
α1
‖∇(û− ût)‖2B,Ω + κ‖εδûtt + ενû‖2Ω

)
dt (3.9)

и

[] e, e∗ [] 2
2 ≤ E(0) +

T∫
0

(
‖∇û‖2B,Ω + 1

α2
‖∇ût‖2B,Ω + κ‖εδûtt + ενû‖2Ω

)
dt, (3.10)

которые позволяют оценить насколько может измениться решение при изменении коэффициентов.

4. ПРИМЕРЫ

Выполнение тождеств (2.4) и (2.5), а также эффективность оценок (3.5) и (3.6) проверялось численно в серии
тестов. В качестве (1.1), (1.2) рассматривалась задача

δutt + ut − ρuxx = 0, u(0) = u(π) = 0 (4.1)

в области QT = [0, T ] × (0,π) при различных положительных δ и ρ. Решение этой задачи можно представить в
виде

u(x, t) = e
−

t

2δ
∞∑
j=1

sin(jx)Tj(t), (4.2)

где

Tj(t) =

{
aje

ωjt + bje
−ωjt, j ≤ Nδ,

aj sin(ωjt) + bj cos(ωjt), j > Nδ,

ωj :=
1

2δ

√
|1− 4ρδj2|,
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а Nδ это целая часть 1

2
√
δρ

. Начальные условия для (4.1) задаются соотношениями

φ(x) =
∞∑
j=1

qj sin(jx), qj =

{
aj + bj , j ≤ Nδ,
bj , j > Nδ

ψ(x) =
∞∑
j=1

sin(jx)(rj − 1
2δqj), rj =

{
ωj(aj − bj), j ≤ Nδ,
ωjaj , j > Nδ.

Левые части оценок (3.5) и (3.6) приобретают вид

[] e [] 2
1 =

T∫
0

π∫
0

(
λ1ρ|ex|2 + λ3|et|2

)
dxdt + E(T ),

[] e, e∗ [] 2
2 =

T∫
0

π∫
0

(
λ̃1ρ|ex|2 +

λ2

ρ
|e∗|2 + λ3|et|2

)
dxdt + E(T ),

где в соответствии с (3.7)

λ1 = 2− α1 − α3C
2
F (Ω), λ̃1 := λ1 − 1, λ2 := 1− α2, λ3 := 2− α4,

а параметры удовлетворяют условиям α2 ≤ 1, α1 + α3C
2
F (Ω) ≤ 1, α4 ≤ 2.

Функции v выбираются в виде

v(x, t) = u(x, t) +
m∑
j=1

λjχj(x)τj(t) + e0(x) + tg0(x), (4.3)

где e0, g0, λj и χi – некоторые заданные функции такие, что χj(0) = χj(π) = 0 и τ(0) = 0. В зависимости от
выбора e0 и g0 функция v может удовлетворять или не удовлетворять условиям (1.3) и (1.4). Выбирая величину
параметров λj можно получать как весьма близкие аппроксимации решения, так и функции, которые сильно
от него отклоняются. Функции y∗(x, t) выбирались в виде

y∗ = ρvx − ϕ(x, t). (4.4)

В этом случае

S(v, y∗) = ϕ(x, t), St(v, y∗) = ϕt(x, t),

R(v, y∗) = R(v)− ϕx(x, t), R(v) = −δvtt − vt + ρvxx.

В частности, если ϕ(x, t) = 0, то y∗ определяется с помощью равенства (2.2) (что соответствует нередко при-
меняемому в вычислительной практике варианту, когда поток реконструируется с помощью определяющего
физического закона и градиента приближенного решения). Функция ϕ позволяет рассмотреть и другие вари-
анты, например она может рассматриваться как корректор. Заметим, что левая часть оценки (3.5) не зависит от
y∗, поэтому оценку можно улучшить за счет минимизации мажоранты по ϕ. Оптимальная реконструкция y∗ на
основе приближенного решения v достигается, если ϕ минимизирует функционал

Jcorr(ϕ) :=

T∫
0

π∫
0

(1

ρ
|ϕ|2 +

1

α2ρ
|ϕt|2 + κ|ϕx|2 − 2κR(v)ϕx + κ|R(v)|2

)
dxdt,

на некотором множестве функций (в качестве последнего можно взять например функции вида ϕ(x, t) =

=
m∑
j=0

n∑
k=0

dij(x − π

2 )jtk). В большом количестве тестов с различными функциями u вида (4.2) и функциями v

и y∗ вида (4.3) (4.4) было проверено, что тождества (2.4) и (2.5) для мер отклонений от точных решений выпол-
няются, а оценки (3.5) и (3.6) дают правильное представление о величине отклонения. Некоторые результаты
обсуждаются ниже.

Пример 1. В первом примере a1 = 2, a2 = 3, a4 = 1, b1 = 1, b3 = 0.5, δ = 0.3, ρ = 1. Функции e0 и
g0 выбраны так, что начальные условия выполняются. Решение задачи в области (0,π) × (0, 1) и функции e,
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Фиг. 1. Решение u и функции e и e∗.

Фиг. 2. Пример 1. Меры [] e [] и [] e, e∗ [] и их оценки.

et, ex и e∗ представлены на фиг. 1. Функция φ равна нулю. Этот пример соответствует достаточно хорошей
аппроксимации, которая удовлетворяет начальным и краевым условиям.

Тождества (2.4) и (2.5) выполняются при всех t ∈ (0, 1). На фиг. 2в горизонтальная прямая показывает отно-
шение правой части (2.4) к левой. Для (2.5) такое отношение также равно 1 при всех t. На фиг. 2а и 2б показано
как изменяются нормы [] e [] 1 и [] e, e∗ [] 2 с ростом t (нижние кривые). Также показаны значения соответствую-
щих мажорант M1 и M2 (верхние кривые). Поскольку абсолютные значения отклонений недостаточно инфор-
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Фиг. 3. Решение u и функции e и e∗.

Фиг. 4. Пример 2. Меры [] e [] и [] e, e∗ [] и их оценки.

мативны, на графиках представлены нормализованные значения, которые соотносят все данные величиной

[]u [] :=

 T∫
0

π∫
0

(
ρ|ux|2 +

1

ρ
|p∗|2 + |ut|2

)
dxdt

1/2

,
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Фиг. 5. Пример 3. Меры [] e [] и [] e, e∗ [] и их оценки.

которая характеризует само решение. Графики показывают, что для таких (достаточно близких к решению) ап-
проксимаций оценки работают хорошо. Величины I1 = M1

[] e [] 1
и I2 = M2

[] e,e∗ [] 1
(так называемые индексы эффек-

тивности) характеризуют точность оценок. Чем ближе эти значения к 1 тем лучше оценка. Значения индексов
эффективности для мажорант M1 и M2 представлены двумя кривыми на фиг. 2в. Видно что они переоценивают
истинную меру отклонения не более чем в 2–3 раза.

Пример 2. В этом примере a1 = 2, a2 = 1, a4 = 1, b1 = 1, b2 = 0.5, δ = 0.3, ρ = 0.5 а функции v и y∗ пред-
ставляют собой весьма грубые аппроксимации, которые не удовлетворяют начальным условиям задачи, так что
E(0) > 0. Соответствующие функции e и e∗ изображены на фиг. 3. Фиг. 4 показывает поведение мер отклонений
и соответствующих мажорант. Поскольку функция v нарушает начальные условия, соответствующие кривые не
равны нулю при t = 0. Мажоранты правильно отражают это обстоятельство и в целом качество оценок очень
хорошее.

Пример 3. Данные в этом примере отличаются от примера 1 тем, что здесь ρ = 0.01. Тождества (2.4) и (2.5)
выполняются при любых ρ > 0, однако эффективность оценок (3.5) и (3.6) может зависеть от величины этого
коэффициента. Данный пример показывает, что даже при малых значениях ρ оценки могут оставаться работо-
способными (см. фиг. 5).

В заключение отметим, что оценки (3.5) и (3.6) были получены из тождеств весьма простым способом. Они
обеспечивают гарантированную мажоранту меры отклонения, но можно ожидать, что в определенных ситу-
ациях эта мажоранта будет сильно переоценивать истинное значение. Эта трудность преодолима поскольку
тождества (2.4) и (2.5) позволяют получать и более точные оценки. В контексте уравнений эллиптического ти-
па этот вопрос подробно рассмотрен в работах [13] и [15].
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Abstract. The article presents integral identities that hold for the difference between the exact solution
of the initial-boundary value problem for a parabolo-hyperbolic equation and any function from the
corresponding energy class. These identities allow for the derivation of two-sided a posteriori estimates
for approximate solutions to the corresponding Cauchy problem. The left side of the estimate provides
a natural measure of deviation from the solution, while the right side depends only on the problem data
and the approximate solution itself, making it computable. The obtained estimates are utilized to compare
solutions of Cauchy problems for both the parabolic equation and the parabolo-hyperbolic equation with a
small parameter in the second time derivative. Additionally, the estimates enable a quantitative assessment
of the effects arising from inaccuracies in initial data and coefficients of the equation.
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Принято считать, что схема стабилизирующей поправки с центральными разностями по пространственным
переменным для уравнения переноса в 3-мерном случае является условно устойчивой. В настоящей рабо-
те показано, что, строго говоря, эта схема абсолютно неустойчива. Однако область неустойчивых гармоник
в пространстве волновых векторов и величина их инкрементов быстро стремятся к нулю при стремлении
параметра Куранта к нулю, что позволяет успешно использовать эту схему. Поэтому правильнее говорить о
практически условной устойчивости данной схемы. Библ. 3. Фиг. 4.

Ключевые слова: устойчивость конечно-разностных схем в многомерном случае, метод дробных шагов, схема
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1. ВВЕДЕНИЕ

Оператор, соответствующий уравнению переноса ∂
∂t +V1

∂
∂x1

+V2
∂

∂x2
+V3

∂
∂x3

, входит во многие уравнения,
описывающие сплошные среды (гидро-, газо-, гео-, плазмодинамика). Поэтому выбор конечно-разностных
схем для успешного решения уравнения переноса

∂u

∂t
+ V1

∂u

∂x1
+ V2

∂u

∂x2
+ V3

∂u

∂x3
= 0 (1)

и знание свойств этих схем очень важен. Уравнения, в которые входит оператор переноса, могут быть очень
сложными и нелинейными, и связаны с другими уравнениями. Поэтому на практике часто ограничивают-
ся первым порядком аппроксимации по времени ∂u/∂t ≈ (un+1 − un)/τ (обозначения стандартные). Одна-
ко по пространственным переменным первого порядка обычно недостаточно. Так использование простейшей
условно-устойчивой явной схемы с учетом знака скорости первого порядка по пространственной переменной
зачастую дает плохие результаты, так как эта схема обладает большой схемной вязкостью и конечно-разностное
решение подвержено сильной нефизической диффузии. Явная схема с аппроксимацией пространственных
производных центральной разностью с порядком аппроксимации O(τ, h2)

un+1
i,j,k − un

i,j,k

τ
+ V1

un
i+1,j,k − un

i−1,j,k

2h1
+ V2

un
i,j+1,k − un

i,j−1,k

2h2
+ V3

un
i,j,k+1 − un

i,j,k−1

2h3
= 0 (2)

абсолютно неустойчива. Использование абсолютно устойчивой полностью неявной схемы наталкивается на
известные сложности реализации, которые преодолеваются с помощью схем с дробными шагами [3]. При этом,
если в двумерном случае абсолютной устойчивостью обладают различные варианты метода дробных шагов, то
в трехмерном случае проблемы сохраняются [3]. Потеря безусловной устойчивости схем в трехмерном случае
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имеет место для всех схем, приводимых к канонической форме: схемы приближенной факторизации, стабили-
зирующей поправки и предиктор-корректор [1, 2]. Более того, например, трехмерный аналог схемы продольно-
поперечной прогонки для (1) оказывается абсолютно неустойчивым. В классических работах [1, 2] утвержда-
ется, что класс схем приближенной факторизации

(I + ατV3Λ3)(I + ατV2Λ2)(I + ατV1Λ1)
un+1 − un

τ
= −(V1Λ1 + V2Λ2 + V3Λ3)un, (3)

Λ1u
n = (un

i+1,j,k − un
i−1,j,k)/(2h1) ≈ ∂u/∂x1, Λ2u

n = (un
i,j+1,k − un

i,j−1,k)/(2h2) ≈ ∂u/∂x2,

Λ3u
n = (un

i,j,k+1 − un
i,j,k−1)/(2h3) ≈ ∂u/∂x3.

при параметреα > 1/2 обладает условной устойчивостью. Ниже будет показано, что это неправильно и схема (3)
абсолютно неустойчива. В (2), (3) индексы i, j, k и пространственные шаги h1, h2, h3 относятся к переменным
x1, x2, x3 соответственно.

Для выяснения условий устойчивости схемы (3) ищем ее решение в виде (i — мнимая единица, km — вол-
новые числа)

un
i,j,k = u0λ

n exp
(
i(k1h1i + k2h2j + k3h3k)

)
. (4)

Подставляя (4) в (3), в согласии с [1], имеем

(1 + iαd1)(1 + iαd2)(1 + iαd3)(λ− 1) + id = 0,

dm = τh−1
m Vm sin(kmhm), m = 1, 2, 3, d = d1 + d2 + d3.

Это дает

λ =
A + i(B − d)

A + iB
, (5)

A = 1− α2(d1d2 + d2d3 + d1d3), B = α(d− α2d1d2d3).

Условие устойчивости |λ| ≤ 1 дает (B−d)2 ≤ B2. Это неравенство можно переписать в нескольких эквивалент-
ных формах (

(1− α)d + α
3d1d2d3

)2 ≤ (αd− α3d1d2d3)2, (6)(
α
3d1d2d3 + (1− α)d

)2 ≤ (α3d1d2d3 − αd)2, (7)

2α3d1d2d3d ≤ (2α− 1)d2. (8)

В [1, 2] рассмотрен только случай d1d2d3 ≥ 0 и отмечены следующие свойства схемы, вытекающие из (6)–
(8).

1. Если хотя бы одно из dm равно нулю, то эти условия выполняются. В частности, в 2-мерном случае схема
абсолютно устойчива.

2. Из (6) видно, что для устойчивости при малых dm необходимо, чтобы α было больше 1/2.

3. При положительных d1, d2, d3 и d3 � d1, d2 условие (8) дает

d1d2 ≤ (2α− 1)/(2α3). (9)

То есть в этом случае устойчивость определяется меньшими dm. Условие (9) верно и для разных знаков
при |d3| � |d1|, |d2|. Это свойство важно, например, при получении решения в окрестности оси при ис-
пользовании цилиндрической и сферической систем координат.

4. При d1 = d2 = d3 = d0 формулы (6)–(8) дают

d20 ≤
3(2α− 1)

2α3
. (10)

При α > 1/2 условие (10) может быть удовлетворено. Причем максимальное d0 = 4/3 достигается при
α = 3/4. При α = 1 имеем d0 ≤

√
3/2 ≈ 1.225.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 5 2024



ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СХЕМЫ СТАБИЛИЗИРУЮЩЕЙ ПОПРАВКИ 837

На основании пп. 1–4, изложенных выше, в [1, 2] предполагается условная устойчивость (3) в 3-мерном
случае при α > 1/2. Но в [1, 2] есть принципиальная ошибка. Она состоит в том, что величины d1, d2, d3 могут
иметь разные знаки. Поэтому их сумма может быть малой, а произведение — значительным. Если знаки суммы
и произведения разные, то правая часть (7) будет заведомо меньше левой и условие устойчивости выполняться
не будет. Покажем это.

Без ограничения общности можно положить, что d1, d2 > 0, d3 < 0. В случае |d3| ≤ d1 + d2 величина d ≥ 0
и условие устойчивости (7) выполняется. При |d3| > d1 + d2 удобно ввести обозначение d3 = −(d1 + d2)(1 + ε),
ε > 0. В этом случае d = −(d1 + d2)ε < 0 и (7) дает 2α3d1d2(d1 + d2)2ε(1 + ε) ≤ (2α− 1)(d1 + d2)2ε2 или(

(2α− 1)− 2α3d1d2
)
ε ≥ 2α3d1d2.

Это условие может быть выполнено только если выполняется условие (9), т.е. d1, d2 достаточно малы. При этом
для устойчивости необходимо, чтобы ε было достаточно велико. В диапазоне

ε ∈

(
0 :

2α3d1d2
(2α− 1)− 2α3d1d2

)

условие устойчивости не выполняется. При d1, d2 → 0 ширина диапазона неустойчивости по ε уменьшается
пропорционально d1d2, а соответственно, по d3 — как d1d2(d1 + d2). Таким образом, неустойчивыми являют-
ся возмущения с волновыми векторами близкими к вектору

(
d1, d2,−(d1 + d2)

)
, который направлен поперек

вектора скорости. Для превышения квадрата модуля множителя перехода (5) над единицей имеем

|λ|2 − 1 =
d(d− 2B)

A2 + B2
=

(d1 + d2)ε

(
(d1 + d2)ε− 2

(
α
(
(d1 + d2)ε+ α2d1d2d3

)))
A2 + B2

=

=
(d1 + d2)2ε

(
2α3d1d2 − (2α− 1− 2α3d1d2)ε

)
A2 + B2

.

Так как A2 + B2 ≈ 1 при d1, d2 → 0, то в этом пределе максимум |λ|2 − 1 достигается в точке ε = α
3d1d2

(2α−1)−2α3d1d2

и равен (
|λ|2 − 1

)
max

=

(
α3d1d2(d1 + d2)

)2
2α− 1

.

Заметим, что при уменьшении α в диапазоне α ∈ (1/2 : 1), в отличие от случая положительных d1, d2, d3,
инкремент неустойчивости монотонно возрастает при уменьшении α. Таким образом, область неустойчивости
существует всегда (абсолютная неустойчивость), но при уменьшении d1, d2 ее ширина по d3 уменьшается как
куб, а превышение инкремента над 1 — как шестая степень d1, d2. Сказанное иллюстрирует фиг. 1, где показано
распределение превышения модуля множителя перехода над единицей |λ| − 1 при d1 = d2 = d0 в зависимости
от d0 и d3.

Для еще одной иллюстрации рассмотрим решения разностного аналога (3) уравнения (1) при α = 1 и V1 =
= V2 = V3 = 1 в единичном кубе с периодическими граничными условиями на равномерной сетке в виде
плоской волны

un
i,j,k = λ

n
N,M,L exp

(
i(2πNi/I0 + 2πMj/J0 + 2πLk/K0)

)
.

Фиг. 1. |λ| − 1 как функция d3 и d0 (d1 = d2 = d0) при α = 1. Область неустойчивости при d3 < 0 простирается до нуля.
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Фиг. 2. Зависимость инкремента γm от τ/h в случае расчетной области в виде единичного куба и равномерной сетки с оди-
наковыми шагами по всем направлениям (красная кривая) и в случае когда по одному из направлений число узлов в 4 раза
больше.

Величины dm в рассматриваемом случае имеют вид

d1 = (τ/h1) sin(2πN/I0), d2 = (τ/h2) sin(2πM/J0), d3 = (τ/h3) sin(2πL/K0).

Изучим зависимость максимального инкремента γm = max
N,M,L

|λN,M,L| − 1 от шагов сетки (фиг. 2). Величина γm

определялась численно перебором всех значений N , M и L. Рассмотрим случай I0 = J0 = K0, h1 = h2 = h3 =
h = 1/I0. При τ/h ≥ 1.2 инкремент γm уменьшается с уменьшением τ/h в соответствии с формулами работ [1,
2]. При этом γm соответствует гармоникам с d1 = d2 = d3. Но при τ/h < 1.2, в отличие от [1, 2], γm не равен
нулю, а изменяется в соответствии с развитыми выше представлениями. Он больше нуля, но резко падает при
уменьшении τ/h. При этом максимальный инкремент соответствует гармоникам с d3 ≈ −(d1 + d2).

Если в одном из направлений величины τV/h намного превышают эти величины в других направлениях, то
γm больше, чем в рассмотренном случае. На фиг. 2 зеленая кривая соответствует I0 = J0, K0 = 4I0, h = 1/I0.
Заметим, что дальнейшее увеличение отношения K0/I0 не оказывает существенного влияния на γm.

2. ЗАДАЧА С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Рассмотрим решение уравнения (1) с помощью схемы (3) с α = 1 в единичном кубе при периодических гра-
ничных условиях и V1 = V2 = V3 = 1. Начальное условие соответствовало локализованному вблизи центра рас-

четной области возмущению с гауссовым распределением u = exp
(
−
(
(x1−0.5)2+(x2−0.5)2+(x3−0.5)2

)
/R2

)
,

единичной амплитудой и R = 1/8. Если отношение τ/h < 1 (условие устойчивости [1, 2] выполнено), то на-
блюдается ожидаемая картина: возмущение переносится вдоль главной диагонали куба с постоянной скоро-
стью, исчезая на одной границе и появляясь на другой. В отличие от точного решения амплитуда возмуще-
ния umax = max

i,j,k
ui,j,k уменьшается со временем (фиг. 3). Это ожидаемо, так как большинство гармоник имеет

|λ| < 1. Со временем также происходит изменение формы решения. На временах, когда решение конечно-
разностной задачи совсем не соответствует решению дифференциальной задачи umax испытывает колебания.
Затем происходит бурный рост наиболее неустойчивых гармоник и umax устремляется к бесконечности.

Характерное время, в течении которого конечно-разностное решение еще примерно соответствует реше-
нию дифференциальной задачи (в качестве этого времени может выступать, например, момент времени, когда
амплитуда возмущения уменьшается на 20% от начальной) увеличивается при уменьшении шагов сетки в со-
ответствии с порядком аппроксимации схемы o(τ, h2). Если по одному из направлений взять намного более
мелкую сетку, например, K0 = 4I0, то эти результаты изменяться слабо, что ожидаемо.

Время яркого проявления неустойчивости в сотни раз превышает время, в течении которого конечно-
разностное решение еще приблизительно соответствует точному даже при τ/h ≈ 1. Поскольку максимальное
|λ| зависит от τ/h, а необходимое для достижения определенного времени число шагов по времени пропорцио-
нально τ−1, то время развития неустойчивости уменьшается с уменьшением шагов по пространству при посто-
янном τ/h. При уменьшении τ/h время развития неустойчивости резко увеличивается. Например, в рассмат-
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Фиг. 3. Зависимость umax от t, б — более подробно при малых временах. Вариант I0 = J0 = K0 = 100, τ/h = 0.5.

риваемой задаче при изменении τ/h от 1 до 0.5 оно увеличивается более чем в 10 раз. При различающихся в раз-
личных направлениях шагах сетки, например при J0 = I0, K0 = 4I0 (h = 1/I0), время развития неустойчивости
уменьшается в несколько раз, но по-прежнему намного превышает время соответствия конечно-разностного
решения точному решению. Заметим, что время проявления неустойчивости зависит не только от инкрементов
гармоник, но и от амплитуд этих гармоник, присутствующих в начальный момент времени.

Из представленных результатов можно сделать вывод, что для рассмотренной задачи можно считать схе-
му (3) практически условно устойчивой, но с условием более жестким, чем предсказывает [1, 2]. Рассматри-
ваемая неустойчивость присутствует и при малых τ/h, но она не успевает развиться: намного раньше решение
теряет смысл из-за потери точности.

3. ЗАДАЧА НА УСТАНОВЛЕНИЕ

Рассмотрим задачу, отличающуюся от предыдущей задачи граничными условиями по x1, которые имели вид

i = 1 : u = exp
(
−
(
(x2 − 0.5)2 + (x3 − 0.5)2

)
/R2

)
, i = I0 :

un+1
I0,j,k

− un
I0,j,k

τ
+ V1

un+1
I0,j,k

− un+1
I0−1,j,k

h1
= 0,

и нулевыми начальными условиями. Для более правильной передачи граничных условий дробный шаг с по-
правкой вдоль координаты x1 при реализации (3) производился в последнюю очередь.

Расчеты говорят о том, что, например, при I0 = J0 = K0 = 100 и 200 и τ/h = 1 решение неустойчиво. При-
чина этой неустойчивости, которая возникает у границы i = I0, связана с несовершенным граничным условием
на этой границе, целью которого является беспрепятственный вынос возмущения из расчетной области.

При τ/h = 0.5 на временах больше 1 устанавливается практически стационарное ожидаемое распределение
u (фиг. 4). Наблюдаемая небольшая рябь связана с несовершенством граничных условий при i = I0. Она по-
является по достижении возмущением этой границы и уменьшается при уменьшении шагов сетки. Решение,
формирующееся на временах порядка 1, долгое время сохраняет свою форму без изменений. Но ко времени
t ≈ 456 для I0 = 100 и t ≈ 270 для I0 = 200 постепенно возникает описанная выше неустойчивость, приводя-
щая к развалу решения, что соответствует развитым выше представлением.

Подчеркнем, что в реальных задачах расчет до таких больших времен бессмыслен: стационар достигается
намного раньше.

Заметим следующее: 1) введение вязкого члена χ∆u в правую часть (1) при малом χ = 10−4 сильно уменьша-
ет мелкомасштабную рябь и не дает развиться неустойчивостям, не влияя на главные гармоники; 2) примене-
ние явной схемы первого порядка с учетом знака скорости при тех же шагах сетки и при выполнении условия
устойчивости явной схемы (τ/h < 0.3) приводит к сильному нефизическому затуханию решения; 3) замена в
(3) даже одного оператора Λm на оператор направленной с учетом знака скорости разности первого порядка
сильно повышает устойчивость (3), но приводит к сильной, только что упомянутой, потере точности решения;
4) немонотонность конечно-разностного решения в рассмотренных задачах (при α = 1) не является сильной.
Напомним, что рябь на фиг. 4 связана с граничным условием.
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Фиг. 4. Распределение u в сечении x2 = x3 в стационаре (t < 400 — (а)) и в начале яркого проявления неустойчивости
(t = 500 — (б)). Величина s соответствует расстоянию по x2, x3: x2 = s/

√
2, x3 = s/

√
2. Вариант I0 = J0 = K0 = 100,

τ/h = 0.5.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, схема (3) строго говоря абсолютно неустойчива, но область неустойчивых гармоник в про-
странстве d1, d2, d3 узкая и сужается при d1, d2, d3 → 0 (при уменьшении τ/h) как (τ/h)3, а инкремент умень-

шается пропорционально
(
d1d2(d1 +d2)

)2 ∼ (τ/h)6. Поэтому неустойчивость зачастую не успевает развиваться
за время расчета. Существуют другие обстоятельства, которые при решении более сложных задач подавляют
обсуждаемую неустойчивость.

1. Наличие даже небольшой физической вязкости, диффузии и т.п.

2. Схемы для решения более сложных задач могут иметь запас устойчивости, связанный с аппроксимацией
других членов, компенсирующий обсуждаемую неустойчивость.

3. Во многих случаях скорость не является постоянной величиной во времени и пространстве.

4. Наличие градиентов часто приводит к возникновению скорости вдоль этих градиентов и прекращению
неустойчивости, так как в обсуждаемой неустойчивости возбуждаются возмущения с волновыми векто-
рами, направленными поперек вектора скорости.

5. Для развития неустойчивости все 3 компоненты скорости должны быть отличны от нуля. При решении
физических задач как правило координаты выбирают так, чтобы скорость была направлена преимуще-
ственно вдоль одного из направлений.

В итоге можно заключить, что схему стабилизирующей поправки можно считать “практически условно
устойчивой” с условием устойчивости вида V τ/h < C или (в случае сильно отличающихся скоростей) (9), но
величина C может быть ощутимо меньше, чем предсказывает [1, 2]. Также необходимо соблюдать осторож-
ность при расчетах на установление. При возникновении проблем рекомендуется уменьшить шаг по времени
или ввести очень малую вязкость.

Автор выражает благодарность В. М. Ковеня за полезные обсуждения.
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Abstract. It is generally accepted that the stabilizing correction scheme with central differences for spatial
variables in the 3D transport equation is conditionally stable. The work shows that, strictly speaking,
this scheme is absolutely unstable. However, the region of unstable harmonics in the wave vector space
and the magnitude of their increments rapidly approach zero as the Courant parameter tends to zero,
allowing successful use of this scheme. Therefore, it is more accurate to refer to this scheme as practically
conditionally stable.
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Основной целью работы является проверка гипотезы о том, что известный N-частичный статистический ал-
горитм дает оценку решения нелинейного уравнения Больцмана с погрешностью порядка O(1/N). Для этого
определяются практически важные оптимальные соотношения между значением N и числом n выборочных
значений оценки. Численные результаты для задачи с известным решением подтверждают удовлетворитель-
ность сформулированных оценок и выводов. Библ.14. Табл.3.
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ВВЕДЕНИЕ

Для построения и обоснования метода прямого статистического моделирования с целью нахождения при-
ближенного решения однородного по пространству нелинейного кинетического уравнения Больцмана может
быть использовано линейное интегральное уравнение, которое эквивалентно N-частичному уравнению Ка-
ца [1]. Однако использовать это уравнение непосредственно для построения стандартных весовых модифика-
ций моделирования [2] невозможно, так как его ядро представляет собой сумму взаимно сингулярных слага-
емых [3]. Для определенности далее будет рассматриваться задача об однородной релаксации простого одно-
компонентного газа, однако все построения весовой схемы носят общий характер и без труда переносятся на
более общие случаи. Итак, рассматривается физический процесс однородной релаксации простого одноком-
понентного газа, который описывается следующим нелинейным кинетическим уравнением Больцмана:

∂

∂t
f(v, t) =

∫
[f(v′, t)f(v′1, t)− f(v, t)f(v1, t)]× w(v′,v′1 |v,v1 )dv′dv′1dv1. (0.1)

Здесь f(v, t) – “одночастичная” функция плотности распределения по скорости v в момент времени t. В дан-
ном случае уравнение Больцмана записано с использованием условной плотности вероятности w перехода па-
ры скоростей частиц от (v′,v′1) к (v,v1). Удобство этой формы заключается в том, что она позволяет произвести
все построения в максимально общей форме и легко перейти к рассмотрению конкретного взаимодействия па-
ры частиц.

Плотность w(v′,v′1|v,v1) и дифференциальное сечение рассеяния частиц связаны следующим соотноше-
нием (см., например, [4]):

w(v′,v′1 |v,v1 ) = σ(h,Ω)δ1

(
(v − v1)2 − (v′ − v′1)2

2

)
× δ3

(
v + v1 − v′ − v′1

2

)
,

которое следует из того, что скорости (v′,v′1) и (v,v1) удовлетворяют законам сохранения импульса и энергии
при столкновении:

v + v1 = v′ + v′1, v2 + v2
1 = v′

2
+ v′

2
1.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке государственного задания ИВМиМГ СО РАН (проект 0251-2022-0002).
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Здесь h = |v − v1| – модуль относительной скорости сталкивающихся частиц, Ω – телесный угол поворота
относительной скорости при столкновении, δ1 и δ3 – одно- и трехмерная дельта-функции, соответственно:∫

δ1(h)dh = 1,

∫
δ3(v + v1)d(v + v1) = 1.

Функция f(v, t) удовлетворяет условию нормировки∫
f(v, t)dv = 1, t > 0.

Присоединяя к (0.1) начальные данные

f(v, t)|t=0 = f0(v), t ∈ (0, T ], v ∈ R3, (0.2)

получим задачу Коши для нелинейного уравнения Больцмана.
Численное решение задачи Коши (0.1), (0.2) мы будем понимать в смысле оценки линейных функционалов

от функции f(v, t) (в среднеквадратичной метрике).

1. N-ЧАСТИЧНЫЙ АЛГОРИТМ, ОЦЕНКА ПАРАМЕТРА ПОГРЕШНОСТИ

Перепишем уравнение (0.1) в виде

∂

∂t
f(v, t) = −

∫
f(v, t)f(v1, t)w(v′,v′1|v,v1)dv′dv′1dv1+

+
∫
f(v′, t)f(v′1, t)w(v′,v′1|v,v1)dv′dv′1dv1.

(1.1)

Полученное таким образом уравнение можно рассматривать как итерационное соотношение баланса при
условии, что плотность f(v1, t) известна — это соответствует предположению о “переносе хаоса” (chaos
propagation) при выводе уравнения (0.1) (см., например, [1]).

Соотношение (1.1) формально можно записать в виде линейного кинетического уравнения:

∂

∂t
f(v, t) = −ν(v)f(v, t) +

∫
f(v′, t) [f(v′1, t)w(v′, v′1|v, v1)dv′dv1] dv′, (1.2)

где ν(v) =
∫
f(v1, t)w(v′, v′1|v, v1)dv′dv′1dv1.

По аналогии с линейным кинетическим уравнением соотношение (1.2) формально задает “нелинейный”
марковский процесс [5], в котором изменения системы за время dt определяется ее состоянием в момент вре-
мени t. На этой основе строятся “пошаговые” дискретные вычислительные схемы, которые принято называть
методом Берда [6, 7]. Соотношение (1.2) фактически также позволило построить рассматриваемую математи-
ческую N-частичную модель.

В связи с этим для физического процесса однородной релаксации простого однокомпонентного газа хо-
рошо известна математическая модель [5], в основу которой положено представление о газе как об ансамбле
конечного числа взаимодействующих частиц. При выполнении определенных требований, накладываемых на
характеристики этого ансамбля и на стохастический процесс его эволюции во времени можно исследовать во-
прос о степени аппроксимации данной математической моделью рассматриваемого физического процесса. Од-
нородная релаксация простого газа описывается нелинейным кинетическим уравнением Больцмана (0.1) и его
решением является одночастичная функция распределения по скоростям. Для его приближенного решения
используется линейное интегродифференциальное уравнение, описывающее эволюцию ансамбля N частиц
во времени, так называемое “основное” кинетическое уравнение [4].

Используя условную плотность вероятности w(v′i,v
′
j |vi,vj ) = w(vi,vj

∣∣v′i,v′j ) перехода пары скоростей
частиц от (v′i,v

′
j) к (vi,vj), уравнение типа (0.1) для N-частичной модели можно записать в виде [4]:

∂

∂t
fN (t, V ) =

1

N − 1

∑
i<j

∫ {
fN (t, V ′ij)− fN (t, V )

}
w(v′i,v

′
j |vi,vj )dv′idv

′
j , (1.3)

где V = (v1,v2, ...,vN ) есть 3N-мерный вектор,

V ′ij = (v1,v2, ...,v
′
i, ...,v

′
j , ...,vN ),
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(v′i,v
′
j) и (vi,vj) – скорости пары частиц до и после столкновения соответственно, удовлетворяющие законам

сохранения момента и энергии,
∫
fN (t, V )dV = 1. Плотностьw и дифференциальное сечение σ(hij , χij) связаны

следующим соотношением:

w(v′i,v
′
j |vi,vj) = ρσ(hij , χij) δ1

(
(vi − vj)

2 − (v′i − v′j)
2

2

)
× δ3

(
vi + vj − v′i − v′j

2

)
,

где ρ – плотность среды; hij = |vi − vj |, χij – угол рассеяния.
Как указано в [1], модельный процесс стохастической кинетики системы из N частиц представляет собой

однородную цепь Маркова, переходы в которой осуществляются в результате элементарных парных взаимо-
действий. Плотность распределения времени между элементарными взаимодействиями в системе определя-
ется состоянием системы и является экспоненциальным. Участок N-частичной траектории, соответствующей
прямолинейному движению всех частиц между двумя последовательными элементарными взаимодействиями,
называется свободным пробегом системы. Вероятность элементарного взаимодействия в системе N частиц за
время dt равна ν(V )dt, где

ν(V ) =
1

N − 1

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

∫
w(vi,vj |v′i,v′j) dv′i dv′j =

1

N − 1

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

a(vi,vj) =
1

N − 1

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

ρ hij σt(hij),

а

σt(h) =

∫
σ(h,Ω) dΩ.

Вероятность того, что столкновение в системе N частиц реализует пара частиц с номерами i и j равна
a(vi,vj)/ν(V ), причем распределение новых скоростей частиц (v′i,v

′
j) определяется дифференциальным се-

чением столкновения пары

k(vi,vj → v′i,v
′
j) = w(v′i,v

′
j |vi,vj ) [ρ hij σt(hij)]

−1
, (1.4)

а скорости остальных частиц не изменяются. Время свободного пробега системы распределено с экспоненци-
альной плотностью p(t) = ν(V ) exp(−t ν(V )).

Этот алгоритм прямого моделирования хорошо известен. Он был эвристически сформулирован на основе
марковского характера стохастического процесса эволюции N-частичной системы [1].

Относительно основного кинетического уравнения (1.3) известно (см. [1]), что оно асимптотически при
N → ∞ эквивалентно уравнению Больцмана в предположении молекулярного хаоса, которое фактически
определяет форму интеграла столкновений в (0.1).Однако в [1] не приведена оценка скорости сходимости поN
решения “основного” кинетического уравнения, т. е. плотности соответствующего одночастичного распреде-
ления к решению уравнения Больцмана. По-видимому, напрямую она не может быть получена из приведенного
там доказательства. В связи с этим актуальна задача исследования зависимости решения N-частичного урав-
нения (1.3) от числа модельных частиц N , решению которой, как и работа [8], посвящена настоящая статья.

В [8] для простой модельной задачи были впервые получены результаты, позволяющие предположить, что
погрешность N-частичного алгоритма имеет порядок O(N−1)(хотя эвристически можно было ожидать поря-
док O(N−1/2)). На этой основе рассмотрим какой-либо функционал GN от решения fN (V, t) уравнения (1.3).
Предполагая аналитическую зависимость GN от 1/N , представим его в следующем виде:

GN = G∞ +
γ

N
+ O

(
1

N2

)
. (1.5)

Отсюда получаем оценку точного значения G∞ по двум уравнениям с N = N1, N2:

G∞ ≈ GN2
+

N1

N2 −N1
(GN2

−GN1
). (1.6)

Значение разности GN2
−GN1

может оказаться малым по сравнению со значениями GN2
, GN1

, поэтому для ее
вычисления, при сравнительно небольших N1, N2, целесообразно применять метод коррелированной выборки
(см. далее разд. 2).

Из (1.5) получаем также оценку величины γ:

γ = N1N2
GN2

−GN1

N1 −N2
, (1.7)

которая в [8] не вычислялась, так как проводились расчеты для сравнительно малых значений N1, N2.
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2. N-ЧАСТИЧНЫЙ АЛГОРИТМ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КОРРЕЛИРОВАННОЙ ВЫБОРКИ И
“МАЖОРАНТНОЙ ЧАСТОТЫ”

В работе [8] была использована так называемая “локальная оценка”, которая дает вклады в некоторый иско-
мый функционал z(t) от всех столкновений. Исследования, проведенные в [9] для решения задач переноса “со
временем”, показали, что алгоритм прямого подсчета числа частиц в заданные моменты времени может обеспе-
чивать не меньшую точность и тем самым быть менее трудоемким. Далее предварительно детально излагается
такой алгоритм для псевдомаксвелловских молекул. Моделирование N-частичной цепи Маркова производит-
ся согласно описанию, данному в разд. 1.

1. Предполагается, что система из N частиц стартует в момент времени t = 0, причем начальные скорости
частиц v(0)i , i = 1, 2, ..., N , выбираются соответственно заданной плотности f0(v).

Для реализации используемой далее коррелированной выборки рассматриваются два варианта системы:
с N = N1 и N = N2, N1 > N2, причем N1 начальных значений скорости частиц получаются дополнением
предварительно выбранных N2 значений.

2. Поскольку для псевдомаксвелловских молекул a(vi, vj) ≡ a0, то время τ свободного пробега соответству-
ющей системы выбирается соответственно плотности

p1(t) = (Na0/2) exp[−(Na0/2)t].

В случае, если рассматриваются не псевдомаксвелловские молекулы, то используется метод мажорантной ча-
стоты [4], в котором разыгрывается альтернатива: с вероятностью a(vi,vj)/M – столкновение реальное, где M
удовлетворяет неравенству a(vi,vj) 6 M , т.е. происходит изменение скоростей; с дополнительной вероятно-
стью – фиктивное столкновение, т.е. скорости частиц не изменяются.

3. Для реализации коррелированной выборки длины пробега в статье [8] предложен следующий алгоритм.
Временной шаг τ моделируется соответственно плотности σ exp(−στ), причем a0N2/2 6 σ 6 a0N1/2. После

выбора τ веса Q1, Q2, соответствующие ансамблям объемов N1, N2 пересчитываются по формулам:

Q1 = Q′1
a0N1

2σ
exp
(
−(a0N1/2− σ)τ

)
, Q2 = Q′2

a0N2

2σ
exp
(
−(a0N2/2− σ)τ

)
.

ЗдесьQ′1,Q′2 – веса на предыдущем шаге. Если на очередном свободном пробеге происходит пересечение задан-
ной временной границы T , то веса домножаются на отношения вероятностей этого события, т.е. на величины

exp
(
−(a0N1/2− σ)(T − t′)

)
, exp

(
−(a0N2/2− σ)(T − t′)

)
,

где t′ – момент столкновения, непосредственно предшествующего указанному пересечению. С учетом равен-
ства EQ1 = EQ2 = 1, очевидно, что целесообразно подобрать σ так, чтобы достигался следующий минимакс:
min
σ

max
{
EQ2

1(T ),EQ2
2(T )

}
. Простые вычисления дают равенства

EQ2
i (T ) = exp

(
(a0Ni/2− σ)2T/σ

)
, i = 1, 2.

Ясно, что рассматриваемый минимакс достигается при EQ2
1(T ) = EQ2

2(T ). Отсюда получаем требуемое мини-
максное значение σ = σ∗ = a0(N1 + N2)/4.

В данном случае “вес” является глобальным [3] и определяется разностью сильно растущих при T → ∞
величин для больших значений N . Поэтому здесь весовой алгоритм целесообразно применять, как в [8], лишь
для малых значений N1, N2 ≈ 10 с целью определения начальных тестовых значений N (см. далее разд. 5).

4. Коррелированный выбор номеров π1 = (i1, j1), π2 = (i2, j2) пар частиц, взаимодействующих в рассмат-
риваемых системах в момент времени t, реализуется с помощью следующего алгоритма.

Далее в тексте через {αi} будут обозначаться независимые случайные числа, равномерно распределенные в
интервале (0, 1). Сначала выбираем π1 = π2:

i1 = i2 = [α1N2] + 1, j′ = [α2(N2 − 1)] + 1,

если j′ < i2, то j1 = j2 = j′, иначе j1 = j2 = j′ + 1.

Если α3 > N2(N2 − 1)/(N1(N1 − 1)), то i1 принимает другое значение:

i1 = [α1(N1 −N2)] + N2 + 1.

Если же при этом α3 > 1− (N1 −N2)(N1 −N2 − 1)/(N1(N1 − 1)), то меняется и j1:

j′ = [α2(N1 −N2 − 1)] + N2 + 1, если j′ < i1, то j1 = j′, иначе j1 = j′ + 1.
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Здесь квадратные скобки [ ] означают взятие целой части числа.
5. Соответственно заданной индикатрисе рассеяния (1.4) (см. также разд. 4) моделируются новые скорости

vi, vj, остальные остаются без изменений.
6. Значение линейного функционала G(T ) =

∫
f(v, T )q(v)dv оценивается средним

G̃N =
1

N

N∑
i=1

Q(T )q(vi),

где {vi}— скорости частиц в момент времени T . С целью уменьшения трудоемкости вычислений можно полу-
чать эту сумму пересчетом предыдущей суммы дляT ′ < T путем добавления к ней вкладов {Q(T )q(vi)} “новых”
частиц (скорости которых изменились за это время), предварительно удалив вклады “старых” частиц с теми же
номерами. Для упрощения алгоритма в настоящей работе такой пересчет оценки осуществлялся после каждого
столкновения.

3. ОПТИМИЗАЦИЯ N-ЧАСТИЧНОЙ ОЦЕНКИ

Обозначим через G̃N случайное значение N-частичной оценки GN функционала G = G(t) =
∫
f(v, t)q(v)dv.

Для построения достаточно точной статистической оценки величины GN реализуется выборка значений
{G̃(i)

N }, i = 1, ..., n, и вычисляется величина

G̃N,n =
1

n

n∑
i=1

G̃
(i)
N ≈ GN .

Трудоемкость такой оценки можно минимизировать, используя подходящую связь между величинами N и
n. Полагая, что |G−GN | = γ/N , получаем соотношение:

E(G̃N,n −G)2 = DG̃N,n +
γ2

N2
≈ d

nN
+

γ2

N2
.

Следовательно, оптимизация трудоемкости здесь достигается в результате минимизации величины S = nNs1
при условии

d

nN
+

γ2

N2
= ε

2, (3.1)

где ε — требуемая среднеквадратическая погрешность оценки G̃N,n, s1 = νTs0, s0 — трудоемкость розыгрыша
столкновения. Из (3.1) в предположении, что γ2/N2 ≤ ε2, N ≥ 1, n ≥ 1, получаем

nN =
d

ε2 − γ2/N2
. (3.2)

Минимальное значение этой величины достигается при N = N0 = +∞, причем надо полагать n = n0 = 1.
Однако вследствие ограниченности компьютерной памяти имеет место ограничение N ≤ Nm, которое в наи-
лучшем случае позволяет реализовать оценку лишь с

ε
2 =

d

nNm
+

γ2

N2
m

при

n = nm =
d

ε2Nm − γ2/Nm
.

Можно также уменьшать трудоемкость оценки, уравнивая, как это иногда делается в математической стати-
стике, слагаемые в (3.1). При этом n = n2 = dN2/γ

2, N = N2 = γ
√

2/ε и n2N2 = 2d/ε2.
Неравенство

nmNm = d/(ε2 − γ2/N2
m) < 2d/ε2 = n2N2

выполняется, если ε2 − γ2/N2
m ≥ ε2/2, т.е. при Nm > 2γ/ε, причем выигрыш в трудоемкости при оптимальных

значенияхnm иNm получается не более, чем в два раза. Учитывая универсальность способа уравнивания можно
рекомендовать его для практического использования.
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4. АЛГОРИТМ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЯ МОДЕЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА С
ПРОСТРАНСТВЕННО-ОДНОРОДНЫМИ НАЧАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ

В работах [10, 11] представляется точное решение пространственно-однородного уравнения Больцмана для
максвелловских молекул. В этом cлучае уравнение Больцмана можно записать в виде

∂f(v, t)

∂t
=

∫
g

(
(u,n)

|u|

)
[f(v′, t)f(v′1, t)− f(v,t)f(v1, t)] dv1 dn, (4.1)

где u = v − v1; g(cos θ) = g
(

(u,n)
|u|

)
= σ(|u|,Ω)|u| – произведение дифференциального сечения рассеяния на

модуль относительной скорости; n – единичный вектор направления относительной скорости частиц после
столкновения; dn = sin θ dθ dϕ.

Скорости частиц после столкновения имеют вид

v′ =
v + v1

2
+
|v − v1|

2
n; v′1 =

v + v1

2
− |v − v1|

2
n. (4.2)

В [10] рассматривается задача Коши для уравнения (4.1) с начальным условием

f(v, 0) = f0(v) =
exp

(
− v2

2(1−β)

)
(2π(1− β))3/2

[
β

(1− β)

(
v2

2(1− β)
− 3

2

)
+ 1

]
, (4.3)

которое удовлетворяет следующим условиям нормировки:∫
f(v, 0)dv = 1,

∫
f(v, 0)vdv = 0,

∫
f(v, 0)v2dv = 3.

Решение этого уравнения Больцмана, которое получено в [10], имеет вид

f(v, t) = (2πτ)−
3
2 exp

(
−v2

2τ

)[
1− τ
τ

(
v2

2τ
− 3

2

)
+ 1

]
, (4.4)

где

τ = τ(t) = 1− βe−λt, λ =
π

2

π∫
0

g(cos θ) sin3
θdθ, t > 0, 0 6 β 6 0.4.

Моделирование цепи Маркова для оценки решения задачи Коши (4.1),(4.3) производится согласно алго-
ритму, описанному в разд. 2.

1. Предполагается, что система из N частиц стартует в момент времени t = 0, начальные скорости частиц
vi, i = 1, ..., N , выбираются соответственно плотности f0(v).

Моделирование согласно плотности f0(v) осуществляется методом суперпозиции (см., например, [12]) на
основе представления:

f0(v) = p1f1(v) + p2f2(v),

где

p1 = 1− 3β

2(1− β)
; p2 =

3β

2(1− β)
; σ =

√
1− β;

f1(v) =
1

(2π)3/2σ3
exp

(
− v2

2σ2

)
; f2(v) =

v2

3(2π)3/2σ5
exp

(
− v2

2σ2

)
.

Для вывода формулы моделирования соответственно плотности f2(v), сделаем замену переменных v = vω, где
v = |v|. Плотность распределения вектора (ω, v) выражается формулой:

f̃2(ω, v) =
1

4π

4πv4

3(2π)3/2σ5
exp

(
− v2

2σ2

)
=

1

4π
pχ5(σ)(v),

где pχ5(σ)(v) – плотность распределения случайной величины χ5(σ) =

(
5∑

i=1

ξ2i

)1/2

.Величины ξi, i = 1, ..., 5, име-

ют нормальное распределение N(0, σ2) и независимы в совокупности. Соответственно выражению плотности
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f̃2(ω, v), следует выбрать единичный изотропный вектор ω и значение модуля вектора по формуле (см. [12],
п. 1.9.1)

v = σ

√
−2 ln(α1α2)− 2 sin2(2πα3) lnα4.

2. В задаче Коши (4.1),(4.3) рассматривается случай максвелловских молекул, т.е. a(vi,vj) = const = a0,
i, j = 1, . . . , N . Следовательно, как указано в разд. 2, время свободного пробега τ выбирается соответственно
плотности p1(t) = (Na0/2) exp(−(Na0/2)t), т.е. временная координата нового столкновения вычисляется по
формуле: t = t′ − 2 lnα/(Na0).

3. Номера пары частиц π = (i, j), моделируются по формулам:

i = [α1N ] + 1, j′ = [α2(N − 1)] + 1, если j′ < i, то j = j′, иначе j = j′ + 1.

Если необходимо коррелировать оценки для N = N1, N2, то используется алгоритм (3) из разд. 2.
4. Вычисляются направляющие косинусы a, b, c вектора n по стандартным формулам (см. [12]), причем

можно полагать a′ = b′ = 0, c′ = 1, т.к. n – изотропный вектор. Для вариантов с N = N1, N = N2 этот вектор
повторяется.

Величина µ = cos θ моделируется соответственно плотности, пропорциональной функции g(cos θ) из урав-
нения (4.1), ϕ = 2πα, т.е. имеет равномерное на промежутке (0, 2π) распределение. Приведенный алгоритм
вытекает из того, что углы ϕ и θ соответствуют сферической системе координат с осью (0,0,1). Новые скоро-
сти v′i, v

′
j, которые частицы приобретают после столкновения, вычисляются согласно формуле (4.2). Скорости

частиц, не участвующих в столкновении, не меняются.
5. Вычисляется результативная оценка (как в п.6 из разд. 2):

G̃N (T ) =
1

N

N∑
i=1

Q(T )q(vi).

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

В качестве функционалов от решения задачи Коши (4.1), (4.3) рассматриваются четные моменты скоростей
частиц

zm(t) =
1

(2m + 1)!!

∫
f(v, t)|v|2mdv, m = 0, 1 . . . ,

где f(v, t) – точное решение этой задачи.
В [11] приведены формулы для записанных выше функционалов. Они имеют вид

z0 = z1 = 1, zm(t) = (1− βe−λt)m−1
[
1 + (m− 1)βe−λt

]
.

В численных экспериментах использовалась модель молекул, соответствующая случаю псевдомаксвелловских
молекул [11], т.е. произведение дифференциального сечения рассеяния на модуль относительной скорости ча-
стиц было постоянным, а угловое распределение относительной скорости частиц после столкновения опреде-
лялась индикатрисой: g(cos θ) = 1/(4π),−1 6 cos θ 6 1, т.е. рассеяние изотропно.

Для исследования зависимости функционала z5(t) рассмотрим задачу Коши для уравнения (4.1) с началь-
ным условием (4.3) и параметрами β = 0.4, λ = 1/6. Решение этой задачи f(v,t) имеет вид (4.4).

Рассмотрим теперь результаты расчетов для сформулированной тестовой задачи об оценке функционала
z5(t). В табл. 1 даны статистические оценки z̃5(t) этого функционала для различных значений N и n при t = 12,
а также соответствующие оценки значения γ по формуле γ̃ = N(z5 − z̃5), где z5 – точное значение. Полная

погрешность оценки здесь и в табл. 2 вычислена соответственно формуле ∆ =
√

DG̃N,n + γ2/N2. Видно, что
γ ≈ 2.32. Отклонение от этого значения для N = 10, 11 связано с полной погрешностью оценок.

Для уточнения реальных расчетов с помощью выбора подходящих значений N,n и особенно с помощью
экстраполяции по формуле (1.6), целесообразно использовать тестовые значения N , в какой-то степени близ-
кие к N = N (ε), такому, что |z5− z̃5(N (ε))| ≤ ε, где ε– требуемая погрешность. Такие значения N можно предва-
рительно определять при t = tmax с помощью представленных в разд. 2 малотрудоемких зависимых испытаний,
например, для N1 = 11, N2 = 10, как в [8]. При этом тестовое значение N определяется соотношением γ̃/N = ε,
т.е. N = γ̃/ε, где γ̃ вычисляется по формуле (1.7) для t = tmax. Расчеты, проведенные при n = 107, N1 = 11,
N2 = 10 в рассматриваемой задаче для ε = 0.001 дали γ̃ = 1.56 и N = 1560. Поэтому для реализации экстра-
поляционной оценки (1.6) были выбраны значения N1 = 2000 и N2 = 1000. Соответствующие независимые
оценки функционала z5(t), их статистическая погрешность и значения γ даны в табл. 3. Видно, что экстрапо-
ляция уменьшает полную погрешность примерно на порядок.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 5 2024



ИССЛЕДОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ N-ЧАСТИЧНОГО ЧИСЛЕННОГО АЛГОРИТМА 849

Таблица 1. Значения оценки и полной погрешности при t = 12

N n z̃5 ±∆ γ̃

10 108 0.7864± 0.1874 1.873

11 108 0.7999± 0.1739 1.912

100 108 0.9512± 0.0226 2.251

200 108 0.9622± 0.0116 2.308

300 108 0.9660± 0.0078 2.322

500 107 0.9690± 0.0047 2.290

1000 107 0.9714± 0.0023 2.320

2000 107 0.9726± 0.0012 2.320

Таблица 2. Значения оптимизированной (при t = 12) оценки функционала и полной погрешности

t При ε = 0.001, N = 3268, n = 65500 При ε = 0.0001, N = 32680, n = 655000 Точное решение

0 0.33697± 0.00016 0.33695± 0.00002 0.33696

1 0.45054± 0.00023 0.45055± 0.00002 0.45055

2 0.55571± 0.00032 0.55595± 0.00003 0.55593

3 0.64815± 0.00041 0.64838± 0.00004 0.64839

4 0.72603± 0.00049 0.72617± 0.00005 0.72625

5 0.78880± 0.00061 0.78971± 0.00006 0.78980

6 0.83967± 0.00065 0.84035± 0.00007 0.84043

7 0.87928± 0.00074 0.87997± 0.00007 0.88000

8 0.90956± 0.00082 0.91043± 0.00008 0.91046

9 0.93257± 0.00086 0.93362± 0.00009 0.93363

10 0.95072± 0.00083 0.95108± 0.00008 0.95106

11 0.96332± 0.00095 0.96416± 0.00010 0.96408

12 0.97341± 0.00100 0.97378± 0.00010 0.97374

Далее будет дано полуэвристическое объяснение этого эффекта, фактически связанного почти с занулением
детерминированной погрешности. В связи с этим в табл. 3 даны оценки статистической погрешности. В табл. 2
даны результаты расчетов для оптимальных значений N = N2, n = n2 (см. разд. 3), вычисленных при t = 12
для ε = 0.001 и ε = 0.0001.

Теперь дадим полуэвристическое объяснение эффекта экстраполяции. Для этого формулу (1.6) перепишем
в виде

G̃∞ ≈ −
N2

N1 −N2
G̃N2

+
N1

N1 −N2
G̃N1

.

Подстановка сюда выражений G̃Ni
≈ G∞ + γ/Ni дает равенство G̃∞ = G∞, т.е. в линейном (по 1/N) прибли-

жении детерминированная погрешность уменьшается до нуля. В то же время дисперсия экстраполяционной
оценки σ2e может не сильно возрасти. Это можно получить из соотношения

σ
2
e = D(G̃∞) =

N2
2

(N1 −N2)2
DG̃N2

+
N2

1

(N1 −N2)2
DG̃N1

особенно в случае N2 � N1. Величина DG̃∞ оценивается численно и определяет статистическую оценку по-
грешности, приведенную в табл. 3. Простые вычисления здесь дают соотношение σe ≈

√
6σ1 ≈ 2.4σ1, где
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Таблица 3. Значения независимых оценок функционала z5(t) и статистические погрешности (одна σ)

t N2 = 1000, n = 107 N1 = 2000, n = 107 Точное решение Экстраполяция γ d

0 0.33697± 0.00002 0.33696± 0.00001 0.33696 0.33694 0.0320 5

1 0.45046± 0.00003 0.45051± 0.00002 0.45055 0.45057 0.1140 12

2 0.55572± 0.00004 0.55583± 0.00003 0.55593 0.55595 0.2333 20

3 0.64795± 0.00005 0.64817± 0.00003 0.64839 0.64840 0.4437 31

4 0.72548± 0.00006 0.72582± 0.00004 0.72625 0.72616 0.6847 43

5 0.78870± 0.00007 0.78927± 0.00005 0.78980 0.78984 1.1399 55

6 0.83915± 0.00008 0.83971± 0.00005 0.84043 0.84027 1.1205 66

7 0.87847± 0.00008 0.87919± 0.00006 0.88000 0.87991 1.4359 76

8 0.90864± 0.00009 0.90952± 0.00006 0.91046 0.91040 1.7584 85

9 0.93170± 0.00009 0.93262± 0.00006 0.93363 0.93355 1.8499 92

10 0.94913± 0.00009 0.94994± 0.00007 0.95106 0.95075 1.6241 98

11 0.96185± 0.00010 0.96292± 0.00007 0.96408 0.96399 2.1405 103

12 0.97142± 0.00010 0.97258± 0.00007 0.97374 0.97374 2.3108 107

σ1 =
√

DG̃N1
. Погрешность экстраполяционной оценки z̃

(e)
5 (t) лишь для значений t = 6, 10 несколько пре-

вышает σe:
|z̃(e)5 (6)− z5(6)| ≈ 1.3σe, |z̃(e)5 (10)− z5(10)| ≈ 1.8σe.

Анализ оценок из таблиц 2, 3 с учетом выражения S = CnN среднего числа арифметических операций
(см. разд. 3) показывает, что оптимизационные оценки являются менее трудоемкими.

В заключение заметим, что полученные результаты убедительно подтверждают соотношение

GN (t) = z5(t;N) ≈ z5(t) + γ(t)/N.

Ясно, что это соотношение связано с квадратичным порядком O(N2) числа столкновений частиц вследствие
сhaos propogation, однако строгое доказательство здесь пока не получено. Можно также отметить, что много-
частичный алгоритм является важной составной частью методики mean field game, возникнув ранее появления
этого термина.

Отметим, что в [13] проведен сравнительный анализ дифференциальной и соответствующей стохастической
пуассоновской SEIR моделей [14] для тестовой задачи моделирования пандемии COVID-19 в Новосибирске с
23 марта по 21 июня 2020 г. с начальной численностью N = 2 798 170. Путем варьирования начальной числен-
ности вида Nk = kN при k ≥ 2 было показано, что среднестатистические числа случаев выявления заболевших
меньше (начиная с 7 апреля) соответствующих дифференциальных значений на величину, статистически неот-
личимую от C(t)/k, причем для 21 июня значение C ≈ 27.3; это соотношение позволяет использовать стоха-
стическую модель для больших значений N . Исследовалось также влияние на прогноз введения запаздывания,
т.е. инкубационного периода, соответствующего пуассоновской модели.
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Abstract. The primary goal of the study is to test the hypothesis that the knownN-partial statistical algorithm
provides an estimate of the solution to the nonlinear Boltzmann equation with an error of order O(1/N). To
achieve this, practically important optimal relationships between the value ofN and the numbern of sample
estimates are determined. Numerical results for a problem with a known solution confirm the adequacy of
the formulated estimates and conclusions.
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Наиболее удобной моделью описания явления распространения волн звукового удара в атмосфере является
расширенное уравнение Бюргерса. В настоящей работе исследовалось влияние численной схемы на результат
решения уравнения, учитывающего нелинейный характер распространения в атмосфере волн звукового уда-
ра. Это уравнение является ключевым компонентом расширенного уравнения Бюргерса и определяет харак-
тер трансформации профиля возмущенного давления при его распространении. Для решения применялись
две численные схемы: CABARET и WENO, квазимонотонные сквозные счетные схемы, позволяющие полу-
чить решение без значительных численных осцилляций. Проводился анализ применимости данных схем для
решения рассматриваемой задачи. Библ. 19. Фиг. 12.

Ключевые слова: звуковой удар, нелинейное уравнение переноса, распространение волн малой амплитуды,
схема CABARET, схема WENO.
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ВВЕДЕНИЕ

Звуковой удар, возникающий при достижении поверхности земли возмущений, генерируемых при крей-
серском полете сверхзвукового самолета, может приводить к ряду нежелательных последствий. Минимизация
звукового удара — одна из актуальных проблем в области конструирования сверхзвуковых пассажирских са-
молетов нового поколения (см. [1]). Точное численное моделирование сверхзвукового обтекания геометрии
самолета и распространения возникающих возмущений параметров среды до поверхности земли необходимо
для успешного прогнозирования звукового удара.

Наиболее эффективным подходом к моделированию распространения в атмосфере на дальние расстояния
волн звукового удара является решение расширенного уравнение Бюргерса (см. [2]). Одна из составляющих
этого уравнения представляет собой одномерное квазилинейное уравнение переноса и описывает перенос в
пространстве волны малой амплитуды со скоростью распространения, определяемой параметрами среды и ин-
тенсивностью самих возмущений. При распространении начального профиля волны на дальнее расстояние,
как например, с высоты полета до поверхности земли, профиль волны может значительно трансформировать-
ся, могут образовываться разрывы решения.

Распространенные способы решения рассматриваемого уравнения основываются на его неявном анали-
тическом решении (решение Пуассона) (см. [2]–[4], [9]), а также метода параметров формы волны (см. [10]),
разработанный из теории геометрической акустики Ч. Томасом.

При возникающей многозначности решения для локализации разрывов применяются условие Ренкина–
Гюгонио (см. [8]) и следствие из него “правило равенства площадей” (см. [5], [7]). Также в работах [6], [9] ис-
пользуется метод Бургера–Хейса, заключающийся в выявлении узлов с минимальными значениями потенциа-
ла численного решения. Также во избежание возникновения областей многозначности решения в [2], [4] огра-
ничивается шаг дискретизации, не позволяющий достичь момента формирования разрывов решения. Данные

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (проект №121030900260-6).

852



ПРИМЕНЕНИЕ СХЕМ CABARET И WENO ДЛЯ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА 853

аналитические подходы имеют свои недостатки. Некоторые из методов сложно реализуемы для решения прак-
тических задач, могут в зависимости от параметров задачи повышать требуемые вычислительные мощности
численного алгоритма, а также не удовлетворять условию консервативности.

Схемы сквозного счета кажутся более универсальным подходом. Однако они нашли меньшее распростра-
нение при решении рассматриваемого в работе нелинейного уравнения переноса, несмотря на множество схем
сквозного счета, разработанных для решения уравнений гиперболического типа (см. [11]–[13]). Частой пробле-
мой данных схем является возникающие нефизические осцилляции в областях особенностей решения. Схемы
со значительной численной вязкостью, помогающей бороться с ними, могут наоборот гасить физические ло-
кальные экстремумы.

Важными параметрами при моделировании распространения акустических волн являются амплитуда воз-
мущений и время нарастания фронта волны, которые определяют интенсивность воздействия звукового уда-
ра. Сложность рассматриваемой задачи, включая большую протяженность области моделирования и сложную
структуру исходных данных с волнами разрежения, скачками разной интенсивности и разрывами, требует от
используемых численных методов не только высокой точности, но также низкой диссипации и дисперсии.

В настоящей работе рассматриваемое нелинейное уравнение переноса решалось с помощью численных
схем сквозного счета CABARET и WENO. Также для оценки влияния выбора численной схемы на точность
конечного численного решения применялась явная схема Годунова. Сравнение точности применяемых схем
и определение основных особенностей полученных численных решений проводились на ряде тестовых при-
меров с распространением плоских волн различной сложности. Решение данными схемами тестового примера
для уравнения Хопфа, подобного рассматриваемому в работе уравнению переноса, позволило верифицировать
численные результаты расчетов. Программная реализация проводилась на языке программирования Python.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим задачу Коши для одномерного квазилинейного уравнения переноса в следующей постановке:

∂p

∂x
+ C

∂p2

∂t′
= 0, p(t′, 0) = p0(t′), (1)

где p(t′, x) — акустическое давление (переносимая величина),x— криволинейная координата вдоль траектории
распространения волны (пространственная переменная распространения), t′ = t−

∫ x

0
1
c0
dx — временная пере-

менная длительности сигнала, коэффициентC определяет скорость переноса 2Cp, p0(t′) — начальный профиль
распределения давления. В дальнейшем в работе для простоты будем t′ обозначать t.

В работе рассматривалось уравнение с коэффициентом C, принимающим постоянное значение 1/2 (урав-
нение Хопфа), так и с C, определяемым параметрами среды

C =
β

2ρ0c30
, (2)

где коэффициент нелинейности β определяется через показатель адиабаты γ, как β = (γ+ 1)/2, ρ0 — плотность
окружающей среды, и c0 — скорость звука на высоте распространения.

В настоящей работе задача Коши (1) для уравнения переноса решалась с применением численных схем
CABARET, WENO и Годунова. Сравнение точности расчетов по данным схемам проводилось на ряде тестовых
примеров с распространением плоских волн при двух отличающихся скоростях переноса C.

2. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ

В работе для численного решения уравнения (1) с начальными данными (2) применялись три численные
схемы: CABARET, WENO и Годунова.

Схема CABARET (см. [14], [15]) имеет второй порядок точности по времени и по пространству и харак-
теризуется использованием дробных узлов сетки, помимо основных. Для нивелирования нефизических ос-
цилляций проводится нелинейная коррекция потоковых членов на основе принципа максимума. В этой схеме
используются потоковые и консервативные переменные, заданные соответственно в полуцелых и целых про-
странственных узлах разностной сетки. Именно в консервативных переменных обеспечивается выполнение
законов сохранения. В качестве начальных данных консервативных переменных использовались дискретные
значения сеточных начальных функций. Учитывая разрывность начальных данных, начальные потоковые пе-
ременные в полуцелых узлах согласовывались с консервативными с применением оператора Римана (см. [15]).
Данный оператор представляет собой решение задачи о распаде разрыва в текущем узле.

Конечно-объемная схема WENO (Weighted essentially non-oscillatory scheme) (см. [16]) — схема пятого по-
рядка точности по пространству и третьего по времени на гладких решениях. Данная схема основывается на
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применении линейной комбинации реконструкций по трем различным шаблонам искомой функции для обо-
их сторон грани ячейки и интегрирования по времени по схеме Рунге–Кутты. Значения потоковых переменных
вычисляются из решения задачи о распаде разрыва.

Схема Годунова — консервативная схема первого порядка точности, также использующая для вычисления
потоковых переменных решение задачи о распаде разрыва, но с состояниями, соответствующими значениям
искомой функции в соседних ячейках сетки. Данная схема является широко распространенной численной схе-
мой решения уравнений гиперболического типа, характеризующаяся высокой схематической вязкостью. В на-
стоящей работе она была реализована для оценки точности схем CABARET и WENO при решении тестовых
примеров.

Аппроксимируем задачу (1) схемами CABARET, WENO и Годунова, заданными на прямоугольной равно-
мерной разностной сетке:

{tj , xn} : tj = j∆τ, xn+1 = xn + ∆xn, x0 = 0, (3)

в котором ∆τ — постоянный шаг сетки по времени, а ∆xn — шаг сетки по пространству, определяемый из
условия устойчивости

∆xn =
z∆τ

max
j
|anj+1/2|

,

где z ∈ (0, 1) — коэффициент запаса, anj+1/2 = 2Cpj+1/2, а значения pj+1/2 заданы в полуцелых временных узлах
разностной сетки tj+1/2 = tj + ∆τ/2. Данное условие устойчивости можно считать аналогом условия устойчи-
вости Куранта (см. [17]) для рассматриваемого уравнения переноса, тогда коэффициент запаса z соответствует
числу Куранта. Далее в работе для простоты вместо коэффициента запаса z будет часто применяться понятие
числа Куранта и обозначение CFL. Далее в работе будет показано, что число Куранта является важным пара-
метром, оказывающим влияние на точность расчетов для схем CABARET и Годунова.

3. РЕШЕНИЕ ТЕСТОВЫХ ЗАДАЧ

3.1. Решение задачи Коши для уравнения переноса (1) с постоянным коэффициентом C = 1/2

В качестве тестового примера рассмотрим задачу Коши для уравнения Хопфа (нелинейного уравнения пе-
реноса с фиксированным коэффициентом скорости переноса = 1/2) следующего вида:

∂p

∂x
+

1

2

∂p2

∂t
= 0, p(t, 0) = p0(t), (4)

На фиг. 1а приведены точное решение и результаты численного решения (4) с кусочно-постоянными на-
чальными данными, представляющими собой прямоугольное возмущение “ступенька”:

p0(t) =


−1, t < 0.01,

3, 0.01 ≤ t ≤ 0.02,

−2, t > 0.02.

(5)

Также на фиг. 2 приведены результаты численного решения задачи с гладкими синусоидальными началь-
ными данными:

p0(t) = sin(t). (6)

Начальные данные и точные решения этих задач показаны пунктирными линиями, а точками — числен-
ные результаты, полученные с применением схем CABARET, WENO и Годунова. Точное решение находилось
из аналитического решения для данного уравнения, а расположение и амплитуда скачков профиля решения из
условия Ренкина–Гюгонио (см. [18]). Расчеты проводились на прямоугольной разностной сетке (3) с размер-
ностью в 70 узлов и с временным шагом ∆τ = 0.0004 (фиг. 1), а также на сетке в 80 узлов с временным шагом
∆τ = 0.0005 (фиг. 2) при коэффициенте запаса z = 0.5 в условии устойчивости.

Результаты вычислений на фиг. 1 и 2 демонстрируют хорошее согласование с точным решением задачи Ко-
ши. Данные схемы сохраняют высокую точность при локализации сильных и слабых разрывов и воспроизводят
волны разрежения. Численные решения отличаются монотонностью, не генерируются нефизические осцил-
ляции в областях разрывов профиля решения.
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Фиг. 1. Сравнение точного и численных решений задачи Коши (4), (5) при распространении на x = 225 м (а), область
ударных волн профиля решения (б).

Фиг. 2. Сравнение аналитического и численных решений задачи Коши (4), (6) при распространении на x = 360 м (а), (б) —
область головной ударной волны профиля решения, (в) — сравнение решений при распространении на x = 480 м, (г) —
область головной ударной волны профиля решения.

На масштабированных фиг. 1б и 1г видно, что результаты WENO схемы относительно результатов схем
CABARET и Годунова характеризуются большей крутизной фронта, большей интенсивностью скачков и боль-
шим совпадением с точным решением. В областях с ударными волнами схема CABARET сглаживает неодно-
родности решения сильнее, чем WENO, а схема Годунова – еще сильнее. Это соответствует упомянутому ранее
свойству схемы Годунова. Также наблюдается разрыв численного решения схемы Годунова в области волны
разрежения.

На фиг. 3 представлены численные результаты распространения профиля (5) “ступеньки” на расстояние
225 м при числе Куранта, принимающего значения 0.1, 0.5 и 0.9. Представлены численные решения в общем
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Фиг. 3. Влияние числа Куранта на вид численного решения задачи Коши (4), (5), полученного по схемам WENO (а)–(в),
CABARET (г)–(е) и Годунова (ж)–(и).

виде, а также области решений с разрывами более детально. Численные решения на фиг. 3 представлены точ-
ками, а точное решение — пунктирной линией. Для схемы WENO изменение числа Куранта не приводит к зна-
чительным изменениям профиля решения. Число Куранта для схем Годунова и CABARET оказывает большее
влияние на точность решения. При числах Куранта 0.1 и 0.5 численные результаты WENO и CABARET показы-
вают более точное разрешение слабых разрывов решения и волны разрежения. Как и следует из свойств схемы
CABARET, при приближении числа Куранта к 0.5 точность численного решения растет. Для числа Куранта 0.9
схема Годунова показывает более точное разрешение разрывов и скачков решения.

На фиг. 4 представлены области численных решений со скачками, полученные для случая распространении
начального синусоидального профиля (6) на расстояние x = 360 м (фиг. 4а–в) и 480 м (фиг. 4г–е) при числах
Куранта 0.1, 0.5 и 0.9. Численные решения на фиг. 4 представлены точками, а точное решение — пунктирной ли-
нией. Также, как и для результатов пересчета “ступеньки” (фиг. 3), для схем Годунова и CABARET наблюдается
большее влияние числа Куранта на точность решения по сравнению со схемой WENO. Для двух рассмотрен-
ных случаев при числе Куранта 0.5 численные решения WENO и CABARET лучше разрешают слабые разрывы
решения и волны разрежения.

3.2. Решение задачи Коши для уравнения переноса (1) с коэффициентом C, определяемым параметрами среды

Для второго тестового примера рассмотрим задачу о нелинейном распространении волны возмущенного
давления в однородной атмосфере. В качестве начального профиля возмущенного давления p0 брались волны
с сигнатурой N-образной формы и с сигнатурой более сложной формы с ударными волнами и волнами разре-
жения.
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Фиг. 4. Область головной ударной волны профиля численного решения задачи Коши (4), (6) при распространении на
x = 360 м, полученного по схемам WENO (а), CABARET (б) и Годунова (в) при различных числах Куранта и при рас-
пространении на x = 480 м (г)–(е) аналогично.
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Фиг. 5. Сравнение аналитического и численных решений задачи о распространении с высоты 15 000 м до 264 м началь-
ного профиля (8) с шагом ∆τ = 0.0005 (а), (б) — область головной ударной волны профиля решения, (в) — абсолютная
погрешность численных решений, (г) — абсолютная погрешность численных решений в области головной ударной волны.

Рассмотрим численное решение задачи Коши для уравнения переноса (1):

∂p

∂x
+ C

∂p2

∂t
= 0, p(t, 0) = p0(t), (7)

где коэффициент скорости распространения C определяется плотностью окружающей среды ρ0 и скоростью
звука c0 из соотношения (2). Данные параметры среды принимают значения ρ0 = 0.1515 кг/м3 и c0 = 297.8 м/с
на начальной высоте распространения 15 000 м из данных о стандартной атмосфере США (1976 г.) (см. [19]).
При таких значениях параметров среды коэффициент C принимает значение C = 1.5×10−7. Распространение
сигнала происходит с начальной высоты 15 000 м и до высоты в 264 м в перпендикулярном направлении к
поверхности земли. Длина траектории распространения начального профиля волны составляет 14 736 м.

3.2.1. Распространение N-волны. Рассмотрим задачу Коши для уравнения переноса (1), полагая в качестве
профиля начальных данных N-волну. N-волна — это простая, но реалистичная модель волны звукового уда-
ра. Ее большим преимуществом является возможность нахождения аналитического решения задачи Коши из
условия Ренкина-Гюгонио для локализации скачков решения.

На фиг. 5а приведены аналитическое и численные решения уравнения переноса (7) с начальным профилем
N-волны следующего вида:

p0(t) =

p̂0
t

t0
, −t0 < t < t0,

0 иначе.
(8)
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Фиг. 6. Область головной ударной волны аналитического и численного решений при распространении начального профиля
(8) с высоты 15 000 м до 264 м при шаге ∆τ = 0.001 (а), ∆τ = 0.0005 (б) и ∆τ = 0.00025 (в).

Начальный профиль N-волны с t0 = 0.1 с и аналитическое решение задачи о распространении начального про-
филя показаны пунктирной линией, а сплошными линиями — численные результаты, полученные с помощью
схем CABARET, WENO и Годунова. Расчеты проводились на разностной сетке (3) из 1000 узлов с временным
шагом ∆τ = 0.0005 и при коэффициенте запаса z = 0.5 в условии устойчивости. В ходе распространения вдоль
траектории начального профиля N-волны его протяженность увеличивается, а интенсивность скачков умень-
шается.

На фиг. 5а наблюдается хорошее согласование результатов вычислений с аналитическим решением задачи
Коши (7), (8). Численные схемы показывают хорошую точность локализации ударных волн и сохраняют мо-
нотонность численного решения. Абсолютные погрешности численных результатов представлены на фиг. 5в,г
точками. Значения погрешностей для всех схем малы и близки к нулю на гладких участках решения. В областях
разрыва погрешности принимают большие значения и отличаются для различных схем.

На фиг. 6 представлены аналитические и численные решения задачи Коши (7), (8) при сильном прибли-
жении к области с головной ударной волной. Аналитическое решение задачи показано пунктирной линией, а
сплошными линиями с точками — численные результаты, полученные с помощью схем CABARET, WENO и
Годунова. Сравнивается точность разрешения разрыва численными схемами при расчете с различным шагом
дискретизации ∆τ = 0.001, ∆τ = 0.0005 и ∆τ = 0.00025 (сетки из 500, 1000 и 2000 узлов соответственно) при ко-
эффициенте запаса z = 0.5 в условии устойчивости. Наблюдается слабое разрешение ударных волн схемой Го-
дунова по сравнению с схемой WENO и CABARET, как и в ранее рассмотренных случаях. Для задач, связанных
с распространением волн малой амплитуды на дальние расстояния, данная потеря в точности и размазывание
скачка на большее количество узлов сетки может значительно повлиять на достоверность предсказания ко-
нечного результата распространения волны. Численные результаты, полученные с помощью схем CABARET и
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Фиг. 7. Область головной ударной волны численного решения задачи Коши (7), (8), полученного по схемам WENO (а),
CABARET (б) и Годунова (в) при различных числах Куранта.

WENO, показывают незначительные различия. Точность разрешения разрыва и время нарастания скачка име-
ют достаточную степень соответствия. Результаты схемы CABARET по сравнению с результатами схемы WENO
имеют большую крутизну фронта на скачках решения и большую их интенсивность.

На фиг. 7 представлены численные результаты пересчета (головная ударная волна) при распространении на-
чального профиля (8) N-волны с высоты 15 000 м до 264 м с шагом сетки ∆τ = 0.0005 и при числах Куранта 0.1,
0.5 и 0.9. Численные решения на фиг. 7 представлены точками, а точное решение — пунктирной линией. Также,
как и для результатов пересчета в первом тестовом примере, наблюдается большее влияние числа Куранта на
точность решения схемами Годунова и CABARET по сравнению со схемой WENO. Численные решения, полу-
ченные по схеме CABARET при числах Куранта 0.5 и 0.9, показывают более хорошее согласование с точным
решением и более крутой фронт разрыва решения. Как и ранее наблюдалось в результатах первого тестового
примера, для числа Куранта 0.9 схема Годунова показывает более точное разрешение разрывов и скачков реше-
ния.

3.2.2. Распространение профиля сложной структуры Рассмотрим задачу Коши для уравнения переноса (7),
полагая в качестве профиля начальных данных профиль сложной структуры с ударными волнами и волнами
разрежения (фиг. 8). Данный профиль соответствует значениям возмущенного давления, зафиксированного в
ближней зоне возмущенного течения у модели самолета при ее обтекании набегающим сверхзвуковым пото-
ком воздуха с числом Маха M = 2. Модель представляет собой компоновку “корпус-крыло” сверхзвукового
пассажирского самолета с массой G = 70 т и длиной L = 40 м.

На фиг. 9 представлены результаты пересчета профиля избыточного давления на различное удаление от на-
чальной высоты. Данные результаты были получены решением задачи Коши (7) с помощью схемы WENO. Рас-
четы проводились на разностной сетке (3) в 677 узлов с временным шагом ∆τ = 0.001 и при коэффициенте
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Фиг. 8. Начальный профиль избыточного давления.

Фиг. 9. Трансформация профиля сложной структуры при его распространении с начальной высоты 15 000 м до 264 м.

запаса z = 0.5 в условии устойчивости. Под действием нелинейных эффектов при распространении профиля
возмущенного давления скачки большей интенсивности движутся с большей скоростью относительно скачков
меньшей интенсивности. В результате “догоняет” его и, не достигая высоты 8000 метров, профиль избыточ-
ного давления трансформируется в N-волну, которая далее растягивается в стороны с потерей интенсивности
скачков.

На фиг. 10–12 представлены результаты расчета распространения начального профиля с высоты 15 000 м
до высоты 14 500 м, 8000 м и 264 м соответственно. Начальный профиль показан пунктирной линией, сплош-
ными линиями — численные результаты решения схемами WENO, CABARET и Годунова рассматриваемой за-
дачи Коши (7). Результаты вычислений по схемам WENO и CABARET демонстрируют хорошее согласование
друг с другом. В случае рассматриваемого начального профиля более сложной структуры также сохраняется
монотонность численных решений. В результатах схемы Годунова для рассматриваемых случаев наблюдает-
ся более сглаженное разрешение разрывов и меньшая интенсивность скачков по сравнению с результатами
схем WENO и CABARET. Результаты CABARET и WENO слабо отличаются друг от друга. Результаты схемы
CABARET по сравнению с результатами схемы WENO, как и в ранее рассмотренном примере, имеют боль-
шую крутизну фронта на скачках решения и большую их интенсивность: на фиг. 12б, фиксирующем головной
скачок, результат CABARET ушел вперед относительно результатов WENO.

Вычислительное время для решения рассматриваемого тестового примера по схеме WENO заняло 23.89 с,
0.55 с – по схеме CABARET и 0.85 с – по схеме Годунова. Использовался ноутбук HP Pavilion 13 with Core-i5-
8265U. Расчет по схеме CABARET занимает значительно меньшее время по сравнению с временем расчета по
схеме WENO. Данное соотношение между расчетными временами наблюдается и для других рассмотренных в
работе тестовых примеров. Для данного тестового примера расчетное время WENO превышает расчетное время
CABARET более, чем в 43 раза. Учитываяблизкие по точности численные результаты схем WENO и CABARET
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Фиг. 10. Сравнение численных решений задачи Коши (7) при распространении начального профиля сложной структуры
с высоты 15 000 м до 14 500 м (а), (б) и (в) — области численных решений с головными скачками и хвостовым скачком
соответственно.

для тестовых примеров, рассмотренных в п. 3.2.1 и 3.2.2, схема CABARET – более оптимальный выбор числен-
ной схемы по сравнению со схемой WENO для решения задачи распространения волны возмущенного давле-
ния на дальние расстояния в атмосфере. Однако нужно отметить необходимость предварительной подготовки
согласованных наборов начальных данных для консервативных и потоковых переменных схемы CABARET.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе рассматривались численные схемы сквозного счета CABARET и WENO для решения
нелинейного уравнение переноса, моделирующего перенос в пространстве волны возмущенного давления со
скоростью распространения, определяемой параметрами среды и интенсивностью самих возмущений. Также
для оценки влияния выбора численной схемы для рассматриваемой задачи применялась явная схема Годунова.
Таким образом, задача Коши для рассматриваемого уравнения переноса решалась с применением трех числен-
ных схем: WENO, CABARET и Годунова.

Решались тестовые примеры с распространением плоских волн различной сложности. Тестовый пример
с фиксированным коэффициентом скорости распространения (уравнение Хопфа) позволяет верифицировать
результаты расчетов реализованных численных схем. По результатам тестовых примеров для распространения
начального профиля с фиксированным и нефиксированным коэффициентами скорости отмечалась потеря ин-
тенсивности скачков и значительное их сглаживание схемой Годунова. Схемы WENO и CABARET показали
более точные результаты, сохранение монотонности решений и достоверность разрешения разрывов. В слу-
чае распространения начального профиля с фиксированным коэффициентом скорости схема WENO по срав-
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Фиг. 11. Сравнение численных решений задачи Коши (7) при распространении начального профиля сложной структуры с
высоты 15 000 м до 8000 м (а), (б) и (в) – области численных решений с головным и хвостовым скачками соответственно.

нению со схемой CABARET показывает более точные результаты и меньшее размазывание скачков. В случае
распространения начального профиля с фиксированным коэффициентом скорости, схема WENO демонстри-
рует более высокую точность результатов и меньшее размазывание скачков по сравнению со схемой CABARET.
Однако для задачи решения в протяженной области моделирования нелинейного уравнения переноса с коэф-
фициентом скорости, зависящим от параметров среды, численные результаты, полученные с использованием
схем CABARET и WENO, демонстрируют незначительные различия, что вполне ожидаемо, поскольку обе эти
схемы относятся к методам с нелинейной коррекцией переменных потока. По сравнению с результатами схе-
мы WENO результаты схемы CABARET характеризуются более крутым фронтом разрывов решения и более
высокой их интенсивностью. Расчетное время численного метода со схемой CABARET значительно меньше,
чем у метода со схемой WENO. Схема CABARET более предпочтительна для решения задачи распространения
волны возмущенного давления на дальние расстояния в атмосфере.

Рассматриваемое в работе уравнение переноса описывает нелинейное распространение в стационарной ат-
мосфере волн малой амплитуды и применяется в моделях распространения волн звукового удара, генерируемых
при полете сверхзвукового пассажирского самолета в атмосфере. Поиск более точных и эффективных методов
решения рассматриваемого в работе уравнения переноса необходим для разработки более достоверных мето-
дик прогнозирования звукового удара. Что позволяет более эффективно решать задачу минимизации звукового
удара и многопараметрической задачи разработки компоновки “тихого” сверхзвукового пассажирского само-
лета нового поколения.
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Фиг. 12. Сравнение численных решений задачи Коши (7) при распространении начального профиля сложной структуры с
высоты 15 000 м до 264 м (а), (б) и (в) — области численных решений с головным и хвостовым скачками соответственно.
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Abstract. The most convenient model for describing the phenomenon of shock wave propagation in the
atmosphere is the extended Burgers equation. This work investigates the influence of the numerical scheme
on the results of solving the equation, which accounts for the nonlinear nature of shock wave propagation
in the atmosphere. This equation is a key component of the extended Burgers equation and defines the
transformation of the perturbed pressure profile during its propagation. Two numerical schemes were
applied for the solution: CABARET and WENO, which are quasi-monotonic finite difference schemes
that allow for solutions without significant numerical oscillations. An analysis of the applicability of these
schemes for solving the considered problem was conducted.

Keywords: shock wave, nonlinear transport equation, small amplitude wave propagation, CABARET
scheme, WENO scheme.
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ВВЕДЕНИЕ

В рамках аппроксимационного подхода к решению обратных линейных и нелинейных задач геофизики,
геодезии и геоморфологии [1, 2] практически все постановки по определению параметров геологической среды
можно редуцировать к решению систем линейных (в некоторых случаях — и нелинейных) систем алгебраиче-
ских уравнений. Как было отмечено в работе [3], основным методом, позволяющим реализовать такой подход,
является метод интегральных представлений.

В статье исследуется возможность одновременного определения плотностей эквивалентных по внешнему
гравитационному или магнитному полю источников и спектров полезных сигналов. Приводится описание ме-
тодики нахождения численного решения обратной задачи по поиску распределений эквивалентных по внеш-
нему полю носителей масс как в обычном (двумерном или трехмерном пространстве), так и в двойственном
ему пространстве частот спектра полезного сигнала — некоторой компоненты гравитационного или магнит-
ного поля.

Основы теории локальных и региональных S-аппроксимаций, а также локальных F- и R-аппроксимаций
как примеров применения метода линейных интегральных представлений изложены в целой серии работ ав-
торов [4–8].

В рамках трехмерного метода S-аппроксимаций известная компонента гравитационного поля аппрокси-
мируется суммой простого и двойного слоев, распределенных на некоторой совокупности областей (в локаль-
ном случае ими являются горизонтальные плоскости, в региональном — сферы или сфероиды). Но, как уже
подчеркивалось в работе [3], источники поля масс могут иметь любую форму (конечно, при условии, что вы-
полнены требования гладкости для границы области, занятой массами) и любую размерность, меньшую или
равную размерности рассматриваемого пространства. Плоскости в локальном варианте и сферы (или эллипсо-
иды вращения) — в региональном и глобальном) выбирались нами в качестве носителей масс исключительно

1) Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант № 23-41-00002).
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из-за простоты выражений для элементов матрицы системы линейных алгебраических уравнений, к которой
редуцировалась обратная задача.

В методе F-аппроксимаций элементы аномальных потенциальных полей представляются интегралом Фу-
рье, а R-аппроксимации получаются при так называемом лучевом преобразовании.

Методы F-, R- и S-аппроксимаций позволяют получить решение, с помощью которого можно эффективно
строить линейные трансформанты поля, а также использовать их в качестве нулевого приближения для реше-
ния нелинейной обратной задачи по локализации источников. Для того чтобы изложить основные моменты
новой методики одновременного определения распределений масс в различных пространствах, напомним чи-
тателю, как строятся R- F- и S-аппроксимации элементов потенциальных полей (а также функции, описыва-
ющей рельеф поверхности планеты) в трехмерном декартовом пространстве. Поскольку все три типа аппрок-
симаций связаны между собой [3], то возникает естественный вопрос: а нельзя ли по решению вариационной
задачи для одного типа представлений определить другие важнейшие характеристики сигнала: например, по
восстановленной плотности распределения эквивалентных по внешнему гравитационному или магнитному
полю источников масс найти спектр элемента поля или интегральную плотность масс вдоль фиксированно-
го направления (луча)? Оказывается, можно. И при этом еще раз решать системы линейных алгебраических
уравнений не нужно: элементы матрицы системы для постановки одного типа аппроксимаций в точности сов-
падают с элементами матрицы для другой.

1. R-АППРОКСИМАЦИЯ ЭЛЕМЕНТОВ АНОМАЛЬНЫХ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ПОЛЕЙ

В [8] показано, что для функции f(x) ∈ S(Rn), где Rn — пространство быстро убывающих на бесконечно-
сти непрерывно дифференцируемых функций (точнее говоря, для непрерывно дифференцируемых функций,
имеющих порядок убыванияO

(
1+
∑n

i=1 x
2
i

)−1
) — пространство Шварца — существует преобразование Радона:

f̂(ω, p) =

∫
(ω,x)=p

f(x)dm(x), (1)

где ω — единичный вектор, dm(x) — мера на прямой (ω, x) = p.
В двумерном случае формула (1) принимает вид:

f̂(ω, p) =

∞∫
−∞

f(−t sin s + x1 cosϕ, t cos s + x2 sinϕ)ds, ω = (cosω, sinω), x = (x1, x2). (2)

Запишем формулу обращения преобразования Радона

f(x) = γL(n−1/2)
x

 ∫
Sn−1

f̂
(
ω, (x,ω)

)
dω

 ,

где постоянная γ = (2πi)1−n/2. Отметим, что функция fω(x) = f̂
(
ω, (x,ω)

)
dω есть плоская волна в направ-

лении ω, другими словами, она постоянна на каждой гиперплоскости, перпендикулярной ω. Здесь L
(n−1)/2
n —

оператор Лапласа порядка (n− 1)/2. В случае нечетных n она принимает вид

f(x) =
1

2
(2π)−n(−i)n−1

∫
Sn−1

{
dn−1

dpn−1
f̂(ω, p)

}
p=(x,ω)

dω.

Покажем, как связаны преобразование Радона и n-мерное преобразование Фурье:

f̃(u) =

∫
Rn

f(x)e−i(x,u)dx, u ∈ Rn. (3)

Действительно, если s ∈ R и ω — единичный вектор, то

f̃(sω) =

∞∫
−∞

dr

∫
(x,ω)=r

f(x)e−is(x,ω)dm(x), (4)
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следовательно,

f̃(sω) =

∞∫
−∞

f̂(ω, r)e−isrdr. (5)

Из (4) и (5) следует, что n-мерное преобразование Фурье есть композиция одномерного преобразования Фурье
и преобразования Радона. Введем среднее функции f по сферам с центром в фиксированной точке :

F (x, r) =
1

4π

∫
|ω|=1

f(x + rω)dω. (6)

Пусть

F̂ (x, p) =
1

4π

∫
|ω|=1

Rf(ω, p + 〈ω, x〉)dω

среднее Rf по плоскостям, равноотстоящим от точки x, т.е. по плоскостям, касающимся сферы радиуса p с
центром в точке x. Тогда

f(x) = F (x, 0) = − 1

2π
F̂ ′′p (ω, 0). (7)

Аналогичным образом определяется среднее функции Rf по прямым, касающимся окружности с центром в
точке x = (x1, x2) радиуса p на плоскости:

F̂ (x, p) = − 1

2π

2π∫
0

Rf(ϕ, p + x1 cosϕ+ x2 sinϕ)dϕ. (8)

Теперь функцию f можно восстановить, пользуясь следующим представлением:

f(x) = − 1

π

∞∫
0

F̂ ′p(x, p)

p
dp, (9)

где последний интеграл понимается в смысле главного значения.
Напомним основную формулу теории гармонических функций для полупространства, ограниченного плос-

костью x3 = 0 (далее упоминаемой как плоскость “П”) [9]:

V (M) =

+∞∫∫
−∞

ρ1(ξ1, ξ2)dξ1dξ2√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x2

3

+

+∞∫∫
−∞

ρ2(ξ1, ξ2)x3dξ1dξ2[√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x2

3

]3 , (10)

M = (x1, x2, x3), ξ = (ξ1, ξ2, ξ3).

Мы выбрали систему координат так, чтобы плоскость простого и двойного слоев задавалась уравнением
x3 = 0. Тогда производная по x3 потенциала V , взятая с обратным знаком, будет иметь вид

− ∂V

∂x3
(M) =

+∞∫∫
−∞

ρ1(ξ̂)x3dξ̂[√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x2

3

]3 +

+∞∫∫
−∞

ρ2(ξ̂)
(
2x2

3 − (x1 − ξ1)2 − (x2 − ξ2)2
)2
dξ̂[√

(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x2
3

]5 , (11)

M = (x1, x2, x3), ξ = (ξ1, ξ2, ξ3).

Функции ρ1, ρ2 неизвестны. Пусть компоненты поля заданы в конечном множестве точек Mi =

= (x
(i)
1 , x

(i)
2 , x

(i)
3 ), i = 1, 2, . . . , N . Обозначим подынтегральную функцию в первом слагаемом в (11) в точке Mi

через Q(i)
1 , а во втором слагаемом — через Q(i)

2 . Тогда получим

− ∂V (Mi)

∂x3
≡ fi =

+∞∫∫
−∞

(
ρ1(ξ̂)Q

(i)
1 (ξ̂) + ρ2(ξ̂)Q

(i)
2 (ξ̂)

)
dξ̂, i = 1, 2, . . . , N. (12)
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Здесь необходимо отметить, что формулы (10)–(12) являются основными при построении S-аппроксимаций
искомого элемента аномального потенциального поля в локальном варианте, когда сферичностью Земли или
другой планеты можно пренебречь [1].

Применим к обеим частям равенства (12) преобразование Радона:

V̂x3
(ω, p) =

+∞∫
−∞

[
ρ̂1(ω, q) · Q̂(i)

1 (ω, p− q) + ρ̂2(ω, q) · Q̂(i)
2 (ω, p− q)

]
dq. (13)

Функции Q̂
(i)
1 , Q̂(i)

2 можно найти аналитически:

+∞∫
−∞

x3[√
(x1 + t sinϕ− p cosϕ)2 + (x2 + t cosϕ− p sinϕ)2 + x2

3

]3 dt =

=
2x3

x2
3 + p2 − 2px1 cosϕ− 2px2 sinϕ+ (x1 cosϕ+ x2 sinϕ)2

, ω = (cosϕ, sinϕ),

+∞∫
−∞

2x2
3 −

(
(x1 + t sinϕ− p cosϕ)2 + (x2 + t cosϕ− p sinϕ)2

)[√
(x1 + t sinϕ− p cosϕ)2 + (x2 + t cosϕ− p sinϕ)2 + x2

3

]5 dt =

=
∂

∂x3

[
2x3

x2
3 + p2 − 2px1 cosϕ− 2px2 sinϕ+ (x1 cosϕ+ x2 sinϕ)2

]
, ω = (cosϕ, sinϕ),

(14)

гдеω1ξ+ω2η = p — прямая, по которой производится интегрирование. Если теперь записать для− ∂V
∂x3

(Mi) его
выражение с помощью формулы обращения преобразования Радона, мы получим:

− ∂V

∂x3
(Mi) = − 1

π

+∞∫
0

dp

2π∫
0

dϕ
1

p

 +∞∫
−∞

[
ρ̂1(ω, q)(Q̂

(i)
1 )′p(ω, p− q) + ρ̂2(ω, q)(Q̂

(i)
2 )′p(ω, p− q)

]
dq

 =

= − 1

2π

2π∫
0

dϕ

+∞∫
−∞


 +∞∫
−∞

dp
(Q̂

(i)
1 )′p(ω, p− q)

p

 ρ1(ω, q) +

 +∞∫
−∞

dp
(Q̂

(i)
2 )′p(ω, p− q)

p

 ρ2(ω, q)

 dq. (15)

В (15) интеграл по переменной p понимается в смысле главного значения. Его можно вычислить явно:

I1(ω, q) =

+∞∫
−∞

(Q1)′p(ω, p− q)dp

p
= 2 · x2

3 − (q − r cosϕ)2(
x2
3 + (q − r cosϕ)2

)2 ,
I2(ω, q) =

+∞∫
−∞

(Q2)′p(ω, p− q)dp

p
= 8 · x3(q − r cosϕ)2(

x2
3 + (q − r cosϕ)2

)2 .
(16)

На практике компоненты поля бывают заданы с некоторой погрешностью, поэтому входной информацией
являются значения fi,δ. С помощью решения вариационной задачи:

Ω(ρ) =

+∞∫
0

+∞∫
−∞

dq

2π∫
0

(
ρ̂
2
1(ω, q) + ρ̂

2
2(ω, q)

)
dpdϕ = min

ρ
,

fi,δ = − 1

2π

2π∫
0

dϕ

+∞∫
−∞


 +∞∫
−∞

(Q̂
(i)
1 )′p(ω, p− q)dp

p

 ρ1(ω, q) +

 +∞∫
−∞

(Q̂
(i)
2 )′p(ω, p− q)dp

p

 ρ2(ω, q)

 dq

(17)

получим, что искомые функции должны иметь вид [3, 8]:

ρ̂
(a)
1 (ω, q) = ˜̂ρ1(ω, q, λ), ρ̂

(a)
2 (ω, q) = ˜̂ρ2(ω, q, λ),

˜̂ρ1(ω, q, λ) = − 1

2π

N∑
i=1

λi

+∞∫
−∞

(Q̂
(i)
1 )′p(ω, p− q)

p
dp, ˜̂ρ2(ω, q, λ) = − 1

2π

N∑
i=1

λi

+∞∫
−∞

(Q̂
(i)
2 )′p(ω, p− q)

p
dp. (18)
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Таким образом, мы приходим к следующей системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ):

Aλ = fδ, λ = (λ1, . . . , λN ), fδ = (f1,δ, . . . , fN,δ), (19)

элементы матрицы которой в нашем случае имеют вид

aij =
1

4π2

2π∫
0

+∞∫
−∞

{
I1,i(ω, q)I1,j(ω, q) + I2,i(ω, q)I2,j(ω, q)

}
dϕdq, 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ N. (20)

Элементы матрицы системы (19), (20) имеют абсолютно такой же вид, как и элементы матрицы системы
в методе локальных S-аппроксимаций [1] при условии, что элементы поля представляются в виде потенциала
простого слоя.

Как было показано выше, преобразование Фурье и лучевое преобразование тесно связаны друг с другом:

f̄(p,ϕ) =
1

2π

+∞∫
−∞

F (u, ν)e−i|ω|pd(|ω̄|), ω̄ = (cosϕ, sinϕ),

F (u, ν) =

+∞∫
−∞

f̄(p,ϕ)e−i|ω|pdp,

(21)

где через f̄(p,ϕ) обозначено преобразование Радона от соответствующих переменных, а через F (u, ν) — преоб-
разование Фурье. Если ввести обозначения

ux + νy√
u2 + ν2

= p, ϕ = arccos
u√

u2 + ν2

и принять во внимание тот факт, что
+∞∫
−∞

eiωxdω = 2πδ(x)

(здесь δ(x) — дельта-функция Дирака), то можно показать, что

+∞∫
−∞

e−i(p−q)ρ1 · e−iqρ2dq = e−iρ1p
+∞∫
−∞

e−i(ρ1−ρ2)qdq = 2πδ(ρ1 − ρ2)eipρ1 · 2π
+∞∫
−∞

eipρ1 · e−ρ1(x3i+H)×

× eiρ1(xi cos ϕ+yi sin ϕ)dρ1 ·
+∞∫
−∞

e−ρ2(x3j+H) · eiρ2(xj cos ϕ+yj sin ϕ)
δ(ρ1 − ρ1)dρ2 =

=
2π

(x3i + 2H + x3j)2 +
(
p−

(
(x3i + x3j) cosϕ+ (y3i + y3j) sinϕ

))2 . (22)

Если затем осуществить обратное преобразование Радона, отнесенное к i-й точке, (см. формулы (6)–(9)),
то мы убедимся в том, что элементы матрицы системы линейных алгебраических уравнений (20) — это вто-
рые производные по i-й координате функции, преобразование Радона которой, деленное на x3i + 2H + x3j,
есть как раз (22). Данное утверждение отражает очень важный факт: интегральные представления аномальных
потенциальных полей (т.е. гармонических в некоторых областях пространства истокообразно представимых
функций) весьма тесно связаны друг с другом. Если вспомнить выражения для элементов матрицы в методе
S-аппроксимаций [1]:

aij = 2π

{
zi + zj
ρ3i,j

+
(zi + zj)

(
9ρ2i,j − 6(zi + zj)

2
)

ρ7i,j

}
,

ρ
2
i,j = (zi + zj)

2 + (xi − xj)
2 + (yi − yj)

2, 1 ≤ i, j ≤ N,

(23)

то можно сделать вывод, что преобразование Радона приводит к точно такой же системе линейных алгебраиче-
ских уравнений, как и S-аппроксимация в локальном варианте, но с представлением искомого элемента поля
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в виде потенциала простого слоя. Таким образом, интегральная плотность масс, описываемая выражениями
вида (18), может быть восстановлена из решения той же самой системы линейных алгебраических уравнений,
которая записывается для определения носителей простого и двойного слоев (11). Опишем этот процесс более
подробно.

Если поставить вариационную задачу:

Ω(ρ) =
L∑

l=1

+∞∫∫
−∞

(
ρ
2
1,l(ξ̂) + ρ

2
2,l(ξ̂)

)
dξ̂ = min

ρ
, (24)

fi,δ −
L∑

l=1

+∞∫∫
−∞

(
ρ1,l(ξ̂)Q

(i)
1,l(ξ̂) + ρ2,l(ξ̂)Q

(i)
2,l(ξ̂)

)
dξ̂ = 0, i = 1, 2, . . . , N, (25)

то для ее решения нам нужно будет определить вектор λ = (λ1, . . . λN ), а затем найти приближения к искомым
неизвестным функциям по формулам

ρ
(a)
1,l (ξ̂) = ρ̃1,l(ξ̂, λ), ρ

(a)
2,l (ξ̂) = ρ̃2,l(ξ̂, λ), ρ̃1,l(ξ̂, λ) =

N∑
i=1

λiQ
(i)
1,l(ξ̂), ρ̃2,l(ξ̂, λ) =

N∑
i=1

λiQ
(i)
2,l(ξ̂), l = 1, 2, . . . , L.

(26)
Компоненты вектора λ = (λ1, . . . λN ) находятся из решения системы линейных алгебраических уравнений, мат-
рица которой имеет элементы, выражающиеся по формулам (23) [1].

2. ОДНОВРЕМЕННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЛОТНОСТЕЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ПО
ВНЕШНЕМУ ПОЛЮ ИСТОЧНИКОВ И СПЕКТРОВ ПОЛЕЙ

Спектральный анализ элементов аномальных потенциальных полей был широко распространен в 50–80-е
годы прошлого века [3, 7].

При определении двумерных спектров различных сигналов предполагалось, что элемент Vx, x = (x1, x2, x3)
аномального поля непрерывно задан на всей бесконечной плоскости x3 = 0 и что однозначно восстанавлива-
ется преобразование Фурье F (u, ν) элемента V (x)|x3=0:

F (u, ν) =
1

2π

+∞∫∫
−∞

V (x)|x3=0 exp
(
i(ux1 + νx2)

)
dx1dx2. (27)

Обратное к (27) преобразование можно записать следующим образом:

T
{
V (x)

}
=

1

2π

+∞∫∫
−∞

K(u, ν)F (u, ν) exp
(
−i(ux1 + νx2)

)
dudν, (28)

где T
{
V (x)

}
= W (x) есть некоторая линейная трансформанта функции V (x), которой в спектральной обла-

сти соответствует умножение спектра F (uν) на частотную характеристику K(u, ν). Метод линейных интеграль-
ных представлений позволяет принципиально по-новому подойти к использованию метода анализа Фурье в
задачах гравиметрии и магнитометрии [3, 7]. Подчеркнем, что формулы (27) и (28) имеют абсолютно аналогич-
ный вид и для четырехмерного пространства (вариационные постановки для которого также рассматривались
нами ранее, в [3]), частотная характеристика и спектр будут иметь еще одну компоненту: K(ω) = K(u, ν,ω),
F = F (u, ν,ω).

Рассмотрим одну из основных постановок задач на нахождение спектров Фурье элементов аномальных по-
тенциальных полей по данным экспериментальных исследований этих полей. В данной работе ограничимся
случаем гравитационного поля и задания значений одного элемента:

∆g(x) = −∂Va(x)

∂x3
, (29)

где Va(x), x = (x1, x2, x3) — потенциал аномального гравитационного поля, а ось Ox3 направлена вверх, в силу
чего в (29) фигурирует знак минус.
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Напомним, как решается задача определения спектра сигнала в рамках одного из вариантов метода F-
аппроксимаций [7], который состоит в том, что вводится спектральное представление функции ∂Va(x)

∂x3
, гар-

монической в полупространстве x3 > −H, через спектр Фурье F (u, ν) потенциала Va(x):

∂Va(x)

∂x3
= Re

 1

2π

+∞∫∫
−∞

K(u, ν;x3 + H)F (u, ν) exp
(
−i(ux1 + νx2)

)
dudν

 =

=
1

2π

+∞∫∫
−∞

K(u, ν;x3 + H)
(
A(u, ν) cos(ux1 + νx2) + B(u, ν) sin(ux1 + νx2)

)
dudν. (30)

В (30) положено
K(u, ν;x3 + H) = exp

(
−(x3 + H)

√
u2 + ν2

)
(31)

и
F (u, ν) = A(u, ν) + iB(u, ν). (32)

Вариационная постановка на нахождение функций A(u, ν) и B(u, ν) (действительной и мнимой частей ком-
плексного спектра Фурье) и имеет следующий вид:

+∞∫∫
−∞

|F (u, ν)|2dudν =

+∞∫∫
−∞

(
A2(u, ν) + B2(u, ν)

)
dudν = min

A(u, ν)
B(u, ν)

. (33)

при линейных условиях

fi,δ−
1

2π

+∞∫∫
−∞

K(u, ν;x
(i)
3 +H)×

[
A(u, ν) cos(ux

(i)
1 +νx

(i)
2 )+B(u, ν) sin(ux

(i)
1 +νx

(i)
2 )
]
dudν = 0, i = 1, 2, . . . , N, (34)

где

fi,δ =
∂V (x(i))

∂x3
+ δ

(
∂V (x(i))

∂x3

)
. (35)

Аналогичная вариационная постановка возникает и в том случае, когда требуется найти спектр при частот-
ной характеристике K(u, ν;x3 + H) =

√
u2 + ν2 exp

(
−(x3 + H)

√
u2 + ν2

)
, соответствующей двойному слою.

Компоненты спектра будем обозначать тогда через

G(u, ν) = C(u, ν) + iD(u, ν). (36)

Задача (33)–(35) решается методом множителей Лагранжа [10]. Имеют место представления

A(u, ν) =
N∑
i=1

λiPi(u, ν),

B(u, ν) =
N∑
i=1

λiPi(u, ν),

(37)

где положено

Pi(u, ν) =
1

2π
K(u, ν;x

(i)
3 + H) cos(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 ),

Si(u, ν) =
1

2π
K(u, ν;x

(i)
3 + H) sin(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 ), i = 1, 2, . . . , N.

(38)

С учетом (31) получаем

A(u, ν) =
1

2π

N∑
i=1

λie
−(x(i)

3 +H)
√
u2+ν2 cos(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 ) =

N∑
i=1

λiPi(u, ν),

B(u, ν) =
1

2π

N∑
i=1

λie
−(x(i)

3 +H)
√
u2+ν2 sin(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 ) =

N∑
i=1

λiSi(u, ν),

(39)
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где

Pi(u, ν) =
1

2π
e−(x

(i)
3 +H)

√
u2+ν2 cos(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 ),

Si(u, ν) =
1

2π
e−(x

(i)
3 +H)

√
u2+ν2 sin(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 ).

(40)

Значения параметров λi (множителей Лагранжа) находятся из решения (СЛАУ) вида (19), в которой A есть
(N ×N) — матрица со свойством

A = AT ≥ 0 (41)

и элементами apq, p = 1, 2, . . . , N q = 1, 2, . . . , N :

apq =

+∞∫∫
−∞

[
Pp(u, ν)Pq(u, ν) + Sp(u, ν)Sq(u, ν)

]
dudν, (42)

С учетом условных обозначений (37) и (38) получим окончательное выражение для элементов искомой мат-
рицы:

ap,q =
x
(p)
3 + x

(q)
3 + 2H

2π
[
(x

(p)
3 + x

(q)
3 + 2H)2 + (x

(p)
1 − x

(q)
1 )2 + (x

(p)
2 − x

(q)
2 )2

] 3
2

. (43)

Обратим внимание на тот факт, что условная экстремальная задача (33)–(35) не содержит априорной инфор-
мации о свойствах погрешностей δVi в экспериментальных данных — в значениях fi,δ. Однако эта информация
может быть учтена при нахождении устойчивых приближенных решений СЛАУ (19).

Теперь можно перейти от вариационных постановок вида (24), (25) или (33)–(35) к более сложной задаче.
Поясним, как это сделать, на примере объединения вариационных постановок в рамках F- и S-аппроксимаций.

Сформулируем следующую вариационную постановку.
Пусть компоненты поля заданы в конечном множестве точек Mi = (x

(i)
1 , x

(i)
2 , x

(i)
3 ), i = 1, 2, . . . , N . Рассмот-

рим интегральные представления вида (12) элемента аномального поля ∂Va(x)
∂x3

на этом множестве. Функции
ρ1, ρ2 неизвестны. Как и выше, обозначим подынтегральную функцию в первом слагаемом в (12) в точке Mi

через Q
(i)
1 , а во втором слагаемом — через Q

(i)
2 . Кроме того, попытаемся одновременно с функциями ρ1, ρ2

определить спектральные характеристики указанной компоненты аномального поля A(u, ν), B(u, ν), C(u, ν),
D(u, ν) (см. (32) и (36)). В отличие от варианта представления элемента поля формулой (12), рассмотрим слу-
чай L плоскостей, на которых распределены простой и двойной слои. Тогда нам потребуется определить две
вектор-функции:

P = (ρ
(l)
1 , ρ

(l)
2 ), A =

(
A(l)(u, ν);B(l)(u, ν);C(l)(u, ν);D(l)(u, ν)

)
, l = 1, 2, . . . , L, (45)

причем компоненты этих функций заданы на плоскостях Hl, l = 1, 2, . . . , L.
Получим следующую задачу на поиск экстремумов двух функционалов при различных линейных ограниче-

ниях на искомые функции [11, 12]:

Ω(ρ) =
L∑

l=1

+∞∫∫
−∞

(
ρ
2
1,l(ξ̂) + ρ

2
2,l(ξ̂)

)
dξ̂ = min

ρ
, (46)

fi,δ −
L∑

l=1

+∞∫∫
−∞

(
ρ1,l(ξ̂)Q

(i)
1,l(ξ̂) + ρ2,l(ξ̂)Q

(i)
2,l(ξ̂)

)
dξ̂ = 0, i = 1, 2, . . . , N, (47)

+∞∫
−∞

|F (l)(u, ν)|2dudν+

+∞∫
−∞

|G(l)(u, ν)|2dudν =

L∑
l=1

+∞∫∫
−∞

((
A(l)(u, ν)

)2
+
(
B(l)(u, ν)

)2
+

+
(
C(l)(u, ν)

)2
+
(
D(l)(u, ν)

)2)
dudν = min

{
A(l)(u, ν), B(l)(u, ν), C(l)(u, ν), D(l)(u, ν)

}
, (48)
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fi,δ −
1

2π

L∑
l=1

+∞∫∫
−∞

K1(u, ν;x
(i)
3 + Hl)×

[
A(l)(u, ν) cos(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 ) + B(l)(u, ν) sin(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 )
]
dudν+

+
1

2π

L∑
l=1

+∞∫∫
−∞

K2(u, ν;x
(i)
3 + Hl)×

[
C(l)(u, ν) cos(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 ) + D(l)(u, ν) sin(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 )
]
dudν = 0,

i = 1, 2, . . . , N, (49)

где положено

fi,δ =
∂Va(x(i))

∂z
+ δfi. (50)

Решение задачи (46)–(50) будет иметь вид

ρ
(a)
1,l (ξ̂) = ρ̃1,l(ξ̂, λ), ρ

(a)
2,l (ξ̂) = ρ̃2,l(ξ̂, λ), ρ̃1,l(ξ̂, λ) =

N∑
i=1

λiQ
(i)
1,l(ξ̂), ρ̃2,l(ξ̂, λ) =

N∑
i=1

λiQ
(i)
2,l(ξ̂), l = 1, 2, . . . , L,

A(l)(u, ν) =
N∑
i=1

λiP
(l)
i,1 (u, ν), B(l)(u, ν) =

N∑
i=1

λiS
(l)
i,1(u, ν), (51)

C(l)(u, ν) =

N∑
i=1

λiP
(l)
i,2 (u, ν), D(l)(u, ν) =

N∑
i=1

λiS
(l)
i,2(u, ν),

где положено

P
(l)
i,m(u, ν) =

1

2π
Km(u, ν;x

(i)
3 + Hl) cos(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 ),

S
(l)
i,m(u, ν) =

1

2π
Km(u, ν;x

(i)
3 + Hl) sin(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 ), m = 1, 2,

K1(u, ν;x
(i)
3 + Hl) = exp

(
−(x

(i)
3 + Hl)

√
u2 + ν2

)
, i = 1, . . . , N, l = 1, . . . , L,

K2(u, ν;x
(i)
3 + Hl) =

√
u2 + ν2 exp

(
−(x

(i)
3 + Hl)

√
u2 + ν2

)
, i = 1, . . . , N, l = 1, . . . , L.

(52)

Таким образом, приходим к системе линейных уравнений (аналогичной (19)):

Aλ = fδ, (53)

элементы матрицы которой в нашем случае имеют вид

aij =
L∑

l=1

+∞∫∫
−∞

(
Q

(i)
1,l(ξ̂)Q

(j)
1,l (ξ̂) + Q

(i)
2,l(ξ̂)Q

(j)
2,l (ξ̂)

)
dξ̂, 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ N. (54)

Элементы aij матрицыAпри использовании интегральных представлений (11) и (34) могут быть вычислены
явно с помощью интеграла Пуассона. Например, в случае представления вертикальной компоненты гравита-
ционного поля получим выражения

aij = 2π
L∑

l=1

{
zi + zj − 2Hl(√

(zi + zj − 2Hl)2 + (xi − xj)2 + (yi − yj)2
)3−

−
(zi + zj − 2Hl)

(
9
[
(xi − xj)

2 + (yi − yj)
2
]
− 6(zi + zj − 2Hl)

2
)

(√
(zi + zj − 2Hl)2 + (xi − xj)2 + (yi − yj)2

)7
}
, 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ N. (55)

Необходимо подчеркнуть, что компоненты вектор-функции (44) (плотности простого и двойного слоев,
а также спектральные плотности соответствующих распределений) находятся из решения одной и той же си-
стемы уравнений (53). Если частотная характеристика имеет вид

K2(u, ν;x3 + H) =
√
u2 + ν2 exp

(
−(x3 + H)

√
u2 + ν2

)
, (56)
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то элементы матрицы системы для определения спектральных плотностей представляют собой второе слагае-
мое в формуле (55):

ap,q =
6(x

(p)
3 + x

(q)
3 + 2H)3 − 9

(
(x

(p)
1 − x

(q)
1 )2 + (x

(p)
2 − x

(q)
2 )2

)
· (x(p)

3 + x
(q)
3 + 2H)

2π
[
(x

(p)
3 + x

(q)
3 + 2H)2 + (x

(p)
1 − x

(q)
1 )2 + (x

(p)
2 − x

(q)
2 )2

] 7
2

. (57)

Фактически, нами доказана следующая

Теорема 1. Плотности простых слоев, распределенных на нескольких горизонтальных плоскостях, и спектраль-
ные плотности источников при частотной характеристике вида (31) определяются в рамках метода линейных
интегральных представлений из решения одной и той же системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ).

Замечание 1. СЛАУ (19) и аналогичные ей необходимо решать с помощью одного из методов регуляризации,
см., например, [3, 5, 6].

Как хорошо известно [13], для финитных функций справедлива формула суммирования Пуассона:∑
g∈Zn

F (x + ag) =

(
k

a

)n ∑
g∈Zn

f

(
kg

a

)
exp
(
i(x,g)k/a

)
. (58)

В (58), как и далее по тексту статьи, приняты следующие обозначения:Zn естьn-мерное пространство векто-
ров с целочисленными координатами, Rn — вещественное n-мерное пространство; g = (g1, g2 < . . . , gn) ∈ Zn;
x = (x1, x2 < . . . , xn) ∈ Rn, a — положительное вещественное число (период функции F ). В правой части (58)
суммируются значения преобразования Фурье исходной функции, заданные в узлах дополнительной решетки
(в фазовом пространстве).

Формула (58) может быть получена различными способами, в частности, путем определения так называе-
мых условно периодических функций.

А именно, для быстро убывающей вместе со всеми производными на бесконечности функции F (x) на ве-
щественной прямой R положим

Ft(x) =
+∞∑

n=−∞
F (x + n)eint. (59)

Функция (59) является условно периодической по x с параметром t.
Поэтому ее можно разложить в ряд Фурье:

Ft(x) =

+∞∑
n=−∞

an(t)ei2πnx, an(t) =

+∞∑
m=−∞

1∫
0

F (x + m)ei(mt+2πnx)dx = f(t + 2πn), (60)

где через f(t + 2πn) обозначено преобразование Фурье функции F (x). Отсюда получаем при t = 1 искомую
формулу Пуассона в одномерном случае. Если период условно периодической функции равен a, то формула
Пуассона приобретает вид:∑

g∈Zn

f(x + ga) =

(
2π

a

)n ∑
g∈Zn

F

(
2πgg

a

)
exp

(
i
2π

a
xg

)
,

xg = g1x1 + · · ·+ gnxn, gi ∈ Z x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ Rn.

(61)

В (61) через Z, Zn, Rn обозначены множество целых чисел, множество n-мерных векторов с целыми и веще-
ственными координатами, соответственно.

Ввиду справедливости формулы (58), можно ввести дополнительный критерий качества решения задачи
(46)–(50). А именно, среди всех решений, удовлетворяющих условиям (46)–(50) отберем те, которые дают ми-
нимальное отклонение левых и правых частей формулы (58) друг от друга. При этом важно обратить внимание
на следующий факт: сеть наблюдений всегда конечна и расположена в ограниченной области пространства [1,
2] (неважно, является ли эта сеть в полном смысле трехмерной или мы интерпретируем результаты измере-
ний вдоль кривых, на кусках поверхностей и т.п.). Поэтому в формуле (58) левая часть рассматривается лишь
в конечном числе точек. Что же касается правой части (58), то суммирование значений фурье-преобразования
сигнала выполняется во всем пространстве частот. Но частотный спектр сигнала также может быть ограни-
чен. Фактически, мы оказываемся в ситуации, когда более “узкому” спектру сигнала в фазовом простран-
стве соответствует более широкий спектр в реальном трехмерном пространстве, и наоборот. Это становит-
ся понятным, если вспомнить вид преобразования фурье-компонент гравитационного поля согласно методу
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F-аппроксимаций (см. (34)). Одна точка наблюдения “дает” одну косинусоиду с экспотенциально убывающей
амплитудой:

A(i)(u, ν) = λie
−(x(i)

3 +H)
√
u2+ν2 cos(ux

(i)
1 + νx

(i)
2 ). (62)

При суммировании правой и левой частей формулы (58) можно применять различные варианты формулы
Эйлера-Маклорена для многомерного случая [14]. Напомним читателю формулу Эйлера-Маклорена в одно-
мерном случае [15]:

n∑
j=m

ϕ(j) =

n∫
m

ϕ(x)dx +
∞∑
ν=1

Bν

ν!

{
ϕ
(ν−1)(n)− ϕ(ν−1)(m)

}
=

=

n∫
m

ϕ(x)dx +
k−1∑
ν=1

Bν

ν!

{
ϕ
(ν−1)(n)− ϕ(ν−1)(m)

}
−

− 1

k!

1∫
0

(
Bk(x)−Bk

) n−1∑
j=m

ϕ
k(j − x + 1)dx. (63)

В двумерном случае формула (63) приобретает вид

m2∑
m=m1

n2∑
n=n1

ϕ(m.n) =

m2∫
m1

n2∫
n1

ϕ(x, y)dxdy +
∑
ν

Bν

ν!
ϕ
(ν−1)(x, y)|n1,n2

m1,m2
, ν = (ν1, ν2), Bν = Bν1Bν2 , ν! = ν1!ν2!;

ϕ
(ν−1) =

∂ν1−1∂ν2−1ϕ

∂xν1−1∂yν2−1
, ϕ

(ν−1)(x, y)|n1,n2
m1,m2

= ϕ
(ν−1)(m2, n2)− ϕ(ν−1)(m1, n2)− (64)

−ϕ(ν−1)(m2, n1) + ϕ
(ν−1)(m1, n1).

При вычислении суммы значений некоторой функции, зависящей от двух переменных, согласно выраже-
нию (64) целесообразно пользоваться формулой Бруно [15]:

Dnf
[
g(t)

]
= n!

n∑
k=1

fk
∑∑
jkj = n∑
kj = k

n∏
j=1

g
kj

j

(j!)kjkj !
, fk ≡ Dn

s f(s)|s=g(t), gk = Dk
t g(t), Dk

t g(t) ≡ dkg(t)

dtk
. (65)

В нашем случае формулу (65) приходится применять дважды, поскольку при суммировании значений экс-
поненты от функции двух переменных, представляющей собой корень квадратный из суммы квадратов этих
переменных, лучше применить (65) к сложной функции вида f

(
g(u, ν)

)
= exp

(
−(zi + Hl)

√
u2 + ν2

)
для пере-

менных u и ν в отдельности, но считая функцией g(w) сначала g1(w) = −aw, а затем w = g2
(
η(u, ν)

)
=
√
η,

η = u2 + ν2.
На втором этапе в роли функции f выступает w(η) =

√
η, а в роли g — функция g(u, ν) = u2 + ν2.

Таким образом, мы приходим к выражению

f
(
g1
(
g2(u, ν)

))
≡ F (u, ν). (66)

Для функции w(η) =
√
η верны, как легко установить, следующие выражения для производных k-го поряд-

ка:

dkw

dηk
=

(−1)k+1(2k − 3)!!

2k(η)(2k−1)/2
, k = 1, 2, . . . ; (2k − 3)!! = 1, k = 1;

(2k − 3)!! = 1 · 3 · 5 · . . . , k = 2, . . . .

Аналогичные соображения верны и для производной по второй переменной ν.
В результате получим следующие соотношения:

F (u, ν) = g1
(
g2(u, ν)

)
,

∂F
(
g1
(
g2(u, ν)

))
∂u

=
dF

dg

∣∣∣∣
g=g1◦g2(u,ν)

· dg1
dτ

∣∣∣∣
τ=g2(u,ν)

· ∂g2
∂u

. (67)
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Описанный выше алгоритм действий при выполнении операций суммирования значений функций, задан-
ных в узлах двумерной целочисленной решетки, безусловно, не является единственно возможным, но двух-
этапное применение формулы Бруно позволит существенно упростить выражения для производных сложной
функции, поскольку у g(u) = u2 + ν2 отличны от нуля лишь производные первого и второго порядка (см. фор-
мулу (65)), а производные функции f

(
g1(w)

)
= exp(−aw) легко вычисляются:

∂kg(u)

∂uk
≡ 0,

∂kg(ν)

∂νk
≡ 0, k ≥ 3,

dk
(
exp(−aw)

)
dwk

= (−1)kak exp(−aw).

Как было отмечено в предыдущих работах авторов (см. [16–17]), матрицы систем линейных алгебраических
уравнений вида (19) бывают невырожденными в тех случаях, когда координаты точек наблюдений располага-
ются в точках оптимальной в некотором смысле сети. Такую оптимальную сеть построить бывает непросто, но
опыт численных расчетов при интерпретации реальных геофизических данных показывает, что в случае равно-
мерной сети точек матрицы СЛАУ, как правило, не вырождена, если имеет место диагональное преобладание
(оно наблюдается при задании всех пунктов наблюдений на одной и той же горизонтальной плоскости, напри-
мер, но не только). Можно ввести дополнительный функционал качества приближенного решения вариаци-
онной постановки (46)–(50):

X[P,A] =

{(
2π

a

)2 N∑
i=1

∑
n∈Z

∑
m∈Z

λie
−(x(i)

3 +H) 2π
a

√
n2+m2

cos

(
2π

a
nx

(i)
1 +

2π

a
mx

(i)
2

)
−

N∑
i=1

∑
n∈Z

∑
m∈Z

fi,δ(ma,na)

}2

=

= min
P,A

. (68)

В (68) используются те же обозначения, что и ранее определенные в статье. Если предположить, что коор-
динаты сети точек наблюдений удовлетворяют условиям x

(i)
1 = ia, x(i)

2 = ia, то (68) принимает вид

X[P,A] =

{(
2π

a

)2 N∑
i=1

∑
n∈Z

∑
m∈Z

λie
−(x(i)

3 +H) 2π
a

√
n2+m2 −

N∑
i=1

∑
n∈Z

∑
m∈Z

fi,δ(ma,na)

}2

= min
P,A

. (69)

Если значения полезного сигнала, осложненные случайной помехой заданы в ограниченной области трех-
мерного пространства (а именно так и бывает на практике), то суммирование в (69) происходит не по всему
множеству пар целых чисел (m,n), а только по некоторому конечному подмножеству: (m,n) ∈ Z2

lim =
{
m ∈

Z, n ∈ Z : m1 ≤ m ≤ m2;n1 ≤ n ≤ n2

}
.

Множество ограничений на области определения функций, фигурирующих в (69), можно задавать и иными
способами. C точки зрения простоты формул для практического использования, наиболее удобным является
следующее условие:

(m,n) ∈ Z2
lim =

{
m ∈ Z, n ∈ Z : m2

1 + n2
1 = r21 ≤ m2 + n2 ≤ r22 = m2

2 + n2
2

}
. (70)

Применяя формулу приближенного суммирования значений функции вида (64), получим тогда следующее
выражение для интегрального слагаемого:(

2π

a

)2 N∑
i=1

∑
(m,n)∈Z2

lim

λie
−(x(i)

3 +H) 2π
a

√
m2+n2 ≈ −2π

N∑
i=1

λi
1

(x
(i)
3 + H)2

{
e−(x

(i)
3 +H) 2π

a

√
m2+n2

}r2

r1
−

−
(

2π

a

)
· 2π

N∑
i=1

λi

√
m2 + n2

(x
(i)
3 + H)

{
e−(x

(i)
3 +H) 2π

a

√
m2+n2

}r2

r1
, (71)

r(m,n) =
√

m2 + n2,

(m,n) ∈ Z2
lim =

{
m ∈ Z, n ∈ Z : m2

1 + n2
1 = r21 ≤ m2 + n2 ≤ r22 = m2

2 + n2
2

}
.

В (64) мы интегрируем по мере rdrdϑ, при том r(m,n) =
√
m2 + n2, 0≤ ϑ ≤ 2π, r1 ≤ r ≤ r2. Форму-

лы (69), (70) позволяет сузить множество приближенных решений вариационной задачи (46)–(50) и, тем са-
мым, повысить надежность предлагаемой методики решения некорректных геофизических задач. Кроме того,
предложенный в статье подход к одновременной интерпретации пространственных и спектральных данных
(под “пространственными” данными подразумеваются значения поля в точках некоторой сети наблюдений —
сенсорах) открывает, на наш взгляд, ряд дополнительных возможностей для уточнения геологического строе-
ния Земли и планет: методика чувствительна к погрешностям в определении спектра и, следовательно, мелкие
неоднородности можно выявить при ее применении.
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3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. В статье показана связь вариационных постановок в рамках методов S-, F- и R-аппроксимаций в трех-
мерном декартовом пространстве. Доказано, что элементы матрицы СЛАУ во всех трех случаях совпадают, при
условии если в качестве эквивалентных носителей выбираются простые и двойные слои, распределенные на
некотором множестве горизонтальных плоскостей. По одному набору множителей Лагранжа (который пред-
ставляет собой решение СЛАУ) можно находить различные характеристики аномальных геофизических полей,
включая спектр и интегральную плотность носителя вдоль фиксированного направления (при построении F-
и R-аппроксимаций соответственно).

2. В статье формулируются условия для повышения качества совместной интерпретации различных данных
об изучаемом аномальном поле: вводится дополнительный стабилизатор при восстановлении плотности рас-
пределений источников на горизонтальных плоскостях одновременно со спектральной плотностью сигнала.

3. В статье делается акцент на возможность дальнейшего улучшения свойств решений некорректных задач
геофизики путем выбора оптимальной сети точек наблюдений. Если из большого и сверхбольшого массива
данных об аномальных полях Земли и рельефе «вычленить» информацию о значениях физических величин
в точках трехмерного пространства, координаты которых соответствуют пунктам оптимальной сети и одно-
временно близки к целым числам, то точность результатов совместной интерпретации значительно возрастет.
Такой эффект наблюдается благодаря специфическим особенностям различных версий метода интегральных
представлений и свойствам преобразования Фурье интегрируемых с квадратом функций во всем простран-
стве R3.
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Abstract. The article investigates the possibility of simultaneously recovering equivalent sources under
an external field and the spectral characteristics of a useful signal. Examples of variational formulations
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Создана двухслойная по времени схема расчета упрощенного кинетического уравнения Фоккера–Планка
применительно к переносу заряженных продуктов термоядерной реакции, которая включает в себя интер-
поляционную процедуру в 4-мерном сеточном пространстве. Обнаружена неустойчивость схемы при малых
значениях скорости частицы и специальном выборе скорости торможения частицы в поле иона, которая вхо-
дит в кинетическое уравнение в качестве параметра. Показано, что условие термализации, которое запрещает
расчет кинетического уравнения для частицы с энергией меньше средней энергии иона, существенно огра-
ничивает число термоядерных реакций, где неустойчивость может проявиться. Схема тестирована на задаче
релаксации к стационарному состоянию и на задаче с заданной зависимостью от времени скорости термо-
ядерной реакции, для которой можно найти точное решение кинетического уравнения. Библ. 16. Фиг. 7.
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ВВЕДЕНИЕ

Инерционный управляемый термоядерный синтез основан на зажигании с помощью внешнего драйвера
небольшой части топлива с последующим распространением волны термоядерного горения на его остальную
часть [1]. Механизмом горения термоядерного топлива является нагрев плазмы при торможении в ней надтеп-
ловых заряженных частиц, которые возникают в результате термоядерных реакций. Простейшая модель ло-
кального нагрева, когда частица отдает свою энергию в той точке, где она родилась, имеет очень узкую область
применимости.

Перенос надтепловых заряженных частиц в плазме описывается кинетическим уравнением Фоккера–
Планка [1], которое можно получить из уравнения Больцмана (см. [2]). Помимо термоядерных реакций это
уравнение описывает различные процессы, в частности в астрофизике [3].

Применительно к заряженным продуктам термоядерных реакций имеется замечательная возможность от-
бросить в уравнении Фоккера–Планка диффузию функции распределения в скоростном пространстве (см. [4],
где приведено обоснование малости отброшенного слагаемого). Далее такое упрощенное уравнение Фоккера–
Планка будем для краткости называть кинетическим уравнением. Решение этого уравнения сводится к решению
обыкновенного дифференциального уравнения вдоль характеристики, а уравнения характеристики описыва-
ют процесс торможения частицы электронами и ионами плазмы.

Во многих работах для расчета переноса надтепловых заряженных частиц используется трековый метод
(см. [1, 5–7]), построенный на простых физических соображениях, применяемых к дискретной среде. Как по-
казано в [7], трековый метод является методом расчета стационарного кинетического уравнения. Что касается
нестационарного кинетического уравнения, то, насколько известно авторам, в настоящее время в качестве мо-
дели используется не само уравнение, а его диффузионное приближение по телесному углу в одногрупповом [8]
или многогрупповом [1] приближении по скорости частицы.
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Настоящая работа является продолжением работы [7], в которой рассматривается стационарное кинетиче-
ское уравнение. Любопытным результатом этой работы является следующее утверждение. Пусть внутри расчет-
ной области имеется подобласть, где коэффициенты уравнения постоянны. Тогда во всех точках подобласти,
удаленных от ее границы на расстояние, превышающее длину пробега частицы, решение уравнения совпадает
с упомянутой выше моделью локального нагрева.

В работе [7] применительно к двумерным осесимметричным течениям развит обратный трековый метод,
когда пробные частицы влетают в центр ячейки пространственной сетки, а не вылетают из них, как в обычном
прямом трековом методе. Для одной и той же сетки по пространственным и угловым переменным объем вычис-
лений для обратного метода заметно больше, чем для прямого. Однако прямой метод, в отличие от обратного,
дает значительную потерю точности вблизи оси симметрии для не слишком подробных сеток по телесному уг-
лу, что связано с известным “эффектом луча”. В [7] приводятся рекомендации по значительному снижению
объема вычислений обратного метода без существенного снижения точности расчета.

Метод [7] применялся для расчета горения оболочечной цилиндрической дейтерий-тритиевой мишени в
[9, 10].

В работе [9] впервые было показано, что квазистационарная быстрая безударная волна горения с механиз-
мом распространения в виде нелокального нагрева альфа-частицами, перенос которых описывался стацио-
нарным кинетическим уравнением, может возникать из нестационарной детонационной волны по мере уве-
личения ее интенсивности. Настоящая работа открывает возможность изучения структуры квазистационарной
волны горения на основе нестационарного кинетического уравнения.

Параметры зажигающего драйвера и мишени в [9] выбираются так, чтобы по возможности уменьшить энер-
гию зажигания. В частности, произведение начальной плотности и радиуса цилиндра с DT смесью равно при-
мерно 0.5 г/см2, что примерно соответствует длине торможения альфа-частицы. Учет нестационарности кине-
тического уравнения возможно приведет к увеличению этого параметра. Размер мишени вдоль оси симметрии
выбирается достаточно большим, чтобы увидеть процесс превращения детонационной волны в быструю без-
ударную волну.

Далее мы ограничимся дейтерий-тритиевой реакцией, заряженным продуктом которой являетсяα-частица.
Будем также предполагать, что рождающиеся частицы имеют одну и ту же скорость vmax, которая определяется
энергией частицы 3.5 МэВ, и изотропное распределение по телесному углу. Это предположение основано на
том, что для типичной температуры 108 K средняя скорость ионов примерно в 10 раз меньше vmax (см. [11]).

Продуктом DT-реакции являются также высокоэнергичные нейтроны. Длина их свободного пробега на-
много больше характерных размеров области горения. Поэтому они часто не учитываются, как, например, в [9].
В будущем авторы предполагают использовать модель нейтронного нагрева в оптически тонком пределе [12],
где учитывается только первый акт рассеяния нейтрона.

1. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ

Помимо начальной скорости частицы vmax в модель переноса α-частиц входят скорости торможения (отри-
цательные по величине ускорения) частицы на электронах ae и ионах ai, скорость рождения частиц в единице
объема F и скорость частицы в конце траектории vth, при которой она перестает нагревать плазму. Эти функ-
ции зависят от термодинамических функций плазмы (плотности и температур электронов и ионов), а скорости
торможения ae и ai еще и от скорости частицы v. Зависимость термодинамических функций плазмы от про-
странственной координаты r и времени t будем считать известной, и тем самым полагать известными функции
ae,i(r, t, v), F (r, t), vth(r, t). Задача рассматривается на некотором интервале времени в некоторой простран-
ственной области. Предполагается отсутствие частиц, влетающих в область извне.

Рассматриваемое кинетическое уравнение имеет вид

∂f

∂t
+ v(Ω∇)f +

∂af

∂v
= F̃δ(v − vmax), a = ae + ai, F̃=F/4π, (1)

где Ω — единичный вектор, который задает направление полета частицы; f(r, t, v,Ω) — функция распределе-
ния, которая определяет f(r, t, v,Ω)dvdΩ как число частиц в единице объема в точке (r, t), имеющих модуль
скорости в интервале dv вблизи v и направление в интервале телесного угла dΩ вблизи Ω; δ есть δ-функция
Дирака.

При 0 6 v < vmax правая часть уравнения (1) равна нулю. Следуя [4], в точке v = vmax поставим граничное
условие

f(r, t, vmax,Ω) = − F̃ (r, t)

a(r, t, vmax)
, (2)

которое получается интегрированием уравнения (1) по v от vmax −∆v до vmax + ∆v, ∆v > 0 при ∆v → 0.
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Вместо пространственной координаты r введем в рассмотрение постоянный вектор r0 и координату ξ вдоль
луча Ω, r = r0 + ξΩ, а также переменную ε = v2/2, εmax = v2max/2. Тогда уравнение (1) при v < vmax (или при
ε < εmax) принимает вид линейного гиперболического уравнения

1

v

∂f

∂t
+

∂f

∂ξ
+ a

∂f

∂ε
= −faε, a = a(ξ, t, ε). (3)

Семейство характеристик уравнения (3) определяется уравнениями

dξ

dt
= v,

dε

dξ
= a, (4)

где дифференцирование выполняется вдоль характеристики. Уравнения (4) описывают торможение частицы
при увеличении ξ под действием отрицательного ускорения a.

При построении численного метода значение ε = ε+ задается при t = ∆t > 0, а функция распределения
известна при t = 0. Кроме того, функция распределения известна при ε = εmax (2) и на границе области (т.е.
при некотором значении ξ < 0 в точке пересечения луча−Ω с границей), где f = 0.

Для нахождения нужного участка характеристики надо интегрировать уравнения (4), начиная от точки
t = ∆t, в сторону уменьшения t (и, следовательно, уменьшения ξ, так как v > 0) до ближайшей точки, где
задана функция распределения. На этом участке уравнения (4) описывают движение частицы с положитель-
ным ускорением−a, как это показано на фиг. 1 применительно к случаю, когда ближайшей точкой с заданной
функцией распределения оказывается точка с t = 0. В двух других случаях также определяется точка на харак-
теристике, координаты которой будем обозначать ξ−, t− и ε−.

Фиг. 1. Характеристика ε(ξ) на интервале от t = ∆t > 0, где ξ = 0 и задано ε+, до t = 0, где определяются ξ− и ε−.

Уравнение (3) вдоль характеристики удобно взять в виде

df

dξ
= −faε . (5)

Далее с помощью равенства

aε =
da

dε
− aξ

dξ

dε
− at

dt

dε
=

1

a

(
da

dξ
− aξt

)
, aξt = aξ + at/v, (6)

уравнение (5) приводится к виду
daf

dξ
= faξt, (7)

откуда получаем связь между функциями распределения f− = f(ξ−, t−, ε−) и f+ = f(0,∆t, ε+)

f+a+ = f−a− exp

 0∫
ξ−

aξt
a
dξ

 , (8)

где a− = a(ξ−, t−, ε−), a+ = a(0,∆t, ε+), интегрирование выполняется вдоль характеристики, aξt определено в
(6).
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Для построения численного метода нужна процедура интерполяции термодинамических функций, включая
скорость рождения частиц в единице объема F , определенных в серединах ячеек пространственной сетки, на
луч, пересекающий эти ячейки. В работе [7] была реализована простейшая интерполяция в виде кусочно посто-
янной аппроксимации вдоль луча, который разбивался на интервалы, принадлежащие определенным ячейкам
сетки. Термодинамические функции на интервале полагались равными своим значениям в центре соответству-
ющей ячейки. Поэтому ниже будет рассмотрен частный случай формулы (8), когда отрезок [ξ−, 0] разбит на
интервалы, в каждом из которых a(ξ, t, ε) не зависит от ξ и t, а на границах интервалов функция a разрывна.

Пусть отрезок [ξ−, 0] разбит на N интервалов [ξj , ξj+1], j = 1, . . . , N . На каждом интервале j функция a
задана в виде функции aj(ε). Функции f(ξ) и ε(ξ) непрерывны. Формула (8), которая справедлива на любом
интервале, дает на интервале [ξj , ξj+1]

fjaj(εj) = fj+1aj(εj+1), εj = ε(ξj), fj = f(ξj),

откуда получаем

f+ = f−

N∏
j=1

aj(εj)

aj(εj+1)
. (9)

Мощность нагрева единицы объема электронной We и ионной Wi компоненты плазмы задается формулой

We,i(r, t) = −mp

∫
(4π)

εmax∫
εth

ae,i(r, t, ε)f(r, t, ε,Ω)dεdΩ , (10)

где εth = v2th/2, mp — масса частицы.
В работе [7] применительно к стационарному кинетическому уравнению во внутреннем интеграле формулы

(10) делается замена переменных ξ− = ξ−(ε) (см. фиг. 1, где переменная ε из (10) обозначена через ε+). В резуль-
тате формула (10) превращается в известную интегральную формулу трекового метода, которая и используется
в расчетах. В расчетах настоящей работы используется формула (10), в частности из-за того, что связь между
дифференциалами dξ− и dε зависит от типа точки с заданной функцией распределения (t = 0 или ε = εmax).

2. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД ДЛЯ ДВУМЕРНЫХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ТЕЧЕНИЙ

Как и в работе [7], будем рассматривать двумерные осесимметричные течения, когда искомая функция рас-
пределения и коэффициенты модели зависят только от двух пространственных цилиндрических координат
(координаты вдоль оси симметрии z и расстояния до оси r) и не зависят от угловой координаты ψ. В плос-
кости (z, r) имеется регулярная сетка из четырехугольных ячеек. Все упомянутые выше функции определены
при t = 0 в серединах ячеек, которые будем называть узлами сетки. Рассматривается двухслойная схема, кото-
рая позволяет определять функцию распределения в тех же узлах в следующий момент времени t = ∆t. Шаг ∆t
предполагается достаточно малым, чтобы можно было пренебречь зависимостью от времени коэффициентов
модели.

Из каждого узла пространственной сетки выпускаются лучи. Единичный вектор вдоль луча определяется
двумя угловыми координатами следующим образом. Возьмем точку в трехмерном пространстве с цилиндри-
ческими координатами (z0, r0,ψ0), в которой задан единичный вектор Ω. На фиг. 2 показана связанная с этой
точкой локальная декартова система координат, ось z′ которой параллельна оси z, ось x′ лежит в одной плоско-
сти с осью z и ортогональна ей, а ось y′ выбрана так, чтобы осиx′, y′, z′ образовывали правую систему координат.
Направление единичного вектора Ω задается углами θ и ϕ, как это показано на фиг. 2.

Обозначим через nz, nr и nψ проекции вектора Ω на оси z′, x′ и y′ соответственно. Как видно из фиг. 2,

nz = cos(θ), nr = sin(θ) cos(ϕ), nψ = sin(θ) sin(ϕ). (11)

Проекции вектора Ω на оси x и y декартовой системы координат

nx = nr cos(ψ0)− nψ sin(ψ0), ny = nr sin(ψ0) + nψ cos(ψ0). (12)

Введем координату ξ вдоль луча, задаваемого вектором Ω, и найдем зависимость цилиндрических координат
z(ξ) и r(ξ) вдоль луча. В дальнейшем понадобятся также функции ψ(ξ) (ψ(0) = ψ0), nr(ξ) и nψ(ξ). Используя
зависимость декартовых координат от ξ (см. фиг. 2)

x = r(ξ) cos(ψ(ξ)) = r0 cos(ψ0) + nxξ,

y = r(ξ) sin(ψ(ξ)) = r0 sin(ψ0) + nyξ,
(13)
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Фиг. 2. Угловые координаты θ и ϕ единичного вектора Ω в локальной системе координат (x′, y′, z′) относительно точки с
цилиндрическими координатами (z0, r0,ψ0).

формулу (12) и связь r2=x2+y2, получим формулы

z(ξ) = z0 + nzξ, r(ξ) =
[
(r0 + nrξ)

2 + (nψξ)
2
]1/2

, (14)

которые являются параметрической формой уравнения гиперболы в плоскости z, r. Неравенство ξ60 выделяет
часть этой гиперболы.

Как и следовало ожидать, функции (14) не зависят отψ0. Отметим также инвариантность этих функций при
замене ϕ на−ϕ, что позволяет ограничиться рассмотрением диапазона 0 6 ϕ 6 π.

Для нахождения функции распределения в конечной точке характеристики при t = 0 необходимо знать
значение угла ϕ, который зависит от ξ. Из второй формулы (11), которая остается справедливой после замены
переменных ϕ и nr на соответствующие функции, получаем

ϕ(ξ) = arccos (nr(ξ)/ sin(θ)) . (15)

Формулы (12) остаются в силе после замены переменных ψ0, nr и nψ соответствующими функциями. Из
этих формул можно получить связь

nr(ξ) = nx cos(ψ(ξ)) + ny sin(ψ(ξ)) .

После подстановки nx, ny из исходных формул (12) и cos(ψ(ξ)), sin(ψ(ξ)) из (13), получим простую формулу

nr(ξ) = r′ξ(ξ) , (16)

где r(ξ) определено в (14).
Дифференциал телесного угла

dΩ = dµdϕ, −1 6 µ = cos(θ) 6 1, −π 6 ϕ 6 π.

Пусть имеется для простоты равномерная сетка по угловым переменным

µ̃m = −1 + (m− 1)∆µ, ∆µ = 2/Nµ, m = 1, . . . , Nµ + 1,

ϕ̃k = (k − 1)∆ϕ, ∆ϕ = π/Nϕ, k = 1, . . . , Nϕ + 1,
(17)

которая делит половину полного телесного угла−16µ61, 06ϕ6π на NµNϕ угловых групп с одинаковым телес-
ным углом ∆µ∆ϕ. Каждой угловой группе соответствует единичный вектор с координатами

θm = arccos((µ̃m + µ̃m+1)/2), ϕk = (ϕ̃k + ϕ̃k+1)/2, 1 6 m 6 Nµ, 1 6 k 6 Nϕ.

Для приближенного представления функции распределения нужна также сетка в скоростном пространстве
εi, i = 0, . . . ,M , ε0 = 0, εM = εmax.
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При t = 0 в узлах всех рассмотренных выше сеток заданы соответствующие значения функции распределе-
ния. Для нахождения значений при t = ∆t из каждого узла пространственной сетки выпускаются лучи, вдоль
которых для всех значений εi (кроме i = M и узлов с εi 6 εth, где функция распределения задана формулой (2)
и нулевым значением соответственно) находится представленное в разд. 1 решение кинетического уравнения
при ε+ = εi. Вначале находится ближайшая вдоль характеристики точка с заданной функцией распределения
(при t = 0, на границе области или при ε = εmax), а затем по формуле (9) находится искомое значение функции
распределения.

Для реализации схемы необходимо находить функцию распределения f− при t = 0, ε = ε−, r = r0 + ξ−Ω
(r0 — заданный узел пространственной сетки, Ω определяется заданными значениями угловой сетки θm,ϕk),
ϕ = ϕ(ξ−) (см. (15), (16)) и θ = θm, по заданным значениям функции распределения в узлах пространственной,
угловой и скоростной сеток. Соответствующая процедура содержит интерполяцию высокого порядка точности
на 16-ти точечном шаблоне пространственной сетки из [13] и билинейную интерполяцию на объединении ско-
ростной εi и угловой ϕk сеток.

Описанная выше конечно-разностная схема при ∆t =∞ переходит в схему для уравнения (1) с отброшен-
ной производной по времени, которую далее будем называть стационарной схемой.

3. ТЕСТОВЫЕ РАСЧЕТЫ

Параметры тестовых задач примерно соответствуют параметрам горения цилиндрических мишеней для
инерциального термоядерного синтеза из [9, 10].

Рассмотрены две задачи. В первой задаче все параметры кинетического уравнения не зависят от простран-
ственных координат и времени. Во второй задаче скорость рождения α-частиц в единице объема F зависит
заданным образом от времени, а коэффициенты ae и ai по-прежнему зависят только от скорости частицы, что
позволяет точно решать задачу вдоль характеристики (так как приближенная формула (9) превращается в точ-
ную формулу (8) в силу равенства aξt = 0).

3.1. Задача о релаксации к стационарному состоянию

Рассматривается цилиндр радиусом R = 0.1 мм и длиной H = 1 мм, состоящий из полностью ионизован-
ной эквимолярной смеси дейтерия и трития, параметры которой не зависят от пространственных координат
и времени. Число ячеек пространственной сетки вдоль оси z Nz = 120 и вдоль оси r Nr = 50. Угловая сетка
Nµ = 8, Nϕ = 4.

Температура ионов (Ti) и электронов (Te) Ti = Te = 108 K, плотность смеси ρ = 100ρa, ρa ≈ 0.22 г/см3 —
плотность жидкой смеси при атмосферном давлении. Скорость рождения α-частиц в единице объема F =
= nDnT〈συ〉DT(Ti), где nD и nT = nD — концентрации ядер дейтерия и трития, которые определяются плотно-
стью плазмы ρ, 〈συ〉DT(Ti) — взятая из [5] скорость реакции.

Для расчета скоростей торможения α-частицы на электронах (ae) и ионах (ai), которые зависят от термо-
динамических функций и скорости α-частицы, как правило используются различные варианты теории парных
столкновений в плазме. В настоящей работе использовались два варианта формул. Первый вариант взят из
работы [14]. Эта работа посвящена торможению тяжелых ионов, степень ионизации которых также подлежит
определению, но после очевидных упрощений можно получить формулы и для полностью ионизованных ча-
стиц.

Второй вариант этой формулы из работы [15] для электронов и из работы [16] для ионов. Заметим, что
в [16] используется последовательная теория парных столкновений, которая допускает наличие небольшой об-
ласти скоростной координаты вблизи нуля с положительными значениями ai, что означает передачу энергии
от ионов среды к продуктам термоядерной реакции, а не наоборот.

Наличие такой области связано с функцией

G(x, β) =

x∫
0

exp(−y)dy − x(1 + β) exp(−x2),

которая входит в качестве множителя в формулу для ai. При β > 0 на некотором интервале вблизи x = 0
G(x, β) < 0 (см. [16]). Здесь x = v(mi/2kBTi)

1/2, mi — масса иона, kB — постоянная Больцмана, Ti — тем-
пература ионов, β = mi/mp. При расчете ai по формулам из [16] мы полагали ai = 0, если формулы давали
ai > 0.

В работе [14] использовался другой подход. Функция G(x, β) заменялась положительной при x > 0 функци-
ей G(x, 0). Такой подход кажется менее предпочтительным, так как вносит изменения в теорию парных столк-
новений для случая ai < 0, что нуждается в обосновании. Тем не менее ниже будет показано, что подход с
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занулением положительных значений ai имеет существенный дефект, который может приводить к неустойчи-
вости разностной схемы.

В работе [16] приведена таблица значений функции xcr(β), которая является решением уравнения

G(xcr(β), β) = 0.

Рассмотрим теперь как влияет на возможность появления положительных значений ai условие термализа-
ции частицы f(v) = 0 при v 6 vth = (3kBTi/mi)

1/2. Введем в рассмотрение скорость vcr = xcr(2kBTi/mi)
1/2.

Условие отсутствия положительных значений ai принимает вид

vcr
vth

=

√
2

3
xcr(β) 0 1. (18)

Одна из точек упомянутой выше таблицы, (β = 2, xcr = 1.23), с хорошей точностью совпадает с решением
уравнения

xcr(β) =

√
3

2
≈ 1.225 .

Так как функция xcr(β) возрастающая, из неравенства (18) получим β / 2. Для DT-реакции β = 2.5/4 ≈ 0.6,
что гарантирует отсутствие положительных значений ai.

Для других термоядерных реакций, в частности протонного типа (см. [1]), положительные значения ai могут
возникать в расчетах. Ниже мы приводим результаты расчетов для DT-реакции, но без условия термализации
(vth = 0), чтобы продемонстрировать возможное аномальное поведение вычислительной схемы при наличии
точек скоростной сетки с положительными значениями ai, которые искусственно заменяются нулевыми зна-
чениями.

Фиг. 3. Функция распределения (стационарная схема) в некотором узле пространственной сетки вдоль некоторого направ-
ления для всего скоростного диапазона (а) и вблизи точки ε = 0 (б) для разных формул вычисления ae и ai: 1 – расчет по
формулам из [12], 2 — из [13] для ae и из [14] для ai (с занулением положительных значений ai); εth = 0, M = 20, сетка εi с
равномерным распределением по v =

√
2ε.

На фиг. 3 приведена функция f(ε), полученная по стационарной схеме в некоторых узлах пространственной
и угловой сетки для двух рассмотренных выше вариантов вычисления ae и ai.

В отсутствие условия термализации узел скоростной сетки ε1 входит в область положительности ai для вто-
рого варианта вычислений, что дает аномально высокое значение f (примерно в 50 раз больше, чем в сосед-
нем узле ε2), указывающее на наличие множителей заметно больше 1 под знаком произведения в формуле (9).
В первом варианте такой аномалии нет.

Рассмотрим теперь численное решение нестационарной задачи о релаксации к стационарному состоянию
для той же сетки. Функция распределения в начальный момент времени полагается равной результату расчета
по стационарной схеме, умноженной на 20. Сетка и другие параметры те же, что и во втором варианте расчета
на фиг. 3, который дает аномально высокое значение функции распределения в узле ε1.
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Фиг. 4. Неустойчивость при релаксации к стационарному состоянию. Функция распределения в узле с аномально высо-
ким стационарным решением fst на фиг. 3 (1) и максимальное значение функции распределения (2) от времени; расчет с
занулением положительных значений ai, εth = 0, сетка та же, что и для стационарной схемы.

Как видно на фиг. 4, численное решение в том же узле ε1, что и на фиг. 3, как и максимальное значение по
узлам всех сеток, стремится не к стационарному значению, а к бесконечности.

Напомним, что для DT-реакции такая неустойчивость возможна только в отсутствие условия термализации
(εth = 0). Учет этого условия делает неустойчивость возможной для термоядерных реакций с β = mi/mp ' 2.
Заметим, что для таких реакций неустойчивости можно избежать, если к условию термализации добавить усло-
вие f(v) = 0 при x 6 xcr(β).

Заметим, что кривые на фиг. 4 слабо зависят от начальных данных. Например, если в качестве начальных
данных взять результат расчета по стационарной схеме, деленный на 20, то кривые на фиг. 4 почти не изменятся.

Далее будем использовать только первый вариант расчета коэффициентов ae и ai [14]. Число узлов скорост-
ной сетки M = 20. Вместо сетки с равномерной расстановкой узлов по переменной v =

√
2ε будет использо-

ваться равномерная по ε сетка, более подробная вблизи ε = εmax и, соответственно, менее подробная вблизи
ε = 0.

На фиг. 5 показан результат расчета упомянутой выше задачи о релаксации. Шаг по времени выбирался по
формуле

∆t =
R

vmax

5

Nt
,

где Nt = 200 — число шагов по времени. Видно, что функция распределения сходится к некоторой функции,
которую назовем стационарным состоянием. Эта функция близка к решению по стационарной схеме. Неболь-
шие отличия связаны с тем, что стационарное состояние зависит от шага по времени и от упомянутой выше
интерполяционной процедуры.

На фиг. 6 показано сравнение результатов расчетов с шагом по времени для Nt = 200 и в два раза большим
шагом для Nt = 100 в один и тот же момент времени. Видно, что результаты с хорошей точностью близки друг
к другу.

3.2. Задача с заданной временной зависимостью скорости рождения частиц

Рассматривается задача, в которой скорость рождения α-частиц в единице объема

F = nDnT〈συ〉DT(Ti(t)), (19)

где nD = nT = const, а функция Ti(t) = (tT
(1)
i + (τ − t)T

(0)
i )/τ имитирует быстрый рост температуры при

зажигании мишени. Здесь T
(1)
i = 108K, T (0)

i = 6000 K, τ = 20 пс.
Параметры мишени и сеток: R = 0.07 мм, H = 0.1 мм, ρ = 500ρa, Nz = 100, Nr = 40, Nµ = 8, Nϕ = 4.

Температура электронов и ионов, от которых зависят коэффициенты ae и ai, полагается независящей от про-
странственных координат и времени, T (2)

e = T
(2)
i = (T

(1)
i + T

(0)
i )/2. Начальные данные при t = 0: f = 0 для

всех значений пространственных, угловых и скоростной переменных.
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Фиг. 5. Релаксация к стационарному состоянию (коэффициенты ae и ai из работы [14]) для начальных данных в 20 раз
больше (a) и в 20 раз меньше (б) решения по стационарной схеме (штриховая линия), цифры у сплошных линий — число
шагов по времени (0 — начальная функция распределения).

Фиг. 6. Функция распределения после 100 шагов по времени с Nt = 200 (сплошная линия) и для того же момента времени с
Nt = 100 (штриховая линия); задача о релаксации для начальных данных в 20 раз больше решения по стационарной схеме.

Точное решение кинетического уравнения вдоль характеристики в момент времени t легко находится. Для
этого надо в расчетных формулах схемы заменить ∆t на t, а скорость рождения частиц в единице объема вы-
числять по формуле (19) с t = ∆t− t−, где t− определяется характеристикой.

Двухслойная конечно-разностная схема для кинетического уравнения вычисляет значения функции рас-
пределения в момент t + ∆t по значениям в момент t. Шаг ∆t полагается достаточно малым, чтобы можно
было пренебречь зависимостью от времени термодинамических функций, в частности скорости рождения ча-
стиц в единице объема, которая предварительно вычисляется в момент t в серединах ячеек пространственной
сетки и аппроксимируется вдоль луча в виде кусочно-постоянной функции.

Полная мощность нагрева плазмы

W (t) =

∫
(We + Wi)dv,

где We, Wi определены формулой (10), интегрирование ведется по объему области.
Для вычисления W надо вначале решить кинетическое уравнение, приближенно или точно, а затем вос-

пользоваться квадратурными формулами. Мы не будем проверять точность квадратурных формул. Ясно, что
их точность возрастает с ростом числа значений по переменной интегрирования.
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Функция W (t) используется для контроля точности двухслойной конечно-разностной схемы относительно
точного решения кинетического уравнения. Для каждого интеграла выбирается некоторая квадратурная фор-
мула, одна и та же для точного и приближенного расчета кинетического уравнения.

Фиг. 7. Задача с заданной временной зависимостью скорости рождения частиц: точное решение (штриховая линия) и двух-
слойная схема (сплошные линии) для числа шагов по времени 100 (1), 50 (2), 25 (3), 12 (4) и 6 (5).

На фиг. 7 представлены результаты расчетов функции W (t) для точного решения и для двухслойной
конечно-разностной схемы с разным числом шагов по времени на интервале 0 6 t 6 20 пс. Видно, что с умень-
шением шага по времени погрешность схемы уменьшается.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Создана двухслойная схема расчета упрощенного нестационарного кинетического уравнения переноса за-
ряженных продуктов термоядерной реакции. По сравнению с развитым ранее обратным трековым методом для
упрощенного стационарного кинетического уравнения, появляется новая независимая переменная, что меняет
логическую схему вычислений.

Создана необходимая для расчета нестационарного уравнения интерполяционная процедура в 4-мерном
сеточном пространстве (интерполяция высокого порядка точности для двумерных криволинейных простран-
ственных сеток применительно к осесимметричным течениям и билинейная интерполяция для угловой и ско-
ростной сеток).

Обнаружена неустойчивость схемы при малых значениях скорости частицы и специальном выборе скорости
торможения частицы в поле иона ai, которая входит в кинетическое уравнение в качестве параметра. Неустой-
чивость проявляется в бесконечном росте функции распределения с ростом числа шагов по времени и связана
с наличием области в пространстве термодинамических функций и скорости частицы (далее аргументов функ-
ции ai), где теория парных столкновений дает ai > 0, что означает ускорение (а не торможение) частицы в поле
иона. Чтобы исключить эффект ускорения частицы, не затрагивая область аргументов функции ai, где ai < 0,
положительные значения ai полагались равными нулю.

Изучена роль условия термализации, которое запрещает расчет кинетического уравнения для частицы с
энергией меньше средней энергии иона. Показано, что область аргументов функции ai, где теория парных
столкновений дает ai > 0, может возникать только при mi/mp > 2, где mi — масса иона, mp — масса частицы,
что существенно ограничивает число термоядерных реакций, где неустойчивость может проявиться.

Схема тестирована на задаче релаксации к стационарному состоянию и на задаче с заданной зависимостью
от времени скорости термоядерной реакции, для которой можно найти точное решение кинетического урав-
нения.
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Abstract. A two-time-layer scheme has been developed for solving the simplified kinetic Fokker–Planck
equation related to the transport of charged products of thermonuclear reactions, which includes an
interpolation procedure in four-dimensional grid space. Instabilities in the scheme were detected at low
particle velocities and for a specific choice of particle deceleration in the ion field, which enters the kinetic
equation as a parameter. It was shown that the thermalization condition, which prohibits solving the kinetic
equation for particles with energy lower than the average ion energy, significantly limits the number of
thermonuclear reactions where instability can manifest. The scheme was tested on the problem of relaxation
to a stationary state and on a problem with a prescribed time-dependent thermonuclear reaction rate, for
which an exact solution to the kinetic equation can be found.
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