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Сергей Константинович Годунов родился 17 июля 1929 г. в Москве. В 1946 г. после окончания спецшколы
ВВС он поступил на мехмат Московского государственного университета, где прошел хорошую школу и полу-
чил прочный математический фундамент. Его наставниками были выдающиеся советские ученые и педагоги
Б.Н. Делоне и И.Г. Петровский. В 1951 г. после окончания МГУ он был принят в Расчетное бюро Математи-
ческого института им. В.А. Стеклова АН СССР. С первых же дней работы в Расчетном бюро, а затем в Отделе-
нии прикладной математики МИАН, С.К. Годунов принимает активное участие в работе большого коллектива
ученых, созданного для решения важнейших практических задач по математическому моделированию и про-
ведению расчетов различных процессов в области ядерной физики. С этого времени началось его беззаветное
служение науке, которое продолжалось более 70 лет.

Фиг. 1. Курсант Московской спецшколы ВВС — советник РАН Института математики им. С.Л. Соболева

Выдающийся ученый академик Сергей Константинович Годунов являлся одним из наиболее ярких лидеров
современной прикладной математики и механики. Его фундаментальный вклад в развитие вычислительной
математики, численных методов механики сплошных сред, теории дифференциальных уравнений трудно пе-
реоценить. Его научные труды в значительной степени определили современный облик численного анализа,
заложили новые перспективные направления его развития. С.К. Годунов — автор более 300 научных работ, в
том числе 18 монографий, многие из которых переведены на другие языки и стали классическими. Описание
полученных им результатов содержится в обзоре [1]. Приведем лишь несколько результатов, которые принесли
С.К. Годунову всемирную известность.

Одним из первых наиболее значимых результатов Сергея Константиновича является «разностная схема Го-
дунова». Схема была разработана им для расчетов разрывных решений задач одномерной газовой динамики.
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Эта работа была инициирована М.В. Келдышем и И.М. Гельфандом, предложивших осенью 1953 г. молодому
учёному Сергею Годунову создать вариант метода Дж. Неймана и Р. Рихтмайера для расчета уравнений газовой
динамики с использованием искусственной вязкости. Однако в 1954 г. Сергей Годунов предложил свой метод
расчёта, и с течением времени его схема приобрела всемирную известность и была названа его именем. В осно-
ву разработки схемы было положено требование сохранения монотонности численных решений при переходе с
каждого расчетного временного слоя на следующий, реализованное с помощью точного решения задачи Рима-
на о распаде разрыва. При работе над этой задачей проявились яркий талант С.К. Годунова, нестандартность его
мышления, колоссальная работоспособность и стремление докопаться до истины. Его результаты были опуб-
ликованы в 1959 г. в статье [2]. Многолетний опыт применения схемы Годунова обобщен в монографии [3],
вышедшей в 1976 г. Но особенно большой интерес к схеме Годунова проявился в 80-е годы прошлого века,
когда возникла необходимость разработки методов высокой точности для гиперболических систем. На осно-
ве метода, предложенного С.К. Годуновым, было разработано множество различных модификаций, которые
используются в разнообразных приложениях от медицины до астрофизики.

Схема Годунова оказала существенное влияние на последующее развитие численных методов. В настоящее
время имеется большое число приближенных методов для расчета разрывных решений нелинейных уравнений,
в частности, многие разностные схемы основаны на идеях С.К. Годунова. В связи с этим большой интерес пред-
ставляют комментарии и пояснения самого Сергея Константиновича по схеме Годунова [4]. Огромное влияние
на развитие современной вычислительной математики оказала также монография [5], написанная С.К. Годуно-
вым в соавторстве с В.С. Рябеньким. Эта монография была первым отечественным изложением вычислитель-
ной математики 50–60 гг. Она стала учебником и настольной книгой для многих специалистов. В ней излага-
лись важные теоретические вопросы и конкретные разностные методы на модельных примерах. Впоследствии
эта монография неоднократно переиздавалась с дополнениями.

В своей работе Сергей Константинович всегда руководствовался принципом «идти от приложений». За вре-
мя работы в Отделении прикладной математики (с 1966 г. — Институт прикладной математики АН СССР, а с
1978 года — ИПМ им. М.В. Келдыша) им было создано множество методов для приближенного решения раз-
личных конкретных задач, заложены основы новых направлений прикладной математики и механики. В част-
ности, им был создан метод установления для анализа обтекания тел потоком газа. В дальнейшем этот метод
стал универсальным приемом для приближенного построения стационарных решений с помощью нестацио-
нарной задачи. Под руководством С.К. Годунова была начата разработка первых алгоритмов для построения
криволинейных разностных сеток. Эти алгоритмы используются для расчета разрывных решений двумерных
задач механики сплошной среды. В настоящее время разработкой алгоритмов для построения разностных се-
ток в многомерных областях занимаются в различных научных организациях в нашей стране и за рубежом.
С.К. Годуновым разработан метод ортогональной прогонки для решения краевых задач для систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. Этот метод применяется при решении большого числа прикладных задач,
в частности, он использовался при расчетах атомных реакторов.

Решая различные прикладные задачи механики сплошных сред, С.К. Годунов получил важные теорети-
ческие результаты для квазилинейных дифференциальных уравнений математической физики. В частности,
он проводил исследования проблемы единственности решений, проблемы построения обобщенных решений.
В своих работах (см., например, [6, 7]) он впервые поставил вопросы о глубокой связи законов термодинамики
и корректности систем дифференциальных уравнений для моделей механики сплошных сред, об обобщении
понятия энтропии и закона ее возрастания, о термодинамических соотношениях. Полученные в этой области
результаты составили содержание его докторской диссертации (1965 г.). Эти работы С.К. Годунова послужили
началом нового направления теоретических и прикладных исследований, посвященных гиперболическим си-
стемам законов сохранения в математической физике. Эти исследования активно проводятся в нашей стране
и за рубежом.

После переезда С.К. Годунова в Новосибирск, куда его пригласил М.А. Лаврентьев, он был назначен заве-
дующим лабораторией в Вычислительном центре СО АН СССР и продолжил исследования связей фундамен-
тальных вопросов математической физики и теории дифференциальных уравнений. Эти исследования были
связаны с работами, проводимыми в лаборатории А.А. Дерибаса в Институте гидродинамики СО АН СССР по
сварке металлов взрывом. Проводимые при этом численные расчеты не давали полного объяснения процес-
сов, происходящих в металлах, в частности, образования волн на границе между свариваемыми пластинами.
Это приводило С.К. Годунова к мысли о необходимости уточнения классических моделей, используемых для
описания высокоэнергетических и высокоскоростных воздействий на металлы. Дело в том, что при больших
высокоскоростных воздействиях металлы претерпевают упругие и пластические деформации, при этом мо-
гут вести себя, как жидкости. А классические модели это не учитывают! Изучая результаты многочисленных
экспериментов, Сергею Константиновичу совместно с учениками и коллегами из Института гидродинамики
удалось получить уравнения, которые адекватно описывали как упругую деформацию среды, так и ее течение
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при интенсивных воздействиях (нелинейная релаксационная модель Максвелла). При этом полученная мо-
дель позволяла проводить расчеты реальных ударно-волновых процессов в металлах. Однако система диффе-
ренциальных уравнений нелинейной модели Максвелла не входила в класс квазилинейных систем, введенных
С.К. Годуновым в работе [7], гиперболичность которых обеспечивалась выполнением законов термодинами-
ки. Это стало отправной точкой для многолетних исследований, которые привели к появлению класса симмет-
рических гиперболических термодинамически согласованных систем законов сохранения [8, 9]. В настоящее
время теория таких систем широко используется как для создания новых моделей сложных сплошных сред, так
и для разработки новых численных методов [10].

Наряду с изучением гиперболических систем квазилинейных уравнений, возникающих в задачах сплошных
сред, С.К. Годунов вместе со своими учениками проводил исследования линейных гиперболических уравне-
ний и систем. В середине 70-х годов в Новосибирском государственном университете начал работать семинар
по гиперболическим уравнениям под руководством С.К. Годунова. На нем, в частности, был поставлен вопрос:
всегда ли уравнение высокого порядка, гиперболическое по Петровскому, может быть сведено к симметриче-
ской системе первого порядка, гиперболической по Фридрихсу? В одномерном случае, а также для уравнений
второго порядка, такое сведение было известно. Однако сведение гиперболического уравнения с двумя про-
странственными переменными к симметрической гиперболической системе оказалось очень сложной задачей.
Ее решение было получено С.К. Годуновым и В.И. Костиным в 1979 г. Затем В.И. Костиным и Т.Ю. Михайло-
вой было установлено аналогичное сведение гиперболических уравнений, инвариантных относительно вра-
щений. Но ответ на вопрос для произвольного гиперболического уравнения оказался отрицательным. В 1983 г.
В.В. Иванов построил неожиданный пример гиперболического уравнения четвертого порядка с четырьмя про-
странственными переменными, которое не сводилось к симметрической системе. Однако вопрос о сведении
произвольных гиперболических уравнений с тремя пространственными переменными к гиперболическим си-
стемам по Фридрихсу до сих пор остается открытым.

На семинаре по гиперболическим уравнениям рассматривались также вопросы о корректных постановках
краевых задач. С.К. Годуновым была поставлена задача изучения корректности общих смешанных задач для
гиперболических уравнений на основе «метода симметризации», т.е. метода, позволяющего сводить краевую
задачу для гиперболического уравнения к краевым задачам для систем, гиперболических по Фридрихсу, с дис-
сипативными граничными условиями. В этом направлении был получен ряд новых результатов, в частности,
для краевых задач для векторного волнового уравнения были установлены существенно более сильные резуль-
таты по сравнению с результатами, полученными японскими математиками.

Осознавая исключительную важность применения аппарата линейной алгебры к задачам уравнений мате-
матической физики и механики сплошных сред, Сергей Константинович уделял большое внимание правиль-
ным постановкам задач вычислительной линейной алгебры. Он внёс огромный вклад в создание надежных
алгоритмов их решения на компьютере. Интерес к этим вопросам у С.К. Годунова возник еще в 50-е годы при
решении конкретных прикладных задач, связанных с ядерной физикой. Он был одним из первых математиков,
кто стал давать правильные объяснения вычислительным парадоксам, подчеркивая, что при выполнении ком-
пьютерных расчетов, необходимо учитывать не только погрешности входных данных, но и ошибки округления,
неизбежно возникающие в процессе вычислений.

В своей научной деятельности С.К. Годунов всегда мыслил независимо от устоявшихся парадигм. Широкий
математический кругозор, научная смелость и необыкновенная интуиция позволяли ему «чувствовать задачу»,
отделять главное от второстепенных деталей. Отчетливо осознавая, что классический аппарат линейной алгеб-
ры не был ориентирован на компьютерные вычисления, Сергей Константинович ввёл фундаментальное поня-
тие «гарантированная точность» вычислений на компьютере, им были определены новые понятия: ε-спектр,
спектральный портрет, расслоение спектра, критерий качества дихотомии и др. [11–13]. Бо́льшая часть ис-
следований по вычислительной линейной алгебре была выполнена в Институте математики Сибирского от-
деления, куда в 1980 г. по приглашению С.Л. Соболева перешел С.К. Годунов вместе со своей лабораторией.
Именно в Институте математики в рамках новой концепции гарантированной точности С.К. Годуновым и его
учениками был детально изучен ряд спектральных задач для конечномерных операторов, разработаны новые
алгоритмы решения систем линейных алгебраических уравнений, решения задач устойчивости и дихотомии
для обыкновенных дифференциальных уравнений, детально исследован метод ортогональной прогонки, по-
лучивший широчайшее распространение. Эти исследования также нашли многочисленных последователей и
используются при создании методов и алгоритмов для суперкомпьютерных вычислений.

Выдающийся ученый С.К. Годунов являлся прекрасным педагогом. Он преподавал в Московском и Ново-
сибирском государственных университетах. В 1977–1990 гг. являлся заведующим кафедрой дифференциальных
уравнений в НГУ, основателем которой был академик С.Л. Соболев. Им были прочитаны оригинальные лекци-
онные курсы “Уравнения математической физики”, “Механика сплошной среды”, “Дифференциальные урав-
нения”, “Современные аспекты линейной алгебры”. Широко известны его научно-образовательные семинары
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“Гиперболические уравнения” (НГУ) и “Математика в приложениях” (ИМ СО РАН), которыми он руководил
на протяжении многих лет. За время работы в Новосибирском государственном университете, в Вычислитель-
ном центре СО АН СССР, а затем в Институте математики, носящем сейчас имя С.Л. Соболева, Сергей Кон-
стантинович воспитал немало учеников, которые и сейчас продолжают активно работать в науке.

Научные результаты С.К. Годунова получили высокую оценку со стороны государства и мирового научно-
го сообщества. За выполнение специальных заданий Правительства и решение важных задач новой оборон-
ной техники он был удостоен звания Лауреата Ленинской премии (1959 г.). С.К. Годунов награжден многими
орденами: «Знак Почёта» (1954, 1981), «Трудового Красного Знамени» (1956, 1975), Почёта (2010), Александра
Невского (2023). За цикл работ по исследованию процессов, сопутствующих сварке металлов взрывом, С.К. Го-
дунову с соавторами присуждена премия им. А.Н. Крылова АН СССР (1972 г.), за книгу “Элементы механики
сплошной среды” — премия им. М.А. Лаврентьева РАН (1993 г.). В 2022 г. «за выдающиеся результаты в области
вычислительной математики» С.К. Годунов был награжден Золотой медалью им. Л. Эйлера РАН. Свидетель-
ством мирового признания научных заслуг С.К. Годунова являются проходящие за рубежом международные
конференции, посвященные его методам. В 1997 г. ему была присуждена степень почетного доктора Мичи-
ганского университета США. В 2020 г. С.К. Годунову была присуждена премия им. Рамеша Агарвала в области
вычислительной гидродинамики (SAE/Ramesh Agarwal Computational Fluid Dynamics Award).

* * *

Сергей Константинович Годунов был беззаветно предан науке. Он всегда был полон сил и творческих за-
мыслов. Его идейная убежденность, высокая культура, широкая эрудиция всегда притягивала к нему коллег,
учеников и последователей. Он был из тех людей, общение с которыми духовно обогащает. Светлая память о
Сергее Константиновиче навсегда сохранится в сердцах его друзей, учеников, коллег и всех, кто его знал.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Белых В.Н., Брушлинский К.В., Васкевич В.Л., Киселёв С.П., Крайко А.Н., Куликовский А.Г., Мали В.И., Пухна-
чёв В.В., Роменский Е.И., Рябенький В.С. Сергею Константиновичу Годунову 85 лет // Успехи мат. наук, т. 70,
вып. 3, 2015.

2. Годунов С.К. Разностный метод численного расчета разрывных решений уравнений гидродинамики // Ма-
тематический сборник, т. 47, № 3, 1959.

3. Годунов С.К., Забродин А.В., Иванов М.Я., Крайко А.Н., Прокопов Г.П. Численное решение многомерных задач
газовой динамики. М.: Наука, 1976.

4. Годунов С.К. Воспоминания о разностных схемах. Новосибирск: Научная книга, 1997.

5. Годунов С.К., Рябенький В.С. Введение в теорию разностных схем. М.: Физматгиз, 1962.

6. Годунов С.К. Термодинамика газов и дифференциальные уравнения // Успехи мат. наук, т. 14, вып. 5, 1959.

7. Годунов С.К. Интересный класс квазилинейных систем // Докл. АН СССР, т. 139, № 3, 1961.

8. Годунов С.К. Элементы механики сплошной среды. М.: Наука, 1978.

9. Годунов С.К., Роменский Е.И. Элементы механики сплошных сред и законы сохранения. Новосибирск: На-
учная книга, 1998.

10. Годунов С.К., Киселев С.П., Куликов И.М., Мали В.И. Моделирование ударно-волновых процессов в упру-
гопластических материалах на различных (атомный, мезо и термодинамический) структурных уровнях.
Москва; Ижевск: Институт компьютерных исследований, 2014.

11. Годунов С.К., Антонов А.Г., Кирилюк О.П., Костин В.И. Гарантированная точность решения систем линейных
уравнений в евклидовых пространствах. Новосибирск: Наука, Сиб. Отд-ние, 1988.

12. Годунов С.К. Современные аспекты линейной алгебры. Новосибирск: Научная книга, 1997.

13. Годунов С.К. Лекции по современным аспектам линейной алгебры. Новосибирск: Научная книга, 2002.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



Сергею Константиновичу Годунову посвящается 1341

DEDICATED TO SERGEI KONSTANTINOVICH GODUNOV

K.V. Brushlinskya,*, G.V. Demidenkob,c,**, V.T. Zhukova,***

aKeldysh Institute of Applied Mathematics of the Russian Academy of Sciences, Miusskaya sq., 4, Moscow, 125047 Russia
bSobolev Institute of Mathematics, Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, Acad. Koptyug Ave., 4,

Novosibirsk, 630090 Russia,
cNovosibirsk State University, Pirogov St., 1, Novosibirsk, 630090 Russia

*e-mail: brush@keldysh.ru
**e-mail: demidenk@math.nsc.ru

***e-mail: zhukov@kiam.ru
Received 20 May, 2024

Abstract. Sergei Konstantinovich Godunov was born on July 17, 1929, in Moscow. In 1946, after completing
an Air Force special school, he enrolled in the Mechanics and Mathematics Faculty at Moscow State
University, where he received a solid mathematical foundation and excellent training. His mentors included
prominent Soviet scientists and educators B.N. Delone and I.G. Petrovsky. In 1951, after graduating from
Moscow State University, he joined the Computational Bureau of the Steklov Mathematical Institute of the
USSR Academy of Sciences. From his very first days working in the Computational Bureau, and later in the
Department of Applied Mathematics at MIAS, S.K. Godunov became an active member of a large group of
scientists dedicated to addressing critical practical tasks in mathematical modeling and calculations across
various nuclear physics processes. This marked the beginning of his unwavering dedication to science, which
continued for more than 70 years.
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Представлен новый подход к аппроксимации функций, основанный на идеях С.К. Годунова о регуляризации
плохо обусловленных систем. Представленный метод позволяет определить значения функций в узлах мел-
кой сетки, исходя из данных на более крупной сетке, обеспечивая при этом контроль над гладкостью получа-
емой функции. Обоснованы оценки сходимости и гладкости, а также приведены результаты вычислительных
экспериментов, иллюстрирующие эффективность предложенного метода. Библ. 4. Фиг. 6.
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ВВЕДЕНИЕ

Благодаря работам по разностным схемам имя Сергея Константиновича Годунова стало известно матема-
тикам и физикам всего мира. Несколько менее известны его статьи и книги по вычислительной линейной ал-
гебре, однако именно в них наиболее отчетливо проявляются особенности его научного подхода к решению
математических проблем. Обратимся к методу регуляризации по Годунову плохообусловленных систем линей-
ных алгебраических уравнений (СЛАУ). Его возникновение связано с решением СЛАУ, представляющей собой
дискретизированное интегральное уравнение Фредгольма первого рода. Известно, что такие СЛАУ, как пра-
вило, плохо обусловлены. С.К. Годунов отметил, что не все известные свойства искомого решения, которые
присутствуют в исходной физической постановке задачи, нашли отражение в ее математической постановке.
В частности, это касалось гладкости решения. Таким образом, получалось, что добавление в СЛАУ уравне-
ний разделенных разностей делало более точным соответствие между физической и математической задачами.
Оказалось, что при таком расширении системы значительно уменьшается число обусловленности, а специаль-
ный выбор параметра «склейки» двух подсистем приводил к тому, что регуляризация не увеличивает уровень
погрешности. Описание этого метода можно найти в монографиях [1–3].

Позднее уже в 2000-х годах в личных беседах С.К. Годунов высказывал мысль, что аналогичный подход мог
бы применяться для сглаживания функций, заданных на дискретной сетке. В настоящей работе, развивая эту
идею, мы представляем новый метод обработки данных, который сочетает в себе свойства аппроксимации и
сглаживания.

Аппроксимация используется во многих прикладных задачах и состоит, как правило, из двух этапов. Первый
этап – вычисление коэффициентов аппроксимирующей функции по заданным значениям исходной функции,
второй – вычисление значений аппроксимирующей функции в интересующих точках. Основные сложности
численной реализации методов аппроксимации связаны с вычислительной трудоемкостью и/или вычисли-
тельной неустойчивостью. Особенно очевидны эти проблемы при использовании аппроксимации степенными
функциями. Первый этап в этом случае состоит из решения линейной алгебраической системы, которая с ро-
стом степени аппроксимирующего полинома стремительно становится плохо обусловленной.

В настоящей работе предлагается метод аппроксимации, обладающий двумя основными отличительными
чертами. Первая из них заключается в том, что метод позволяет вычислять значения аппроксимирующей функ-
ции сразу же в процессе решения специальной СЛАУ. Таким образом, два этапа аппроксимации сливаются в

1)Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики им. С.Л. Соболева СО РАН (проект ќ FWNF-2022-0008),
фонд «El-yurt umidi», Узбекистан.
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один, что, естественно, приводит к экономии вычислительных затрат. Вторая особенность предлагаемого ме-
тода в том, что он основан на приеме регуляризации плохо обусловленных систем. Поэтому можно ожидать,
что обусловленность возникающих СЛАУ не слишком велика.

В разд. 1 работы приводится общее описание предлагаемого метода. В разд. 2 и 3 частях дано его обоснова-
ние, включая оценки сходимости, гладкости и обусловленности. В завершение приводятся некоторые примеры
расчетов.

1. СПОСОБ ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ

Предлагаемый метод является вариацией метода регуляризации плохо-обусловленных систем, описанного
в работе [1]. Суть этого метода состоит в том, что для поиска решения системы, помимо основной информа-
ции, используется дополнительная эмпирическая информация об искомой функции, например, в виде оценок
производных.

Пусть в точках
𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑚−1 < 𝑥𝑚, 𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1 = ∆, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, (1)

заданы значения функции 𝑓(𝑥). Будем искать значения полинома 𝑔(𝑥) степени 𝑝 в точках ξ𝑘(𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 ·𝑚):

𝑥𝑗 = ξ𝑗𝑛 < ξ𝑗𝑛+1 < · · · < ξ(𝑗+1)𝑛 = 𝑥𝑗+1, ξ𝑘 − ξ𝑘−1 = δ,

аппроксимирующего функцию 𝑓(𝑥) (см. фиг. 1).
При аппроксимации мы стремимся к выполнению следующих равенств:

𝑔(𝑥𝑗) = 𝑓(𝑥𝑗), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. (2)

По аналогии с упомянутым выше методом регуляризаци эти соотношения можно рассматривать как основную
СЛАУ:

𝐵𝑔 = 𝑓,

где

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑔(ξ0)
𝑔(ξ1)

...
𝑔(ξ𝑛𝑚)

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑓 =

⎛⎜⎝ 𝑓(𝑥1)
...

𝑓(𝑥𝑚)

⎞⎟⎠ , (3)

Матрица 𝐵 состоит из 𝑚 + 1 строчек. В каждой из ниx только (𝑗 − 1)𝑛 + 1-ый элемент (𝑗-номер строки)
отличен от нуля и равен 1:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

jn+1

1 0
... · · · 0

...
. . .

...
...

j+1 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · ·
... · · · 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4)

x1 ...x0

ξ0

g(ξ0)
g(ξn)

g(ξnm)f(ξ0)

f(ξn) f(ξnm)

ξ1 ξn ξnm
xm

Фиг. 1. Постановка задачи аппроксимации.
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Очевидно, что эта система является недоопределенной и не может быть однозначно решена. Для ее корректной
разрешимости необходимо добавить соотношения на производные:

𝑔(𝑝+1)(ξ𝑘) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛𝑚, (5)

или разделенные разности порядка 𝑝 + 1:

𝐷𝑝+1𝑔(ξ𝑘) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛𝑚. (6)

Для того чтобы система уравнений относительно значений 𝑔(ξ𝑘) была замкнутой, из равенств (6) выбираем

𝐷𝑝+1𝑔(ξ𝑘) = 0, 𝑘 =

[︂
𝑝

2

]︂
, . . . ,

[︂
𝑛𝑚− 𝑝 + 1

2

]︂
. (7)

Совокупность равенств (7) образует систему линейных алгебраических уравнений 𝐷𝑝+1𝑔 = 0, где строчки мат-
рицы 𝐷𝑝+1 содержат коэффициенты разделенных разностей.

Теперь объединим обе системы:

𝐴𝑔 +

⎛⎝ 𝑟
. . .
ρ

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝑓
. . .
0

⎞⎠ , 𝐴 =

⎛⎝ 𝐵
. . .

𝐷𝑝+1

⎞⎠ . (8)

В результате получена переопределенная система, которая может быть несовместной. Поэтому в уравнение
вводится невязка. Далее предполагается решать эту систему методом наименьших квадратов, который невязку
минимизирует. Заметим, что минимизация невязкиρ, в частности, означает, что аппроксимация обладает также
сглаживающим эффектом.

Таким образом, для приближенного вычисления значений аппроксимирующего полинома достаточно ре-
шить систему (8).

2. АППРОКСИМАЦИЯ КУСОЧНО-ПОСТОЯННОЙ ФУНКЦИЕЙ

Будем рассматривать случай 𝑝 = 0, когда в качестве дополнительных уравнений берутся разделенные раз-
ности первого порядка. Таким образом, матрица 𝐷1 имеет вид

𝐷1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0 . . . 0

0 1 −1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 1 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (9)

2.1. Применение метода Лагранжа

Для определения свойств такой аппроксимации можно переформулировать задачу как задачу нахождения
условного минимума и воспользоваться методом Лагранжа. С этой целью введем дополнительные обозначения
(см. фиг. 2):

𝑓𝑗 = 𝑔(𝑥𝑗), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, (10)

δ𝑗,𝑘 = 𝑔(ξ𝑗𝑛+𝑘) − 𝑔(ξ𝑗𝑛+𝑘−1), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

В этих обозначениях метод наименьших квадратов, примененный к системе (8), приводит к вычислению
минимума функции

𝐹 (𝑓0, . . . , 𝑓𝑚; δ0,1, . . . , δ𝑚−1,𝑛) =

𝑚∑︁
𝑗=0

(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗)
2 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑘=1

δ
2
𝑗,𝑘

при выполнении условий

𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘=1

δ𝑗,𝑘, 𝑗 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Для применения метода Лагранжа составляем вспомогательную функцию

Φ(λ0, . . . , λ𝑚−1; δ1,1, . . . , δ𝑙−1,𝑛) =

𝑚∑︁
𝑗=0

(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗)
2 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑘=1

δ
2
𝑗,𝑘 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

λ𝑗

(︁
𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗 −

𝑛∑︁
𝑘=1

δ𝑗,𝑘

)︁
.
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xj xj + 1

f(xj + 1)

f(xj)

fj
~

ξjn + k − 1 ξjn + k

fj + 1

δj, k

~

Фиг. 2. Обозначения для аппроксимации в случае 𝑝 = 0.

Приравниваем к нулю производные функции Φ по всем параметрам:

Φλ𝑗 = 𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗 −
∑︀𝑛

𝑘=1 δ𝑗,𝑘 = 0,
Φδ𝑗,𝑘 = 2δ𝑗,𝑘 − λ𝑗 = 0,

Φ𝑓0
= −2(𝑓0 − 𝑓0) − λ0 = 0,

Φ𝑓1
= −2(𝑓1 − 𝑓1) + λ0 − λ1 = 0,

Φ𝑓𝑗
= −2(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗) + λ𝑗−1 − λ𝑗 = 0,

Φ𝑓𝑚
= −2(𝑓𝑚 − 𝑓𝑚) + λ𝑚−1 = 0.

(11)

Из первых двух равенств получаем, что

δ𝑗,𝑘 =
λ𝑗

2
, (12)

𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘=1

δ𝑗,𝑘 = 𝑛δ𝑗,𝑘 =
𝑛

2
λ𝑗 . (13)

Замечание. Равенство (12) означает, что в промежутках между точками 𝑥𝑗 аппроксимация производится ли-
нейно. Следовательно, внутри каждого интервала (𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗) производная аппроксимирующей функции равна
(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗−1)/∆.

Подставим выражение (13) в равенства для производных Φ𝑓𝑗 :

Φ𝑓0
= −2(𝑓0 − 𝑓0) − λ0 = −2(𝑓0 − 𝑓0) − 2

𝑛

(︁
𝑓1 − 𝑓0

)︁
= 0,

Φ𝑓𝑗
= −2(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗) + λ𝑗 − λ𝑗+1 = −2(𝑓𝑗 − 𝑓𝑗) −

2

𝑛

(︁
𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗

)︁
+

2

𝑛

(︁
𝑓𝑗 − 𝑓𝑗−1

)︁
= 0,

Φ𝑓𝑚
= −2(𝑓𝑚 − 𝑓𝑚) + λ𝑚−1 = −2(𝑓𝑚 − 𝑓𝑚) +

2

𝑛

(︁
𝑓𝑚 − 𝑓𝑚−1

)︁
= 0.

В матрично-векторном виде эти равенства принимают вид

𝑓 =
(︁
𝐼 +

1

𝑛
𝑇1

)︁
𝑓, (14)

где

𝑇1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1
−1 2 −1

. . .
. . .

. . .
−1 2 −1

−1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦.

Таким образом,

𝑓 − 𝑓 =
1

𝑛
𝑇1𝑓.

Так как ‖𝑇1‖ 6 4, то очевидна оценка

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
4

𝑛
‖𝑓‖.

Здесь и далее обозначение ‖ · ‖, примененное к вектору, означает евклидову норму, а примененное к матрице –
спектральную норму.
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Из соотношения (︁
𝐼 +

1

𝑛
𝑇1

)︁−1

𝑓 = 𝑓

можно вывести и априорную оценку. Так как при 𝑛 > 5(︁
𝐼 +

1

𝑛
𝑇1

)︁−1

= 𝐼 − 1

𝑛
𝑇1

∞∑︁
𝑗=0

(︁−1

𝑛
𝑇1

)︁𝑗
= 𝐼 + Ω, ‖Ω‖ 6

4/𝑛

1 − 4/𝑛
,

то

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
4/𝑛

1 − 4/𝑛
‖𝑓‖. (15)

Тем самым доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть функция 𝑓(𝑥) задана в точках (1), матрицы𝐴,𝐵,𝐷1 имеют вид (8), (4) и (9) соответственно.
Если при этом вектор 𝑔 является обобщенным нормальным решением системы (8), а вектор 𝑓 задан равенством
(10), то для векторов 𝑓 и 𝑓 верна оценка (15), откуда следует, что данная аппроксимация имеет первый порядок
точности.

2.2. Гладкость аппроксимации

Пусть матрица 𝑅1 размера 𝑚× (𝑚 + 1) имеет вид

𝑅1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0 . . . 0

0 1 −1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 1 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

т.е. она отличается от матрицы𝐷1 размером. Тогда сглаживающий эффект данной аппроксимации описывается
в следующей лемме.

Лемма 1. Для разностей элементов векторов 𝑓 и 𝑓 имеет место неравенство

‖𝑅1𝑓‖ >

(︂
1 +

λmin(𝑅1𝑅
*
1)

𝑛

)︂
‖𝑅1𝑓‖.

Для доказательства достаточно умножить обе части уравнения (14) на 𝑅1 и заметить, что 𝑇1 = 𝑅*
1𝑅1, в ре-

зультате чего получается следующая цепочка:

‖𝑅1𝑓‖ = ‖𝑅1𝑓 +
1

𝑛
𝑅1𝑅

*
1𝑅1𝑓‖ =

⃦⃦⃦⃦(︂
𝐼 +

1

𝑛
𝑅1𝑅

*
1

)︂
𝑅1𝑓

⃦⃦⃦⃦
>

(︂
1 +

λmin(𝑅1𝑅
*
1)

𝑛

)︂
‖𝑅1𝑓‖.

Таким образом, имеет место убывание разностных производных.
Усилить или ослабить эффект сглаживания можно путем добавления в систему весового параметра η:

𝐴 =

(︂
𝐵
η𝐷1

)︂
.

Очевидно, что чем меньше вес, тем точнее аппроксимирующая функция, и тем меньше ее гладкость, и наобо-
рот.

Повторив описанный в п. 2.1 процесс для этого случая, получим оценки, учитывающие множитель η:

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
4η2

𝑛
‖𝑓‖,

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
4η2/𝑛

1 − 4η2/𝑛
‖𝑓‖,

а также

‖𝑅1𝑓‖ >

(︂
1 +

4η2

𝑛
λmin(𝑅1𝑅

*
1)

)︂
‖𝑅1𝑓‖.

Таким образом, при 𝑝 = 0, несмотря на то что ожидается аппроксимация константой, т.е. полиномом ну-
левого порядка, в реальности имеет место кусочно-линейная аппроксимация. При этом такая аппроксимация
более трудоемка, чем обычная кусочно-линейная интерполяция, когда линейными отрезками соединяются из-
вестные значения функции 𝑓(𝑥𝑗). Однако при этом данный подход к аппроксимации позволяет автоматически
сгладить исходную функцию.
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2.3. Обусловленность системы

Оценку числа обусловленности системы (8) можно получить на основе следующей теоремы (доказательство
см. в [4]).

Теорема 2 (об окаймлении). Если 𝑁 ×𝑁-матрицу 𝐴 окаймить справа дополнительным столбцом из 𝑁 элемен-
тов, то сингулярные числа σ1(𝐵), σ2(𝐵), . . . , σ𝑁 (𝐵) матрицы 𝐵 размера 𝑁 × (𝑁 + 1), полученной в результате
окаймления, связаны с сингулярными числами σ1(𝐴), σ2(𝐴), . . . , σ𝑁 (𝐴) матрицы 𝐴 условиями перемежаемости

σ𝑁 (𝐵) > σ𝑁 (𝐴) > σ𝑁−1(𝐵) > . . . > σ1(𝐵) > σ1(𝐴).

Дополним матрицу 𝐷1 последней строкой матрицы 𝐵 и обозначим полученную квадратную (𝑚𝑛 + 1)×
×(𝑚𝑛 + 1) матрицу 𝐷̂1:

𝐷̂1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 . . . 0

0 1 −1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 1 −1
0 . . . 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Так как матрица 𝐴, определенная равенством (8), может рассматриваться как окаймление матрицы 𝐷̂1, то,
применяя теорему 2, получаем неравенства

σmin(𝐷̂1) 6 σmin(𝐴) 6 σmax(𝐷̂1) 6 σmax(𝐴).

Отсюда следует оценка для числа обусловленности матрицы

cond(A) 6
σmax(A)

σmin(D̂1)
= ‖A‖‖D̂−1

1 ‖.

При этом имеют место очевидные ограничения на нормы

‖𝐴‖ 6 2, ‖𝐷̂−1
1 ‖ 6 𝑚𝑛 + 1.

Тем самым доказана следующая лемма.

Лемма 2. Пусть матрицы 𝐵 и 𝐷1 размеров (𝑚 + 1) × (𝑚𝑛 + 1) и 𝑚𝑛 × (𝑚𝑛 + 1) соответственно заданы
формулами (4) и (9). Тогда число обусловленности матрицы

𝐴 =

⎛⎝ 𝐵
. . .
𝐷1

⎞⎠
не превосходит 2(𝑚𝑛 + 1).

3. ТОЧНОСТЬ АППРОКСИМАЦИИ КУСОЧНО-ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИЕЙ

В данном разделе некоторые обозначения будут изменены для удобства выкладок.
Аппроксимация линейной функцией предполагает, что в качестве дополнительных условий используется

равенство нулю вторых производных или разделенных разностей. Это означает, что регуляризующая матрица
𝐷2 размера (𝑚𝑛− 1) × (𝑚𝑛 + 1) имеет вид

𝐷2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −2 1

1 −2 1
. . .

. . .
. . .

1 −2 1

⎞⎟⎟⎟⎠ . (16)

Введем дополнительные обозначения:

𝑑𝑗 = 𝑔(ξ𝑗) − 𝑔(ξ𝑗−1), 1 6 𝑗 6 𝑛𝑚,

ε𝑗 = 𝑑𝑗+1 − 𝑑𝑗 = 𝑔(ξ𝑗+1) − 2𝑔(ξ𝑗) + 𝑔(ξ𝑗−1), 1 6 𝑗 6 𝑛𝑚− 1,
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δ𝑗 = 𝑔(𝑥𝑗) − 𝑓𝑗 , 0 6 𝑗 6 𝑚.

Решение системы (8) методом наименьших квадратов означает минимизацию нормы вектора невязки

(δ0, . . . , δ𝑚, ε1, . . . , ε𝑛𝑚−1)𝑇 .

Чтобы сформулировать дополнительные условия, заметим, что

𝑑𝑛𝑗+𝑘 = 𝑑𝑛𝑗+1 +

𝑘−1∑︁
𝑖=1

ε𝑛𝑗+𝑖, 𝑔(ξ𝑛(𝑗+1)) − 𝑔(ξ𝑛𝑗) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑛𝑗+𝑖, 0 6 𝑗 6 𝑚− 1.

Подставим первое из этих равенств во второе и получим следующие соотношения:

𝑛𝑑𝑛𝑗+1 +

𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑛− 𝑖)ε𝑛𝑗+𝑖 = 𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗 + δ𝑗+1 − δ𝑗 , (17)

𝑛𝑑𝑛𝑗 −
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑖ε𝑛(𝑗−1)+𝑖 = 𝑓𝑗 − 𝑓𝑗−1 + δ𝑗 − δ𝑗−1. (18)

Из равенства (17) вычтем (18), используя то, что 𝑑𝑛𝑗+1 − 𝑑𝑛𝑗 = ε𝑛𝑗 . Получаем при 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1

𝑓𝑗−1 − 2𝑓𝑗 + 𝑓𝑗+1 + δ𝑗−1 − 2δ𝑗 + δ𝑗+1 −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑖ε𝑛(𝑗−1)+𝑖 −
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑛− 𝑖)ε𝑛𝑗+𝑖 = 0. (19)

Теперь можно применить метод Лагранжа для вычисления условного минимума. Функция Лагранжа имеет вид

Φ =

𝑚∑︁
𝑗=0

δ
2
𝑗 +

𝑛𝑚−1∑︁
𝑖=1

ε
2
𝑖 +

+

𝑚−1∑︁
𝑗=1

λ𝑗

(︃
𝑓𝑗−1 − 2𝑓𝑗 + 𝑓𝑗+1 + δ𝑗−1 − 2δ𝑗 + δ𝑗+1 −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖ε𝑛(𝑗−1)+𝑖 −
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑛− 𝑖)ε𝑛𝑗+𝑖

)︃
.

Приравниваем к нулю частные производные функции Лагранжа:

Φε𝑗 = 2ε𝑖 − λ1𝑖 = 0,
Φε𝑛𝑗+𝑖 = 2ε𝑛𝑗+𝑖 − λ𝑗(𝑛− 𝑖) − λ𝑗+𝑖𝑖 = 0,
Φε𝑛(𝑚−1)+𝑖

= 2ε𝑛(𝑚−1)+𝑖 − λ𝑚−1(𝑛− 𝑖) = 0,

𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1;

(20)

Φδ0 = 2δ0 + λ1 = 0,
Φδ1 = 2δ1 − 2λ1 + λ2 = 0,
Φδ𝑗 = 2δ𝑗 + λ𝑗−1 − 2λ𝑗 + λ𝑗+1 = 0,
Φδ𝑚−1

= 2δ𝑚−1 + λ𝑚−3 − 2λ𝑚−2 = 0,
Φδ𝑚 = 2δ𝑚 + λ𝑚−2 = 0,

𝑗 = 2, . . . ,𝑚− 3. (21)

Производные функции Φ но параметрам λ𝑗 составляют систему (19), которую можно записать в виде

∆ + ϕ = 𝐸, (22)

где при 1 6 𝑗 6 𝑚𝑛− 1

∆𝑗 = δ𝑗−1 − 2δ𝑗 + δ𝑗+1, 𝐸𝑗 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖ε𝑛(𝑗−1)+𝑖 +

𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑛− 𝑖)ε𝑛𝑗+𝑖, ϕ𝑗 = 𝑓𝑗−1 − 2𝑓𝑗 + 𝑓𝑗+1.

Обращение равенств (20) приводит к выражениям

ε𝑖 =
𝑖λ1
2

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

ε𝑛𝑗+𝑖 =
(𝑛− 𝑖)λ𝑗 + 𝑖λ𝑗+1

2
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1,

ε𝑛(𝑚−1)+𝑖 =
(𝑛− 𝑖)λ𝑚−1

2
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1.

(23)
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Аналогичным образом из (21) выводим выражения

δ0 = −λ1
2
,

δ1 = −−2λ1 + λ2

2
,

δ𝑗 = −λ𝑗−1 − 2λ𝑗 + λ𝑗+1

2
, 𝑗 = 2, . . . ,𝑚− 3,

δ𝑚−1 = −λ𝑚−2 − 2λ𝑚−1

2
,

δ𝑚 = −λ𝑚−1

2
,

(24)

которые можно представить в виде

δ = −1

2
𝑅*
λ. (25)

Здесь матрица 𝑅 размера (𝑚− 1) × (𝑚 + 1) имеет трехдиагональный вид

𝑅2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −2 1

1 −2 1
. . .

. . .
. . .

1 −2 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Отсюда следует, что вектор ∆ из (22) можно выразить через λ𝑗 :

∆ =

⎛⎜⎝ δ0 − 2δ1 + δ2
...

δ𝑚−2 − 2δ𝑚−1 + δ𝑚

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −2 1

1 −2 1
. . .

. . .
. . .

1 −2 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
δ0

δ1
...
δ𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠ = −1

2
𝑅2𝑅

*
2

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1

λ2
...

λ𝑚−1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Далее можно показать, что

𝐸 =

⎛⎜⎜⎜⎝
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑖ε𝑖 +
∑︀𝑛−1

𝑖=1 (𝑛− 𝑖)ε𝑛+𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝑖ε𝑛+𝑖 +

∑︀𝑛−1
𝑖=1 (𝑛− 𝑖)ε2𝑛+𝑖

...∑︀𝑛
𝑖=1 𝑖ε𝑛(𝑚−2)+𝑖 +

∑︀𝑛−1
𝑖=1 (𝑛− 𝑖)ε𝑛(𝑚−1)+𝑖

⎞⎟⎟⎟⎠ =
𝑛

12

(︁
𝑛2𝑆 + 𝑇2

)︁⎛⎜⎜⎜⎝
λ1

λ2
...

λ𝑚−1,

⎞⎟⎟⎟⎠ .

где 𝑆 и 𝑇 – симметричные трехдиагональные матрицы

𝑆 =

⎛⎜⎜⎜⎝
4 1
1 4 1

. . .
. . .

. . .
1 4

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑇2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 −1
−1 2 −1

. . .
. . .

. . .
−1 2

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Действительно, из (23) следует

𝐸 =
1

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

(︃∑︀𝑛
𝑖=1 𝑖

2 +
∑︀𝑛−1

𝑖=1 (𝑛− 𝑖)2

)︃
+ λ2

(︃∑︀𝑛−1
𝑛=1 𝑖(𝑛− 𝑖)

)︃

λ1

(︃∑︀𝑛−1
𝑛=1 𝑖(𝑛− 𝑖)

)︃
+ λ2

(︃∑︀𝑛
𝑖=1 𝑖

2 +
∑︀𝑛−1

𝑖=1 (𝑛− 𝑖)2

)︃
+ λ3

(︃∑︀𝑛−1
𝑛=1 𝑖(𝑛− 𝑖)

)︃
...

λ𝑚−2

(︃∑︀𝑛−1
𝑛=1 𝑖(𝑛− 𝑖)

)︃
+ λ𝑚−1

(︃∑︀𝑛
𝑖=1 𝑖

2 +
∑︀𝑛−1

𝑖=1 (𝑛− 𝑖)2

)︃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=
𝑛

12

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1(4𝑛2 + 2) + λ2(𝑛2 − 1)

λ2(4𝑛2 + 2) + (λ1 + λ3)(𝑛2 − 1)
...

λ𝑚−1(4𝑛2 + 2) + λ𝑚−2(𝑛2 − 1)

⎞⎟⎟⎟⎠ =
𝑛

12

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑛2(4λ1 + λ2) + 2λ1 − λ2

𝑛2(λ1 + 4λ2 + λ3) − λ1 + 2λ1 − λ3
...

𝑛2(4λ𝑚−1 + λ𝑚−2) + 2λ𝑚−1 − λ𝑚−2

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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В результате система (22) превращается в СЛАУ[︂
1

2
𝑅2𝑅

*
2 +

𝑛

12
(𝑛2𝑆 + 𝑇2)

]︂
λ = ϕ,

где λ = (λ1, . . . , λ𝑚−1)𝑇 . Оценим решение этой системы:

λ =
12

𝑛3

[︂
𝐼 +

1

𝑛2
𝑆−1

(︁
𝑇2 +

6

𝑛
𝑅2𝑅

*
2

)︁]︂−1

𝑆−1
ϕ. (26)

Простая структура матриц 𝑅2, 𝑆 и 𝑇2 позволяет провести следующие оценки:

‖𝑇2‖ = 4, ‖𝑅2‖ = 4, ‖𝑅2𝑅
*
2‖ 6 16,

λmin(𝑆) > 4 − 1 − 1 = 2, ‖𝑆−1‖ = (λmin(𝑆))−1 6
1

2
.

Введем обозначение

Ω = − 1

𝑛2
𝑆−1

(︁
𝑇2 +

6

𝑛
𝑅2𝑅

*
2

)︁
,

тогда

‖Ω‖ 6
1

𝑛2
||𝑆−1|| · ||𝑇2 +

6

𝑛
𝑅2𝑅

*
2|| 6

2

𝑛2

(︁
1 +

24

𝑛

)︁
.

Обратим внимание, что при 𝑛 > 5

‖Ω‖ 6
1

2
.

Следовательно, при 𝑛 > 5 может быть получена также следующая оценка:

‖[𝐼 +
1

𝑛2
𝑆−1(𝑇2 +

6

𝑛
𝑅𝑅*)]−1‖ = ‖(𝐼 − Ω)−1‖ 6 1 +

‖Ω‖
1 − ‖Ω‖

6 1 +
4

𝑛2

(︁
1 +

24

𝑛

)︁
6 2.

Отсюда для (26) и (25) мы получаем

‖λ‖ 6
12

𝑛3
‖ϕ‖, ‖δ‖ 6

24

𝑛3
‖ϕ‖ 6

96

𝑛3
‖𝑓‖.

Таким образом, была доказана теорема о точности описанной аппроксимации.

Теорема 3. Пусть функция 𝑓(𝑥) задана в точках (1), матрицы 𝐴, 𝐵, 𝐷2 имеют вид (8), (4) и (16) соотвествен-
но. Если при этом вектор 𝑔 является обобщенным нормальным решением системы (8), вектор 𝑓 задан равенством
𝑓𝑗+1 = 𝑔𝑛𝑗+1 (𝑗 = 1, . . . ,𝑚), то для векторов 𝑓 и 𝑓 верна оценка

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
96

𝑛3
‖𝑓‖

при 𝑛 > 5, где 𝑓𝑗 = 𝑔(𝑥𝑗).

Таким образом, данная аппроксимация имеет третий порядок по 𝑛.

3.1. Гладкость аппроксимации

По определению вектора δ имеет место равенство 𝑓 = δ + 𝑓 , где 𝑓𝑗 = 𝑔(𝑥𝑗). Умножим обе части этого
равенства на 𝑅2:

‖𝑅2𝑓‖ = ‖𝑅2δ+ 𝑅2𝑓‖ = ‖𝑅2𝑓 +
1

2
𝑅2𝑅

*
2Θ𝑅2𝑓‖ 6 ‖𝐼 +

1

2
𝑅2𝑅

*
2Θ‖‖𝑅2𝑓‖,

где

Θ =

(︃
−1

2
𝑅2𝑅

*
2 −

𝑛

12

(︁
𝑛2𝑆 + 𝑇2

)︁)︃−1

.

Используя выкладки предыдущего раздела, получаем оценку

‖Θ‖ =

⃦⃦⃦⃦
12

𝑛3
(1 − Ω)−1

⃦⃦⃦⃦
6

24

𝑛3

при 𝑛 > 5. Отсюда следует лемма 3.
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Фиг. 3. Сравнение ‖𝑅2𝑓‖ и ‖𝑅2𝑓‖, подробное описание см. в тексте.

Лемма 3. Для разностей элементов векторов 𝑓 и 𝑓 имеет место неравенство

‖𝑅2𝑓‖ <

(︂
1 +

16 · 24

𝑛3

)︂
‖𝑅2𝑓‖.

Это утверждение значительно более слабое, чем лемма 1, так как оно не показывает уменьшения производ-
ной, а значит, сглаживания. Однако проведенные многочисленные численные эксперименты убеждают, что
сглаживание все-таки имеет место. На примере фиг. 3 можно видеть сравнение графиков ‖𝑅2𝑓‖ и ‖𝑅2𝑓‖ в зави-
симости от𝑛при𝑚 = 10 для функций cos(2𝑥) (кривые 1, 2 на фиг. 3), cos(𝑥)+sin(3𝑥) (кривые 3, 4), cos(4𝑥)+sin(𝑦)
(кривые 5, 6). Очевидно, что вторые разности самих функций ‖𝑅2𝑓‖ от параметра аппроксимации 𝑛 не зависят,
поэтому им на фиг. 3 соответствуют горизонтальные прямые. Видно, что к ним при растущем 𝑛 кривые ‖𝑅2𝑓‖
приближаются снизу.

Добавление в матрицу системы параметра η, с помощью которого можно увеличить или уменьшить вес про-
изводных,

𝐴 =

(︂
𝐵
η𝐷2

)︂
изменяет доказанные выше соотношения следующим образом:

‖𝑓 − 𝑓‖ 6
24η

𝑛3

(︂
1 +

2

𝑛2

(︂
1 +

24η

𝑛

)︂)︂
‖𝑓‖.

3.2. Обусловленность систем

Для того чтобы оценить обусловленность расширенной матрицы в данном случае, воспользуемся следую-
щими фактами и обозначениями. Обозначим𝐷2 квадратную матрицу размера (𝑚𝑛+1)×(𝑚𝑛+1), составленную
из матрицы 𝐷2 (16) и первой и последней строк матрицы 𝐵, и представим ее в блочном

𝐷̃2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1 −2 1

1 −2 1
. . .

. . .
. . .

1 −2 1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0

1
...

0 𝑇 0
... 1
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ‖𝐷̃2‖ 6 4.
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При этом имеет место разложение

𝑇 = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . . 1 −1 0
0 . . . 0 1 −1
0 . . . 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . . 1 −1 0
0 . . . 0 1 −1
0 . . . 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

*

.

Согласно теореме об окаймлении верна цепочка неравенств

σmin(𝑇 ) 6 σmin(𝐷̃2) 6 σmin(𝐴) 6 σmax(𝑇 ) 6 σmax(𝐷̃2).

Отсюда следует оценка для числа обусловленности

cond(A) 6
σmax(A)

σmin(T̃)
6 ‖A‖‖T̃−1‖ 6 4(mn + 1)2,

которую можно сформулировать в виде леммы.

Лемма 4. Пусть матрицы 𝐵 и 𝐷2 размеров (𝑚 + 1) × (𝑚𝑛 + 1) и (𝑚𝑛− 1) × (𝑚𝑛 + 1) соответственно заданы
формулами (4) и (16). Тогда число обусловленности матрицы

𝐴 =

⎛⎝ 𝐵
. . .
𝐷2

⎞⎠
не превосходит 4(𝑚𝑛 + 1)2.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Используем представленный метод для аппроксимации функции 𝑓(𝑥) = cos 𝑘𝑥(𝑘 = 1, 3) на отрезке [1,3]. На
фиг. 4, 5 демонстрируется сходимость полученных аппроксимаций в зависимости от параметров 𝑚,𝑛, а также
от частоты осцилляций функции. На фиг. 6 представлены результаты влияния на сглаживание зашумленных
данных весового параметра η. В обоих случаях использованы значения 𝑚 = 25, 𝑛 = 1.
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Фиг. 4. Аппроксимация при 𝑝 = 0.
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Фиг. 5. Аппроксимация при 𝑝 = 1.
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Фиг. 6. Сглаживание при 𝑝 = 0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках настоящей работы представлен гибридный метод обработки данных, объединяющий в себе свой-
ства аппроксимации и сглаживания и основанный на оригинальной идее регуляризации плохо обусловленных
систем, предложенной С.К. Годуновым. Интересной особенностью метода является то, что значения аппрок-
симации вычисляются без определения коэффициентов ее разложения по какому-либо базису.

Этот подход может применяться, например, для перехода с крупной сетки на более мелкую при численном
решении начально-краевых задач с быстро меняющимися граничными условиями или в задачах, требующих
сглаживания. Вероятно, в ходе дальнейших исследований будут выявлены и другие потенциальные возможно-
сти, заложенные в представленном методе.
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ными на экспоненциальном преобразовании, а именно, его область применимости шире, а количество ите-
раций, необходимых для его сходимости, значительно меньше. Предложенный метод используется для ис-
следования задач о флаттере бесконечной полосы с различными условиями закрепления кромок, которые
после подходящей дискретизации дифференциальных операторов сводятся к спектральным задачам для мат-
риц. Исследование областей устойчивости методом дихотомии спектра относительно мнимой оси позволяет
построить нейтральные кривые в плоскости параметров задачи о флаттере. Библ. 18. Фиг. 5.
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ВВЕДЕНИЕ

Информация о расположении спектров линейных операторов используется для решения большого круга
прикладных задач. В частности, спектральный критерий применяется в задачах устойчивости, к которым от-
носится проблема флаттера. В задачах такого рода требуется информация о группах собственных значений,
находящихся в областях устойчивости или неустойчивости. Следует отметить, что в несимметрическом слу-
чае спектр оператора может быть крайне чувствителен к возмущениям и вычислительным погрешностям. Это
также необходимо учитывать при разработке вычислительных алгоритмов. С.К. Годунов был участником со-
ветского ядерного проекта, в котором к качеству и точности вычислений были особые требования. Сергей
Константинович, как автор вычислительных методов, считал, что результат выполнения численного алгоритма
должен сопровождаться оценкой его точности. В этом смысле ситуация с классической спектральной задачей в
несимметричном случае была, очевидно, неудовлетворительной. Работа над этой проблемой под руководством
С.К. Годунова в 80–90-е годы прошлого века привела к изменению самой постановки спектральной проблемы
и созданию метода дихотомии матричного спектра, который впоследствии был им системно изложен в моно-
графиях [1], [2].

Данный подход основан на идеях теории устойчивости А.М. Ляпунова, а также продолжает ряд других ме-
тодов (см. [3]), которые позволяют по спектру специально сконструированной симметричной матрицы судить
о расположении собственных значений заданной несимметричной матрицы 𝐴.

Результатом применения метода дихотомии к матричному пучку 𝐴− λ𝐵 являются матрицы

𝐻 =

∮︁
γ

(λ𝐵 −𝐴)−1𝐶(λ̄𝐵* −𝐴*)−1|𝑑λ| и 𝑃 =
1

2π𝑖

∮︁
γ

(λ𝐵 −𝐴)−1𝐵𝑑λ, (0.1)

где 𝐶 = 𝐶* > 0 – произвольная матричная нормировка. Норма матрицы 𝐻 позволяет оценить расстояние от
спектра до кривой γ. При этом матрица𝑃 представляет собой проектор на правое приводящее подпространство

1)Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики им. С.Л. Соболева СО РАН (проект № FWNF-2022-
0008).
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пучка 𝐴 − λ𝐵 (инвариантное подпространство матрицы 𝐴 в случае 𝐵 = 𝐼), соответствующее собственным
значениям, лежащим внутри контура γ, соответственно, след 𝑃 равен числу таких собственных значений.

Итерационные алгоритмы дихотомии, не требующие вычисления контурных интегралов, разработаны для
многих встречающихся на практике кривых: окружности (см. [4, 5]), мнимой оси (см. [6–9]), кривых второ-
го порядка (см. [10–12]), угла (см. [13]), а также для разделения корней полинома относительно окружности
(см. [14]). При этом алгоритм разделения спектра относительно единичной окружности можно назвать базо-
вым, так как он является составной частью остальных существующих алгоритмов дихотомии. Один из его ва-
риантов мы приведем в приложении.

Нужно отметить, что С.К. Годунов с соавторами ранее уже обращался к проблеме флаттера (см. [8]). Однако
по причинам, которые мы описываем далее, существовавший на тот момент метод мог применяться только к
максимально простой модели флаттера, описываемой обыкновенными дифференциальными уравнениями.

В настоящей работе рассматривается новый вариант дихотомии спектра относительно прямой. Его мы пред-
ставляем в разд. 1. В разд. 2 этот модифицированный метод мы применяем к задаче флаттера для модели, пред-
ложенной в 1994 г. А.А. Ильюшиным и И.А. Кийко (см. [15]). С помощью дихотомии спектра дифференци-
ального оператора модели находятся нейтральные кривые на плоскости параметров для бесконечной полосы с
различными видами закрепления по краям.

1. ДИХОТОМИЯ МНИМОЙ ОСЬЮ

Подход к разделению спектра матрицы 𝐴 относительно мнимой оси, применявшийся до сих пор, осно-
ван на свойствах экспоненциального отображения, которое переводит левую полуплоскость в единичный круг.
Важно, что инвариантные подпространства матрицы, соответствующие собственным значениям, лежащим по
разные стороны от мнимой оси, совпадают с инвариантными подпространствами матричной экспоненты, со-
ответсвующими частям ее спектра внутри и вне единичной окружности. Поэтому для решения задачи дихото-
мии мнимой осью достаточно применить алгоритм дихотомии единичной окружностью к матричному пучку
𝐴0 − λ𝐵0 = 𝑒τ𝐴 − λ𝐼. Выбор параметра τ, например, τ ≈ 1/2‖𝐴‖, обусловлен не только стремлением обеспе-
чить быструю сходимость при вычислении матричной экспоненты. Дело в том, что для матриц с достаточно
большой нормой вычисление матричной экспоненты без предварительной нормировки невозможно в прин-
ципе. Однако, вследствие такой нормировки спектр исходной матрицы оказывается прижатым к мнимой оси
и применение метода дихотомии приводит к орицательным результатам. В частности, по этой причине дихо-
томия мнимой осью, использующая экспоненциальное преобразование, не может применяться к матрицам,
аппроксимирующим дифференциальные операторы.

Ранее в работе [9] эта проблема была решена за счет выбора нормировочного параметра τ в виде степени
двойки τ = 2−𝐾 и последующем выполнении 𝐾 дополнительных итераций основного цикла алгоритма.

В настоящей работе в качестве альтернативы экспоненциальному преобразованию рассматривается
дробно-линейное преобразование комплексной плоскости λ → ξ, переводящее мнимую ось в единичную
окружность:

λ =
ξ+ 1

ξ− 1
или ξ =

λ+ 1

λ− 1
, (1.1)

где λ, ξ – комплексные числа. В результате этой замены исходная спектральная задача для пучка 𝐴 − λ𝐵 пре-
вращается в задачу о спектре пучка

𝐴0 − ξ𝐵0 = (𝐴 + 𝐵) − ξ(𝐴−𝐵). (1.2)

Теорема 1. Разделение спектра пучка 𝐴 − λ𝐵 относительно мнимой оси возможно тогда и только тогда, ко-
гда спектр пучка 𝐴0 − ξ𝐵0 может быть разделен относительно единичной окружности. При этом их матричные
критерии дихотомии (0.1) отличаются множителем 2, а проекторы на приводящие подпространства совпадают.

Доказательство. Заметим, что если λ – чисто мнимое число, то соответствующее значение ξ (0.1) находится
на единичной окружности. Выпишем интегральное представление критерия дихотомии для пучка 𝐴 − λ𝐵 и
сделаем замену подинтегральной переменной:

𝐻λ =

∫︁
𝑅𝑒(λ)=0

(λ𝐵 −𝐴)−1𝐶(λ̄𝐵* −𝐴*)−1|𝑑λ| =

∫︁
|ξ|=1

|ξ− 1|2(ξ𝐵0 −𝐴0)−1𝐶(ξ̄𝐵*
0 −𝐴*

0)−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑
ξ+ 1

ξ− 1

⃒⃒⃒⃒
=

= 2

∫︁
|ξ|=1

(ξ𝐵0 −𝐴0)−1𝐶(ξ̄𝐵*
0 −𝐴*

0)−1|𝑑ξ| = 2𝐻ξ.
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То, что нормы матриц 𝐻λ и 𝐻ξ конечны или бесконечны одновременно, говорит о том, что спектры пучков
𝐴− λ𝐵, 𝐴0 − ξ𝐵0 одновременно пересекают мнимую ось и единичную окружность соответственно, тем самым
доказано первое утверждение теоремы.

Далее предположим, что у исходного пучка 𝐴−λ𝐵 отсутствуют собственные значения на мнимой оси. Тогда
имеет место разложение

𝐴− λ𝐵 = 𝑇

(︂
Λ−

Λ+

)︂
𝑆−1 − λ𝑇𝑆−1, (1.3)

где спектры подматрицы Λ−, Λ+ лежит соответственно в левой и правой полуплоскостях. При этом матрицы
𝑇 = [𝑇1|𝑇2] и 𝑆 = [𝑆1|𝑆2] невырождены, а подматрицы 𝑇1, 𝑇2, 𝑆1, 𝑆2 представляет собой объединение базисных
векторов в приводящих подпространствах, соответствующих собственным значениям в левой и правой полу-
плоскостях.

Для пучка, полученного после замены спектрального параметра, будет верно представление

𝐴0 − ξ𝐵0 = 𝑇

(︂
(Λ− + 𝐼) − ξ(Λ− − 𝐼)

(Λ+ + 𝐼) − ξ(Λ+ − 𝐼)

)︂
𝑆−1 =

= 𝑇0

(︂
Λ0 − ξ𝐼

𝐼 − ξΛ∞

)︂
𝑆−1,

где

𝑇0 = 𝑇

(︂
Λ− − 𝐼

Λ+ + 𝐼

)︂
,

Λ0 = (Λ− + 𝐼)(Λ− − 𝐼)−1, Λ∞ = (Λ+ − 𝐼)(Λ+ + 𝐼)−1.

То есть правая приводящая матрица сохраняется неизменной, а базисы левых приводящих подпространств под-
вергаются невырожденным преобразованиям

𝑇01 = 𝑇1(Λ− − 𝐼), 𝑇02 = 𝑇2(Λ+ + 𝐼),

а, значит, сами подпространства не меняются.
Из этого следует, что проекторы на правые и левые приводящие подпространства пучка 𝐴 − λ𝐵, соответ-

ствующие частям спектра, лежащим в левой и правой полуплоскостях, совпадают с проекторами на правые и
левые приводящие подпространства пучка 𝐴0 − ξ𝐵0, соответсвующие собственным значениям внутри и вне
единичной окружности. Например, проекторы на правые подпространства имеют вид

𝑃 = 𝑆

(︂
𝐼 0
0 0

)︂
𝑆−1, 𝐼 − 𝑃 = 𝑆

(︂
0 0
0 𝐼

)︂
𝑆−1. (1.4)

Теорема доказана.
Замечание. Следует обратить внимание на то, что среди собственных значений пучка могут быть бесконеч-

ные в случае, если матрица 𝐵 вырождена. Мнимая ось проходит через бесконечную точку, а бесконечному зна-
чению λ соотствует ξ = 1. Следовательно, при наличии бесконечных собственных значений у пучка 𝐴 − λ𝐵
невозможна дихотомия его спектра мнимой осью, а спектра пучка 𝐴0 − ξ𝐵0 единичной окружностью.

Итак, для разделения спектра пучка 𝐴− λ𝐵 относительно мнимой оси нужно применить алгоритм дихото-
мии единичной окружностью к пучку (1.2). Полученные при этом матрицы 𝐻 и 𝑃 являются искомыми крите-
рием дихотомии и проектором на правое приводящее подпространство пучка, соответствующее собственным
значениям, лежащим в левой полуплоскости.

1.1. Пример

Продемонстрируем свойства нового подхода на простом примере с помощью спектрального портрета. Од-
номерные спектральные портреты – это эффективный способ визуализации спектра, основанный на методе
дихотомии матричного спектра. Пусть γ(𝑥) = {λ,Reλ = 𝑥} – параметризованное семейство прямых на ком-
плексной плоскости, параллельных мнимой оси. Заметим, что разделение спектра пучка 𝐴− λ𝐵 относительно
прямой γ(𝑥) равносильно разделению спектра пучка 𝐴− (λ+ 𝑥)𝐵 = (𝐴− 𝑥𝐵) − λ𝐵 со сдвинутым параметром
относительно мнимой оси. Таким образом, каждому значению параметра 𝑥 можно сопоставить норму матрич-
ного критерия дихотомии 𝐻(𝑥), вычисленного для пучка (𝐴 − 𝑥𝐵) − λ𝐵. График функции log10 ‖𝐻(𝑥)‖ дает
следующую информацию о расположени спектра. Если для фиксированного 𝑥 значение этой функции огра-
ничено, то на прямой γ(𝑥) отсутствуют собственные значения пучка 𝐴− λ𝐵. Если в окрестности точки 𝑥 функ-
ция log10 ‖𝐻(𝑥)‖ неограничено растет (график функции образует «пик»), то вблизи прямой γ(𝑥) лежат точки
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спектра пучка. В примере мы увидим, что бывают ситуации, когда вычисленный график log10 ‖𝐻(𝑥)‖ образу-
ет «полочку» вместо того, чтобы стремиться к бесконечности. Это происходит из-за того, что если в процессе
итераций текущий параметр ω = ‖𝐻(𝑥)‖ превышает предельно допустимое значение, то алгоритм прерывает
свою работу, выходным значением параметра дихотомии объявляется ωmax, а проектор 𝑃 (𝑥) не вычисляется.

Дополнительную информацию о спектре можно получить из графика функции tr𝑃 (𝑥). Это кусочно-
постоянная функция, значение которой в точке 𝑥 совпадает с числом собственных значений, лежащих левее
прямой γ(𝑥). Функция tr𝑃 (𝑥) меняет свое значение (график образует «ступеньку»), если на прямой γ(𝑥) лежат
собственные значения пучка. Очевидно, что число собственных значений, лежащих вблизи γ(𝑥) совпадает с
высотой «ступеньки».

Также для иллюстрации работы итерационного алгоритма дихотомии будем использовать функцию 𝑘(𝑥),
значения которой будут совпадать с числом итераций, потребовавшихся для сходимости.

В качестве примера рассмотрим двухдиагональную матрицу 𝐴 размера 5× 5, у которой на главной диагона-
ли стоят числа 6, 7, 8, 9, 10, а на побочной – 7, 8, 9, 10. Для данной матрицы мы построим спектральные портре-
ты, используя три варианта сведения задачи о разделении спектра относительно прямой к задаче о единичной
окружности. Первый способ – использование экспоненциального преобразования 𝑒τ𝐴 (см. [1], [6]). Второй
способ – использование экспоненты со специальной нормировкой τ = 2−𝐾 ≈ 1/2‖𝐴‖ и проведение 𝐾 допол-
нительных итераций алгоритма дихотомии единичной окружностью (см. [9]). Третий способ – использование
дробно-линейного преобразования.

На фиг. 1 изображены графики функций log10 ‖𝐻(𝑥)‖ и 𝑘(𝑥), полученные тремя способами. Из них видно,
что новый метод дает наименьшие значения для обеих функций. Причем число итераций для нового метода
меньше в разы. Если рассмотреть подробнее окрестность прямой, на которой находится собственное значе-
ние (см. фиг. 1, средний рисунок). можно видеть, что все три графика в окрестности прямой 𝑥 = 8, на кото-
рой лежит собственное значение матрицы образуют полочку. Заметим, что наиболее широкую полочку имеет
график, полученный с использованием экспоненциального преобразования. Остальные два графика довольно
близки и имеют значительно более узкую полочку. Это означает, что метод, использующий экспоненциальное
преобразование со специальной нормировкой и предложенный нами метод, основанный на дробно-линейном
преобразовании, имеют более широкую область применимости и могут эффективно работать в окрестности
прямых, на которых лежат собственные значения.

Отметим также, что во всех точках 𝑥, в которых вычислялся проектор 𝑃 (𝑥), вне зависимости от использо-
ванного метода имеют место следующие относительные оценки

‖𝑃 2(𝑥) − 𝑃 (𝑥)‖
‖𝑃 (𝑥)‖

6 10−10,
‖𝐴𝑃 (𝑥) − 𝑃 (𝑥)𝐴‖

‖𝐴‖‖𝑃 (𝑥)‖
6 10−13.

2. ФЛАТТЕР БЕСКОНЕЧНОЙ ПОЛОСЫ

Рассмотрим математическую модель панельного флаттера (см. [15]). Пусть пластина постоянной толщиныℎ
из материала плотности ρ, занимающая в плоскости 𝑥𝑦 область 𝐺 с кусочно-гладкой границей Г обтекается с
одной стороны потоком газа с вектором скорости 𝑣⃗ = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦) = (𝑣 cos θ, 𝑣 sin θ). Уравнение в обезразмеренной
форме для возмущенного состояния пластины 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) имеет вид

D∆2𝑢 + γ𝑣⃗∇𝑢 + γ
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ ρℎ

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0. (2.1)

Здесь ∆2 – бигармонический оператор, 𝐷 = 𝐸ℎ3

12(1−ν2) – цилиндрическая жесткость, 𝐸 – модуль Юнга, ν –
коэффициент Пуассона, γ – показатель адиабаты газа.

Будем искать решение (2.1) в виде 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) = ϕ(𝑥, 𝑦)𝑒ω𝑡. Возмущенное движение пластины будет устойчи-
вым, если Re(ω) < 0, и неустойчивым, если Re(ω) > 0. Условие Re(ω) = 0 таким образом будет определять
критические параметры потока газа или пластины.

Для амплитуды колебания пластины ϕ(𝑥, 𝑦) получаем уравнение

D∆2
ϕ+ γ𝑣⃗∇ϕ+ (γω+ ρℎω2)ϕ = 0, (2.2)

которое вместе с подходящими условиями на границе

𝑀1(ϕ) = 0, 𝑀2(ϕ) = 0, 𝑥, 𝑦 ∈ Г, (2.3)

составляет задачу на собственные значения.
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Фиг. 1. Линейный спектральный портрет матрицы 𝐴 (слева и в центре) и число потребовавшихся итераций (справа). Ис-
пользование экспоненциального отображения – сплошная линия, экспоненциального отображения со специальной нор-
мировкой – штрих, дробно-рационального отображения – пунктир.

Далее в работе будем рассматривать пластину в виде упругой бесконечной полосы. Пусть в плоскости 𝑥𝑦
она занимает область 𝐺 : {|𝑥| < ∞, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1}. Решение (2.2), ограниченное на бесконечности, будем искать в
виде в виде ϕ(𝑥, 𝑦) = ψ(𝑦)𝑒−𝑖α𝑥, где α – вещественный параметр. Тогда для ψ(𝑦) получаем уравнение

D

(︂
𝜕4ψ

𝜕𝑦4
− 2α2

𝜕2ψ

𝜕y2
+ α

4
ψ

)︂
+ γvy

𝜕ψ

𝜕𝑦
− 𝑖αγv𝑥ψ = (γω+ ρℎω2)ψ. (2.4)

Поставим две краевые задачи, соответствующие разным типам закрепления кромок полосы при 𝑦 = 0 и 𝑦 = 1.
В случае шарнирного закрепления кромок

𝑦 = 0 : ψ = 0,
𝜕2ψ

𝜕𝑦2
= 0,

𝑦 = 1 : ψ = 0,
𝜕2ψ

𝜕𝑦2
= 0,

(2.5)

при жестком закреплении кромок полосы

𝑦 = 0 : ψ = 0,
𝜕ψ

𝜕𝑦
= 0,

𝑦 = 1 : ψ = 0,
𝜕ψ

𝜕𝑦
= 0.

(2.6)

Для аппроксимации поставленных задач нужно провести дискретизацию дифференциальных операторов с
учетом заданных граничных условий. В итоге получим задачу на собственные значения ω

(𝐶 + (γω+ ρℎω2)𝐼)ψ = 0, (2.7)

где 𝐼 – единичная матрица, а матрица 𝐶 имеет вид

𝐶 = D [𝐷4 − 2α2𝐷2 + α
4𝐼] + γ𝑣𝑦𝐷1 − 𝑖αγv𝑥𝐼.

Заметим, что математическая формулировка условий жесткого закрепления совпадает с граничными усло-
виями для уравнения Орра–Зоммерфельда, когда в качестве основного течения берется течение Пуазейля в
бесконечном плоском канале. Поэтому для условий (2.6) мы используем аппроксимацию производных, кото-
рая применяется в таких случаях в многочисленных работах по гидродинамике, в том числе в исследованиях
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спектров оператора Орра–Зоммерфельда. При этом аппроксимация решения производится в точках Гаусса-
Лобатто 𝑦𝑗 = cos(𝑗π/𝑁), 𝑗 = 0, . . . , 𝑁 , а матрицы 𝐷1, 𝐷2 и 𝐷4 представляют собой матричные коллокационные
производные первого, второго и четвертого порядков, учитывающие однородные условия Дирихле и Неймана
(подробное описание см. [17]). Можно отметить, что в гидродинамических задачах, а также в тестах на осно-
ве задачи Штурма–Лиувилля применение данной аппроксимации дифференциального оператора позволяет
получить с высокой точностью собственные значений с небольшим модулем. Большие собственные значения
вычисляются неточно. Однако в задачах устойчивости важна точность критических собственных значений, ко-
торые, как правило, невелики по модулю.

При шарнирном закреплении кромок используем метод дискретизации дифференциальных операторов,
учитывающий условия вида (2.5), предложенный в работе [18]:

𝐷1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑢1 𝑐21 · · · 𝑐𝑁1

𝑐12 𝑢2 · · · 𝑐𝑁2

...
...

. . .
...

𝑐1𝑁 𝑐2𝑁 · · · 𝑢𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐷2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣1 𝑏21 · · · 𝑏𝑁1

𝑏12 𝑣2 · · · 𝑏𝑁2

...
...

. . .
...

𝑏1𝑁 𝑏2𝑁 · · · 𝑣𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐷4 = 𝐷2
2,

где

𝑦𝑗 =
𝑗π

𝑁 + 1
, 𝑢𝑗 =

π

2
ctg 𝑦𝑗 , 𝑣𝑗 = − (𝑁 + 1)2π2

3
− π2

6
+

π2

2 sin2 𝑦𝑗
, 𝑗 = 1, ..., 𝑁,

𝑐𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗−1 π sin 𝑦𝑖
cos 𝑦𝑗 − cos 𝑦𝑖

, 𝑏𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗−1 2π2 sin 𝑦𝑗 sin 𝑦𝑖
(cos 𝑦𝑗 − cos 𝑦𝑖)2

, 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗.

Для проверки адекватности такой дискретизации воспользуемся тем, что для задачи о продольном обтека-
нии (т.е. при 𝑣⃗ = (𝑣𝑥, 0)) полосы с шарнирно закрепленными кромками можно найти (см., например, [16])
точные собственные значения λ ( связанные с частотой ω соотношением γω+ ρℎω2 = −λ):

λ𝑛 = (α2 + 𝑛2
π
2)2𝐷 − 𝑖αγv𝑥. (2.8)

Определим относительную погрешность вычисленных собственных значений матрицы 𝐶 по формуле

∆𝑛 =
|λ𝑛(𝐶) − λ𝑛|

|λ𝑛|
.

На фиг. 2 показано, что максимум погрешности собственных чисел дискретизованного оператора в сравнении
с собственными числами дифференциального оператора, найденными в явном виде по формуле (2.8), прибли-
зительно равен 10−13. Это позволяет считать выбранный метод дискритизации дифференциального оператора
для случая шарнирного закрепления достаточно точным.

Вспомним, что по исходной постановке задачи о флаттере нас интересует расположение частот ω относи-
тельно мнимой оси. Квадратичную спектральную задачу (2.7) можно привести к линейной относительно ω за-
даче

(𝐴− ω𝐵)ϕ = 0 (2.9)

с матрицами удвоенной размерности

𝐴 =

(︂
𝐴 γ𝐼
0 𝐼

)︂
, 𝐵 =

(︂
0 −ρℎ𝐼
𝐼 0

)︂
.
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Фиг. 2. График погрешности log10Δ𝑛 в зависимости от номера собственного значения 𝑛, 𝑁 = 30.
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Фиг. 3. Спектральные портреты в случае шарнирного закрепления и продольного обтекания приα = 1. Для верхих графиков
скорость фиксирована 𝑣𝑥 = 0.1606; 𝑁 = 10.

Это возможно, так как собственные значения ω𝑗 у задач (2.7) и (2.9) совпадают, а собственные векторы имеют
вид

ψ𝑗 и ϕ𝑗 =

(︂
ψ𝑗

ω𝑗ψ𝑗

)︂
соответственно.

К матричному пучку 𝐴 − ω𝐵 применим описанный в первом разделе алгоритм дихотомии собственных
значений ω мнимой осью.

На фиг. 3 изображены одномерные спектральные портреты пучка 𝐴−ω𝐵 в случае шарнирного закрепления
и продольного обтекания при α = 1. На графиках в верхней части рисунка представлена зависимость нормы
критерия дихотомии прямой, параллельной мнимой оси, от расположения прямой при фиксированной скоро-
сти потока |𝑣| = 𝑣𝑥 = 0.1606. При этом правый верхний рисунок представляет собой увеличенную часть левого
верхнего рисунка. Видно, что при указанном значении скорости самый правый пик графика лежит справа от
нуля, следовательно в правой полуплоскости находится как минимум одно собственное значение, что полно-
стью соответствует теоретическим результатам (см. [16]).

В нижней части фиг. 3 изображена зависимость критерия дихотомии мнимой осью от модуля скорости так-
же в случае шарнирного закрепления и продольного обтекания. Левый нижний график показывает, при каких
значениях скорости собственные значения пучка 𝐴−ω𝐵 проходят через мнимую ось. На графике справа внизу
изображен график следа проектора на подпространство, соответствующее собственным значениям пучка, ле-
жащим в правой полуплоскости, расположение ступеней этого графика (т.е. значений скорости, при которых
меняется количество собственных значений в правой полуплоскости) совпадает с положением пиков на левом
графике.

Заметим, что на плоскости параметров α, 𝑣 = |𝑣⃗| при фиксированном угле обтекания θ множества точек,
при которых tr(𝐼 − 𝑃 ) равен определенному натуральному значению, образуют области, в общем случае не
односвязные. Так как нейтральная кривая является множеством таких α, 𝑣, при которых первое собственное
значение переходит в правую полуплоскость, то ее можно представить как границу области на плоскости α, 𝑣,
в которой tr(𝐼 − 𝑃 ) = 0. Заметим, что след проектора весьма удобно использовать как критерий в расчетах, так
как на нейтральной кривой он меняется сразу на целое число.

На фиг. 4 изображены нейтральные кривые для разных углов обтекания. Видно, что характер кривых при
шарнирном и жестком закреплении существенно различается.

Различие между шарнирным и жестким закреплением границ полосы также демонстрируется на фиг. 5. На
нем разным цветом раскрашены области на плоскости параметров, в которых tr(𝐼 − 𝑃 ) принимает различные
значения. Видно, что в случае жесткого закрепления структура этих областей, а значит, и зависимость спек-
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тра задачи от параметров, существенно сложнее. Это, в частности, объясняет негладкость нейтральных кривых
(см. фиг. 4, справа).

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложен новый способ разделения матричного спектра относительно прямой, основанный на
дробно-линейном преобразовании. По сравнению с подходами, основанными на экспоненциальном преобра-
зовании, он обладает несколькими преимуществами. Во-первых, для его реализации не требуется вычисление
матричной экспоненты. Во-вторых, в случае его применения к матричному пучку нет необходимости вычис-
лять обратную матрицу. На примерах было показано, что область его применимости шире, чем у метода, ис-
пользующего экспоненту, а число итераций, требующихся для его сходимости, значительно меньше.

С помощью нового метода мы исследовали задачу о флаттере бесконечной полосы. В случае продольно-
го обтекания полосы с шарнирно закрепленными кромками данные, полученные в ходе вычислений, хорошо
согласуются с имеющимися аналитическими результатами. Также данный подход был использован для постро-
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ения нейтральных кривых в области параметров задачи. Их изображения приведены при различных значениях
угла между направлением набегающего потока и осью 𝑥.

4. ПРИЛОЖЕНИЕ

Ниже приведен один из существующих алгоритмов дихотомии единичной окружностью. Заметим, что усло-
вия сходимости основного цикла могут быть сформулированы по-разному. Можно следить за относительной
сходимостью, как это сделано ниже, или за абсолютной. В условие можно также включать сходимость проек-
тора 𝑃𝑘. Кроме того, опираясь на оценки сходимости (например, [14], теорема 5), можно априорно оценить
число итераций, необходимых для сходимости алгоритма при условии ‖𝐻‖ 6 ωmax. Эту оценку также можно
использовать в качестве верхней границы числа итераций. При этом нужно принимать во внимание, что она,
как правило, очень завышена, так как в обычной ситуации для сходимости с высокой точностью достаточно
нескольких итераций.

Алгоритм дихотомии матричного спектра относительно единичной окружности

Дано: матричный пучок 𝐴0 − λ𝐵0, ε𝑖𝑡 – требуемая точность итерационного процесса, ωmax, µmax – максималь-
ные значения критерия дихотомии и числа обусловленности матрицы.
Если cond(A0 − B0) > µmax,
то дихотомия невозможна, конец расчетов.
иначе

𝐻0 = (𝐴0 −𝐵0)−1(𝐴0𝐴
*
0 + 𝐵0𝐵

*
0)(𝐴*

0 −𝐵*
0)−1

Цикл пока‖𝐻𝑘 −𝐻𝑘−1‖ > ε𝑖𝑡‖𝐻𝑘‖
Если ‖𝐻𝑘‖ ≥ µmax или cond(Ak + Bk) > µmax,
то дихотомия невозможна, конец расчетов
иначе

𝑉𝑘+1 = (𝐴𝑘 + 𝐵𝑘)−1𝐴𝑘, 𝑈𝑘+1 = 𝐼𝑛 − 𝑉𝑘+1,

𝐻𝑘+1 = 𝑈𝑘+1𝐻𝑘𝑈
*
𝑘+1 + 𝑉𝑘+1𝐻𝑘𝑉

*
𝑘+1,

𝑞𝑟

(︂[︂
−𝐵𝑘 𝐴𝑘 0
𝐴𝑘 0 −𝐵𝑘

]︂)︂
=

[︂
* * *
0 𝐴𝑘+1 −𝐵𝑘+1

]︂
,

𝑃𝑘 = −(𝐴𝑘+1 −𝐵𝑘+1)−1𝐵𝑘+1;

Конец цикла
Результат: критерий дихотомии ω = ‖𝐻𝑘‖, проектор 𝑃𝑘.

Если ‖𝐻𝑘‖, вычисленная на шаге 𝑘, превосходит заданное значение ωmax, это значит, что окружность пе-
ресекает пятна ε-спектра для достаточно малого ε. Таким образом, алгоритм диагностирует ситуацию, когда
внутренняя и внешняя части спектра не могут быть разделены достаточно надежно. В этом случае алгоритм
прекращает свою работу, проектор не вычисляется.

О точности полученных результатов можно судить по величине невязки равенства 𝑃 2 = 𝑃 , определяющего
проектор. В случае задачи о спектре матрицы𝐴 (не пучка) для проверки точности можно использовать свойство
перестановочности 𝐴𝑃 = 𝑃𝐴 матрицы и проектора на инвариантное подпространство (см. [1]). Для матрич-
ного пучка 𝐴 − λ𝐵 аналогом этого равенства служат соотношения 𝑄𝐴 = 𝐴𝑃 и 𝑄𝐵 = 𝐵𝑃 , где 𝑄 – проектор
на левое приводящее подпространство. Как правило для решения задачи не требуется вычислять проектор 𝑄,
поэтому эти равенства для проверки точности обычно не используются.

В приведенных в статье примерах мы использовали следующие константы

ωmax = 1016, µmax = 1010, ε𝑖𝑡 = 10−5.
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Abstract. A new method for separating the matrix spectrum relative to the straight line is proposed, based on
a fractional-linear transformation. It is noted that it has a number of advantages over approaches based on
an exponential transformation, namely, its applicability area is wider, and the number of iterations required
for its convergence is significantly smaller. The proposed method is used to study the problems of infinite
strip flutter with various edge fixing conditions, which after suitable discretization of differential operators
are reduced to spectral problems for matrices. The study of stability regions by the method of spectrum
dichotomy relative to the imaginary axis allows one to construct neutral curves in the plane of parameters
of the flutter problem.

Keywords: spectrum dichotomy, stability region, flutter, differential operator discretization, neutral curve.
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ный на совместном применении метода расщепления Эйра и схемы локальных итераций (ЛИМ) для решения
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1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнение Кана–Хилларда было предложено в 1958 г. в оригинальной работе [1] для описания процесса раз-
деления фаз в двухкомпонентных сплавах. В настоящее время оно имеет многочисленные приложения в самых
разных областях науки, являясь одной из базовых моделей так называемой градиентной, или слабонелокаль-
ной, термомеханики сплошных сред (см. [2]). Как составная часть более сложных моделей, уравнение применя-
ется в многофазной гидродинамике, материаловедении, задачах солидификации и теории фазовых переходов
и многих других областях (см. [3], [4]). С теоретической точки зрения уравнение Кана–Хилларда является ос-
новой феноменологической теории спинодального распада (см. [5]) и имеет многочисленные применения в
теоретической физике (см. [6]–[8] и ссылки там). Математической теории уравнения Кана–Хилларда посвя-
щена обширная литература (см., например, [9]).

До недавнего времени уравнение Кана–Хилларда рассматривалось прежде всего как теоретическая модель
соответствующих процессов. Однако в последние десятилетия оно стало активно применяться, независимо,
либо как часть более сложных моделей, в качестве прикладного инструмента математического моделирования.
Это привело к необходимости разработки эффективных вычислительных алгоритмов для его численного ре-
шения.

Возникающие при этом сложности связаны, прежде всего, с двумя основными факторами. Во-первых, урав-
нение Кана–Хилларда является нелинейным уравнением в частных производных, содержащим четвертые про-
странственные производные. Наличие нелинейностей приводит к тому, решения уравнения Кана–Хилларда
эволюционируют на широком диапазоне пространственных и временных масштабов. Так, типичное решение
задачи практически постоянно в пределах некоторых пространственных областей однородности, соответству-
ющих «чистым» фазам системы. Эти области однородности, имеющие характерный диаметр 𝑑, отделены друг от
друга тонкими слоями конечной толщины ∼ ε ≪ 𝑑 («диффузными границами»), в пределах которых решение
задачи является гладким, но меняется от своего минимального до своего максимального значения. Одновре-
менно с этим, в начальный момент развития спинодального распада из случайного начального возмущения

1)Исследование Е.Б. Савенкова выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 2-11-00203).
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(когда толщина ε диффузной границы сравнима с диаметром зон однородности, ε ∼ 𝑑), характерные време-
на эволюции решения имеют порядок ε2 — в то время как в процессе дальнейшей эволюции, когда толщина
диффузной границы становится существенно меньше диаметра областей однородности, ε ≪ 𝑑, характерные
времена эволюции ∼ 1/ε (см. [10], [11]).

В совокупности это приводит к тому, что чисто явные алгоритмы интегрирования уравнения Кана–
Хилларда по времени являются устойчивыми при временных шагах τ ∼ ℎ4, где ℎ — шаг по пространству. Это
ограничение хотя и отвечает физике задачи, в ряде случаев неприемлемо с точки зрения эффективного решения
содержательных задач. Одновременно с этим, чисто неявные разностные схемы не гарантируют однозначную
разрешимость уравнений конечномерной задачи при достаточно больших шагах по времени (см. [12], [13]). По
этой причине построение разностных схем, которые были бы (а) однозначно разрешимы при произвольных
шагах по времени; (б) устойчивыми и (в) консервативными — является сложной задачей. Базовые алгорит-
мы, удовлетворяющие этим критериям, были построены сравнительно недавно в цикле работ (см. [14], [15]).
Они основаны на выпуклом расщеплении энергии системы, см. разд. 3. Отметим, что под «устойчивостью»
в контексте численного решения уравнения Кана–Хилларда понимается так называемая «градиентная» или,
что то же, «энергетическая» устойчивость, гарантирующая выполнение условие невозрастания конечномерно-
го аналога свободной энергии системы (см. ниже разд. 2, 3). Это условие является сильным (выражение для
свободной энергии системы включает в себя первые производные решения), но необходимо для обеспечения
термодинамической согласованности конечномерных аппроксимаций решения уравнений Кана–Хилларда.

В настоящее время среди основных направлений исследований в области построения эффективных вычис-
лительных алгоритмов интегрирования по времени для уравнения Кана–Хилларда можно выделить построе-
ние адаптивных алгоритмов (они необходимы в силу широкого диапазона характерных времен эволюции ре-
шения, см. выше), разработку энергетически–устойчивых схем интегрирования по времени (обеспечивающих
термодинамическую корректность численного решения) и построение алгоритмов, с одной стороны, обеспе-
чивающих приемлемый асимптотический запас устойчивости, а с другой — однозначную разрешимость конеч-
номерной задачи и вычислительную эффективность.

Сколь-либо полный обзор работ по способам построения и исследования временных аппроксимаций урав-
нения Кана–Хилларда существенно выходит за рамки настоящей работы. Общее представление об основных
направлениях разработки временных аппроксимаций для уравнения Кана–Хилларда дает обзор [16]. В каче-
стве примера других работ отметим [17]–[23] (адаптивные алгоритмы и методы высокого порядка), [24]–[26]
(схемы, допускающие «большие» шаги по времени), [14], [15], [27]–[33] (энергетически–устойчивые схемы).

Для построения пространственных аппроксимаций уравнений Кана–Хилларда могут быть использова-
ны различные методы, среди которых классические методы конечных разностей, конечных объемов, спек-
тральные методы, аппроксимации на основе классического и изогеометрического метода конечных элементов
(см. [34]–[47]).

Целью настоящей работы является численное исследование нового класса методов интегрирования по вре-
мени для решения уравнения Кана–Хилларда. Новые алгоритмы основаны на двух основных идеях: (а) ис-
пользование явно–неявной аппроксимации по времени на основе выпуклого расщепления энергии системы
в соответствии с работами [14], [15], обеспечивающего энергетическую устойчивость схемы, и (б) применение
модифицированной схемы локальных итераций (ЛИМ), позволяющей сочетать явный характер вычислений с
устойчивостью неявных схем. Метод расщепления Эйра (см. [14], [15]) в настоящее время является основой по-
строения большинства аппроксимаций уравнения Кана–Хилларда, с одной стороны, обладающих свойством
энергетической устойчивости, а с другой стороны — гарантирующих существование и единственность решения
конечномерной задачи.

Методы локальных итераций (ЛИ) представляют собой явные схемы интегрирования по времени, где устой-
чивость достигается за счет применения многочленов Чебышёва. Итерации с многочленами Чебышёва исполь-
зуются в схемах интегрирования по времени по крайней мере с 50-х годов прошлого века (см. [48], [49]). Отме-
тим, что в схемах ЛИ чебышёвские итерации применяются не для приближенного решения систем, возникаю-
щих в неявных схемах — в этом случае, как показано в 1952 г. Гельфандом и Локуциевским (см. [50] и [51, гл.10,
§ 4.12]), существенного выигрыша в вычислительной работе по сравнению с явной схемой получить невозмож-
но. Принципиальной особенностью схем ЛИ является то, что итерации Чебышёва выбираются из соображений
устойчивости и точности интегрирования по времени, а не из соображений скорейшей сходимости итераций к
решению неявной схемы. Схемы ЛИ была предложены в работах [52]–[55] и получили развитие в статьях [56]–
[58], см. также ссылки в [58]. Применение специальных чебышёвских итераций в схемах ЛИ позволяет исполь-
зовать существенно большие шаги по времени, чем требуемые для устойчивого применения двухслойной явной
схемы, сохраняя при этом число явный характер вычислений.

Первая схема ЛИ, представленная в [52]–[54], не обладает свойством монотонности (не сохраняет неотри-
цательности численного решения) и не является асимптотически устойчивым при больших временах 𝑡 → ∞.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024
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Поэтому в данной работе нами используется модифицированная схема локальных итераций ЛИМ, разработан-
ная в [55], которая обладает этими свойствами. Подробное описание и сравнение вариантов схем ЛИ можно
найти в [58]. В настоящее время известен целый ряд примеров успешного применения ЛИМ для решения до-
статочно сложных задач (см., например, [59]–[61]). В работе [62] схема ЛИМ была применена для решения
уравнений Кана–Хилларда в рамках численной реализации полной математической модели процессов кри-
сталлизации металлов. В этой работе уравнение Кана–Хилларда линеаризовывалось на каждом временном
слое, и метод ЛИМ применялся для решения линеаризованной задачи. Сравнение предложенного алгорит-
ма с другими известными современными схемами интегрирования по времени не выполнялось, равно как не
исследовались такие его свойства как энергетическая устойчивость.

В настоящей работе на примере модельного пространственно–одномерного уравнения Кана–Хилларда
предложены новые варианты построения временных аппроксимаций, основываясь на методе ЛИМ и явно–
неявных аппроксимациях по Эйру. Приводятся результаты численного исследования предложенного метода и
его сравнение с рядом других разностных аппроксимаций.

В разд. 2 приведено краткое описание модели. В разд. 3 сначала приведено краткое описания известных
алгоритмов, далее подробно рассматриваются новые методы. В разд. 4 представлены результаты численных
расчетов. В разд. 5 дается обсуждение основных полученных результатов работы.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

В рассматриваемом одномерном случае уравнение Кана-Хилларда имеет вид

𝜕𝑐

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑀

𝜕µ

𝜕𝑥

)︂
, µ(𝑐) = 𝐹 ′(𝑐) − ε

2 𝜕
2𝑐

𝜕2𝑥
, 𝐹 (𝑐) = 𝑐2(1 − 𝑐)2, (2.1)

где 𝑐 = 𝑐(𝑥, 𝑡) — искомая функция,𝑀 = 𝑀(𝑐) > 0 — коэффициент подвижности (далее в расчетах считаем 𝑀 ≡
1), µ = µ(𝑐, 𝜕𝑐/𝜕𝑥) — химический потенциал, ε > 0, ε = const — параметр, определяющий толщину диффузной
границы, 𝑡 — время, 𝑥 — пространственная переменная.

Уравнение (2.1) решается в одномерной области Ω = (0, 1) при 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ]. На границе области заданы гра-
ничные условия

𝜕𝑐

𝜕𝑥
=

𝜕µ

𝜕𝑥
= 0, (2.2)

а при 𝑡 = 0 — начальное условие
𝑐(𝑥, 0) = 𝑐0(𝑥). (2.3)

С физической точки зрения уравнение (2.1) может быть получено следующим способом (см. [63]). Рассмот-
рим двухкомпонентную систему с концентрациями компонент 𝑐1,2, 𝑐1 + 𝑐2 = 1. Будем считать, что свободная
энергия такой системы имеет вид

Ψ[𝑐,∇𝑐] =

∫︁
Ω

ψ(𝑐,∇𝑐) 𝑑𝑥, (2.4)

где 𝑐 = 𝑐1,

ψ(𝑐,∇𝑐) = 𝐹 (𝑐) +
ε2

2
|∇𝑐|2, 𝐹 (𝑐) = 𝑐2(1 − 𝑐)2, (2.5)

где ψ — плотность свободной энергии системы, 𝐹 — там называемый двухъямный потенциал, ε > 0 — малый
параметр. Первое слагаемое в (2.5) описывает «разделяющую» часть свободной энергии и обеспечивает несме-
шение фаз (и, как следствие, областей постоянных значений концентраций 𝑐1,2). Второе слагаемое в (2.5) поз-
воляет отнести к диффузной границе раздела фаз заданную энергию. Входящий в него параметр ε определяет
толщину диффузной границы, разделяющей «чистые» фазы. Учет градиентных членов позволяет учесть зави-
симость энергии системы не только от количества каждого компонента, но и от формы областей, которые они
занимают. Такой вид свободной энергии является типичным и возникает во многих моделях слабонелокальной
(или градиентной) термомеханики.

Отметим, что потенциал 𝐹 (𝑐) в (2.5) является эмпирическим. Его характеристическим свойством является
наличие двух минимумов при значениях 𝑐 = 0, 1, которые отвечают «чистым» фазам. Состоянию 𝑐 = 1/2 со-
ответствует максимуму 𝐹 (𝑐); это состояние неустойчиво и препятствует образованию смеси фаз. Более точной
и физически обоснованной моделью является так называемый логарифмический потенциал (см. [63]), удо-
влетворяющий тем же характеристическим условиям (указанный выше вид энергии может быть обоснованно
получен как его аппроксимация).
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Фиг. 1. Слева: вид разделяющей части ψdw свободной энергии. Справа: типичное решение задачи и распределение энергии.

Приведенное обсуждение иллюстрируется на фиг. 1. Слева на нем показан вид разделяющей части ψdw ≡ 𝐹
свободной энергии. Видно, что соответствующая зависимость имеет два минимума, соответствующие «чи-
стым» фазам, то есть состояниям 𝑐 = 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 1 и 𝑐 = 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0. Состояние системы в окрестности
точки 𝑐 = 1/2 является неустойчивым. На этом же рисунке справа показано типичное стационарное решение
системы и графики различных членов свободной энергии ψ. Видно, что градиентная часть свободной энергии
отлична от нуля лишь в пределах диффузной границы. Одновременно с этим, «разделяющая» часть свободной
энергии равна нулю вне области, занятой диффузной границей.

Далее можно показать, что в случае, когда 𝑐 является консервативной величиной (как в рассматриваемом
здесь случае), кинетическое уравнение, описывающее эволюцию поля 𝑐 = 𝑐(𝑥, 𝑡), имеет вид (см. [6], [63])

𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −∇· (−𝑀∇µ) , µ =

δψ[𝑐,∇𝑐]

δ𝑐
, (2.6)

гдеδ(·)/δ𝑐— функциональная производная (производная Гато). При постоянном𝑀 в силу (2.5) последнее урав-
нение принимает вид

1

𝑀

𝜕𝑐

𝜕𝑡
= ∆µ, µ = −ε2∆𝑐 + 𝐹 ′(𝑐),

где ∆ — лапласиан, что в рассматриваемом одномерном случае в точности совпадает с (2.1).
Можно показать (см. [12], [63]), что решения уравнения (2.1) обладают следующими фундаментальными

свойствами: на решениях 𝑐 = 𝑐(𝑥, 𝑡) справедливо

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
Ω

𝑐 = 0,
𝑑

𝑑𝑡
Ψ[𝑐,∇𝑐] 6 0.

Другими словами, 𝑐 является консервативной величиной, а свободная энергия невозрастающей функцией на
решениях уравнений (2.1) или (2.6) с однородными граничными условиями (2.2).

Это сразу же накладывает соответствующие ограничения на численный алгоритм решения уравне-
ния (2.1) — он должен быть консервативным (добиться этого достаточно легко) и энергетически–устойчивым
в смысле выполнения дискретного эквивалента последнего неравенства (это более сложная задача). Помимо
этого, конечномерная задача должна быть однозначна разрешима при заданном шаге по времени — как пока-
зала практика, добиться этого не так просто (это связано с тем, потенциал 𝐹 (𝑐) не является выпуклым и, как
следствие, конечномерное решение может «оказаться» в локальном минимуме, не являющимся глобальным и
не достижимом из начального состояния).

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ

В настоящем разделе описаны вычислительные алгоритмы, применяемые далее для решения уравнения
Кана-Хилларда. В первом разделе рассмотрены классические алгоритмы различной степени неявности для
интегрирования уравнения Кана-Хилларда по времени. По этой причине рассмотрены только полудискретные
аппроксимации. Второй раздел посвящен описанию полностью дискретных алгоритмов, с учетом конкретного
способа аппроксимации по пространству. Наконец, в третьем разделе приводится описание новых алгоритмов
на основе метода ЛИМ, предлагаемых в настоящей работе.
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3.1. Классические алгоритмы

Рассмотрим ряд алгоритмов, которые далее будут принимать участие в сравнительном тестировании ме-
тодов. Все они хорошо известны и описаны в многочисленной литературе. Для конкретики рассмотрим те из
них, которые представлены в работе [64]. Все приведенные в настоящем разделе схемы аппроксимируют урав-
нение (2.1) и являются консервативными.

Всюду далее пространственные производные аппроксимируются методом конечных разностей. Будем счи-
тать, что для аппроксимации уравнения в области Ω используется равномерная сетка с шагом ℎ = 1/𝑁 и узла-
ми 𝑥𝑖 = (𝑖 − 1/2)ℎ, где 𝑖 = 0, 𝑁 + 1, а 𝑁 — число ячеек сетки. Границы 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1 области соответствуют
полуцелым узлам 𝑥1/2 = (𝑥0 + 𝑥1)/2 = 0 и 𝑥𝑁+1/2 = (𝑥𝑁 + 𝑥𝑁+1)/2 = 𝑁ℎ. Узлы 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑁 являют-
ся внутренними узлам области. Для аппроксимаций по времени используется равномерная сетка с шагом τ с
узлами 𝑡𝑛 = 𝑛τ, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .. Таким образом, решение конечномерной задачи определено в точках (𝑥𝑖, 𝑡𝑗),
𝑖 = 1, 𝑁 , 𝑗 = 0, 1, . . .. Соответствующие значения сеточных функций 𝑐ℎ будем обозначать как 𝑐𝑛𝑖 = 𝑐(𝑥𝑖, 𝑡𝑛).

Всюду далее ∆ℎ обозначает стандартную трехточечную конечно–разностную аппроксимацию оператора
Лапласа. В рассматриваемом пространственно–одномерном случае его значение в узлах 𝑖 = 1, 𝑁 − 1 простран-
ственной сетки определено как

∆ℎ𝑐𝑖 =
1

ℎ2
(𝑐𝑖+1 − 2𝑐𝑖 + 𝑐𝑖−1) .

К «граничным» узлам 𝑖 = 0, 𝑁 отнесены уравнения, аппроксимирующее однородное граничное условие Ней-
мана (2.2) для аргумента оператора Лапласа,

𝑐0 − 𝑐1 = 0, 𝑐𝑁 − 𝑐𝑁−1 = 0. (3.1)

Результирующий сеточный оператор, учитывающий дискретные граничные условия, далее будем также обо-
значать символом ∆ℎ.

Явная схема (explicit Euler) представляет собой аппроксимации уравнения (2.1) простейшего типа и имеет
вид

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛
𝑖 , µ

𝑛
𝑖 = 𝐹 ′(𝑐𝑛𝑖 ) − ε

2∆ℎ𝑐
𝑛
𝑖 .

Схема имеет первый порядок аппроксимации по времени, второй — по пространству, является линейной и
устойчивой при τ ∼ ℎ4, не обладает свойством энергетической устойчивости.

Неявная схема (implicit Euler) имеет вид

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛+1
𝑖 , µ

𝑛+1
𝑖 = 𝐹 ′(𝑐𝑛+1

𝑖 ) − ε
2∆ℎ𝑐

𝑛+1
𝑖 .

Схема имеет первый порядок аппроксимации по времени, второй — по пространству, является нелинейной,
однозначно разрешима и градиентно-устойчива только при достаточно маленьких шагах по времен, см. табл. 1.

Схема Кранка-Николсон (КН) имеет вид

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛+1/2
𝑖 , µ

𝑛+1/2
𝑖 =

1

2
(µ𝑛𝑖 + µ

𝑛+1
𝑖 ),

где µ𝑛𝑖 , µ𝑛+1
𝑖 были определены выше. Схема имеет второй порядок аппроксимации по времени и простран-

ству, является нелинейной, градиентно-устойчива и однозначно разрешима при достаточно маленьких шагах
по времени, см. табл. 1.

Полунеявная схема (semi-implicit Euler) имеет вид

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛+1
𝑖 , µ

𝑛+1
𝑖 = 𝐹 ′(𝑐𝑛𝑖 ) − ε

2∆ℎ𝑐
𝑛+1
𝑖 .

Схема имеет первый порядок аппроксимации по времени, второй — по пространству, является линейной, од-
нозначно разрешима, не обладает свойством энергетической устойчивости.

3.2. Расщепление Эйра

Приведенные выше схемы не обладают свойством энергетической устойчивости и/или не являются одно-
значно разрешимыми при достаточно больших шагах по времени (см. [12], [13]). Известный в настоящее вре-
мя эффективный и общий способ построения разностных схем, как однозначно разрешимых при любых ша-
гах по времени, так и энергетически устойчивых, был предложен в основополагающих работах Дэвида Эйра
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Таблица 1. Свойства разностных схем по [12–15, 40] (* — при надлежащем выборе параметров расщепления, см. [40]).

Схема Линейность Град.-устойчивость Разрешимость

Явная Да Нет Да

Неявная Нет Условная, τ 6 1
4ℎ

2 τ 6 1
18ℎ

2

Кранка-Николсон Нет Условная τ 6 1
9ℎ

2

Полунеявная Да Нет Да

Нелин.-стаб. Нет Безусловная Да

Линейно-стаб. Да Безусловная* Да

(David J. Eyre) (см. [14], [15]). В силу того, что далее соответствующие математический аппарат будет исполь-
зован при построении новых схем, рассмотрим этот вопрос подробнее.

Суть подхода Эйра заключается в следующем. Плотность свободной энергииψ системы, см. (2.4), не являет-
ся выпуклым функционалом. Это связано с тем, что разделяющая часть свободной энергии является «двухям-
ным» потенциалом и невыпукла. Предположим, тем не менее, что ψ можно представить в виде суммы двух
функционалов так, что

ψ = ψс + ψe, (3.2)

где ψc и −ψe — выпуклые функции. Индексы «c» («contraction») и «e» («expansion») отражают физическую суть
отдельных слагаемых. Здесь «выпуклость» функции 𝑓 означает положительную определенность соответствую-
щего гессиана, см. [13]; конкретно в рассматриваемом случае функция 𝑓(𝑥) выпукла, если 𝑓 ′′(𝑥) ≡ 𝑑2𝑓/𝑑𝑥2 > 0.
Тогда полудискретные (только по времени) аппроксимации вида

1

𝑀

𝑐𝑛+1 − 𝑐𝑛

τ
= ∆

[︀
µc(𝑐

𝑛+1) + µe(𝑐
𝑛)
]︀
, (3.3)

где

µc,e =
δψc,e

δ𝑐
, µ = µc + µe,

обеспечивают выполнение следующего неравенства (означающего градиентную устойчивость схемы):

ψ(𝑐𝑛+1) 6 ψ(𝑐𝑛)

для любых шагов по времени τ > 0. При этом выпуклость части ψc энергии, учитываемой в схеме неявно,
гарантирует однозначную разрешимость (3.3).

Рассмотрим конкретный вид функционала энергии (2.4). С учетом того, что градиентное слагаемое в (2.4)
относится к выпуклой части свободной энергии, расщепление ψ можно представить в виде

ψc =
1

2
|∇𝑐|2 + 𝐹c, ψe = 𝐹e, 𝐹c + 𝐹e = 𝐹.

Таким образом, построение расщепления энергии сводится к построению расщепления ее «разделяющей» ча-
сти 𝐹 так, чтобы выполнялось

𝐹 = 𝐹c + 𝐹e, 𝐹 ′′
c > 0, −𝐹 ′′

e > 0. (3.4)

Выражение для химического потенциала в этом случае принимает вид

µ = µc + µe, µc = −ε2∆𝑐 + 𝐹 ′
c , µe = 𝐹 ′

e ,

а полудискретную схему (3.3) можно записать так:

1

𝑀

𝑐𝑛+1 − 𝑐𝑛

τ
= −ε2∆2𝑐 + ∆𝐹 ′

c(𝑐𝑛+1) + ∆𝐹 ′
e(𝑐𝑛). (3.5)

Расщепление вида (3.4) может быть построено разными способами. Один из них основан непосредственно
на представлении разделяющей части 𝐹 свободной энергии в виде двух слагаемых, удовлетворяющих соответ-
ствующим свойствам (градиентная часть свободной энергии (см. (2.5)) всегда относится к выпуклой части ψ
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свободной энергии). Другой способ заключается в том, что выбирается некоторая регуляризующая функция𝐹r,
так что

𝐹c = 𝐹 + 𝐹r, 𝐹e = 𝐹 − 𝐹r.

Содержательно оба способа совпадают, однако технически, имея ввиду возможные обобщения, их удобнее раз-
личать.

Рассмотрим конкретное выражение для 𝐹 , определяемое в настоящей работе в соответствии с (2.5). Для
него справедливо

𝐹 (𝑐) = 𝑐2(1 − 𝑐2), 𝐹 ′(𝑐) = 2𝑐(2𝑐2 − 3𝑐 + 1), 𝐹 ′′(𝑐) = 2(6𝑐2 − 6𝑐 + 1).

Корнями уравнения 𝐹 ′′(𝑐) = 0 являются 𝑐1,2 =
(︀
3 ±

√
3
)︀
/6, и, таким образом, 𝐹 ′′(𝑐) < 0 при

(︀
3 −

√
3
)︀
/6 <

< 𝑐 <
(︀
3 +

√
3
)︀
/6; 𝐹 ′′(𝑐) > 0 при 𝑐 6

(︀
3 −

√
3
)︀
/6 и 𝑐 >

(︀
3 +

√
3
)︀
/6. Минимальное значение 𝐹 ′′(𝑐) достигается

в точке 𝑐 = 1/2 и равняется −1. Максимальное значение 𝐹 ′′(𝑐) достигается при 𝑐 = 0 и 𝑐 = 1 и равняется 2.
Таким образом, чтобы обеспечить выпуклость 𝐹c и −𝐹e, достаточно положить

𝐹c = 𝐹 (𝑐) +
1

2
𝑐2, 𝐹e = −1

2
𝑐2.

В этом случае приходим к схеме нелинейно–стабилизированного расщепления (НЛСР или non-linearly stabilized
splitting, NLSS) вида:

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛+1, µ
𝑛+1
𝑖 =

[︀
𝐹 ′(𝑐𝑛+1

𝑖 ) + 𝑐𝑛+1
𝑖

]︀
− 𝑐𝑛𝑖 − ε

2∆ℎ𝑐
𝑛+1
𝑖 . (3.6)

Ее также можно записать в виде

1

𝑀τ
(𝑐𝑛+1

𝑖 − 𝑐𝑛𝑖 ) =
(︀
∆ℎ − ε

2∆2
ℎ

)︀
𝑐𝑛+1
𝑖 + ∆ℎ𝐹

′(𝑐𝑛+1
𝑖 ) − ∆𝑐𝑛𝑖 .

Схема имеет первый порядок аппроксимации по времени, второй — по пространству, является неявной, нели-
нейной, энергетически устойчива при произвольных шагах по времени.

Если же положить
𝐹c = 𝑐2, 𝐹e = −𝑐2 + 𝐹 (𝑐),

то приходим к схеме линейно–стабилизированного расщепления (ЛСР или linearly stabilized splitting, LSS), которая
имеет вид

1

𝑀

𝑐𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑛𝑖

τ
= ∆ℎµ

𝑛+1
𝑖 , µ

𝑛+1
𝑖 = 2𝑐𝑛+1

𝑖 + [𝐹 ′(𝑐𝑛𝑖 ) − 2𝑐𝑛𝑖 ] − ε
2∆ℎ𝑐

𝑛+1
𝑖 .

Для дальнейшего использования ее удобно записать в виде

1

𝑀τ
(𝑐𝑛+1

𝑖 − 𝑐𝑛𝑖 ) =
(︀
2∆ℎ − ε

2∆2
ℎ

)︀
𝑐𝑛+1
𝑖 + ∆ℎ𝐹

′(𝑐𝑛𝑖 ) − 2∆𝑐𝑛𝑖 .

Схема имеет первый порядок аппроксимации по времени, второй — по пространству, является неявной, энер-
гетически устойчива при произвольных шагах по времени при правильно выбранных параметрах расщепления
(в общем случае, зависящих от решения задачи, см. [40]). В отличии от нелинейно-стабилизированной схе-
мы (3.6) она является линейной относительно неизвестных на верхнем временном слое. Отметим, что в рабо-
те [13] анализируется целое трехпараметрическое семейство схем указанного вида.

Свойства приведенных выше схем в компактном виде приведены в табл. 1.
В полностью дискретном случае градиентная устойчивость схемы предполагает аппроксимацию функцио-

нала свободной энергии (2.4). В настоящей работе она согласована с используемой аппроксимацией уравнения
и имеет вид

ψℎ(c) = ℎ

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐹 ′(𝑐𝑖) +
1

2
ε
2ℎ

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑐𝑖+1 − 𝑐𝑖)
2

ℎ2
. (3.7)

Пусть далее матрица A размерности 𝑁 × 𝑁 соответствует указанной выше аппроксимации −∆ℎ операто-
ра −∆ с учетом однородных граничных условий Неймана (3.1). Дискретизация по пространству сводит исход-
ную начально–краевую задачу (2.1)–(2.3) к задаче Коши

1

𝑀
c′ = −A

(︀
𝐹 ′(c) + ε

2Ac
)︀
, c(0) = c0, (3.8)
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где компоненты вектор–функции c(𝑡) : R → R𝑁 — это значения искомого решения на пространственной сет-
ке, а вектор c0 содержит значения на сетке заданной функции 𝑐0(𝑥).

Пусть c𝑛 — вектор решения длины 𝑁 на временном слое 𝑛. Тогда приведенные выше схемы могут быть
компактно записаны следующим образом:

• явная (explicit Euler):

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −A

(︀
𝐹 ′(c𝑛) + ε

2Ac𝑛
)︀

; (3.9)

• неявная (implicit Euler):

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −A

(︀
𝐹 ′(c𝑛+1) + ε

2Ac𝑛+1
)︀

; (3.10)

• Кранка–Николсон (КН):

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −1

2
A

(︀
𝐹 ′(c𝑛+1) + ε

2Ac𝑛+1 + 𝐹 ′(c𝑛) + ε
2Ac𝑛

)︀
; (3.11)

• полунеявная:

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −A

(︀
𝐹 ′(c𝑛) + ε

2Ac𝑛+1
)︀

; (3.12)

• линейно-стабилизированное расщепление (ЛСР):

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −A

(︀
𝐹 ′(c𝑛) − 2c𝑛 + 2c𝑛+1 + ε

2Ac𝑛+1
)︀

; (3.13)

• нелинейно-стабилизированное расщепление (НЛСР):

c𝑛+1 − c𝑛

τ
= −A

(︀
𝐹 ′(c𝑛+1) + c𝑛+1 − c𝑛 + ε

2Ac𝑛+1
)︀
. (3.14)

Описанные выше схемы имеют различную вычислительную сложность. Неявные нелинейные схемы (пол-
ностью неявная схема, схема типа Кранка-Николсон, нелинейно-стабилизированная схема) требуют решения
на каждом временном слое системы нелинейных алгебраических уравнений, например, методом Ньютона; в
свою очередь, на каждой ньютоновской итерации необходимо решить систему линейных алгебраических урав-
нений. Неявные, но линейные схемы (полунеявная схема, линейно-стабилизированная схема) требуют реше-
ния только одной системы линейных алгебраических уравнений для определения решения на каждом времен-
ном слое. Наконец, явные схемы не требуют ни того, ни другого и имеют минимальную «стоимость» расчета
решения на шаг по времени. Вместе с тем, неявные схемы, как правило, позволяют использовать существенно
большие шаги по времени, чем явные. С другой стороны, решение системы линейных алгебраических урав-
нений в методе Ньютона, или независимо, является сложной и вычислительно затратной процедурой в том
случае, если рассматриваются постановки с высокими сеточными размерностями. Это связано с тем, что ите-
рационные методы решения систем линейных алгебраических уравнений, обеспечивающие высокую скорость
сходимости итераций, обычно не допускают эффективную параллельную реализацию, особенно с использова-
нием гибридных вычислительных систем с графическими ускорителями. Одновременно с этим, простые мето-
ды типа метода простой итерации или последовательной верхней релаксации, допускают эффективную парал-
лельную реализацию, но сходятся слишком медленно для практического применения.

Целью настоящей работы является разработка эффективного вычислительного алгоритма, с одной сторо-
ны — градиентно-устойчивого и допускающего существенно большие временные шаги, чем чисто явная схе-
ма, а с другой — допускающего эффективную вычислительную реализацию в том числе с применением высо-
копроизводительных вычислительных систем с графическими ускорителями. Основной идеей алгоритма яв-
ляется использование линейно-стабилизированной схемы Эйра и использование модифицированной схемы
локальных итераций ЛИМ для решения уравнений на временном слое. При этом расщепление Эйра позволя-
ет использовать большие шаги по времени при сохранении градиентной устойчивости, а применение ЛИМ —
обеспечивает вычислительную эффективность.
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3.3. ЛИМ, модифицированная схема локальных итераций

Схему ЛИМ можно рассматривать как специальную явную схему, где используется многочлен Чебы-
шёва такого порядка 𝑝, чтобы схема была устойчива для выбранного шага по времени τ и обладала свой-
ством монотонности (неотрицательности решения). Сформулируем схему ЛИМ на основе схемы линейно–
стабилизированного расщепления ЛСР (3.13), которую запишем в виде

c𝑛+1 =
[︁
I + τ̂︀A]︁−1 ̂︀f𝑛, ̂︀A = A(2I + ε

2A), ̂︀f𝑛 = c𝑛 + τA(2c𝑛 − 𝐹 ′(c𝑛)), (3.15)

где I— единичная матрица 𝑁 × 𝑁 . Подчеркнем, что обратная матрица здесь, разумеется, не вычисляется, а
решается линейная система. В схеме ЛИМ обратная матрицы заменяется специально выбранным матричным
многочленом Чебышёва. Пусть λ∞ — оценка наибольшего собственного значения ̂︀A (на практике можно по-
ложить λ∞ = ‖̂︀A‖1 = max𝑗

∑︀
𝑖 |̂︀𝑎𝑖𝑗 |). Определим порядок 𝑝 многочлена Чебышёва, для которого будет выпол-

няться устойчивость, так:

𝑝 =
⌈︁
π

4

√︀
τλ∞ + 1

⌉︁
, (3.16)

где, для 𝑥 ∈ R, ⌈𝑥⌉ обозначает наименьшее целое число, большее или равное𝑥. Вычислим корни β𝑚 многочлена
Чебышёва степени 𝑝,

{β𝑚, 𝑚 = 1, . . . , 𝑝} =

{︂
cosπ

2𝑖− 1

2𝑝
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝

}︂
,

и упорядочим их в порядке, гарантирующем устойчивость, и так, что корень β1 = cos(π/2𝑝) является первым
по порядку. Положим 𝑧1 = β1 и определим параметры чебышёвских итераций

𝑎𝑚 =
λ∞

1 + 𝑧1
(𝑧1 − β𝑚), 𝑚 = 1, . . . , 𝑝.

Обозначим y(0) = c𝑛 и получим решение c𝑛+1 схемы ЛИМ на следующем слое, выполняя 2𝑝 − 1 итераций
Чебышёва следующим образом:

y(𝑚) =
1

1 + τ𝑎𝑚

(︁
c𝑛 + τ𝑎𝑚y(𝑚−1) + τ(̂︀f𝑛 − ̂︀Ay(𝑚−1))

)︁
, 𝑚 = 1, . . . , 𝑝,

y(𝑝+𝑚−1) =
1

1 + τ𝑎𝑚

(︁
c𝑛 + τ𝑎𝑚y(𝑚−1) + τ(̂︀f𝑛 − ̂︀Ay(𝑚−1))

)︁
, 𝑚 = 2, . . . , 𝑝,

c𝑛+1 = y(2𝑝−1).

(3.17)

Заметим, что 𝑎1 = 0 и, как нетрудно увидеть, решение y(1) на первой итерации совпадает с решением на сле-
дующем шаге по времени явной схемы, сами же чебышёвские итерации начинаются с вычисления y(2). Если
в (3.17) ограничиться первой группой итераций, где вычисляются y(1), . . . , y(𝑝), то, положив c𝑛+1 = y(𝑝), по-
лучим обычную, немодифицированную схему локальных итераций (схему ЛИ). Как отмечалось выше, в этой,
обычной, схеме ЛИ гарантируется устойчивость (при решении параболических задач), но свойство монотон-
ности решения не гарантируется. Как видим, в схеме ЛИМ (3.17) при выполнении второй группы итераций, где
вычисляются y(𝑝+1), . . . , y(2𝑝−1), чебышёвские итерации повторяются (с теми же параметрами 𝑎𝑚), но первый
итерационный шаг с 𝑎1 = 0 (дающий явную схему) не делается. Можно показать (см. [58]), что формулы (3.17)
представляются в операторном виде

c𝑛+1 = (I− F2
𝑝)

[︁
I + τ̂︀A]︁−1 ̂︀f𝑛, (3.18)

где ̂︀A и ̂︀f𝑛 определены в (3.15), а F𝑝 — оператор многочлена Чебышёва,

F𝑝 =

𝑚=1∏︁
𝑚=𝑝

(︂
I− 1

1 + τ𝑎𝑚
(I + τ̂︀A)

)︂
.

Если в формуле (3.18) заменить F2
𝑝 на F𝑝, то получаем операторное представление обычной схемы ЛИ. Таким

образом, как видим, в схеме ЛИМ вместо многочлена Чебышёва (как в обычной схеме ЛИ), используется квад-
рат этого многочлена, что и приводит к монотонности схемы.
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Поскольку рассматриваемая схема ЛИМ (3.17) получена нами на основе линейно–стабилизированного рас-
щепления (3.13), будем называть ее схемой ЛИМ-ЛСР. Чтобы отследить эффект применения расщепления Эй-
ра в этой схеме, в представленные ниже численные тесты включим еще одну модификацию схемы ЛИМ, по-
лучаемую из линеаризации чисто неявной схемы (3.10). Проведем такую линеаризацию, аппроксимируя нели-
нейный неявный член в (3.10) следующим образом:

𝐹 ′(c𝑛+1) ≈ 𝐹 ′(c𝑛) + 𝐽𝑛(c𝑛+1 − c𝑛), (3.19)

где 𝐽𝑛 — матрица Якоби отображения 𝐹 ′, вычисленная в c𝑛. Подставка приближения (3.19) в (3.10) приводит к
линеаризованной неявной (ЛН) схеме

c𝑛+1 =
[︁
I + τ̃︀A𝑛

]︁−1 ̃︀f𝑛, ̃︀A = A(𝐽𝑛 + ε
2A), ̃︀f𝑛 = c𝑛 + τA(𝐽𝑛c

𝑛 − 𝐹 ′(c𝑛)), (3.20)

где, так же как и в схеме (3.15), подразумевается решение линейной системы, так что обратная матрица не вы-
числяется. Сравнивая схемы (3.15) и (3.20), можно заметить, что заменяя 𝐽𝑛 в (3.20) на 2I, получим схему (3.15).

Схема ЛИМ на основе схемы (3.20) формулируется в точности так же, как и на основе (3.15). Для этого
достаточно повторить приведенные выше выкладки, заменяя ̂︀Aи̂︀f𝑛 на, соответственно, ̃︀A𝑛 и̃︀f𝑛. Назовём такую
схему ЛИМ-ЛН (схема ЛИМ линеаризованная неявная).

Вычислительная эффективность схем ЛИМ следует из формулы числа итераций (3.16) и следующих сооб-
ражений (см. [54], [58]). Если в решаемой задаче интервал по времени, на котором требуется просчитать задачу,
увеличивается в 𝑠 раз, то так же в 𝑠 раз увеличиваются затраты при расчете явной схемой (в 𝑠 раз возрастает
требуемое число шагов во времени). Такое же увеличение затрат наблюдается и при увеличении в 𝑠 раз верхней
спектральной границы λ∞ (поскольку шаг явной схемы ограничен условием устойчивости, обычно имеюще-
го вид τ 6 2/λ∞). Напомним, что для уравнения Кана–Хилларда, вообще говоря, имеем λ∞ ∼ ℎ−4. Для схем
ЛИМ вычислительные затраты растут медленнее: увеличение временного интервала или верхней спектральной
границы λ∞ в 𝑠 раз означает увеличение затрат примерно в

√
𝑠 раз (поскольку число чебышёвских итераций

𝑝 ∼ (τλ∞)1/2, см. (3.16)). Из приведенных оценок ясно, что выигрыш по вычислительным затратам, достига-
емый схемами ЛИМ, будет расти с ростом размерности задачи 𝑁 = 1/ℎ (см. [54], [58]). Тем не менее, следует
учитывать, что на практике потенциальный выигрыш может быть ограничен другими факторами, например,
условиями точности расчета.

4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

4.1. Тесты на градиентную устойчивость

В представленных здесь тестах решается начально–краевая задача (2.1)–(2.3) для одномерного уравнения
Кана–Хилларда. Для дискретизации по пространству используются стандартные конечные разности второго
порядка точности на равномерной сетке, описанные в начале п. 3.1. В результате дискретизации по простран-
ству из исходной начально–краевой задачи получаем задачу Коши (3.8). Ее численное интегрирование прово-
дим схемами (3.9)–(3.14) и новыми схемами локальных итераций (3.17) на основе схем (3.13) и (3.20) (ЛИМ-
ЛСР и ЛИМ-ЛН). Значения ε будем задавать следующими двумя способами:

ε = ε4(ℎ), ε𝑚(ℎ) ≡ ℎ𝑚

2
√

2 arth(9/10)
, (4.1)

ε = ε4(1/64), (4.2)

т.е. ε задается либо в зависимости от шага пространственной сетки ℎ (способ (4.1), либо используется фикси-
рованное значение ε = ε4(1/64) с сетки 𝑁 = 64 (способ (4.2)). Заметим, что 𝑚 = 4 в формуле (4.1) определяет
характерное число ячеек пространственной сетки, на которых стационарное решение меняется от минималь-
ного до максимального значения.

В табл. 2 для тестируемых схем представлены величины максимальных шагов по времени, при которых на-
блюдается градиентная устойчивость. При этом используем сеточно–зависимые значения ε (4.1) и считаем, что
схема градиентно устойчива, если наблюдается пошаговое возрастание дискретной энергии (3.7) не более, чем
на 1%, т.е. на каждом шаге по времени 𝑛 выполняется условие

ψℎ(c𝑛+1) 6 1.01ψℎ(c𝑛). (4.3)

Градиентная устойчивость тестировалась на нескольких векторах начальных значений c0, где каждая компо-
нента вектора c0 бралась независимой одинаково распределенной случайной величиной на отрезке [0, 1], округ-
ленной с точностью до сотых. В табл. 2 также включена линеаризованная неявная схема (3.20).
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Таблица 2. Максимальные значения шагов по времени τ, при которых схемы градиентно устойчивы (т.е. выполняется усло-
вие (4.3)), для ε = ε4(ℎ)

ℎ 1/32 1/64 1/128 1/256

Явная 8.8 × 10−5 2.1 × 10−5 5.4 × 10−6 1.3 × 10−6

Неявная 5.1 × 10−3 1.3 × 10−3 3.0 × 10−4 8.1 × 10−5

КН 2.4 × 10−3 6.8 × 10−4 1.7 × 10−4 3.8 × 10−5

Полунеявная 2.2 × 10−3 5.7 × 10−4 1.9 × 10−4 4.0 × 10−5

ЛСР ∞ ∞ ∞ ∞

НЛСР ∞ ∞ ∞ ∞

ЛИМ-ЛСР ∞ ∞ ∞ ∞

ЛИМ-ЛН 9.9 × 10−3 2.8 × 10−3 5.8 × 10−4 1.2 × 10−4

ЛН 5.8 × 10−3 1.6 × 10−3 3.2 × 10−4 8.3 × 10−5

Как видим из таблицы, только схемы, основанные на расщеплении Эйра, являются безусловно градиентно
устойчивыми. В тестах схема считалась безусловно устойчивой, если устойчивость выполнялась для τ 6 500.
Далее отметим, что максимальный шаг для неявной схемы превосходит максимальный шаг явной схемы при-
мерно в одно и то же число раз (≈ 60) для всех ℎ. Сравнение схемы ЛН и неявной схемы говорит о том, что ли-
неаризация не ухудшает градиентную устойчивость неявной схемы. Схема ЛИМ-ЛСР сохраняет безусловную
градиентную устойчивость схемы ЛСР, а схема ЛИМ-ЛН — условную градиентную устойчивость схемы ЛН.
Учитывая, что одна из целей данной работы — показать возможность замены неявных схем на явные устойчи-
вые схемы типа ЛИМ, важно отметить, что обе схемы ЛИМ, как видно из табл. 2, работают успешно. При этом
увеличение шага τ как в схеме ЛИМ-ЛСР, так в ЛИМ-ЛН, разумеется, означает увеличение числа чебышёвских
итераций на шаг по времени. Заметим также, что представленные нами в табл. 2 значения близки к значениям
в табл. 1 из работы [64].

4.2. Тесты на точность и эффективность

Цель обсуждаемых здесь тестов — проверить точность и эффективность рассмотренных схем и, в частности,
выяснить, позволяют ли схемы ЛИМ получить выигрыш по вычислительным затратам по сравнению с явной
схемой. Очевидно, что поскольку затраты на шаг по времени в явной схеме минимальны, повышение эффек-
тивности другими схемами возможно только при увеличении в них шага по времени. Однако увеличение шага
по времени возможно, разумеется, лишь так, чтобы точность вычислений оставалась в допустимых пределах.
Будем оценивать точность схем в конечный момент времени 𝑡 = 𝑇 по референтному решению cref(𝑇 ), которое
на каждой пространственной сетке вычислялось явной схемой с очень маленьким шагом по времени (τ = 10−9).
При этом вектор начального значения выбираем случайным образом так же, как и в предыдущей серии тестов,
и затем используем на данной пространственной сетке для всех схем. Для каждой из схем достигнутую точность
оцениваем по относительной норме ошибки

‖c𝑛 − cref(𝑇 )‖
‖cref(𝑇 )‖

, 𝑛 = 𝑛final = 𝑇/τ, (4.4)

где ‖c‖ =
√
c𝑇 c — евклидова векторная норма.

Во всех тестах конечное время 𝑇 выбираем равным 𝑇 = 0.2. При таком 𝑇 решение уже прошло началь-
ную фазу формирования однородных областей на временах 𝑡 ≈ ε2, всем схемам требуется достаточно большое
количество шагов по времени, но решение еще далеко от стационарного состояния.

Значения верхних границ спектра λ∞ в зависимости от шага сетки ℎ и соответствующие максимальные зна-
чения шага по времени τ явной схемы, при котором явная схема устойчива, приведены в табл. 3. В таблице
максимальные значения τ определяются двумя способами:
(а) максимальный шаг τ, обеспечивающий градиентную устойчивость (невозрастание энергии (4.3)); (б) мак-
симальный шаг τ, при котором схемы ЛИМ-ЛН и ЛИМ-ЛСР работают в режиме явной схемы, т.е. в соотноше-
нии (3.16) получаем 𝑝 = 1, что означает, что нет необходимости выполнять чебышёвские итерации.
Последнее условие означает устойчивость явной схемы в операторной евклидовой норме, что видно из следу-
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Таблица 3. Верхняя граница спектра λ∞ = ‖ ̂︀𝐴‖1 схемы ЛИМ-ЛСР и максимально возможные значения шага по времени
τmax, дающие градиентную устойчивость (строка 3 таблицы) и режим явной схемы в схеме ЛИМ-ЛСР (строки 4 и 6), в
зависимости от ℎ. Как видно из таблицы, λ∞ = 𝒪(ℎ−2) для ε = ε4(ℎ), λ∞ = 𝒪(ℎ−4) для ε = ε4(1/64) и во всех случаях
τmax = 𝒪(λ−1

∞ )

ℎ 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512

ε = ε4(ℎ)

λ∞ = ‖ ̂︀𝐴‖1 2.3 × 104 9.3 × 104 3.7 × 105 1.5 × 106 6.0 × 106

Градиентная устойчивость 8.8 × 10−5 2.1 × 10−5 5.4 × 10−6 1.3 × 10−6 3.3 × 10−7

Режим явной схемы 2.6 × 10−5 6.6 × 10−6 1.6 × 10−6 4.1 × 10−7 1.0 × 10−7

ε = ε4(1/64)

λ∞ = ‖ ̂︀𝐴‖1 1.2 × 104 9.3 × 104 1.1 × 106 1.6 × 107 2.5 × 108

Режим явной схемы 5.1 × 10−5 6.6 × 10−6 5.6 × 10−7 3.8 × 10−8 2.4 × 10−9

ющих соображений. Если в соотношении (3.16) для схемы ЛИМ-ЛН выполняется 𝑝 = 1, то

τλ∞ 6

(︂
4

π

)︂2

− 1, (4.5)

где λ∞ = ‖ ̃︀𝐴‖1, а ̃︀𝐴 определена в (3.20). Если 𝐽𝑛 = 𝜕𝐹 ′(c𝑛)/𝜕c, то, учитывая приближение 𝐹 ′(c𝑛) ≈ 𝐹 ′(0) +
𝐽𝑛(c𝑛 − 0) = 𝐽𝑛c𝑛, для решения явной схемы c𝑛+1 получаем

‖c𝑛+1‖ = ‖c𝑛 − τ𝐴(𝐹 ′(c𝑛) + ε
2𝐴c𝑛)‖ ≈ ‖(𝐼 − τ ̃︀𝐴)c𝑛‖ 6 ‖𝐼 − τ ̃︀𝐴‖ ‖c𝑛‖.

Поскольку ̃︀𝐴 — симметричная неотрицательно определенная матрица, для евклидовой операторной нормы
условие ‖𝐼 − τ ̃︀𝐴‖2 6 1 равносильно условию τ‖ ̃︀𝐴‖2 6 2, которое следует из (4.5) (заметим, что ‖ ̃︀𝐴‖2 6 ‖ ̃︀𝐴‖1 =
λ∞).

В табл. 3 зависимость верхней границы спектра λ∞ от ℎ дана для схемы ЛИМ-ЛСР, то есть λ∞ = ‖ ̂︀𝐴‖1. В
представленных здесь тестах во всех случаях значения ‖ ̂︀𝐴‖1 и ‖ ̃︀𝐴‖1 оказываются настолько близкими, что число
чебышёвских итераций в схемах ЛИМ-ЛСР и ЛИМ-ЛН практически во всех случаях одинаково. Значения в
табл. 3 приведены для обоих способов задания ε, см. (4.1), (4.2). По данным таблицы легко проверить, что при
выборе ε = ε4(ℎ) матрица ε2𝐴 не зависит от ℎ, так что, учитывая (3.15), получаем зависимость ‖ ̂︀𝐴‖1 = 𝒪(ℎ−2).
При втором способе задания ε (по формуле (4.2)) имеем ‖ ̂︀𝐴‖1 = 𝒪(ℎ−4).

Первый порядок сходимости𝒪(τ) схем ЛИМ-ЛСР, ЛСР, ЛИМ-ЛН и ЛН подтверждается графиком на фиг. 2.
Как видим из рисунка, обе схемы ЛИМ сохраняют свойства точности схем, на которых они основаны. Кроме
того отметим, что схемы расщепления Эйра ЛСР и ЛИМ-ЛСР оказываются менее точными, чем схемы ЛИМ-
ЛН и ЛН. В этих схемах градиентная устойчивость достигается за счет расщепления, приводящего к дополни-
тельной ошибке.

В табл. 4–7 для явной схемы и схем ЛСР, ЛИМ-ЛСР, ЛИМ-ЛН представлены, для различных шагов по вре-
мени τ, вычислительные затраты этих схем и достигаемая ими точность. Как видим из таблиц, точность схем
ЛСР и ЛИМ-ЛСР оказывается слишком низкой (будем считать значения ошибки (4.4) более 10−2 неприем-
лемо большими). Увеличение шага по времени по отношению к явной схеме, необходимое для компенсации
увеличенных на шаг по времени затрат, приводит к недопустимо низкой точности. Схема ЛИМ-ЛН более точ-
на и дает выигрыш по отношению к явной схеме на мелких сетках (в два раза на сетке 𝑁 = 512). То, что низ-
кая точность схем ЛСР и ЛИМ-ЛСР вызвана ошибкой расщепления Эйра, видно при переходе на схемы ЛН
и ЛИМ-ЛН (значения ошибки для схемы ЛН в таблицах не показаны, они близки к значениям ошибки для
схемы ЛИМ-ЛН, см. фиг. 2).

Графики зависимости достигаемой точности от вычислительных затрат представлены на фиг. 3. Как видим
из рисунка, ситуация для схем ЛИМ улучшается при переходе от сетки 𝑁 = 256 к 𝑁 = 512: на последней сетке
возможно снижение затрат примерно в три раза.

В представленных тестах наблюдается довольно низкая точность всех схем кроме явной, и это обусловле-
но не только расщеплением Эйра. В наших тестах вектор начального решения представлял собой негладкую
сеточную функцию, где каждая компонента вектора выбиралась случайным образом. Как обсуждалось выше
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ε = ε4(h)

10−3

10−7 10−6 10−5 τ

100

ЛИМ-ЛСР
ЛСР
ЛИМ-ЛН
ЛН
1 порядок

Фиг. 2. Сходимость (достигаемая точность в зависимости от шага по времени τ) для схем ЛИМ-ЛСР, ЛСР, ЛИМ-ЛН и ЛН
на сетке 𝑁 = 256, ε = ε4(ℎ).

Таблица 4. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(ℎ), сетка по пространству 𝑁 = 64

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×103 (4.4)

5.0 × 10−5 ЛИМ-ЛСР 12 / — 5.24 × 10−2

ЛСР 4 / 4 1.18 × 10−1

ЛИМ-ЛН 12 / — 8.34 × 10−3

1.0 × 10−5 явная 20 / — 1.04 × 10−4

ЛИМ-ЛСР 60 / — 2.52 × 10−2

ЛСР 20 / 20 2.92 × 10−2

ЛИМ-ЛН 60 / — 3.96 × 10−4

1.0 × 10−6 явная 200 / — 2.27 × 10−5

ЛИМ-ЛСР 200 / — 2.27 × 10−5

ЛСР 200 / 200 2.93 × 10−3

ЛИМ-ЛН 200 / — 2.27 × 10−5

во введении, для таких решений наблюдается быстрое формирование областей однородности с характерными
временами эволюции порядка ε2. Следовательно, для правильного отслеживания этого процесса шаг по вре-
мени должен выбираться так, чтобы τ ∼ 𝒪(ε2) = 𝒪(ℎ2). Отсюда, учитывая, что ε2‖𝐴‖ ∼ ε2ℎ−2 = 𝒪(1), видим,
что на начальной фазе интегрирования по времени шаг τ не может существенно превосходить шаг явной схе-
мы. Он, в свою очередь, в данном случае определяется не условием устойчивости — а условием фактической
точности расчета.

Чтобы протестировать устойчивость и точность рассматриваемых схем интегрирования при больших шагах
по времени, проведем тесты с более гладким начальным условием. Будем задавать его интерполяцией на ис-
пользуемую сетку по пространству исходного негладкого начального решения с сетки 𝑁 = 64 (на сетке 𝑁 = 64
начальный вектор не меняется). При этом будет использоваться кусочно–кубическая эрмитова интерполяция,
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Таблица 5. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(ℎ), сетка по пространству 𝑁 = 128

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×103 (4.4)

2.5 × 10−5 ЛИМ-ЛСР 40 / — 1.71 × 10−1

ЛСР 8 / 8 1.66 × 10−1

ЛИМ-ЛН 40 / — 9.06 × 10−2

5.0 × 10−6 явная 40 / — 3.37 × 10−4

ЛИМ-ЛСР 120 / — 3.60 × 10−2

ЛСР 40 / 40 1.19 × 10−2

ЛИМ-ЛН 120 / — 7.91 × 10−4

Таблица 6. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
ε = ε4(ℎ), сетка по пространству 𝑁 = 256

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×103 (4.4)

1.0 × 10−5 ЛИМ-ЛН 140 / — 8.14 × 10−2

5.0 × 10−6 ЛИМ-ЛСР 200 / — 4.49 × 10−2

ЛСР 40 / 40 8.12 × 10−2

ЛИМ-ЛН 200 / — 1.44 × 10−4

1.0 × 10−6 явная 200 / — 2.06 × 10−5

ЛИМ-ЛСР 600 / — 4.48 × 10−2

ЛСР 200 / 200 4.48 × 10−2

ЛИМ-ЛН 600 / — 1.72 × 10−5

Таблица 7. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(ℎ), сетка по пространству 𝑁 = 512

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×106 (4.4)

2.0 × 10−6 ЛИМ-ЛН 0.5 / — 8.25 × 10−6

1.0 × 10−6 ЛИМ-ЛСР 1 / — 3.25 × 10−2

ЛСР 0.2 / 0.2 3.25 × 10−2

ЛИМ-ЛН 1 / — 4.61 × 10−6

2.0 × 10−7 явная 1 / — 9.57 × 10−7

ЛИМ-ЛСР 3 / — 3.25 × 10−2

ЛСР 1 / 1 3.25 × 10−2

ЛИМ-ЛН 3 / — 7.35 × 10−7
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10−6

105.5 106.0

Число матвеков

105.0 105.5 106.0

Число матвеков

N = 512; ε = ε4(h)

N = 256; ε = ε4(h)

ЛИМ-ЛСР
ЛИМ-ЛН
Явная

ЛИМ-ЛСР
ЛИМ-ЛН
Явная

Фиг. 3. Зависимость достигаемой точности от числа матрично–векторных умножений (матвеков) для явной схемы и схем
ЛИМ, сетка 𝑁 = 256 (верхний график) и 𝑁 = 512 (нижний график), ε = ε4(ℎ). Увеличение τ для явной схемы невозможно
из-за ограничений устойчивости.

исключающая появление новых экстремумов и дающая непрерывно–дифференцируемую функцию (в пакете
octave такой метод интерполяции называется pchip). Кроме того, в тестах со сглаженными начальными усло-
виями будем выбирать ε вторым способом (4.2), что позволит протестировать наши схемы в ситуации, когда
норма оператора правой части растет как 𝒪(ℎ−4), см. табл. 3.

Начнем с проверки первого порядка сходимости 𝒪(τ) по графику на фиг. 4. Сравнивая его с графиком на
фиг. 2, видим, что все схемы достигают гораздо более высокой точности, однако схемы расщепления Эйра ЛСР
и ЛИМ-ЛСР по-прежнему менее точны, чем схемы ЛН и ЛИМ-ЛН. Небольшие осцилляции ошибки схемы
ЛИМ-ЛН для τ ≈ 10−6 вызваны изменением числа чебышёвских итераций на шаг по времени при данных τ.
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ε = ε4(1/64)
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ЛИМ-ЛСР
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1 порядок

Фиг. 4. Сходимость (достигаемая точность в зависимости от шага по времени τ) для схем ЛИМ-ЛСР, ЛСР, ЛИМ-ЛН и ЛН
на сетке 𝑁 = 256, ε = ε4(1/64)

Таблица 8. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(1/64), сглаженное начальное решение c0, сетка по пространству 𝑁 = 128

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×103 (4.4)

1.0 × 10−4 ЛИМ-ЛСР 34 / — 7.46 × 10−2

ЛСР 2 / 2 1.37 × 10−1

ЛИМ-ЛН 34 / — 6.06 × 10−3

5.0 × 10−6 ЛИМ-ЛСР 200 / — 3.42 × 10−3

ЛСР 40 / 40 5.25 × 10−3

ЛИМ-ЛН 185 / — 1.09 × 10−4

1.0 × 10−6 явная 200 / — 3.02 × 10−5

ЛИМ-ЛСР 600 / — 8.14 × 10−4

ЛСР 200 / 200 1.04 × 10−3

ЛИМ-ЛН 600 / — 1.50 × 10−5

Результаты тестов для сглаженных начальных условий и фиксированного ε = ε4(1/64) представлены в
табл. 8–10 и на фиг. 5. Как видим, теперь обе схемы ЛИМ позволяют достичь существенного выигрыша по
эффективности по сравнению с явной схемой. На сетке 𝑁 = 512 достигается выигрыш примерно в 10 раз (см.
нижний график на фиг. 5).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные результаты позволяют сделать следующие выводы.

1. Предложенные схемы (3.17) локальных итераций ЛИМ-ЛСР и ЛИМ-ЛН на основе схем неявных схем
ЛСР (3.13) и ЛН (3.20) показали себя надежными в работе. Они сочетают в себе структурную простоту и па-
раллелизуемость явных схем с устойчивостью неявных схем. Теоретические оценки эффективности для схем
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Таблица 9. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(1/64), сглаженное начальное решение c0, сетка по пространству 𝑁 = 256

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×106 (4.4)

1.0 × 10−5 ЛИМ-ЛСР 0.38 / — 3.76 × 10−3

ЛСР 0.02 / 0.02 9.55 × 10−3

ЛИМ-ЛН 0.38 / — 2.27 × 10−4

5.0 × 10−7 ЛИМ-ЛСР 2 / — 2.51 × 10−4

ЛСР 0.4 / 0.4 4.75 × 10−4

ЛИМ-ЛН 2 / — 1.99 × 10−7

1.0 × 10−7 явная 2 / — 2.76 × 10−6

ЛИМ-ЛСР 6 / — 6.49 × 10−5

ЛСР 2 / 2 9.49 × 10−5

ЛИМ-ЛН 6 / — 9.59 × 10−7

Таблица 10. Число матрично–векторных умножений (матвеков) и решений линейных систем (для неявных схем ЛСР и ЛН),
достигнутая точность в зависимости от τ, ε = ε4(1/64), сглаженное начальное решение c0, сетка по пространству 𝑁 = 512

τ Схема Число матвеков / Ошибка

решений лин. систем ×106 (4.4)

8.0 × 10−7 ЛИМ-ЛСР 5.75 / — 3.14 × 10−4

ЛСР 0.25 / 0.25 7.13 × 10−4

ЛИМ-ЛН 5.75 / — 3.83 × 10−6

4.0 × 10−8 ЛИМ-ЛСР 25 / — 1.65 × 10−5

ЛСР 5 / 5 3.56 × 10−5

ЛИМ-ЛН 25 / — 9.87 × 10−8

8.0 × 10−9 явная 25 / — 1.98 × 10−7

ЛИМ-ЛСР 75 / — 4.44 × 10−6

ЛСР 25 / 25 7.13 × 10−6

ЛИМ-ЛН 75 / — 5.14 × 10−8

ЛИМ подтверждаются в тестах: схемы ЛИМ дают выигрыш по эффективности до 10 раз по сравнению с явной
схемой. Выигрыш растет при сгущении сетки.

2. В рассмотренных численных тестах градиентно устойчивые схемы на основе расщепления Эйра оказы-
ваются менее точными, чем обычные линеаризованные схемы. В частности, обычная линеаризованная неяв-
ная схема ЛН (3.20) и основанная на ней схема локальных итераций ЛИМ-ЛН превосходят по точности схему
линейно–стабилизированного расщепления ЛСР (3.13) и схему локальных итераций ЛИМ-ЛСР. В этих схемах
градиентная устойчивость достигается за счет расщепления, приводящего к дополнительной ошибке.

3. В случае, если толщина диффузионной границы ε выбирается пропорционально размеру сетки, т.е.
ε = 𝒪(ℎ), шаг по времени в явной схеме ограничен как τ = 𝒪(ℎ2). Следовательно, можно ожидать, что по-
тенциал схем локальных итераций для решения уравнений Кана–Хилларда сравним с потенциалом таких схем
для параболических задач.

4. Для негладких начальных данных, например, если вектор начальных значений выбирается случайным
образом, возникают дополнительные ограничения по точности на шаг по времени τ на временах 𝑡 6 𝒪(ε2). По-
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N = 256; ε = ε4(1/64)

N = 512; ε = ε4(1/64)

10−3

10−2

10−4

10−5

10−6

10−3

10−4

10−5

10−6

10−7

106.5 107.0 107.5

Число матвеков

105.5 106.0 106.5

Число матвеков

ЛИМ-ЛСР
ЛИМ-ЛН
Явная

ЛИМ-ЛСР
ЛИМ-ЛН
Явная

Фиг. 5. Зависимость достигаемой точности от числа матрично–векторных умножений (матвеков) для явной схемы и схем
ЛИМ, сглаженное начальное решение c0, сетка 𝑁 = 256 (верхний график) и 𝑁 = 512 (нижний график), ε = ε4(1/64).
Увеличение τ для явной схемы невозможно из-за ограничений устойчивости.

скольку уменьшение шага в неявных схемах обычно означает снижение их эффективности, схемы локальных
итераций оказываются особенно привлекательными (для них снижение шага приводит к уменьшению вычис-
лительных затрат). В таких задачах разумно применение схем локальных итераций с адаптивным выбором шага
по времени (см. [65]).

Авторы благодарят В.Т. Жукова (ИПМ им. М.В. Келдыша РАН) за полезные обсуждения и консультации по
схемам локальных итераций.
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Abstract. The article proposes a new algorithm for numerical integration over time of the Cahn-Hilliard equation, based
on the combined application of the Eyre splitting method and the local iteration modified (LIM) scheme for solving a
finite-dimensional problem at each time step. The proposed method is gradient-stable and allows calculations with large
time steps and has an explicit nature of calculations. The results of numerical calculations are presented, demonstrating
the capabilities of the proposed method and its comparison with common methods of time integration of the Cahn–
Hilliard equation.

Keywords: Cahn–Hilliard equation, gradient-stable schemes, Ayre splitting, local iteration scheme, LIM.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Во многих приложениях, например, при решении дифференциальных уравнений (см. [1]), восстановлении
изображений (см. [2]), при разработке беспроводной связи (см. [3]) и многих других, мы сталкиваемся с необ-
ходимостью исследования и решения систем линейных уравнений

𝐴𝑥 = 𝑏, (1)

с циркулянтной матрицей порядка 𝑚×𝑚

𝐴 = circ(𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎0 𝑎1 . . . 𝑎𝑚−1

𝑎𝑚−1 𝑎0 . . . 𝑎𝑚−2

...
...

. . .
...

𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

называемой также циркулянтом, где первая определяющая строка (см. [4], [5]) матрицы 𝐴 имеет вид
(𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1), где 𝑏 = (𝑏0, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚−1)𝑇 = {𝑏𝑖}𝑚−1

𝑖=0 = {𝑏𝑖} — вектор правой части системы (1) и 𝑥 =
= (𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚−1)𝑇 = {𝑥𝑖}𝑚−1

𝑖=0 = {𝑥𝑖} — искомое решение. Например, в задачах сплайн-интерполяции си-
стема (1) с такой матрицей возникает при периодической интерполяции на равномерной сетке (см. [6], [7]).

Можно смотреть на эту задачу, как на задачу решения разностного уравнения

𝑎0𝑥𝑖 + 𝑎1𝑥𝑖+1 + . . . + 𝑎𝑚−1𝑥𝑖+𝑚−1 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚− 1, (2)

где 𝑥𝑖+𝑚 = 𝑥𝑖 при 𝑖 = 0, . . . ,𝑚−1. Эта задача является периодическим случаем общей задачи решения разност-
ного уравнения ∑︁

𝑗∈Z
𝑎𝑗−𝑖𝑥𝑗 = 𝑏𝑖, 𝑖 ∈ Z,

1)Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект № FWNF-2022-0015).
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для произвольной дважды бесконечной последовательности {𝑏𝑖}𝑖∈Z. Естественно, в общем случае решение
{𝑥𝑖}𝑖∈Z тоже не будет уже периодической последовательностью. Примером может выступать задача вычисле-
ния констант экстремальной функциональной интерполяции (см. [8], [9]).

С разностным уравнением (2) (или циркулянтом 𝐴) ассоциируется многочлен

𝑄(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . . + 𝑎𝑚−1𝑧
𝑚−1,

называемый ассоциированным или характеристическим. Во многих случаях приходится рассматривать ленточ-
ные циркулянты, если для некоторого 𝑛 < 𝑚 будет 𝑎𝑛 ̸= 0 и 𝑎𝑛+1 = . . . = 𝑎𝑚−1 = 0, то многочлен будет
таким

𝑄(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . . + 𝑎𝑛𝑧
𝑛.

Мы будем рассматривать 𝑝-норму (1 6 𝑝 6 ∞) вектора 𝑦 = (𝑦0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚−1)𝑇 , определяемую следующим
образом:

‖𝑦‖∞ := max{|𝑦0|, |𝑦1|, . . . , |𝑦𝑚−1|}

и при 1 6 𝑝 < ∞,

‖𝑦‖𝑝 :=
(︀
|𝑦0|𝑝 + |𝑦1|𝑝 + . . . + |𝑦𝑚−1|𝑝

)︀1/𝑝
.

Операторная (индуцированная) 𝑝-норма произвольной 𝑚×𝑚 матрицы 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)
𝑚−1
𝑖,𝑗=0 определяется стандарт-

ным образом:

‖𝐵‖𝑝 := sup
𝑦 ̸=0

‖𝐵𝑦‖𝑝
‖𝑦‖𝑝

.

Для 𝑝-норм матриц явные выражения через элементы матрицы есть только для 𝑝 = 1 и 𝑝 = ∞:

‖𝐵‖1 = max
06𝑗6𝑚−1

𝑚−1∑︁
𝑖=0

|𝑏𝑖𝑗 |,

‖𝐵‖∞ = max
06𝑖6𝑚−1

𝑚−1∑︁
𝑗=0

|𝑏𝑖𝑗 |.

При 𝑝 = 2 норма матрицы равна величине наибольшего сингулярного числа матрицы. Напомним, что сингуляр-
ными числами произвольной матрицы 𝐵 называются квадратные корни из собственных чисел матрицы 𝐵*𝐵,
где 𝐵* — сопряженная матрица (для вещественной матрицы — транспонированная). Как известно, собствен-
ные числа симметрической матрицы 𝐵*𝐵 всегда неотрицательны. Приведенное свойство 2-нормы объясняет
специальное название этой нормы — спектральная.

Для остальных 𝑝-норм (𝑝 ̸= 1,∞) в общем случае нет выражения через элементы матрицы, для спектральной
нормы можно привести такую оценку

‖𝐵‖2 6 ‖𝐵‖𝐸 :=

⎯⎸⎸⎷𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑏2𝑖𝑗 ,

здесь ‖ · ‖𝐸 — евклидова норма матрицы, называемая также нормой Фробениуса. Вообще спектральная норма
является наименьшей из всех 𝑝-норм

‖𝐵‖2 6 ‖𝐵‖𝑝
для всех 1 6 𝑝 6 ∞.

Если диагональный элемент в каждой строке матрицы 𝐵 больше по модулю суммы модулей остальных эле-
ментов строки, то такие матрицы принято называть матрицами с диагональным преобладанием. В работе [10] для
таких матриц предложена очень простая и эффективная оценка ∞-нормы обратной матрицы. Она является
точной, однако ее постоянно уточняют для разных специальных случаев и переносят на другие классы матриц
(см. [11]). В работах [12], [13] показано, что эта оценка остается справедливой и для бесконечных матриц.

Довольно часто изучаемые матрицы оказываются ленточными. Для ленточных матриц установлено важ-
ное свойство — экспоненциальное убывание элементов обратных матриц при удалении от главной диагонали
(см. [14], [15]). Правда в случае циркулянтов матрицы являются циклическими ленточными, что вносит свою
специфику, для элементов обратных матриц экспоненциальное убывание элементов сменяется на их экспо-
ненциальный рост, т.е. набдюдается эффект цикличности, что также позволяет получить оценки элементов об-
ратных матриц (см. [16], [17]).
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Как уже отмечалось, только при 𝑝 = 1 и 𝑝 = ∞ значение нормы для матрицы общего вида выражается через
ее элементы. Поэтому вычислить или получить оценки норм при других значениях 𝑝непростая задача не только
для обратных, но и самих матриц. Известно (см. [18], [19]) выражение для спектральной нормы циркулянтной
матрицы, если все ее элементы одного знака или строго знакочередуются

‖𝐴‖2 = |𝑎0| + |𝑎1| + . . . + |𝑎𝑛|. (3)

Естественно, в этом случае ‖𝐴‖2 = ‖𝐴‖1 = ‖𝐴‖∞. Более того, формула (3) останется справедливой, если мат-
рица 𝐴𝑇𝐴 или ее степень, кратная степени 2, имеет элементы только одного знака (см. [20]).

Как отмечено выше, хоть и не через элементы матрицы, но для спектральной нормы все-таки есть явная
формула для вычисления — через собственные и сингулярные числа. А для циркулянтных матриц известно
(см., например, [21]) простое правило вычисления собственных значений, а именно, все собственные значения
могут быть вычислены по формуле

λ𝑘 = 𝑄(ω𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1,

где ω = exp(2π𝑖/𝑚) = cos(2π/𝑚) + 𝑖 sin(2π/𝑚), 𝑖 =
√
−1. Это означает, циркулянтная матрица 𝐴 невырожден-

на, если числа ω𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1, не являются корнями характеристического многочлена 𝑄(𝑧). И есть ряд
работ (см. [22]–[24]), в которых всe-таки вычисляется спектральная норма циркулянта, но не в произвольном
случае, а для матриц со специальными элементами.

Отметим ещe работу [25], в которой устанавливаются оценки спектральной нормы и обратной матрицы для
некоторых циркулянтов специального вида.

Каких-либо оценок обратных к циркулянтным матрицам для других 𝑝-норм кроме 𝑝 = 1, 2,∞ не известно.
Есть только работы [26], [27] по вычислению 𝑝-норм самих циркулянтов, причем некоторого частного вида.

Ранее в работе [28] были установлены оценки решений систем линейных уравнений с цикулянтными матри-
цами в равномерной норме, наша цель распространить такие оценки на случай произвольных 𝑝-норм, 𝑝 < ∞.
В разделе 2 мы устанавливаем оценку для циркулянтной матрицы с диагональным преобладанием. В разделе 3
приводятся оценки для циркулянтных матриц общего вида через разложение матриц на основе идеи работы [29]
о разложении матрицы в произведение матриц, ассоциированных с множителями при разложении характе-
ристического многочлена. В последнем разделе для циркулянтных матриц, возникающих в задачах сплайн-
интерполяции, известные оценки спектральной и бесконечной норм обратных матриц переносятся на все 𝑝-
нормы.

2. ЦИРКУЛЯНТНЫЕ МАТРИЦЫ С ДИАГОНАЛЬНЫМ ПРЕОБЛАДАНИЕМ

Мы говорим, что циркулянтная матрица 𝐴 является матрицей с диагональным преобладанием, если для неко-
торого 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛} выполняется неравенство

|𝑎𝑘| −
𝑛∑︁

𝑗=0, 𝑗 ̸=𝑘

|𝑎𝑗 | = 𝑟 > 0. (4)

Заметим, что мы допускаем, что не только центральная диагональ с элементом 𝑎0 может быть доминирующей.
Если в нашем определении 𝑘 ̸= 0, то считаем, что доминирующая диагональ с элементом 𝑎𝑘 состоит из двух
кусков, а именно, первый кусок составляет наддиагональ с 𝑚−𝑘 элементами 𝑎𝑘 и второй кусок — поддиагональ
с 𝑘 такими же элементами 𝑎𝑘.

Теорема 1. Если циркулянтная матрица 𝐴 имеет диагональное преобладание, то система линейных уравнений
(1) имеет единственное решение 𝑥 и при 𝑝 < ∞ справедлива оценка

‖𝑥‖𝑝 6
‖𝑏‖𝑝
𝑟

. (5)

Доказательство. Предположим, что у циркулянта𝐴 доминируещей является диагональ с элементами𝑎𝑘, 0 6
6 𝑘 6 𝑛. Пусть 𝑦 — произвольный вектор 𝑦 = (𝑦0, . . . , 𝑦𝑚−1)𝑇 и доопределим 𝑦𝑖+𝑚 = 𝑦𝑖−𝑚 = 𝑦𝑖, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚−1.
Имеем

‖𝐴𝑦‖𝑝 = ‖{𝑎0𝑦𝑖 + . . . + 𝑎𝑛𝑦𝑖+𝑛}‖𝑝 >

>
⃒⃒
‖{𝑎𝑘𝑦𝑖+𝑘}‖𝑝 − ‖{𝑎0𝑦𝑖 + . . . + 𝑎𝑘−1𝑦𝑖+𝑘−1 + 𝑎𝑘+1𝑦𝑖+𝑘+1 + . . . + 𝑎𝑛𝑦𝑖+𝑛}‖𝑝

⃒⃒
>

>
⃒⃒
|𝑎𝑘| ‖{𝑦𝑖+𝑘}‖𝑝 − ‖{𝑎0𝑦𝑖}‖𝑝 − . . .− ‖{𝑎𝑘−1𝑦𝑖+𝑘−1}‖𝑝 −

− ‖{𝑎𝑘+1𝑦𝑖+𝑘+1}‖𝑝 − . . .− ‖{𝑎𝑛𝑦𝑖+𝑛}‖𝑝
⃒⃒
,
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заметим, что в правой части последнего неравенства стоят нормы векторов {𝑎𝑗𝑦𝑖+𝑗}, которые по нашему до-
определению по периодичности величин 𝑦𝑗 с индексами за пределами множества {0, 1, . . . ,𝑚− 1} совпадают с
нормами векторов {𝑎𝑗𝑦𝑖}𝑚−1

𝑖=0 . Тогда все выражение в правой части неравенства будет равно⃒⃒
|𝑎𝑘| ‖𝑦‖𝑝 − |𝑎0| ‖𝑦‖𝑝 − . . .− |𝑎𝑘−1| ‖𝑦‖𝑝 − |𝑎𝑘+1| ‖𝑦‖𝑝 − . . . |𝑎𝑛| ‖𝑦‖𝑝

⃒⃒
=

=

(︂
|𝑎𝑘| −

𝑛∑︁
𝑗=0, 𝑗 ̸=𝑘

|𝑎𝑗 |
)︂
‖𝑦‖𝑝 = 𝑟‖𝑦‖𝑝.

Таким образом,
‖𝐴𝑦‖𝑝 > 𝑟‖𝑦‖𝑝,

что означает, что существует обратная матрица 𝐴−1 и имеет место оценка

‖𝐴−1‖𝑝 6
1

𝑟
.

Следовательно, для решения 𝑥 системы (1) получаем

‖𝑥‖𝑝 6 ‖𝐴−1𝑦‖𝑝 6 ‖𝐴−1‖𝑝‖𝑦‖𝑝 6
1

𝑟
‖𝑦‖𝑝.

Теорема доказана.

Следствие 1. Если циркулянтная матрица 𝐴 имеет диагональное преобладание, то

‖𝐴−1‖𝑝 6
1

𝑟
. (6)

Заметим, что теорема 1 справедлива и для случая когда среди чисел 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 есть комплексные.

Следствие 2. Если циркулянтная матрица 𝐴 с диагональным преобладанием имеет положительную доми-
нирующую диагональ и неположительные остальные, то

‖𝐴−1‖2 =
1

𝑟
. (7)

Справедливость следствия 2 вытекает из того, что в этом случае среди элементов обратной матрицы нет
отрицательных элементов [11], поэтому норма обратной матрицы будет вычисляться по формуле (3) и, значит,
значение спектральной нормы совпадает с известным значением∞-нормы. Утверждение останется справедли-
вым и для матриц монотонного вида. Напомним, матрица𝐵 есть матрица монотонного вида, если все элементы
обратной матрицы 𝐵−1 неотрицательны (см. [30]).

Следствие 2 говорит о том, что для спектральной нормы оценка (6) неулучшаемая как и для норм при 𝑝 = 1
и 𝑝 = ∞.

Пример 1. Пусть матрица 𝐴 — трехдиагональная и 𝑎0 = 1, 𝑎1 = 4, 𝑎2 = 1. Это хорошо известная матрица
задачи интерполяции кубическими сплайнами на равномерной сетке. Диагональ, соответствующая 𝑎1 = 4,
является доминирующей, условия теоремы 1 выполнены, следовательно имеем оценку решения

‖𝑥‖𝑝 6
1

2
‖𝑏‖𝑝.

В работе [31] явно вычислена обратная к такой матрице размерности 4. Применение равенства (3) демонстри-
рует точность полученной оценки для спектральной нормы.

Следствие 3. Пусть 𝐴 — двухдиагональная циркулянтная матрица (𝑛 = 1) с условием |𝑎0| ≠ |𝑎1|, тогда
𝑟 =

⃒⃒
|𝑎0| − |𝑎1|

⃒⃒
. Если числа 𝑎0 и 𝑎1 вещественны и имеют одинаковый знак, то значение диагонального преоб-

ладания равно 𝑟 = |𝑎0 − 𝑎1| = |𝑄(−1)|. Если числа 𝑎0 и 𝑎1 противоположного знака, то 𝑟 = |𝑎0 + 𝑎1| = |𝑄(1)|.

Таким образом, следствие 3 показывает, что любая двухдиагональная циркулянтная матрица с разными по
модулю значениями на диагоналях является матрицей с диагональным преобладанием, для нее выполнено
условие (4). Конечно, в общем случае это неверно.
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3. ЦИРКУЛЯНТЫ ОБЩЕГО ВИДА

Пусть 𝐴 произвольный невырожденный циркулянт. Используя идею работы [29] по разложению цирку-
лянтной матрицы в произведение матриц, ассоциированных с множителями при разложении характеристиче-
ского многочлена 𝑄(𝑧), установим оценки решения системы (1) в 𝑝-норме.

Заметим, что множетство коэффициентов 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 однозначно определяет как циркулянтную матри-
цу𝐴, так и ее ассоциированный многочлен𝑄(𝑧). Более того, множество циркулянтных матриц𝐴 размера𝑚×𝑚
и множество многочленов𝑄(𝑧) изоморфно относительно умножения. Правда здесь нужно сделать оговорку, мы
рассматриваем степень многочленов по модулю 𝑚, т.е. если при перемножении двух многочленов степень ре-
зультирующего многочлена получается больше 𝑚− 1, то каждый моном 𝑎𝑘𝑧

𝑘 при 𝑘 > 𝑚 заменяется на моном
𝑎𝑘𝑧

𝑘−𝑚, где 0 6 𝑘 −𝑚 6 𝑚− 1.
Лемма 1. Предположим, что многочлен 𝑄(𝑧), соответствующий циркулянту 𝐴, разложен в произведение

многочленов 𝑄1(𝑧) и 𝑄2(𝑧), соответствующих некоторым циркулянтным матрицам 𝐴1 и 𝐴2, и эти матрицы
определяются множествами чисел 𝑎10, 𝑎

1
1, . . . , 𝑎

1
𝑛−𝑘 и 𝑎20, 𝑎

2
1, . . . , 𝑎

2
𝑘 соответственно. Тогда 𝐴 = 𝐴1𝐴2 = 𝐴2𝐴1.

Доказательство. Для многочленов первой и второй степени справедливость леммы устанавливается прямы-
ми вычислениями. Для общего случая доказательство легко следует из того, что любой многочлен разлагается
на линейные и квадратичные множители.

Теорема 2. Если все корни характеристического многочлена 𝑄(𝑧) циркулянтной матрицы 𝐴 положительны и
не равны 1, то для решения системы (1) справедлива оценка

‖𝑥‖𝑝 6
‖𝑏‖𝑝
|𝑄(1)|

. (8)

Для нормы обратной матрицы имеем

‖𝐴−1‖𝑝 6
1

|𝑄(1)|
,

причем если матрица четного порядка, то

‖𝐴−1‖2 = ‖𝐴−1‖1 = ‖𝐴−1‖∞ =
1

|𝑄(1)|
. (9)

Теорема 3. Если все корни характеристического многочлена 𝑄(𝑧) циркулянтной матрицы 𝐴 отрицательны и не
равны −1, то для решения системы (1) справедлива оценка

‖𝑥‖𝑝 6
‖𝑏‖𝑝

|𝑄(−1)|
. (10)

Для нормы обратной матрицы имеем

‖𝐴−1‖𝑝 6
1

|𝑄(−1)|
,

причем если матрица четного порядка, то

‖𝐴−1‖2 = ‖𝐴−1‖1 = ‖𝐴−1‖∞ =
1

|𝑄(−1)|
. (11)

Доказательство. Справедливость неравенств (8) и (10) следует из следствия 3 и леммы 1, следовательно будут
справедливы и оценки для 𝑝-норм обратной матрицы рассматриваемой системы уравнений.

Если все корни 𝑄(𝑧) положительны, то в разложении характеристического многочлена на линейные мно-
жители каждому множителю соответствует двухдиагональная матрица с диагоналями разных знаков. Кроме
того, каждая элементарная матрица в разложении будет иметь диагональное преобладание в силу того, что на
одной из диагоналей элементы равны 1, а на другой равны соответствующему корню многочлена, отличному
от 1. Это означает, что все элементы обратной матрицы одного знака (если корень меньше 1, то положитель-
ны и при больше 1 наоборот). Следовательно, обратная матрица 𝐴−1, получаемая как произведение матриц с
элементами одного знака, также будет содержать элементы только одного знака. Таким образом, для нормы об-
ратной матрицы будет выполняться соотношение (3), означающее ‖𝐴−1‖2 = ‖𝐴−1‖1 = ‖𝐴−1‖∞. А для матриц
четного порядка

‖𝐴−1‖∞ =
1

|𝑄(1)|
,

что означает справедливость (9).
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Если корни 𝑄(𝑧) отрицательны, умножение матрицы 𝐴 слева и справа на диагональную матрицу 𝐷 :=
:= diag{−1,+1, . . . , (−1)𝑚} сводит ситуацию к случаю когда все корни положительны, в характеристическом
многочлене переменная 𝑧 заменится на −𝑧. Тогда будут доказаны равенства (11).

Теоремы 2 и 3 доказаны.

Условие того, что точное значение норм в теоремах 2 и 3 имеет место только для матриц четного порядка
существенно. В работах [32], [33] для частного случая симметрической матрицы показано, что если порядок
циркулянта нечeтен, то ∞-норма обратной матрицы строго меньше величины 1/|𝑄(1)| при положительных
корнях характеристического многочлена и строго меньше 1/|𝑄(−1)| при отрицательных корнях.

Следствие 4. Если характеристический многочлен представлен в виде произведения 𝑄(𝑧) = 𝑄1(𝑧)𝑄2(𝑧),
причем все корни многочлена 𝑄1(𝑧) положительны, а многочлена 𝑄2(𝑧) — отрицательны, и 𝑄(±1) ̸= 0, тогда
для решения системы (1) справедлива оценка

‖𝑥‖𝑝 6
‖𝑏‖𝑝

|𝑄1(1)𝑄2(−1)|
.

Мы показали как получить оценки решения системы уравнений (1) с циркулянтной матрицей если кор-
ни характеристического многочлена 𝑄(𝑧) произвольные вещественные. Но в общем случае корни могут быть
комплексными.

Пусть характеристический многочлен имеет вид 𝑄(𝑧) = (𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2) с комплексными корнями, не ле-
жащими на окружности |𝑧| = 1, т.е. 𝑧1 = 𝑧2 ∈ C. Как отмечалось ранее, следствие 3 останется верным и для
комплексных коэффициентов, следовательно

‖𝐴−1‖𝑝 6
1

(|𝑧1| − 1)2
.

Таким образом, имеет место

Теорема 4. Предположим, что все корни характеристического многочлена 𝑄(𝑧) = 𝑎𝑛(𝑧− 𝑧1) . . . (𝑧− 𝑧𝑛), соот-
ветствующего циркулянтной матрице 𝐴, комплексные и не лежат на окружности |𝑧| = 1, тогда

‖𝐴−1‖𝑝 6
1

|𝑎𝑛(|𝑧1| − 1) . . . (|𝑧𝑛| − 1)|
. (12)

Следствие 5. Предположим, что характеристический многочлен𝑄(𝑧), соответствующий циркулянтной мат-
рице 𝐴, не имеет корней на окружности |𝑧| = 1 и представлен в виде 𝑄(𝑧) = (𝑧 − 𝑧1) . . . (𝑧 − 𝑧𝑘)𝑄1(𝑧)𝑄2(𝑧),
причем все корни многочлена 𝑄1(𝑧) положительны, а многочлена 𝑄2(𝑧) — отрицательны, тогда

‖𝐴−1‖𝑝 6
1

|(|𝑧1| − 1) . . . (|𝑧𝑘| − 1)𝑄1(1)𝑄2(−1)|
. (13)

Пример 2. Пусть 𝑎0 = 4, 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 1, 𝑛 = 2. Многочлен 𝑄(𝑧) не имеет вещественных корней. Применение
теоремы 4 приводит к оценке ‖𝑥‖𝑝 6 ‖𝑏‖𝑝. но матрица 𝐴 имеет диагональное преобладание с 𝑟 = 2. Тогда
теорема 1 дает более точную оценку ‖𝑥‖𝑝 6 ‖𝑏‖𝑝/2.

4. ЦИРКУЛЯНТЫ В ЗАДАЧАХ СПЛАЙН-ИНТЕРПОЛЯЦИИ

В настоящей работе мы предложили подход, который позволяет устанавливать оценки решения системы
уравнений (1) с произвольной невырожденной циркулянтной матрицей, если корни соответствующего харак-
теристического многочлена 𝑄(𝑧) не лежат на окружности |𝑧| = 1. Наш метод основан на концепции диагональ-
ного преобладания и на идее разложения матрицы в произведение матриц, связанных с разложением характе-
ристического многочлена. Установленные оценки точны, указаны случаи с точным значением 𝑝-норм. Но если
характеристический многочлен имеет комплексные корни, то оценки (12), (13), по-видимому, не точны.

Исторически первая работа по получению эффективной оценки нормы обратной матрицы была установ-
лена в 1963 г. в связи с изучением задачи интерполяции кубическими сплайнами [10]. Пристальное внимание
к циркулянтным матрицам также возникло при рассмотрении задач интерполяции сплайнами для случая рав-
номерной сетки и периодических краевых условий. Здесь возникают именно ленточные циркулянты (см. [6]).

В 1973 г. при получении оценок погрешности интерполяции на равномерной сетке периодическим полино-
миальным сплайном нечетной степени 2𝑘 − 1 Альбасини и Хоскинс (см. [34]) нашли оценки спектральной и
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бесконечной норм обратных матриц к циркулянтным матрицам𝐶2𝑘−1, возникающим здесь при интерполяции,
𝑛 = 2𝑘 − 2. Эти оценки имеют вид

‖𝐶−1
2𝑘−1‖2 = ‖𝐶−1

2𝑘−1‖∞ 6
(2𝑘)!

22𝑘(22𝑘 − 1)|𝐵2𝑘|
, (14)

где𝐵2𝑘 — числа Бернулли. Позже [35] эти же неравенства были установлены совсем простым путем через разло-
жение матрицы 𝐶2𝑘−1 в произведение трехдиагональных циркулянтов, имеющих диагональное преобладание.
Здесь же было показано, что выражение в правой части неравенства (14) равно 1/|𝑄2𝑘−1(−1)|, где 𝑄2𝑘−1(𝑧) —
характеристический многочлен, ассоциированный с исходной матрицей 𝐶2𝑘−1. Тогда мы можем сказать, что
применение теоремы 1 и следствия 1 устанавливает справедливость такой же оценки

‖𝐶−1
2𝑘−1‖𝑝 6

(2𝑘)!

22𝑘(22𝑘 − 1)|𝐵2𝑘|
, (15)

для всех 𝑝-норм, 1 6 𝑝 6 ∞.
Методы работы [34] были обобщены и расширены на случай любых симметрических циркулянтов с по-

ложительными элементами [32]. Это позволило рассмотреть задачу периодической сплайн интерполяции для
случая сплайнов четной степени 2𝑘 и установить оценки бесконечной нормы обратной матрицы к циркулянт-
ной матрице 𝐶2𝑘, возникающей в этой задаче, здесь 𝑛 = 2𝑘. Эта же оценка

‖𝐶−1
2𝑘 ‖∞ 6

(2𝑘)!

|𝐸2𝑘|
, (16)

где 𝐸2𝑘 — числа Эйлера, с помощью более простой техники работы [35] выписана в работе [36]. Так как здесь
также оценка выписывается через величину 𝑄2𝑘(−1) путем разложение циркулянта 𝐶2𝑘 в произведение трех-
диагональных матриц с диагональным преобладанием, то оценка (16) будет справедливой и для всех 𝑝-норм,
1 6 𝑝 6 ∞. Следовательно,

‖𝐶−1
2𝑘 ‖𝑝 6

(2𝑘)!

|𝐸2𝑘|
, 1 6 𝑝 6 ∞. (17)

Упомянем еще работу [37], в которой вся рассматриваемая техника применена к задаче приближения ги-
стосплайнами. Установленные там оценки бесконечной нормы соответствующих обратных матриц возникших
там циркулянтов также распространяются на любые 𝑝-нормы при 𝑝 < ∞.

Заметим, что числа Бернулли и числа Эйлера выражаются через константы Фавара [38], которые хорошо
известны в теории приближения, их обычно определяют как сумму ряда

K𝑛 =
4

π

∞∑︁
ν=0

(−1)ν(𝑛+1)

(2ν+ 1)𝑛+1
, 𝑛 = 0, 1, . . . .

Однако их лучше определять (см. [39], [40]) по рекуррентной формуле

K0 = 1, K1 =
π

2
, K𝑛 =

π

4𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

K𝑘K𝑛−1−𝑘, 𝑛 = 2, 3, . . . .

Тогда оценки (15) и (17) можно объединить в единое неравенство

‖𝐶−1
𝑛 ‖𝑝 6

π𝑛

2𝑛K𝑛
, 1 6 𝑝 6 ∞. (18)

Необходимость получения оценок вида (18) возникает при получении оценок погрешности приближения
в задачах интерполяции периодическими полиномиальными сплайнами на равномерных сетках. История за-
дачи изучения точных оценок погрешности интерполяции, сходимости процессов интерполяции и связанных
аспектов приведена в обзоре (см. [41]).
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1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим процесс ионизации электрон-ионной плазмы, содержащей нейтралы. Пусть 𝑓𝑖(𝑡,x,v),
𝑓𝑎(𝑡,x,v) — функции распределения ионов и нейтральных атомов, соответственно. Тогда ионизация атомов
задается системой уравнений [1, 2]:

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑡

+
⟨︀
v,∇x𝑓𝑖

⟩︀
+

⟨︀
F,∇v𝑓𝑖

⟩︀
= β𝑛𝑖𝑓𝑎,

𝜕𝑓𝑎
𝜕𝑡

+
⟨︀
v,∇x𝑓𝑎

⟩︀
= −β𝑛𝑖𝑓𝑎, 𝑛𝑖 =

∫︁
R3

𝑓𝑖𝑑v.
(1)

где заданы β = β(𝑇𝑒) ≥ 0 — скалярная функция электронной температуры (коэффициент ионизации) и
F = F(𝑡,x,v) — векторная функция, подчиненная условию divvF = 0. Часто считается β ≡ β0 = const,

F(𝑡,x,v) = 𝑒
𝑚𝑖

{︁
E + 1

𝑐 [v,H] − j
σ

}︁
, где E(𝑡,x), H(𝑡,x), j(𝑡,x) — напряженности электрического и магнитного

поля в плазме и плотность плазменного тока, σ — проводимость плазмы (в простейшем случае спитцеровская,
σ ∼ 𝑇

3/2
𝑒 ).

Применительно к конкретным плазменным установкам система упрощается. Особый интерес представля-
ет процесс ионизации плазмы в стационарных плазменных двигателях (СПД), которые используются для кор-
рекции орбит космических летательных аппаратов. История вопроса отражена в [3–5]. Согласно упрощенной
принципиальной схеме, приведенной на фиг. 1, СПД представляет собой коаксиальную камеру с керамически-
ми боковыми стенками, в торцах которой расположены анод и катод с подведенной к ним разностью потен-
циалов, приводящей к появлению в камере продольного электрического поля E. Кроме того, система обмоток
с постоянными токами создает в камере почти радиальное магнитное поле H. Нейтральный газ — ксенон (Xe)
подается со стороны анода с постоянной скоростьюv𝑎, ионизуется посредством ударной ионизации электрона-
ми, и возникающие ионы Xe+ ускоряются продольным электрическим полем до скоростей ∼15 км/с и покида-
ют камеру в сторону катода, нейтрализуясь на нем. В результате возникает реактивная сила тяги, передаваемая
жестко связанному с камерой летательному аппарату, на получение которой и направлена работа СПД. Дли-
на типичного [6] СПД-100М составляет 𝐿 = 2.5 см, внутренний и внешний радиусы камеры установки равны
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HA

A

+ −

E

K

ZL0

Xe

Xe

Xe+

Xe+

R1

R2

Фиг. 1. Принципиальная схема СПД.

𝑅1 = 3.5 см, 𝑅2 = 5 см, время непрерывной работы двигателя после выхода на квазистационарный режим
∼104 ч.

Практически важный класс решений системы (1) получим, считая 𝑓𝑎(𝑡,x,v) = 𝑛𝑎(𝑡,x)δ(v − v𝑎), где δ(v)
есть δ-функция. Тогда, учитывая равенства (𝑣𝑖−𝑣𝑖𝑎)δ(v−v𝑎) = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, уравнение кинетики для нейтралов
равносильно уравнению для концентрации нейтралов

𝜕𝑛𝑎

𝜕𝑡
+
⟨︀
v𝑎,∇𝑛𝑎

⟩︀
= −β𝑛𝑖𝑛𝑎,

и система (1) сводится к следующей равносильной системе:

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑡

+
⟨︀
v,∇x𝑓𝑖

⟩︀
+

⟨︀
F,∇v𝑓𝑖

⟩︀
= β𝑛𝑖𝑛𝑎δ(v − v𝑎),

𝜕𝑛𝑎

𝜕𝑡
+
⟨︀
v𝑎,∇𝑛𝑎

⟩︀
= −β𝑛𝑖𝑛𝑎, 𝑛𝑖 =

∫︁
R3

𝑓𝑖𝑑v.
(2)

В системе (2) 𝑛𝑎 исключается из числа неизвестных (см. разд. 3). Для этого, интегрируя по характеристикам
второе уравнение (2), выразим в явном виде 𝑛𝑎 через 𝑛𝑖 и, подставив найденное выражение в первое уравне-
ние (2), получим линейное интегро-дифференциальное уравнение на функцию 𝑓𝑖, которое ниже решается ме-
тодом дробных шагов.

Конкретные формулы метода дробных шагов получим ограничившись случаем плоской симметрии, когда
x = (0, 0, 𝑧), v = (0, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧), F = (0, 𝐹𝑦, 𝐹𝑧), v𝑎 = (0, 0, 𝑣𝑎), 𝑣𝑎 > 0, 𝑓𝑖 = 𝑓(𝑡, 𝑧, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧), 𝑛𝑎 = 𝑛𝑎(𝑡, 𝑧), ∇x = 𝜕/𝜕𝑧,
∇v = (0, 𝜕/𝜕𝑣𝑦, 𝜕/𝜕𝑣𝑧). При этом H = (𝐻𝑥, 0, 0), E = (0, 0, 𝐸𝑧), 𝐻𝑥 = const, 𝐸𝑧 = const, j = 0, 𝐹𝑦 = 𝑒

𝑚𝑖𝑐
𝑣𝑧𝐻𝑥,

𝐹𝑧 = 𝑒
𝑚𝑖

𝐸𝑧 − 𝑒
𝑚𝑖𝑐

𝑣𝑦𝐻𝑥, а система (2) преобразуется к виду

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑧
+ 𝐹𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑦
+ 𝐹𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑧
= β𝑛𝑛𝑎δ(𝑣𝑦)δ(𝑣𝑧 − 𝑣𝑎),

𝜕𝑛𝑎

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑎

𝜕𝑛𝑎

𝜕𝑧
= −β𝑛𝑛𝑎, 𝑛 =

∫︁
R2

𝑓𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧, 𝑡 ≥ 0, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿,
(3)

которая ниже и решается методом дробных шагов.
Приближение плоской симметрии часто применяется в работах по СПД [7, 8] и исходит из допущения, что

радиальные процессы в СПД не вносят существенный вклад в ионизацию атомов Xe и ускорение возникаю-
щих ионов вдоль оси 𝑧. В частности, можно пренебречь радиальным движением электронов, их рассеянием
на боковых стенках установки и пристеночной проводимостью [9]. Математический переход к случаю плос-
кой симметрии получается, если выпрямить коаксиальную камеру установки посредством экспоненциального
отображения. Тогда ось 𝑟 перейдет в ось 𝑥, ось ϕ — в ось 𝑦, в частности, 𝐻𝑥 — это радиальная компонента маг-
нитного поля.
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Наконец, подчеркнем, что в предыдущей постановке, как обычно в исследованиях по СПД, считается, что
индукционное электромагнитное поле, порожденное переменными токами и зарядами, пренебрежимо мало,
а H, E это внешнее электромагнитное поле, создаваемое постоянными токами обмоток СПД и разностью по-
тенциалов между анодом и катодом.

В разд. 2 рассмотрена общая схема метода дробных шагов применительно к системам (2), (3). В разд. 3 крат-
ко изложен в необходимом объеме метод макрочастиц. В разд. 4 рассмотрена численная реализация метода
дробных шагов для системы (3). В разд. 5 метод дробных шагов сравнивается с известным способом численно-
го решения системы (2), основанном на физическом моделировании ионизации [10–12]. Показано, что 1) для
достаточно сильных электрических полей 𝐸𝑧 метод дробных шагов пригоден для практических вычислений,
2) из сравнения концентраций ионов и атомов Xe следует, что расчеты по двум указанным методам качествен-
но совпадают. Учитывая, что физическая модель ионизации [10–12] не имеет математического обоснования,
предпочтение при численном исследовании ионизации следует отдать методу дробных шагов. В то же время
оба метода расчета дополняют друг друга. С одной стороны, принимая во внимание качественное совпадение
результатов расчета, метод дробных шагов можно рассматривать как математическое обоснования алгоритма
физического моделирования ионизации. С другой стороны, метод дробных шагов при численной реализации
требует больших вычислительных ресурсов (см. разд. 3), поэтому при необходимости его можно заменить на
алгоритм физического моделирования ионизации.

Полученные методы дробных шагов легко обобщаются для численного решения системы (2) в случае осевой
симметрии и с учетом индукционных электромагнитных полей.

2. МЕТОД ДРОБНЫХ ШАГОВ

Представим кинетическое уравнение в виде

𝜕𝑓

𝜕𝑡
= L𝑛(𝑓) + L𝑢(𝑓), L𝑛(𝑓) =

def
−
⟨︀
v,∇x𝑓

⟩︀
−

⟨︀
F,∇v𝑓

⟩︀
, L𝑢(𝑓) =

def
β𝑛𝑛𝑎δ(v − v𝑎),

где 𝑓 = 𝑓𝑖,𝑛 = 𝑛𝑖. Для численного решения кинетического уравнения используем расщепление по физическим
процессам или метод дробных шагов [13, 14], суть которого в данном случае в следующем. Допустим, на отрезке
[𝑡0, 𝑡0 + ∆𝑡] мы умеем численно (или аналитически) решать задачи Коши для уравнений

𝜕𝑓

𝜕𝑡
= L𝑛(𝑓), 𝑓

⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝑓0, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + ∆𝑡, (4)

𝜕𝑓

𝜕𝑡
= L𝑢(𝑓), 𝑓

⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝑓0, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + ∆𝑡. (5)

Тогда задача Коши
𝜕𝑓

𝜕𝑡
= L𝑛(𝑓) + L𝑢(𝑓), 𝑓

⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝑓0, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + ∆𝑡, (6)

решается следующим образом. Пусть 𝑓 — значение решения задачи Коши в момент времени 𝑡 = 𝑡0 + ∆𝑡, тогда

𝑓 − 𝑓0

∆𝑡
= L𝑛(𝑓). (7)

Пусть 𝑓1 — значение решения задачи Коши 𝜕𝑓/𝜕𝑡 = L𝑢(𝑓), 𝑓
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝑓0, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + ∆𝑡 в момент времени
𝑡 = 𝑡0 + ∆𝑡, тогда

𝑓1 − 𝑓

∆𝑡
= L𝑢(𝑓1). (8)

Из (7) и (8) получим (︀
𝑓 − ∆𝑡L𝑛(𝑓)

)︀
= 𝑓0,

(︀
𝑓1 − ∆𝑡L𝑢(𝑓1)

)︀
= 𝑓.

Умножая обе части второго равенства на 𝐼 − ∆𝑡L𝑛, где 𝐼 — единичный оператор, имеем

(𝐼 − ∆𝑡L𝑛)(𝐼 − ∆𝑡L𝑢)𝑓1 = (𝐼 − ∆𝑡L𝑛)𝑓 = 𝑓0,

откуда
𝑓1 − 𝑓0 = ∆𝑡(L𝑛 + L𝑢)(𝑓1) − ∆𝑡2L𝑛L𝑢(𝑓1)

или
𝑓1 − 𝑓0

∆𝑡
= (L𝑛 + L𝑢)(𝑓1) − ∆𝑡L𝑛L𝑢(𝑓1) = (L𝑛 + L𝑢)(𝑓1) + 𝑂(∆𝑡) (9)
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и, значит, 𝑓1 — решение на верхнем слое (𝑡 = 𝑡0 + ∆𝑡) задачи Коши (6) на отрезке [𝑡0, 𝑡0 + ∆𝑡]. Заметим, что
в правых частях (7), (8) могут стоять любые добавки порядка 𝑂(∆𝑡). Тогда все равно приходим к равенству (9).
Обратимся теперь к решению задач Коши (4), (5). Выше, по умолчанию, предполагалось, что эти задачи ре-
шаются на отрезке [0, 𝐿] с определенными граничными условиями. На левой границе 𝑧 = 0 ставится условие
зеркального отражения, а правая граница 𝑧 = 𝐿 считается свободной: ион, достигающий правую границу с
положительной 𝑧-й скоростью, покидает область [0, 𝐿].

3. МЕТОД МАКРОЧАСТИЦ

Задача Коши (4) численно решается методом макрочастиц. Ключевым моментом при дискретизации урав-
нения (4) является выбор конечномерных агрегатов, аппроксимирующих неизвестное решение, совокупность
которых образует аппроксимирующее пространство. В физической литературе [15] функция распределения 𝑓
обычно аппроксимируется конечной суммой δ-функций:

𝑓(𝑡,x,v) ∼=
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗δ
(︀
x− x𝑗(𝑡)

)︀(︀
v − v𝑗(𝑡)

)︀
, (10)

где 𝑞𝑗 > 0 не зависят от 𝑡,
∑︀𝑁

𝑗=1 𝑞𝑗 = const не зависит от 𝑁 , x𝑗(𝑡), v𝑗(𝑡) — заданные функции. В методе макро-
частиц эти функции ищутся из решения уравнения характеристик

𝑑x𝑗

𝑑𝑡
= v𝑗 ,

𝑑v𝑗

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑡,x𝑗 ,v𝑗), x𝑗(0),v𝑗(0) — заданы (11)

и называются макрочастицами, а величины 𝑞𝑗 — массами макрочастиц. Значения 𝑞𝑗, x𝑗(0), v𝑗(0), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 ,
определяются начальной функцией распределения 𝑓0(x,v) = 𝑓(0,x,v), которая считается известной. Напри-
мер, фиксируем разбиение фазового пространства в сумму 𝑁 областей 𝐷𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 (не обязательно компакт-
ных!), с кусочно-гладкими границами и непересекающимися и непустыми внутренностями. Тогда положим

𝑞𝑗 =

∫︁
𝐷𝑗

𝑓0𝑑x𝑑v, x𝑗(0) =
1

𝑞𝑗

∫︁
𝐷𝑗

x𝑓0𝑑x𝑑v, v𝑗(0) =
1

𝑞𝑗

∫︁
𝐷𝑗

v𝑓0𝑑x𝑑v, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁.

Иными словами, 𝑞𝑗 — масса, (x𝑗(0),v𝑗(0)) — центр тяжести области 𝐷𝑗 . Детали см. в [16]. При дискретиза-
ции (10) параметры плазменной среды в канале СПД задаются обобщенными функциями (для концентрации
числа частиц это прямо следует из (10)), что серьезно затрудняет верификацию получаемых численных резуль-
татов и сравнение их с экспериментальными данными. В [17] указанный недостаток преодолевается коррек-
цией аппроксимации (10) путем применения к ее правой части линейного интегрального преобразования по x
с симметричным или вырожденным ядром. Другая возможность — переход на язык конечных регулярных бо-
релевских мер [18]. Каждая функция распределения в момент времени 𝑡 порождает конечную регулярную бо-
релевскую меру µ(𝑡) на σ-алгебре 𝑆 всех борелевских подмножеств фазового пространства:

µ(𝑡)(𝐸) =
def

∫︁
𝐸

𝑓(𝑡,x,v)𝑑x𝑑v, 𝐸 ∈ 𝑆.

При этом уравнение (4) переписывается в виде эволюционного уравнения относительно µ(𝑡) [19]. Тогда дис-
кретизация (10) может рассматриваться как аппроксимация µ(𝑡) ∼= µ𝑁 (𝑡), где

µ𝑁 (𝑡)(Ψ) =
def

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗Ψ
(︀
x𝑗(𝑡),v𝑗(𝑡)

)︀
,

и используется отождествление конечных регулярных борелевских мер с непрерывными положительными ли-
нейными функционалами на пространстве финитных (≡ с компактным носителем) непрерывных функций фа-
зового пространства {Ψ} с нормой максимум модуля [18]. В [19] дано обоснование метода макрочастиц (более
точно, установлена слабая сходимость µ𝑁 (𝑡) → µ(𝑡) при 𝑁 → +∞ для всех 𝑡 из конечного отрезка [0, 𝑇 ]) при-
менительно к численному решению систем уравнений Максвелла–Власова и Власова–Пуассона при условии
вычисления средних величин со сглаживанием.

Для практических вычислений предпочтительней использовать следующую дискретизацию:

𝑓(𝑡,x,v) ∼=
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗δε
(︀
x− x𝑗(𝑡)

)︀(︀
v − v𝑗(𝑡)

)︀
, ε > 0, 𝑡 ≥ 0,
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где, как и в (10), 𝑞𝑗 > 0 и не зависят от 𝑡, x𝑗(𝑡),v𝑗(𝑡) — заданные функции, которые в методе макрочастиц
удовлетворяют уравнению характеристик (11), а 𝑞𝑗,x𝑗(0),v𝑗(0) однозначно определяются начальной функцией
𝑓0(x,v). При этом функция δε удовлетворяет следующим ограничениям:

1) δε ≥ 0;
2)

∫︀
R3 δε(x)𝑑x = 1;

3) δε при ε→ 0 сходятся к δ-функции в нуле, что означает справедливость предельного равенства

𝑈(0) = lim
ε→0

∫︁
R3

𝑈(x)δε(x)𝑑x

для любой непрерывной ограниченной функции 𝑈(x);
4) suppδε — компактен, 0 ∈ suppδε и limε→0 diamsuppδε = 0.
Выбор δε(x) предопределяет вычислительный алгоритм метода макрочастиц. Конкретные примеры δε(x)

содержатся в [15, 20–22], в частности, как правило, выполнено условие suppδε ⊆ [−ε, ε]3, что ниже предпола-
гается.

В случае плоской симметрии координаты макрочастиц суть 𝑧𝑗(𝑡), v𝑗(𝑡), v = (𝑣𝑦, 𝑣𝑧), а задача Коши на от-
резке [𝑡0, 𝑡0 + ∆𝑡] для уравнения характеристик (11) существенно упрощается:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑣𝑧,

𝑑𝑣𝑦
𝑑𝑡

= 𝐹𝑦(𝑡, 𝑧,v),
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑡

= 𝐹𝑧(𝑡, 𝑧,v), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + ∆𝑡,

𝑧(𝑡0) = 𝑧𝑗(𝑡0), V(𝑡0) = V𝑗(𝑡0), (12)

𝐹𝑦 =
𝑒

𝑚𝑖𝑐
𝑣𝑧𝐻𝑥, 𝐹𝑧 =

𝑒

𝑚𝑖
𝐸𝑧 −

𝑒

𝑚𝑖𝑐
𝑣𝑦𝐻𝑥, 𝐸𝑧 = const, 𝐻𝑥 = const.

Система (12) — линейная с постоянными коэффициентами и может быть легко решена в явном виде. Одна-
ко с учетом граничных условий ее практическую интеграцию целесообразно проводить численно, например,
по схеме leap-frog [15, 20–22]. Если 𝑧𝑗(𝑡), v𝑗(𝑡), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + ∆𝑡 — решение задачи Коши (12), то имеем

𝑓0 =
∑︁
𝑗

𝑞𝑗δε
(︀
𝑧 − 𝑧𝑗(𝑡0)

)︀
δ
(︀
v − v𝑗(𝑡0)

)︀
,

𝑓 =
∑︁
𝑗

𝑞𝑗δε
(︀
𝑧 − 𝑧𝑗(𝑡0 + ∆𝑡)

)︀
δ
(︀
v − v𝑗(𝑡0 + ∆𝑡)

)︀
.

(13)

В общем случае при учете индукционных электромагнитных полей для вычисления поляFнеобходимо чис-
ленно решить систему уравнений в частных производных для нахождения полей E, H. Если последняя система
решается разностным методом, то метод макрочастиц необходимо дополнить двумя группами формул: форму-
лами вычислений средних величин, для которых на разностной сетке сохранялись бы масса, импульс и т.д., и
интерполяционными формулами, позволяющими по сеточным значениям полей E, H вычислить значение F
в точках — местоположениях макрочастиц. Подробности см. в [15, 20–22].

4. ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА ДРОБНЫХ ШАГОВ

Решение уравнения (5) получается из аналитического решения системы, дополненной естественными на-
чальными и граничными условиями:

𝜕𝑓

𝜕𝑡
= β𝑛𝑛𝑎δ(v − v𝑎), 𝑓

⃒⃒
𝑡0

= 𝑓, v𝑎 = (0, 𝑣𝑎), 𝑣𝑎 > 0, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + ∆𝑡,

𝜕𝑛𝑎

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑎

𝜕𝑛𝑎

𝜕𝑧
= −β𝑛𝑛𝑎, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + ∆𝑡, (14)

𝑛𝑎

⃒⃒
𝑧=0

= 𝑛𝑎0(𝑡), 𝑛𝑎

⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝑛0
𝑎(𝑧), 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿,

где 𝑓 вычисляется по (13), 𝑛𝑎0(𝑡), 𝑛0
𝑎(𝑧) — известные функции, удовлетворяющие условию согласованности

𝑛𝑎0(0) = 𝑛0
𝑎(0). Как уже отмечалось во введении, функция

𝑛𝑎

выражается через 𝑛 посредством явных формул. Действительно, характеристики уравнения переноса концен-
трации 𝑛𝑎 имеют вид 𝑧𝑐(𝑡) = 𝑣𝑎𝑡 + 𝐶, 𝐶 = const. Пусть 𝑋 = ln𝑛𝑎, тогда для любого 𝐶 имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝑋(𝑡, 𝑧𝑐(𝑡)) =

𝜕𝑋

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑎

𝜕𝑋

𝜕𝑧
= −β𝑛.
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t

L zz − (t − t0)va

t0

z = (t − t0)va

z ≤ (t − t0)va

t − z/va

z ≥ (t − t0)va

zc(τ)

zc(τ)

0

(t, z)

(t, z)

Фиг. 2. Геометрическая иллюстрация формул (15).

Откуда элементарным интегрированием получается явная формула:

𝑛𝑎(𝑡, 𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑛𝑎0

(︂
𝑡− 𝑧

𝑣𝑎

)︂
exp

⎡⎢⎣−β 𝑡∫︁
𝑡−𝑧/𝑣𝑎

𝑛
(︀
τ, 𝑧 + (τ− 𝑡)𝑣𝑎

)︀
𝑑τ

⎤⎥⎦ , 𝑡 ≥ 𝑡0, 𝑧 ≤ (𝑡− 𝑡0)𝑣𝑎,

𝑛0
𝑎

(︀
𝑧 − (𝑡− 𝑡0)𝑣𝑎

)︀
exp

⎡⎣−β 𝑡∫︁
𝑡0

𝑛
(︀
τ, 𝑧 + (τ− 𝑡)𝑣𝑎

)︀
𝑑τ

⎤⎦ , 𝑡 ≥ 𝑡0, 𝑧 ≥ (𝑡− 𝑡0)𝑣𝑎.

(15)

Легко проверить, что обе формулы (15) на прямой 𝑧 = (𝑡− 𝑡0)𝑣𝑎 совпадают и непосредственной подстановкой
обеих формул (15) в уравнение переноса атомов несложно убедиться в его справедливости. Характеристика,
проходящая через точку (𝑡, 𝑧), имеет вид 𝑧(𝑡) = 𝑧 + (τ − 𝑡)𝑣𝑎 и соответствует константе 𝐶 = 𝑧 − 𝑡𝑣𝑎, откуда
получается геометрическая иллюстрация формул (15) (фиг. 2).

Итак, из уравнения переноса атомов 𝑛𝑎 по явной формуле нелинейно выражается через 𝑛.
Решение задачи Коши для уравнения имеет, очевидно, вид

𝑓 = 𝑓 +

𝑡∫︁
𝑡0

β𝑛(𝑡, 𝑧)𝑛𝑎(τ, 𝑧)𝑑τ · δ(v − v𝑎). (16)

Если известны концентрации 𝑛, 𝑛𝑎, то (16) при 𝑡 = 𝑡0 + ∆𝑡 дает значение 𝑓1. Для нахождения величин 𝑛, 𝑛𝑎,
проинтегрируем равенство (16) по скоростному пространству:

𝑛 =

∫︁
R2

𝑓𝑑v =

∫︁
R2

𝑓𝑑v +

𝑡∫︁
𝑡0

β𝑛𝑛𝑎𝑑τ =
∑︁
𝑗

𝑞𝑗δε
(︀
𝑧 − 𝑧𝑗(𝑡0 + ∆𝑡)

)︀
+

𝑡∫︁
𝑡0

β𝑛𝑛𝑎𝑑τ,

где использована формула (13) для 𝑓 . Отсюда следует 𝜕𝑛/𝜕𝑡 = β𝑛𝑛𝑎 и вместе с уравнением переноса для атомов
получаем систему уравнений для нахождения 𝑛, 𝑛𝑎:

𝜕𝑛

𝜕𝑡
= β𝑛𝑛𝑎,

𝜕𝑛𝑎

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑎

𝜕𝑛𝑎

𝜕𝑧
= −β𝑛𝑛𝑎, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿, 𝑡 ≥ 𝑡0, (17)

с очевидным начальным условием для 𝑛:

𝑛
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝑛0(𝑧) =
∑︁
𝑗

𝑞𝑗δε
(︀
𝑧 − 𝑧𝑗(𝑡0 + ∆𝑡)

)︀
.

Оказывается, нелинейная система (17) может быть решена в явном виде [23]. Выпишем ее решение в полупо-
лосе 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿, 𝑡 ≥ 𝑡0, ограничиваясь наиболее важным физическим случаем 𝑛𝑎0(𝑡) ≡ 𝑛𝑎0 = const. Общий
случай см. в [23].
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Теорема 1 (см. [23]). Решение системы в полуполосе 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿, 𝑡 ≥ 𝑡0, удовлетворяющее указанным выше
начальным и граничным условиям, имеет вид

𝑛(𝑡, 𝑧) = 𝑛0(𝑧)
exp𝑁(𝑧)

1 +
β

𝑣𝑎

∫︁ 𝑧

0

𝑛0(𝑝)𝑒𝑁(𝑝)𝑑𝑝 +
β

𝑣𝑎

∫︁ 𝑧−𝑣𝑎(𝑡−𝑡0)

0

𝑛0
𝑎(𝑝)𝑒𝑁(𝑝)𝑑𝑝

,

𝑛𝑎(𝑡, 𝑧) = 𝑛0
𝑎

(︀
𝑧 − (𝑡− 𝑡0)𝑣𝑎

)︀ exp𝑁
(︀
𝑧 − 𝑣𝑎(𝑡− 𝑡0)

)︀
1 +

β

𝑣𝑎

∫︁ 𝑧

0

𝑛0(𝑝)𝑒𝑁(𝑝)𝑑𝑝 +
β

𝑣𝑎

∫︁ 𝑧−𝑣𝑎(𝑡−𝑡0)

0

𝑛0
𝑎(𝑝)𝑒𝑁(𝑝)𝑑𝑝

, (18)

(𝑡− 𝑡0)𝑣𝑎 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿, 𝑡 ≥ 𝑡0,

𝑛(𝑡, 𝑧) = 𝑛0(𝑧)
exp𝑁(𝑧)

β

𝑣𝑎

∫︁ 𝑧

0

𝑛0(𝑝)𝑒𝑁(𝑝)𝑑𝑝 + exp

[︂
−
(︂
𝑡− 𝑡0 −

𝑧

𝑣𝑎

)︂
β𝑛𝑎0

]︂ ,
𝑛(𝑡, 𝑧) = 𝑛𝑎0(𝑧)

exp[−(𝑡− 𝑡0 − 𝑧/𝑣𝑎)β𝑛𝑎0]

β

𝑣𝑎

∫︁ 𝑧

0

𝑛0(𝑝)𝑒𝑁(𝑝)𝑑𝑝 + exp

[︂
−
(︂
𝑡− 𝑡0 −

𝑧

𝑣𝑎

)︂
β𝑛𝑎0

]︂ , (19)

0 ≤ 𝑧 ≤ (𝑡− 𝑡0)𝑣𝑎, 𝑡 ≥ 𝑡0, 𝑧 ≤ 𝐿,

где 𝑁(𝑧) = β

𝑣𝑎

∫︀ 𝑧

0
[𝑛0(𝑝) + 𝑛0

𝑎(𝑝)]𝑑𝑝.

Геометрическая иллюстрация решения (18), (19) представлена на фиг. 3.

t

L z

t0

z = (t − t0)va

0 ≤ z ≤ (t − t0)va

(t − t0)va ≤ z ≤ Lt ≥ t0

t ≥ t0
z ≤ L

0

(19)

(18)

Фиг. 3. Геометрическая иллюстрация формул (18), (19).

Очевидно, что на граничной прямой 𝑧 = (𝑡 − 𝑡0)𝑣𝑎 оба комплекта формул (18), (19) совпадают. Вернемся к
вычислению 𝑓1, считая 𝑧𝑗 = 𝑧𝑗(𝑡0 + ∆𝑡), 𝑣𝑗 = 𝑣𝑗(𝑡0 + ∆𝑡):

𝑓1 = 𝑓 +

𝑡0+Δ𝑡∫︁
𝑡0

β𝑛(τ, 𝑧)𝑛𝑎(τ, 𝑧)𝑑τ · δ(v − v𝑎) ∼= 𝑓 + ∆𝑡β𝑛(𝑡0, 𝑧)𝑛𝑎(𝑡0, 𝑧)δ(v − v𝑎) =

= 𝑓 + ∆𝑡β𝑛0(𝑧)𝑛0
𝑎(𝑧)δ(v − v𝑎) = 𝑓 + ∆𝑡β

∑︁
𝑗

𝑞𝑗δε(𝑧 − 𝑧𝑗)𝑛
0
𝑎(𝑧)δ(v − v𝑎) ∼=

∼= 𝑓 + ∆𝑡β
∑︁
𝑗

𝑞𝑗δε(𝑧 − 𝑧𝑗)𝑛
0
𝑎(𝑧𝑗)δ(v − v𝑎) =

=
∑︁
𝑗

𝑞𝑗δε(𝑧 − 𝑧𝑗)δ(v − v𝑗) +
∑︁
𝑗

β∆𝑡𝑞𝑗𝑛
0
𝑎(𝑧𝑗)δε(𝑧 − 𝑧𝑗)δ(v − v𝑎).

(20)

Итак, согласно формуле (20), функция распределения 𝑓1 получается из 𝑓 вбрасыванием макрочастиц в точ-
ки с координатами 𝑧𝑗 = 𝑧𝑗(𝑡0 + ∆𝑡), скоростями V𝑎 и массами ∆𝑡β𝑞𝑗𝑛

0
𝑎

(︀
𝑧𝑗(𝑡0 + ∆𝑡)

)︀
. В цепочке (20) имеется

два приближенных равенства. Первое — это формула прямоугольников для вычисления интеграла на отрезке
[𝑡0, 𝑡0 + ∆𝑡]. Второе — δε(𝑧 − 𝑧𝑗)𝑛

0
𝑎(𝑧) ∼= δε(𝑧 − 𝑧𝑗)𝑛

0
𝑎(𝑧𝑗) следует из обращения функции δε(𝑧 − 𝑧𝑗)𝑛

0
𝑎(𝑧) в нуль

вне ε-окрестности точки 𝑧𝑗 (напомним, suppδε ⊆ [−ε, ε]), поэтому δε(𝑧− 𝑧𝑗)𝑛
0
𝑎(𝑧) = δε(𝑧− 𝑧𝑗)

(︀
𝑛0
𝑎(𝑧𝑗) +𝑂(ε)

)︀ ∼=
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∼= δε(𝑧 − 𝑧𝑗)𝑛
0
𝑎(𝑧𝑗). Приближенные равенства в цепочке (20) понимаются в слабом смысле, как приближен-

ные равенства определяемых функциями распределениями линейных непрерывных функционалов на про-
странстве непрерывных финитных функций в фазовом пространстве (см. разд. 3). Согласно (20), начальное
количество макрочастиц за 𝑛 временных шагов увеличивается в 2𝑛 раз, т.е. растет экспоненциально, что яв-
ляется недостатком метода дробных шагов. Однако в сильном продольном электрическом поле, типичном для
СПД, количество покидаемых через правую границу макрочастиц, как показывают расчеты, тоже растет экспо-
ненциально. В итоге в канале СПД остается ограниченное сверху и пригодное для расчета число макрочастиц
(см. ниже). С другой стороны, в методе дробных шагов нет необходимости в использовании эйлеровой сетки в
расчетной области для нахождения координат новых макрочастиц, что является преимуществом этого метода.
Кроме того, можно увеличить порядок по ∆𝑡 точности вычисления интеграла в цепочке преобразований (20),
если посредством явных формул (18), (19) разложить 𝑛(𝑡, 𝑧), 𝑛𝑎(𝑡, 𝑧) по степеням 𝑡 − 𝑡0 ≤ ∆𝑡 и ограничиться
несколькими первыми членами разложений (при этом надо пользоваться формулами (18), справедливыми при
(𝑡− 𝑡0)𝑣𝑎 ≤ 𝑧). Для этой цели полезно преобразовать формулы (18), (19) с учетом тождеств

(𝑒𝑁(𝑝))′ =
β

𝑣𝑎
𝑒𝑁(𝑝)

(︀
𝑛0(𝑝) + 𝑛0

𝑎(𝑝)
)︀
,

β

𝑣𝑎

𝑧∫︁
0

𝑛0(𝑝)𝑒𝑁(𝑝)𝑑𝑝 = 𝑒𝑁(𝑧) − 1 − β

𝑣𝑎

𝑧∫︁
0

𝑛0
𝑎(𝑝)𝑒𝑁(𝑝)𝑑𝑝.

Тогда, например, формулы (18) преобразуются к виду

𝑛(𝑡, 𝑧) = 𝑛0(𝑧)

⎧⎪⎨⎪⎩1 − β

𝑣𝑎

𝑧∫︁
𝑧−𝑣𝑎(𝑡−𝑡0)

𝑛0
𝑎(𝑝) exp

⎡⎣− β

𝑣𝑎

𝑧∫︁
𝑝

(︀
𝑛0
𝑎(𝑞) + 𝑛0(𝑞)

)︀
𝑑𝑞

⎤⎦ 𝑑𝑝

⎫⎪⎬⎪⎭
−1

,

𝑛𝑎(𝑡, 𝑧) = 𝑛0
𝑎

(︀
𝑧 − (𝑡− 𝑡0)𝑣𝑎

)︀⎧⎪⎨⎪⎩exp

⎡⎢⎣ β

𝑣𝑎

𝑧∫︁
𝑧−𝑣𝑎(𝑡−𝑡0)

(︀
𝑛0
𝑎(𝑝) + 𝑛0(𝑝)𝑑𝑝

)︀
𝑑𝑝

⎤⎥⎦−

− β

𝑣𝑎

𝑧∫︁
𝑧−𝑣𝑎(𝑡−𝑡0)

𝑛0
𝑎(𝑝) exp

⎡⎢⎣− β

𝑣𝑎

𝑝∫︁
𝑧−𝑣𝑎(𝑡−𝑡0)

(︀
𝑛0
𝑎(𝑞) + 𝑛0(𝑞)

)︀
𝑑𝑞

⎤⎥⎦ 𝑑𝑝

⎫⎪⎬⎪⎭
−1

,

(𝑡− 𝑡0)𝑣𝑎 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿.

Однако в настоящей работе мы ограничимся аппроксимациями (20).

5. СРАВНЕНИЕ С ДРУГИМИ МЕТОДАМИ И РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

Сравним метод дробных шагов с численным методом, основанном на физическом моделировании иони-
зации [10–12]. Его суть применительно к случаю плоской симметрии в следующем. Выберем эйлерову сетку
𝑧𝑘 = 𝑘ℎ, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑀 , ℎ = 𝐿/𝑀 , на отрезке [0, 𝐿]. Тогда из физических соображений, согласно уравнению (3),
следует, что в момент времени 𝑡 в единицу времени в ячейке [𝑧𝑘−1, 𝑧𝑘], 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑀 , вследствие ионизации,
рождается ионов в количестве∫︁

[𝑧𝑘−1,𝑧𝑘]×R2

β𝑛(𝑡, 𝑧)𝑛𝑎(𝑡, 𝑧)δ(v − v𝑎)𝑑𝑧𝑑v = β

𝑧𝑘∫︁
𝑧𝑘−1

𝑛(𝑡, 𝑧)𝑛𝑎(𝑡, 𝑧)𝑑𝑧.

Поэтому на временном шаге [𝑡0, 𝑡0 + ∆𝑡] в ячейке [𝑧𝑘−1, 𝑧𝑘] число родившихся ионов приближенно равно
βℎ∆𝑡𝑛(𝑡0, 𝑧𝑘−1/2)𝑛𝑎(𝑡0, 𝑧𝑘−1/2), 𝑧𝑘−1/2 = (𝑘−1/2)ℎ, а их скорость равна 𝑣𝑎. На этом основано физическое моде-
лирование ионизации в методе макрочастиц: на шаге ∆𝑡 вбрасывается 𝑀 новых макрочастиц с координатами
𝑧𝑘−1/2, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑀 , скоростью 𝑣𝑎 и массой 𝒬𝑘 = βℎ∆𝑡𝑛(𝑡0, 𝑧𝑘−1/2)𝑛𝑎(𝑡0, 𝑧𝑘−1/2). Таким образом, число но-
вых макрочастиц в методе физического моделирования ионизации за 𝑛 временных шагов равно 𝑀𝑛, т.е. растет
линейно, что является преимуществом указанного метода.

Движение макрочастиц рассчитывалось по системе уравнений:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑣𝑧,

𝑑𝑣𝑦
𝑑𝑡

= ε𝐻𝑥𝑣𝑧,
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑡

= ε(𝐸𝑧 −𝐻𝑥𝑣𝑦), ε = [𝑡]ω𝑐𝑖, ω𝑐𝑖 =
𝑒[𝐻]

𝑐𝑚𝑖
,

для следующих параметров [𝑡] = 10−4 c, [𝐻] = 200 гс, 𝑚𝑖 = 0.9018 · 10−22 г, 𝑒 = 4.803 · 10−10 ед. СГСЭ, ε = 1,
𝐻𝑥 = 1. Здесь квадратные скобки обозначают характерный масштаб соответствующей физической величины.
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Фиг. 4. Концентрация атомов 𝑛𝑎(𝑡, 𝑧) и ионов 𝑛𝑖(𝑡, 𝑧) при 𝑡 = 0.5 и 𝐸𝑧 = 10, посчитанная методами дробных шагов — 1 и
физического моделирования ионизации — 2.
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Фиг. 5. Концентрация атомов 𝑛𝑎(𝑡, 𝑧) и ионов 𝑛𝑖(𝑡, 𝑧) при 𝑡 = 0.5 и 𝐸𝑧 = 100, посчитанная методами дробных шагов — 1 и
физического моделирования ионизации — 2.

Более подробно численный алгоритм, включающий полуявную разностную схему расчета уравнения перено-
са 𝑛𝑎, при котором значения 𝑛𝑖 снимаются с нулевого слоя, изложен в [16]. Проведены расчеты для двух вари-
антов 𝐸𝑧 = 10 и 𝐸𝑧 = 100.

Как следует из приведенных результатов (фиг. 4, 5), качественная картина расчетов по двум представлен-
ным методам практически одинакова — различаются только максимальные значения концентраций ионов и
атомов. Более того, для достаточно больших 𝐸𝑧 количество макрочастиц в канале СПД с течением времени
стабилизируется и их количество ограничено. Например, для 𝐸𝑧 = 2 · 104, ε = 1, 𝐻𝑥 = 1 число частиц в канале
имеет порядок ∼2 ·103. Подчеркнем, что стабилизация количества макрочастиц в канале СПД со временем на-
ступает для любых электрических полей, однако для практических вычислений важно, чтобы это количество
было как можно меньше, тем более при расчете на персональном компьютере. Полученное совпадение кон-
центраций𝑛𝑖,𝑛𝑎 следует признать удовлетворительным, поскольку результаты расчетов по методу макрочастиц
нельзя сравнивать в норме 𝐶, а самое большее в 𝐿𝑝, 𝑝 ≥ 1, так что в остальных точках могут быть существенные
расхождения результатов, которые с течением времени, как правило, нарастают. В любом случае за эталонный
следует брать результат, полученный по методу дробных шагов.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе метод дробных шагов применяется для решения гибридной (кинетической по ионам, гидроди-
намической по нейтралам) системы уравнений ионизации электрон-ионной плазмы, содержащей нейтралы,
применительно к процессам в стационарных плазменных двигателях (СПД), используемых для коррекции ор-
бит летательных аппаратов Основная идея метода основана на расщеплении по физическим процессам: эво-

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ИОНИЗАЦИИ МЕТОДОМ ДРОБНЫХ ШАГОВ 1407

люция плазмы представлена как суперпозиция чистого переноса во внешнем поле в фазовом пространстве и
последующей ионизации. Процесс ионизации в случае плоской симметрии, которым в работе для простоты
и ограничились, рассчитывается по явным аналитическим формулам. Полученные формулы метода дробных
шагов сравниваются на примере расчета концентрации атомов и ионов с численным решением уравнений ди-
намики плазмы посредством известной физической модели ионизации.

Метод дробных шагов расчета ионизации не требует использования эйлеровой сетки разбиения счетной об-
ласти на ячейки, а количество вбрасываемых макрочастиц экспоненциально зависит от числа временных ша-
гов. Результаты сравнения двух методов расчета ионизации, основанных на радикально различных идеях, де-
монстрирующие их качественную идентичность, следует считать удовлетворительными, поскольку расчеты по
методу макрочастиц сравниваются не в равномерной метрике, а самое большее, в интегральной норме. Из срав-
нения двух методов следует, что метод дробных шагов можно рассматривать как математическое обоснования
физической модели ионизации, а последнюю следует использовать, когда ужесточаются требования к объему
вычислительных ресурсов при расчете методом дробных шагов. Метод дробных шагов показан к применению
при расчете ионизации в сильных продольных электрических полях, типичных для СПД, когда недостаток ме-
тода, связанный с экспоненциальным ростом числа макрочастиц компенсируется экспоненциальным ростом
числа макрочастиц, покидающих канал СПД через правую границу.
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Abstract. The fractional steps method is applied to solve electron-ion plasma ionization equations involving
neutrals, with a focus on processes in stationary plasma thrusters (SPT). The approach is based on splitting
by physical processes: plasma evolution is represented as a superposition of pure transport in an external
field in phase space followed by ionization. The particle-in-cell method is used for calculating transport.
In the case of planar symmetry, the ionization process is calculated using explicit analytical formulas. The
derived formulas of the fractional steps method are compared with the numerical solution of the plasma
evolution equation through a well-known physical ionization model.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа продолжает исследования [1] по изучению асимптотических свойств решений системы
дифференциальных уравнений с бесконечным распределённым запаздыванием

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡) = 𝐷(𝑆0 − 𝑆(𝑡)) −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖(𝑡)𝑝𝑖(𝑆(𝑡)),

𝑑

𝑑𝑡
𝑥𝑖(𝑡) = −𝐷𝑥𝑖(𝑡) +

𝑡∫︁
−∞

𝑥𝑖(θ)𝑝𝑖(𝑆(θ))𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ)𝑑θ, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

(1.1)

где

𝐾𝑖(𝑠) =
α
𝑟𝑖+1
𝑖 𝑠𝑟𝑖

𝑟𝑖!
𝑒−α𝑖𝑠, α𝑖 > 0, 𝑟𝑖 ∈ N ∪ {0}, 𝑠 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (1.2)

Система была предложена в работе [2] для описания конкуренции нескольких видов микроорганизмов, на-
ходящихся в хемостате (хемостат — аппарат для непрерывного культивирования бактерий, обеспечивающий
оптимальные температурные условия и постоянное поступление свежей питательной среды при одновремен-
ном удалении части бактериальной культуры). Функции и параметры, входящие в систему, имеют следующий
биологический смысл: 𝑆(𝑡) — концентрация питательного вещества в момент времени 𝑡, 𝑆0 > 0 — концентра-
ция вводимого питательного вещества, 𝐷 > 0 — скорость поступления питательного вещества, 𝑥𝑖(𝑡) — кон-
центрация 𝑖-го вида микроорганизмов в момент времени 𝑡. Функции поглощения питательных веществ 𝑝𝑖(ξ)
предполагаются строго монотонно возрастающими, локально липшицевыми, при этом 𝑝𝑖(0) = 0. Показате-
ли смертности, характерные для видов, считаются незначительными по сравнению со скоростью поступления
питательного вещества и в данной модели не учитываются. Каждое ядро 𝐾𝑖(𝑠) связано с преобразованием пи-
тательного вещества в жизнеспособные клетки.

1)Работа выполнена при поддержке Математического Центра в Академгородке, соглашение № 075-15-2022-282 с Минобрнауки РФ.
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Более подробное описание модели содержится в [2]. Некоторые другие модели, описывающие биологиче-
ские процессы в хемостате, содержатся, например, в [3, 4].

Вместе с системой (1.1) рассмотрим начальные условия

𝑆(𝑡) = ϕ0(𝑡), 𝑡 < 0, 𝑆(+0) = ϕ0(0),
𝑥𝑖(𝑡) = ϕ𝑖(𝑡), 𝑡 < 0, 𝑥𝑖(+0) = ϕ𝑖(0), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

(1.3)

где ϕ𝑖(𝑡) ∈ 𝐶((−∞, 0]), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, — заданные непрерывные ограниченные функции. Учитывая биологиче-
ский смысл задачи, будем предполагать, что начальные данные неотрицательны:

ϕ𝑖(𝑡) > 0, 𝑡 6 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛. (1.4)

Отметим, что начальная задача (1.1), (1.3) однозначно разрешима. Более того, в работе [2] было показано, что
при условии (1.4) компоненты решения начальной задачи (1.1), (1.3) также неотрицательны при всех 𝑡 > 0 и
ограничены сверху.

Теперь рассмотрим положения равновесия системы (1.1) с неотрицательными компонентами, указанные
в [2].

При любых значениях параметров у системы (1.1) существует положение равновесия 𝐸0 = (𝑆0, 0, . . . , 0),
соответствующее полному вымиранию всех видов микроорганизмов. В работе [2] было показано, что при вы-
полнении условий

𝑝𝑖(𝑆
0) 6 𝐷

(︂
𝐷 + α𝑖

α𝑖

)︂𝑟𝑖+1

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (1.5)

первая компонента 𝑆(𝑡) решения начальной задачи (1.1), (1.3) сходится к 𝑆0 при 𝑡 → +∞, а все остальные
компоненты 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, стремятся к нулю, т. е.

(𝑆(𝑡), 𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)) → (𝑆0, 0, . . . , 0) при 𝑡 → +∞.

Оценки скорости сходимости решений к положению равновесия (𝑆0, 0, . . . , 0) были установлены в работе [1] в
случае, когда в формуле (1.5) все неравенства — строгие. При получении оценок в [1] использовались функци-
оналы Ляпунова–Красовского.

При определенных значениях параметров системы (1.1) также имеются положения равновесия 𝐸𝑖 =
= (𝑆*

𝑖 , 0, . . . , 0, 𝑥
*
𝑖 , 0, . . . , 0), соответствующие выживанию только 𝑖-го вида и вымиранию всех остальных. Сфор-

мулируем условия, при которых эти решения существуют и имеют неотрицательные компоненты. Вначале вве-
дем обозначения [2]. Пусть λ𝑖 ∈ (0,+∞], 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, — такие величины, что выполнены неравенства:

𝑝𝑖(𝑆) < 𝐷

(︂
𝐷 + α𝑖

α𝑖

)︂𝑟𝑖+1

при 𝑆 < λ𝑖,

𝑝𝑖(𝑆) > 𝐷

(︂
𝐷 + α𝑖

α𝑖

)︂𝑟𝑖+1

при 𝑆 > λ𝑖.

Заметим, что в силу строгой монотонности функций 𝑝𝑖(𝑆) величины λ𝑖 всегда существуют, при этом если λ𝑖 <
< +∞, то

𝑝𝑖(λ𝑖) = 𝐷

(︂
𝐷 + α𝑖

α𝑖

)︂𝑟𝑖+1

. (1.6)

В этом случае положение равновесия 𝐸𝑖 имеет вид

𝐸𝑖 = (𝑆*
𝑖 , 0, . . . , 0, 𝑥

*
𝑖 , 0, . . . , 0) =

(︃
λ𝑖, 0, . . . , 0,

(︂
α𝑖

𝐷 + α𝑖

)︂𝑟𝑖+1

(𝑆0 − λ𝑖), 0, . . . , 0

)︃
.

При условии λ𝑖 < 𝑆0 компонента решения 𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥*
𝑖 является положительной.

В работе [2] исследовался вопрос о сходимости решений системы (1.1) к положению равновесия 𝐸𝑖, однако
вопрос об оценках скорости сходимости пока не рассматривался.

В настоящей работе мы укажем условия на функции и параметры системы, а также на начальные данные,
при которых решение начальной задачи (1.1), (1.3) сходится к положению равновесия 𝐸𝑖, при этом мы получим
оценки решений, характеризующие скорость сходимости. Так же, как и в работе [1], при получении оценок мы
будем использовать функционалы Ляпунова–Красовского.
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Отметим, что функционалы Ляпунова–Красовского широко используются для получения оценок решений
различных классов систем с запаздыванием (см., например, работы [5–10] о системах с сосредоточенным запаз-
дыванием, работы [11, 12] о системах с распределенным запаздыванием, обзор [13], посвященный применению
второго метода Ляпунова для систем с запаздывающим аргументом, и имеющуюся там библиографию). Неко-
торые результаты об оценках решений биологических моделей, описываемых уравнениями с запаздыванием,
содержатся, например, в работах [1, 14–17].

2. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛОЖЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ 𝐸𝑖

В этом разделе мы укажем достаточные условия асимптотической устойчивости положения равновесия 𝐸𝑖,
которые получаются с помощью теоремы об устойчивости по первому приближению. Без ограничения общно-
сти будем считать, что 𝑖 = 1, т. е. положение равновесия имеет вид

𝐸1 = (𝑆*
1 , 𝑥

*
1, 0, . . . , 0) =

(︃
λ1,

(︂
α1

𝐷 + α1

)︂𝑟1+1

(𝑆0 − λ1), 0, . . . , 0

)︃
.

Предположим, что выполнено условие λ1 < 𝑆0, при котором 𝑥*
1 > 0, а также, что функция 𝑝1(𝑆) является

непрерывно дифференцируемой в некоторой окрестности точки 𝑆 = λ1.
Для начала сведем задачу об устойчивости положения равновесия 𝐸1 к задаче об устойчивости нулевого

решения. Сделаем замену переменных

𝑆(𝑡) = 𝑆*
1 + 𝑦0(𝑡), 𝑥1(𝑡) = 𝑥*

1 + 𝑦1(𝑡), 𝑥𝑖(𝑡) = 𝑦𝑖(𝑡), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛.

Тогда начальная задача (1.1), (1.3) преобразуется к виду

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴𝑦(𝑡) + 𝐹 (𝑦(𝑡)) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡∫︁
−∞

(︁
𝐵𝑖𝑦(θ) + 𝐺𝑖(𝑦(θ))

)︁
𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ)𝑑θ,

𝑦(𝑡) = ψ(𝑡), 𝑡 < 0, 𝑦(+0) = ψ(0),

(2.1)

где

𝑦(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦0(𝑡)
𝑦1(𝑡)
𝑦2(𝑡)

...
𝑦𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ψ(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ψ0(𝑡)
ψ1(𝑡)
ψ2(𝑡)

...
ψ𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ϕ0(𝑡)
ϕ1(𝑡)
ϕ2(𝑡)

...
ϕ𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑆*
1

𝑥*
1

0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = ϕ(𝑡) − 𝐸1,

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−
(︀
𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(𝑆*

1 )
)︀

−𝑝1(𝑆*
1 ) −𝑝2(𝑆*

1 ) · · · −𝑝𝑛(𝑆*
1 )

0 −𝐷 0 · · · 0
0 0 −𝐷 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · −𝐷

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐵1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0

𝑥*
1𝑝

′
1(𝑆*

1 ) 𝑝1(𝑆*
1 ) 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐵2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 𝑝2(𝑆*

1 ) · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , . . . , 𝐵𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 𝑝𝑛(𝑆*
1 )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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𝐹 (𝑦(𝑡)) = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥*
1𝑓0(𝑦0(𝑡)) +

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑦𝑖(𝑡)𝑓𝑖(𝑦0(𝑡))

0
0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (2.2)

𝐺1(𝑦(θ)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

𝑥*
1𝑓0(𝑦0(θ)) + 𝑦1(θ)𝑓1(𝑦0(θ))

0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.3)

𝐺2(𝑦(θ)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
0

𝑦2(θ)𝑓2(𝑦0(θ))
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , . . . , 𝐺𝑛(𝑦(θ)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
0
...

𝑦𝑛(θ)𝑓𝑛(𝑦0(θ))

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑓0(𝑦0) = 𝑝1(𝑆*
1 + 𝑦0) − 𝑝1(𝑆*

1 ) − 𝑝′1(𝑆*
1 )𝑦0, (2.4)

𝑓𝑖(𝑦0) = 𝑝𝑖(𝑆
*
1 + 𝑦0) − 𝑝𝑖(𝑆

*
1 ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (2.5)

Рассмотрим систему линейного приближения

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴𝑦(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡∫︁
−∞

𝐵𝑖𝑦(θ)𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ)𝑑θ. (2.6)

Укажем достаточные условия асимптотической устойчивости нулевого решения данной системы. Для этого
выпишем характеристическое уравнение:

𝑃 (µ) = det

⎛⎝µ𝐼 −𝐴−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖

𝑡∫︁
−∞

𝑒−(𝐷+µ)(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ)𝑑θ

⎞⎠ = 0.

Учитывая явный вид (1.2) функций 𝐾𝑖(𝑠), 𝑠 > 0, вычислим значение интеграла:

ω𝑖(µ) =

𝑡∫︁
−∞

𝑒−(𝐷+µ)(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ)𝑑θ =

(︂
α𝑖

𝐷 + α𝑖 + µ

)︂𝑟𝑖+1

. (2.7)

Тем самым, характеристическое уравнение будет иметь вид

𝑃 (µ) = det

(︃
µ𝐼 −𝐴−

𝑛∑︁
𝑖=1

ω𝑖(µ)𝐵𝑖

)︃
= 0.

Используя явный вид матриц 𝐴, 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, получим

𝑃 (µ) = (µ+ 𝐷)
(︁
µ+ 𝐷 − ω1(µ)𝑝1(𝑆*

1 ) + 𝑥*
1𝑝

′
1(𝑆*

1 )
)︁ 𝑛∏︁

𝑖=2

(︁
µ+ 𝐷 − ω𝑖(µ)𝑝𝑖(𝑆

*
1 )
)︁

= 0.

Наконец, в силу формул (1.6) и (2.7) функцию 𝑃 (µ) можно переписать в виде

𝑃 (µ) = (µ+ 𝐷)

(︂
µ+ 𝐷 − ω1(µ)

ω1(0)
𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(λ1)

)︂ 𝑛∏︁
𝑖=2

(︂
µ+ 𝐷 − ω𝑖(µ)

ω𝑖(0)

𝑝𝑖(λ1)

𝑝𝑖(λ𝑖)
𝐷

)︂
= 0.

Утверждается, что при выполнении условий

𝑥*
1 > 0, 𝑝′1(λ1) > 0, λ1 < λ𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, (2.8)
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все корни характеристического уравнения 𝑃 (µ) = 0 содержатся в левой полуплоскости C− = {µ ∈ C : Re µ <
< 0}. Действительно, пусть число µ ∈ C такое, что Re µ > 0. В этом случае из определения (2.7) следует, что
|ω𝑖(µ)| ≤ |ω𝑖(0)|, а в силу монотонности функций 𝑝𝑖(𝑆) имеем 𝑝𝑖(λ1) < 𝑝𝑖(λ𝑖), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. Тогда⃒⃒⃒⃒

µ+ 𝐷 − ω1(µ)

ω1(0)
𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(λ1)

⃒⃒⃒⃒
> |µ+ 𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(λ1)| −

⃒⃒⃒⃒
ω1(µ)

ω1(0)
𝐷

⃒⃒⃒⃒
> 𝑥*

1𝑝
′
1(λ1) > 0,

⃒⃒⃒⃒
µ+ 𝐷 − ω𝑖(µ)

ω𝑖(0)

𝑝𝑖(λ1)

𝑝𝑖(λ𝑖)
𝐷

⃒⃒⃒⃒
> |µ+ 𝐷| −

⃒⃒⃒⃒
ω𝑖(µ)

ω𝑖(0)

𝑝𝑖(λ1)

𝑝𝑖(λ𝑖)
𝐷

⃒⃒⃒⃒
> 0,

тем самым, число µ ∈ C, Re µ > 0, не может быть корнем характеристического уравнения.
Итак, при выполнении условий (2.8) нулевое решение линейной системы (2.6) асимптотически устойчи-

во, а следовательно, асимптотически устойчиво положение равновесия 𝐸1 системы (1.1). Всюду далее будем
предполагать, что условия (2.8) выполняются.

3. ФУНКЦИОНАЛ ЛЯПУНОВА–КРАСОВСКОГО

В этом параграфе мы рассмотрим линейную систему (2.6) в предположении, что выполнены условия (2.8),
гарантирующие асимптотическую устойчивость нулевого решения. Мы построим функционал Ляпунова–
Красовского, с помощью которого установим оценки решений линейной системы (2.6), характеризующие экс-
поненциальное убывание на бесконечности. В дальнейшем на основе построенного функционала будут по-
лучены условия на начальные данные и оценки решений исходной системы (1.1), характеризующие скорость
сходимости к положению равновесия 𝐸1.

Принимая во внимание результаты работ [1, 12], рассмотрим функционал Ляпунова–Красовского следую-
щего вида:

𝑉 (𝑡, 𝑦) = ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ +

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ, (3.1)

где матрицы 𝐻 = 𝐻* > 0, Υ𝑖(θ) = Υ*
𝑖 (θ) > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, и величина 𝑚 > 0 будут определены ниже.

Вычислим производную от функционала 𝑉 (𝑡, 𝑦) вдоль решения системы (2.6):

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) =

⟨
𝐻

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)

⟩
+

⟨
𝐻𝑦(𝑡),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡)

⟩
+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

⟨Υ𝑖(θ)𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩𝑑θ−
𝑛∑︁

𝑖=1

∞∫︁
0

𝑒−𝑚θ⟨Υ𝑖(θ)𝑦(𝑡− θ), 𝑦(𝑡− θ)⟩𝑑θ−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.

Поскольку 𝑦(𝑡) — решение (2.6), то производная переписывается в виде

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) =

⟨
𝐻

⎛⎝𝐴𝑦(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ)𝑒−𝐷ξ𝐾𝑖(ξ)𝑑ξ

⎞⎠ , 𝑦(𝑡)

⟩
+

+

⟨
𝐻𝑦(𝑡),

⎛⎝𝐴𝑦(𝑡) +
𝑛∑︁

𝑖=1

∞∫︁
0

𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ)𝑒−𝐷ξ𝐾𝑖(ξ)𝑑ξ

⎞⎠⟩+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

⟨Υ𝑖(ξ)𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩𝑑ξ−
𝑛∑︁

𝑖=1

∞∫︁
0

𝑒−𝑚ξ⟨Υ𝑖(ξ)𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡− ξ)⟩𝑑ξ−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



1414 ИСКАКОВ, СКВОРЦОВА

Положим
Υ𝑖(ξ) = δ𝑖𝑒

−𝐷ξ𝐾𝑖(ξ)𝑒
𝑚ξ/2𝐵*

𝑖 𝐵𝑖, δ𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.2)

тогда
𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) = ⟨(𝐻𝐴 + 𝐴*𝐻) 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑒−𝐷ξ𝐾𝑖(ξ)

(︂
δ𝑖𝑒

𝑚ξ/2⟨𝐵*
𝑖 𝐵𝑖𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ + ⟨𝐻𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡)⟩+

+ ⟨𝐵*
𝑖 𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− ξ)⟩ − δ𝑖𝑒

−𝑚ξ/2⟨𝐵*
𝑖 𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡− ξ)⟩

)︂
𝑑ξ−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.

Введем обозначения:

𝐻 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ℎ00 ℎ01 0 · · · 0
ℎ01 ℎ11 0 · · · 0
0 0 ℎ22 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ℎ𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ̃︀𝐻1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0
ℎ01 ℎ11 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (3.3)

̃︀𝐻2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 ℎ22 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , . . . , ̃︀𝐻𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ℎ𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.4)

Учитывая явный вид матриц 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, получим

𝐵*
𝑖 𝐻 = 𝐵*

𝑖
̃︀𝐻𝑖, 𝐻𝐵𝑖 = ̃︀𝐻*

𝑖 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

В этом случае

⟨𝐻𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡)⟩ + ⟨𝐵*
𝑖 𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− ξ)⟩ − δ𝑖𝑒

−𝑚ξ/2⟨𝐵*
𝑖 𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡− ξ)⟩ =

=
⟨ ̃︀𝐻*

𝑖 𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡)
⟩

+
⟨
𝐵*

𝑖
̃︀𝐻𝑖𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− ξ)

⟩
− δ𝑖𝑒

−𝑚ξ/2⟨𝐵*
𝑖 𝐵𝑖𝑦(𝑡− ξ), 𝑦(𝑡− ξ)⟩ ≤

≤ 𝑒𝑚ξ/2

δ𝑖

⟨ ̃︀𝐻*
𝑖
̃︀𝐻𝑖𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)

⟩
.

Отсюда следует неравенство
𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ ⟨(𝐻𝐴 + 𝐴*𝐻) 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑒−(𝐷−𝑚/2)ξ𝐾𝑖(ξ)

⟨(︂
δ𝑖𝐵

*
𝑖 𝐵𝑖 +

1

δ𝑖

̃︀𝐻*
𝑖
̃︀𝐻𝑖

)︂
𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)

⟩
𝑑ξ−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.

В силу обозначения (2.7) данную оценку можно переписать в виде

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ −⟨𝑈𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ −𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ, (3.5)
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где

𝑈 = −𝐻𝐴−𝐴*𝐻 −
𝑛∑︁

𝑖=1

ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁(︂
δ𝑖𝐵

*
𝑖 𝐵𝑖 +

1

δ𝑖

̃︀𝐻*
𝑖
̃︀𝐻𝑖

)︂
. (3.6)

Наша цель — подобрать элементы матрицы 𝐻, величину 𝑚 > 0 и числа δ𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, так, чтобы было
выполнено матричное неравенство 𝑈 > 0. Имеем

𝑈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑢00 𝑢01 𝑢02 · · · 𝑢0𝑛

𝑢01 𝑢11 𝑢12 · · · 𝑢1𝑛

𝑢02 𝑢12 𝑢22 · · · 0
...

...
...

. . .
...

𝑢0𝑛 𝑢1𝑛 0 · · · 𝑢𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где

𝑢00 = 2ℎ00

(︀
𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(𝑆*

1 )
)︀
− ω1

(︁
−𝑚

2

)︁(︂
δ1 (𝑥*

1𝑝
′
1(𝑆*

1 ))
2

+
ℎ2
01

δ1

)︂
,

𝑢01 = ℎ00𝑝1(𝑆*
1 ) + ℎ01

(︀
2𝐷 + 𝑥*

1𝑝
′
1(𝑆*

1 )
)︀
− ω1

(︁
−𝑚

2

)︁(︂
δ1𝑥

*
1𝑝

′
1(𝑆*

1 )𝑝1(𝑆*
1 ) +

ℎ01ℎ11

δ1

)︂
,

𝑢11 = 2ℎ01𝑝1(𝑆*
1 ) + 2ℎ11𝐷 − ω1

(︁
−𝑚

2

)︁(︂
δ1𝑝

2
1(𝑆*

1 ) +
ℎ2
11

δ1

)︂
,

𝑢0𝑖 = ℎ00𝑝𝑖(𝑆
*
1 ), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

𝑢1𝑖 = ℎ01𝑝𝑖(𝑆
*
1 ), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

𝑢𝑖𝑖 = 2ℎ𝑖𝑖𝐷 − ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁(︂
δ𝑖𝑝

2
𝑖 (𝑆*

1 ) +
ℎ2
𝑖𝑖

δ𝑖

)︂
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛.

Выберем числа ℎ𝑖𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, так, чтобы величины 𝑢𝑖𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, принимали максимальное значение:

ℎ11 = δ1𝐷
(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1

, (3.7)

ℎ𝑖𝑖 = δ𝑖𝐷
(︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1

, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.8)

В этом случае

𝑢11 = 2ℎ01𝑝1(𝑆*
1 ) − δ1

(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1
[︂(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝21(𝑆*

1 ) −𝐷2

]︂
,

𝑢𝑖𝑖 = δ𝑖

(︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1
[︂
𝐷2 −

(︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝2𝑖 (𝑆*

1 )

]︂
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.9)

Числа ℎ00, ℎ01 выберем так, чтобы выполнялись равенства 𝑢01 = 0, 𝑢00 = 𝑢11, т. е.

ℎ01 =
δ1

𝑝1(𝑆*
1 )

(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1
[︃
√
𝑊 −

[︁(︀
𝐷 + γ1

)︀2
+ 𝑝21(𝑆*

1 )
]︁ ]︃

, (3.10)

ℎ00 =
δ1

𝑝21(𝑆*
1 )

(︀
𝐷 + γ1

)︀ (︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1

×

[︃(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2 γ1𝑝21(𝑆*
1 )(︀

𝐷 + γ1
)︀ +

[︁(︀
𝐷 + γ1

)︀2
+ 𝑝21(𝑆*

1 )
]︁
−
√
𝑊

]︃
, (3.11)

где

𝑊 =
[︁(︀
𝐷 + γ1

)︀2
+ 𝑝21(𝑆*

1 )
]︁2

+ 𝑝21(𝑆*
1 )

[︂(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2 (︀
2𝐷γ1 + γ

2
1 + 𝑝21(𝑆*

1 )
)︀
−𝐷2

]︂
,

γ1 = 𝑥*
1𝑝

′
1(𝑆*

1 ) > 0.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



1416 ИСКАКОВ, СКВОРЦОВА

Тогда

𝑢00 = 𝑢11 = δ1

(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁−1
{︃

2

[︃
√
𝑊 −

[︁(︀
𝐷 + γ1

)︀2
+ 𝑝21(𝑆*

1 )
]︁ ]︃

−
[︂(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝21(𝑆*

1 ) −𝐷2

]︂}︃
, 𝑢01 = 0.

Величину 𝑚 > 0 найдем из условий 𝑢𝑖𝑖 > 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛. Условие 𝑢00 = 𝑢11 > 0 дает(︁
ω1

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝21(𝑆*

1 ) < 𝐷2 + 2𝐷γ1. (3.12)

Условия 𝑢𝑖𝑖 > 0, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, дают (︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝2𝑖 (𝑆*

1 ) < 𝐷2, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.13)

Заметим, что в силу обозначений (1.6), (2.7) при𝑚 = 0 условие (3.12) эквивалентно неравенству γ1 = 𝑥*
1𝑝

′
1(λ1) >

> 0, а условия (3.13) — неравенствам λ1 < λ𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, т. е. при 𝑚 = 0 неравенства (3.12), (3.13) совпадают
с (2.8). Следовательно, в силу непрерывности функций ω𝑖(µ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, условия (3.12), (3.13) выполнены и
при некотором 𝑚 > 0.

Осталось подобрать числа δ𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Учитывая структуру матрицы 𝑈 , для произвольного вектора
𝑧 = (𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛)T ∈ R𝑛+1 будем иметь

⟨𝑈𝑧, 𝑧⟩ = 𝑢00𝑧
2
0 + 𝑢00𝑧

2
1 +

𝑛∑︁
𝑖=2

𝑢𝑖𝑖𝑧
2
𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=2

2𝑢0𝑖𝑧0𝑧𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=2

2𝑢1𝑖𝑧1𝑧𝑖

>

(︃
𝑢00 −

𝑛∑︁
𝑖=2

β0𝑖𝑢0𝑖

)︃
𝑧20 +

(︃
𝑢00 −

𝑛∑︁
𝑖=2

β1𝑖𝑢1𝑖

)︃
𝑧21 +

𝑛∑︁
𝑖=2

(︂
𝑢𝑖𝑖 −

𝑢0𝑖

β0𝑖
− 𝑢1𝑖

β1𝑖

)︂
𝑧2𝑖 ,

где β0𝑖 > 0, β1𝑖 > 0, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. Положим

β0𝑖 =
𝑢00

2(𝑛− 1)𝑢0𝑖
, β1𝑖 =

𝑢00

2(𝑛− 1)𝑢1𝑖
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

тогда

⟨𝑈𝑧, 𝑧⟩ > 𝑢00

2
𝑧20 +

𝑢00

2
𝑧21 +

𝑛∑︁
𝑖=2

(︂
𝑢𝑖𝑖 −

2(𝑛− 1)(𝑢2
0𝑖 + 𝑢2

1𝑖)

𝑢00

)︂
𝑧2𝑖 .

Учитывая явный вид (3.9) величин 𝑢𝑖𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, выберем числа δ𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, следующим образом:

δ𝑖 =
(︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁[︂
𝐷2 −

(︁
ω𝑖

(︁
−𝑚

2

)︁)︁2
𝑝2𝑖 (𝑆*

1 )

]︂−1

×4(𝑛− 1)(𝑢2
0𝑖 + 𝑢2

1𝑖)

𝑢00
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.14)

Величину δ1 можно выбрать произвольно, например,

δ1 = 1. (3.15)

Тем самым, функционал 𝑉 (𝑡, 𝑦) полностью определен, при этом справедлива оценка

⟨𝑈𝑧, 𝑧⟩ > 𝑢00

2
𝑧20 +

𝑢00

2
𝑧21 +

𝑛∑︁
𝑖=2

𝑢𝑖𝑖

2
𝑧2𝑖 ,

откуда следует, что матрица 𝑈 является положительно определенной.
Заметим, что при выполнении всех вышеперечисленных условий матрица 𝐻 также положительно опреде-

лена. Действительно, из формулы (3.6) вытекает, что 𝐻𝐴 + 𝐴*𝐻 ≤ −𝑈 , т. е. матрица 𝐻 является решением
матричного уравнения Ляпунова

𝐻𝐴 + 𝐴*𝐻 = −𝐶, 𝐶 = 𝐶* > 𝑈 > 0.
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Так как все собственные значения матрицы 𝐴 содержатся в левой полуплоскости C−, то 𝐻 = 𝐻* > 0.
Теперь найдем такую величину σ > 0, чтобы было выполнено неравенство

𝑈 > σ𝐻. (3.16)

Поскольку (︂
𝑢00

2 0
0 𝑢00

2

)︂
> σ1

(︂
ℎ00 ℎ01

ℎ01 ℎ11

)︂
,

𝑢𝑖𝑖

2
> σ𝑖ℎ𝑖𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

где

σ1 =
𝑢00

4(ℎ00ℎ11 − ℎ2
01)

[︂
(ℎ00 + ℎ11) −

√︁
(ℎ00 + ℎ11)2 − 4(ℎ00ℎ11 − ℎ2

01)

]︂
,

σ𝑖 =
𝑢𝑖𝑖

2ℎ𝑖𝑖
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

то положим
σ = min {σ1, σ2, . . . , σ𝑛} , (3.17)

откуда следует, что

⟨𝑈𝑧, 𝑧⟩ > 𝑢00

2
𝑧20 +

𝑢00

2
𝑧21 +

𝑛∑︁
𝑖=2

𝑢𝑖𝑖

2
𝑧2𝑖 > σ ⟨𝐻𝑧, 𝑧⟩ .

Тогда, учитывая неравенство (3.5), получим оценку на производную функционала 𝑉 (𝑡, 𝑦):

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ −σ ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ −𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨Υ𝑖(θ)𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.

Полагая
ε = min{σ,𝑚},

будем иметь
𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ −ε𝑉 (𝑡, 𝑦),

откуда
𝑉 (𝑡, 𝑦) ≤ 𝑉 (0, 𝑦)𝑒−ε𝑡, 𝑡 > 0.

Отсюда следует оценка для решения 𝑦(𝑡) линейной системы (2.6):

‖𝑦(𝑡)‖ ≤
√︀
‖𝐻−1‖𝑉 1/2(0, 𝑦)𝑒−ε𝑡/2, 𝑡 > 0.

4. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

В предыдущем разделе мы построили функционал Ляпунова–Красовского для линеаризованной систе-
мы (2.6) вида (3.1), указав значения матриц 𝐻 = 𝐻* > 0, Υ𝑖(ξ) = Υ*

𝑖 (ξ) > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, и числа 𝑚 > 0,
при которых матрица 𝑈 из (3.6) будет положительно определенной. Это влечет асимптотическую устойчивость
нулевого решения системы (2.6). Обозначим через 𝑢𝐻

min > 0 минимальное собственное значение положительно
определенной матрицы 𝑈𝐻 = 𝐻−1/2𝑈𝐻−1/2.

Определим матрицы 𝐻𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛:

𝐻1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ℎ00 ℎ01 0 · · · 0
ℎ01 ℎ11 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐻𝑖 = ̃︀𝐻𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, (4.1)

где ̃︀𝐻𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, заданы в (3.4). Отметим, что

𝐻 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖. (4.2)
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Для получения оценок решений начальной задачи (2.1) мы будем использовать следующий функционал
Ляпунова–Красовского:

̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) = ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ +

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨(Υ𝑖(θ) + 𝑄𝑖(θ))𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ, (4.3)

где матрица 𝐻 определена в (3.3), (3.7), (3.8), (3.10), (3.11), матрицы Υ𝑖(ξ) — в (3.2), число 𝑚 > 0 — в (3.12),
(3.13), числа δ𝑖 > 0 — в (3.14), (3.15),

𝑄𝑖(ξ) =
𝑢𝐻
min

4ω𝑖(−𝑚
2 )

𝑒−𝐷ξ𝐾𝑖(ξ)𝑒
𝑚ξ/2𝐻𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (4.4)

Введем неубывающие функции 𝑐𝑖(κ), κ > 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛:

𝑐0(κ) = sup𝐶0(κ), 𝐶0(κ) = {τ > 0 : |𝑓0(𝑦0)| < κ|𝑦0| ∀𝑦0 |𝑦0| < τ} , (4.5)

𝑐𝑖(κ) = sup𝐶𝑖(κ), 𝐶𝑖(κ) = {τ > 0 : |𝑓𝑖(𝑦0)| < κ ∀𝑦0 |𝑦0| < τ} , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (4.6)

где функции 𝑓𝑖(𝑦0), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, определены в (2.4), (2.5). Отметим, что множество 𝐶0(κ) не пусто, поскольку
в силу формулы Тейлора 𝑓0(𝑦0) = 𝑜(𝑦0). Множества 𝐶𝑖(κ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, также непустые в силу непрерывности в
нуле функций 𝑓𝑖(𝑦0), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Введем обозначения:
ν(𝐻) = ‖𝐻‖‖𝐻−1‖, (4.7)

κ0 = min

{︃
𝑢𝐻
min

8𝑥*
1

√︀
(𝑛 + 1)ν(𝐻)

,
𝑢𝐻
min

4
√

2𝑥*
1ω1

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

}︃
, (4.8)

κ1 = min

{︃
𝑢𝐻
min

8
√︀

(𝑛 + 1)ν(𝐻)
,

𝑢𝐻
min

4
√

2ω1

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

}︃
, (4.9)

κ𝑖 = min

{︃
𝑢𝐻
min

8
√︀

(𝑛 + 1)ν(𝐻)
,

𝑢𝐻
min

4ω𝑖

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

}︃
, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, (4.10)

ρ = min {𝑐0(κ0), 𝑐1(κ1), 𝑐2(κ2), . . . , 𝑐𝑛(κ𝑛)} , (4.11)

̂︀𝑉 (0,ψ) = ⟨𝐻ψ(0),ψ(0)⟩ +

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

0∫︁
−θ

𝑒𝑚η⟨(Υ𝑖(θ) + 𝑄𝑖(θ))ψ(η),ψ(η)⟩𝑑η𝑑θ. (4.12)

Теорема. Пусть выполнены условия (2.8), тогда для решения начальной задачи (2.1) с начальными данными из
множества

ℰ =

{︂
ψ(𝑡) ∈ 𝐶((−∞, 0]) : sup

𝑡60
|ψ0(𝑡)| < ρ,

√︀
‖𝐻−1‖̂︀𝑉 1/2(0,ψ) < ρ

}︂
, (4.13)

где ρ и ̂︀𝑉 (0,ψ) определены в (4.11) и (4.12) соответственно, справедлива оценка

‖𝑦(𝑡)‖ 6
√︀
‖𝐻−1‖̂︀𝑉 1/2(0,ψ)𝑒−ε0𝑡/2, (4.14)

где

ε0 = min

{︂
𝑢𝐻
min

4
,𝑚

}︂
. (4.15)

Доказательство. Разобьем доказательство на несколько частей.
1) Продифференцируем функционал Ляпунова–Красовского (4.3) вдоль решения начальной задачи (2.1),

проведем рассуждения, аналогичные рассуждениям в предыдущем разделе, и получим аналог (3.5):

𝑑

𝑑𝑡
̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −

⟨⎛⎝𝑈 −
𝑛∑︁

𝑖=1

∞∫︁
0

𝑄𝑖(θ) 𝑑θ

⎞⎠ 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)

⟩
+
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+2

⟨
𝐻𝑦(𝑡),

⎛⎝𝐹 (𝑦(𝑡)) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡∫︁
−∞

𝐺𝑖(𝑦(θ))𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ) 𝑑θ

⎞⎠⟩−

−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑡∫︁
−∞

𝑒−𝑚(𝑡−θ) ⟨𝑄𝑖(𝑡− θ)𝑦(θ), 𝑦(θ)⟩ 𝑑θ−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨(Υ𝑖(θ) + 𝑄𝑖(θ))𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ.

Используя (2.7), (4.2) и (4.4), несложно убедиться, что

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑄𝑖(θ) 𝑑θ =
𝑢𝐻
min

4

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖 =
𝑢𝐻
min

4
𝐻.

Следовательно, в силу обозначения 𝑢𝐻
min и формулы (4.2) имеем

𝑑

𝑑𝑡
̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −𝑢𝐻

min

4
⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ +

𝑛∑︁
𝑖=0

𝐼𝑖(𝑡)−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨(Υ𝑖(θ) + 𝑄𝑖(θ))𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ, (4.16)

где

𝐼0(𝑡) = 2 ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝐹 (𝑦(𝑡))⟩ − 1

4
𝑢𝐻
min⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩, (4.17)

𝐼𝑖(𝑡) = 2

⟨
𝐻𝑦(𝑡),

𝑡∫︁
−∞

𝐺𝑖(𝑦(θ))𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾𝑖(𝑡− θ) 𝑑θ

⟩
− 1

4
𝑢𝐻
min⟨𝐻𝑖𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩−

−
𝑡∫︁

−∞

𝑒−𝑚(𝑡−θ) ⟨𝑄𝑖(𝑡− θ)𝑦(θ), 𝑦(θ)⟩ 𝑑θ, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (4.18)

𝐻𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, определены в (4.1).
2) Покажем, что существует такое число 𝑡* > 0, что при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡*) выполнены неравенства 𝐼𝑖(𝑡) 6 0,

𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛.
2a) Оценим 𝐼0(𝑡) из (4.17):

𝐼0(𝑡) 6 2
√︀
‖𝐻‖‖𝐹 (𝑦(𝑡))‖ ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩1/2 − 1

4
𝑢𝐻
min⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩.

В силу определения 𝐹 (𝑦(𝑡)) в (2.2) и неравенства
𝑛∑︀

𝑖=0

|𝑦𝑖| 6
√
𝑛 + 1

(︂
𝑛∑︀

𝑖=0

𝑦2𝑖

)︂1/2

имеем

𝐼0(𝑡) 6 ⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩1/2
(︃[︃

2
√︀
‖𝐻‖𝑥*

1|𝑓0(𝑦0(𝑡))| − 𝑢𝐻
min

4
√︀

(𝑛 + 1)‖𝐻−1‖
|𝑦0(𝑡)|

]︃
+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑦𝑖(𝑡)|

[︃
2
√︀
‖𝐻‖|𝑓𝑖(𝑦0(𝑡))| − 𝑢𝐻

min

4
√︀

(𝑛 + 1)‖𝐻−1‖

]︃)︃
. (4.19)

Покажем, что выражения в квадратных скобках отрицательны при 𝑡 = 0. Тогда в силу непрерывности функ-
ций 𝑓𝑖(𝑦0), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, и компоненты решения 𝑦0(𝑡) будет существовать такое число 𝑡0 > 0, что данные
выражения будут отрицательными при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡0). В этом случае будет выполнено 𝐼0(𝑡) 6 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑡0).
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Отрицательность выражения в первой квадратной скобке в (4.19) при 𝑡 = 0 эквивалентна следующему нера-
венству:

|𝑓0(ψ0(0))| < 𝑢𝐻
min

8𝑥*
1

√︀
(𝑛 + 1)ν(𝐻)

|ψ0(0)|, (4.20)

где ν(𝐻) определено в (4.7). Из первого неравенства в определении множества ℰ (см. (4.13)) и из (4.11) вытекает,
что |ψ0(0)| < 𝑐0(κ0). Следовательно, в силу (4.5) имеем

|𝑓0(ψ0(0))| < κ0|ψ0(0)|.

Учитывая определение κ0 в (4.8), получаем выполнение неравенства (4.20).
Отрицательность 𝑖-го выражения под суммой в (4.19), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, при 𝑡 = 0 эквивалентна неравенству

|𝑓𝑖(ψ0(0))| < 𝑢𝐻
min

8
√︀

(𝑛 + 1)ν(𝐻)
.

Это неравенство выполняется в силу (4.13), (4.11), (4.9), (4.10) и (4.6).
2б) В данной части доказательства оценим 𝐼1(𝑡) из (4.18). В силу (4.1) и того, что вектор-функция 𝐺1(𝑦(θ)),

определенная в (2.3), имеет только одну ненулевую компоненту, верно равенство

⟨𝐻𝑧,𝐺1(𝑦(θ))⟩ = ⟨𝐻1𝑧,𝐺1(𝑦(θ))⟩ , 𝑧 ∈ R𝑛+1. (4.21)

Выпишем 𝐼1(𝑡), учитывая (4.4) и (4.21):

𝐼1(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

2 ⟨𝐻1𝑦(𝑡), 𝐺1(𝑦(θ))⟩ 𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾1(𝑡− θ) 𝑑θ− 1

4
𝑢𝐻
min⟨𝐻1𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩−

− 𝑢𝐻
min

4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀ 𝑡∫︁
−∞

⟨𝐻1𝑦(θ), 𝑦(θ)⟩ 𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾1(𝑡− θ)𝑒−𝑚(𝑡−θ)/2 𝑑θ.

Так как 𝐻1 является эрмитовой неотрицательно определенной матрицей, то существует (𝐻1)1/2. Тогда, исполь-
зуя неравенство

2 ⟨𝐻1𝑦(𝑡), 𝐺1(𝑦(θ))⟩ = 2
⟨

(𝐻1)1/2𝑦(𝑡), (𝐻1)1/2𝐺1(𝑦(θ))
⟩
6

6
𝑢𝐻
min𝑒

𝑚(𝑡−θ)/2

4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀ ‖(𝐻1)1/2𝑦(𝑡)‖2 +
4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀
𝑒−𝑚(𝑡−θ)/2

𝑢𝐻
min

‖(𝐻1)1/2𝐺1(𝑦(θ))‖2

и (2.7), получим

𝐼1(𝑡) 6

𝑡∫︁
−∞

(︃
4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀
𝑢𝐻
min

⟨𝐻1𝐺1(𝑦(θ)), 𝐺1(𝑦(θ))⟩ − 𝑢𝐻
min

4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀ ⟨𝐻1𝑦(θ), 𝑦(θ)⟩

)︃
×

×𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾1(𝑡− θ)𝑒−𝑚(𝑡−θ)/2 𝑑θ. (4.22)

В силу определений матриц 𝐻 и 𝐻1 имеем

⟨𝐻1𝑦(θ), 𝑦(θ)⟩ > 1

‖𝐻−1‖
(𝑦20(θ) + 𝑦21(θ)) >

1

2‖𝐻−1‖
(|𝑦0(θ)| + |𝑦1(θ)|)2.

Используя данное неравенство и формулу (4.21), из (4.22) получим оценку

𝐼1(𝑡) 6
4ω1

(︀
−𝑚

2

)︀
‖𝐻‖

𝑢𝐻
min

𝑡∫︁
−∞

⎡⎣‖𝐺1(𝑦(θ))‖2 −

(︃
𝑢𝐻
min

4
√

2ω1

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

)︃2

(|𝑦0(θ)| + |𝑦1(θ)|)2
⎤⎦×

×𝑒−𝐷(𝑡−θ)𝐾1(𝑡− θ)𝑒−𝑚(𝑡−θ)/2 𝑑θ. (4.23)

Если мы покажем, что выражение в квадратных скобках отрицательно при всех θ 6 0, то в силу непрерыв-
ности будет существовать такое число 𝑡1 > 0, что данное выражение будет отрицательным при всех θ < 𝑡1,
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следовательно, 𝐼1(𝑡) 6 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑡1). Отрицательность выражения в квадратных скобках при θ 6 0 в (4.23)
эквивалентна неравенству

‖𝐺1(ψ(θ))‖ <
𝑢𝐻
min

4
√

2ω1

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

(|ψ0(θ)| + |ψ1(θ)|).

В силу (2.3) справедливость данного неравенства вытекает из оценки

𝑥*
1|𝑓0(ψ0(θ))| + |ψ1(θ)||𝑓1(ψ0(θ))| < 𝑢𝐻

min

4
√

2ω1

(︀
−𝑚

2

)︀√︀
ν(𝐻)

(|ψ0(θ)| + |ψ1(θ)|). (4.24)

Проведя рассуждения, подобные рассуждениям после (4.20), и используя первое неравенство в (4.13), а также
(4.11), (4.8), (4.9), (4.5), (4.6), несложно показать выполнение неравенства (4.24).

2в) Оценивая 𝐼𝑖(𝑡) из (4.18), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, так же, как 𝐼1(𝑡) в пункте 2б), мы получим существование положи-
тельных 𝑡𝑖, таких, что 𝐼𝑖(𝑡) 6 0 при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑖).

3) Положим 𝑡* = min{𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} > 0, тогда

𝑛∑︁
𝑖=0

𝐼𝑖(𝑡) 6 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑡*).

Следовательно, при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*) из (4.16) имеем

𝑑

𝑑𝑡
̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −𝑢𝐻

min

4
⟨𝐻𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩−

−𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝑡∫︁
𝑡−θ

𝑒−𝑚(𝑡−η)⟨(Υ𝑖(θ) + 𝑄𝑖(θ))𝑦(η), 𝑦(η)⟩𝑑η𝑑θ. (4.25)

Используя (4.3) и (4.15), получим
𝑑

𝑑𝑡
̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) + ε0 ̂︀𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 0.

Из данного неравенства вытекает справедливость оценки (4.14) при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*).
4) Покажем, что данная оценка выполнена при всех 𝑡 > 0. Докажем от противного: пусть 𝑡* > 0 — это такое

максимальное конечное число, что оценка (4.14) справедлива при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*]. Следовательно, из (4.14) и второго
неравенства в определении ℰ из (4.13) при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*] имеем

|𝑦0(𝑡)| 6 ‖𝑦(𝑡)‖ 6
√︀
‖𝐻−1‖̂︀𝑉 1/2(0,ψ) < ρ.

Повторяя рассуждения, аналогичные рассуждениям в пункте 2), получим существование такого числа 𝑡** >
𝑡* > 0, что 𝐼𝑖(𝑡) 6 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, при 𝑡 ∈ [𝑡*, 𝑡* + 𝑡**), где 𝐼𝑖(𝑡) определенны в (4.17) и (4.18). Тогда из (4.16)
вытекает (4.25) при 𝑡 ∈ [𝑡*, 𝑡* + 𝑡**), следовательно, оценка (4.14) справедлива при 𝑡 ∈ (0, 𝑡* + 𝑡**), откуда
получаем противоречие. Это значит, что оценка (4.14) выполнена при всех 𝑡 > 0.

Теорема доказана.
Замечание. Если в формулировке теоремы величину 𝑢𝐻

min > 0 заменить на σ > 0 из (3.17), то результат
останется справедливым, поскольку в силу (3.16) выполнено неравенство 𝑢𝐻

min > σ.

Авторы выражают благодарность Г. В. Демиденко и И. И. Матвеевой за внимание к работе.
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Abstract. A model of competition between several microorganism species described by a system of nonlinear
differential equations with infinite distributed delay is considered. The case of asymptotic stability of the
equilibrium point corresponding to the survival of only one species and the extinction of all others is studied.
The conditions for the initial numbers of species and the initial concentration of the nutrient at which the
system reaches an equilibrium state are specified, and estimates of the stabilization rate are established. The
results are obtained using the Lyapunov–Krasovskii functional.
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В настоящей работе рассматривается вопрос сходимости итерационных процессов, применяемых к неявным
полностью консервативным разностным схемам трехмерной магнитной гидродинамики методов раздельно-
го и комбинированного решения групп разностных уравнений, которые разбиваются по физическим про-
цессам. Получены оценки сходимости итерационных процессов для рассматриваемых в данной работе чис-
ленных методов. Исследован вопрос области применимости как метода комбинированных, так и раздель-
ных способов решения разностных трехмерных уравнений магнитной гидродинамики. Учитывая, что прове-
денные исследования представленных алгоритмов носят в основном качественный характер, справедливость
полученных оценок была подтверждена численными экспериментами, причем рассматривались как модель-
ные, так и реальные задачи. Отметим, что полученные оценки сходимости итерационных процессов дают
возможность при решении трехмерных задач магнитной гидродинамики на любом шаге по времени выбрать
оптимальный численный метод решения разностных уравнений. Библ. 12. Фиг. 7.

Ключевые слова: уравнения трехмерной магнитной гидродинамики, неявная полностью консервативная раз-
ностная схема, сходимость итерационного процесса.

DOI: 10.31857/S0044466924080076, EDN: YARBOF

1. ВВЕДЕНИЕ

При моделировании задач на первом этапе определяется ее специфика и, исходя из этого, выбирается метод
или методы ее оптимального численного решения. Созданный на основе такого численного метода (методов)
комплекс программ (КП) может решать лишь узкий класс задач. Задачи, которые в данный класс не входят, ли-
бо решаются не эффективно, либо не решаются вообще. Создание достаточно универсального алгоритма для
решения широкого класса задач математической физики, как правило ,не приводит к положительным резуль-
татам из-за чрезвычайной громоздкости подобного алгоритма.

В работе уделяется большое внимание исследованию сходимости метода, примененного к неявной полно-
стью консервативной разностной схеме (ПКРС) трехмерной магнитной гидродинамики (МГД), раздельного и
комбинированного решения групп трехмерных разностных уравнений. Эти уравнения разбиты по физическим
процессам [1–3], а именно по группам: динамическая, тепловая и электромагнитная.

Метод раздельного решения разностных уравнений заключается в том, что эти три группы решаются раз-
дельно.

Комбинированный метод решения разностных уравнений заключается в том, что три группы объединяются
следующим образом: в первую группу включаются уравнения динамики и электромагнитного поля, а во вторую
группу — уравнения энергии.

Уравнение состояния является уравнением — связкой между тремя (двумя) группами. Уравнения трех (обе-
их) групп решаются некоторым итерационным методом, например, методом Ньютона, относительно опреде-
ленных переменных, а не входящие в эту группу переменные считаются “замороженными” и берутся с преды-
дущей итерации. Последовательное решение групп уравнений связывается внешним итерационным процес-
сом. Сходимость этого процесса контролируется по точности выполнения общего баланса энергии и точности
распределения полной энергии по ее отдельным видам.
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Полученные в настоящей работе теоретические оценки сходимости итерационных процессов для системы
разностных уравнений трехмерных МГД подтверждается численными расчетами как модельных, так и реаль-
ных физических задач.

2. СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

В декартовой системе координат система уравнений МГД имеет следующий вид (см. [4]):
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Здесь 𝑡 — время, U = (𝑢,𝑤, 𝑣) — вектор скорости вещества, ρ — плотность, 𝑇 — температура, 𝑃 — газоди-
намическое давление, ε — удельная внутренняя энергия, отнесенная к единице массы, W = (𝑊𝑥,𝑊𝑦,𝑊𝑧) —
вектор потока тепла, B = (𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧) — вектор магнитного поля, E = (𝐸𝑥, 𝐸𝑦, 𝐸𝑧) — вектор электрического
поля, J = (𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧) — вектор плотность тока, 𝐺Joul — массовая плотность энергии джоулева нагрева, κ —
коэффициенты теплопроводности (тензор), σ— коэффициенты электропроводности (тензор).
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3. СИСТЕМА РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ ТРЕХМЕРНОЙ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

Анализ сходимости итерационного процесса комбинированного решения системы разностных уравнений
МГД проведен в одномерном плоском случае в [5] и в двумерном случае в декартовых координатах в [3]. Пред-
полагалось, что κ = 0 и σ = ∞. Было показано, что для неявных схем процесс безусловно устойчивый лишь
при выполнении следующего условия:

𝐵2

8π
≥ (γ− 2)𝑃. (19)

При
𝐵2

8π
< (γ− 2)𝑃 условие устойчивости в одномерном случае имеет вид

∆𝑡 <
∆𝑚

2ρ
√︁

(γ− 2)𝑃
ρ
− 𝐵2

8πρ

. (20)

В двумерном случае условие устойчивости записывается в виде

∆𝑡 <
∆𝑚

2ρ(ℎ𝑥 + ℎ𝑦)
√︁

(γ− 2)𝑃
ρ
− 𝐵2

8πρ

. (21)

При учете диссипативных процессов [6] ограничения на временной шаг становятся менее обременитель-
ными. В дальнейшем при исследовании устойчивости процесса решения системы разностных уравнений ме-
тодами раздельного и комбинированного решения предполагаем отсутствие диссипативных процессов. Огра-
ничимся также случаем течения в магнитном поле, ориентированным перпендикулярно плоскости течения
(𝐵𝑥 = 𝐵𝑦 = 0).

Введем пространства сеточных функций определенных в узлах и ячейках разностной сетки (см. фиг. 1 и
фиг. 2). Обозначив их 𝐻Ω и 𝐻𝑤, соответственно. Для записи сеточных функций 𝑓 ∈ 𝐻Ω используем индексы
(𝑖, 𝑗, 𝑘): 𝑓𝑖𝑗𝑘 = 𝑓 ⊂ 𝐻Ω, а сеточные функции 𝑔 ∈ 𝐻𝑤 будем отмечать индексами (𝑚, 𝑙, 𝑛): 𝑔𝑚𝑙𝑛 = 𝑔 ⊂ 𝐻𝑤.
Полагаем, что массы всех ячеек ∆𝑚𝑚𝑙𝑛 = ∆𝑚 = const.

ĳk

mln

ĳk + 1

ĳ + 1k + 1

i + 1jk + 1

i + 1jk

ĳ + 1k

i + 1j + 1k + 1

i + 1j + 1k

Фиг. 1. Ш1 — шаблон ячейки.

ĳk

m − 1l − 1n

m − 1ln

ml − 1n

mln

mln − 1
m − 1ln − 1

m − 1l − 1n − 1

ml − 1n − 1

Фиг. 2. Ш2 — шаблон узла.
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В описанных выше предположениях система (1)–(18) аппроксимируется в неявных ПКРС в лагранжевых
переменных следующим образом:

∆𝑚𝑢𝑡 =
∑︁
𝑟∈Ш2

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥

)︂(︃
𝑅ρ̂𝑟𝑇𝑟 +

𝐵̂𝑟𝐵𝑟

8π

)︃
; (22)

∆𝑚𝑤𝑡 =
∑︁
𝑟∈Ш2

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦

)︂(︃
𝑅ρ̂𝑟𝑇𝑟 +

𝐵̂𝑟𝐵𝑟

8π

)︃
; (23)

∆𝑚𝑣𝑡 =
∑︁
𝑟∈Ш2

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧

)︂(︃
𝑅ρ̂𝑟𝑇𝑟 +

𝐵̂𝑟𝐵𝑟

8π

)︃
; (24)

𝐵̂𝑉 = 𝐵𝑉 ; (25)

∆𝑚

(︂
1

ρ

)︂
𝑡

= 𝑉𝑡 =
∑︁
𝑞∈Ш1

(︂(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑞

)︂
𝑢(0,5)
𝑞 +

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑦𝑞

)︂
𝑤(0,5)

𝑞 +

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑧𝑞

)︂
𝑣(0,5)𝑞

)︂
; (26)

1

γ− 1
(𝑇 − 𝑇 ) = − ρ̂𝑇

∆𝑚
(𝑉 − 𝑉 ), (27)

где объем ячейки

𝑉min =
1

6

[︁
(𝑥10 − 𝑥13)(𝑆𝑥

1 + 𝑆𝑥
3 ) + (𝑦10 − 𝑦13)(𝑆𝑦

1 + 𝑆𝑦
3 ) + (𝑧10 − 𝑧13)(𝑆𝑧

1 + 𝑆𝑧
3 )+

+ (𝑥12 − 𝑥11)(𝑆𝑥
2 + 𝑆𝑥

4 ) + (𝑦12 − 𝑦11)(𝑆𝑦
2 + 𝑆𝑦

4 ) + (𝑧12 − 𝑧11)(𝑆𝑧
2 + 𝑆𝑍

4 )+

+ (𝑥14 − 𝑥9)(𝑆𝑥
5 + 𝑆𝑥

6 ) + (𝑦14 − 𝑦9)(𝑆𝑦
5 + 𝑆𝑦

6 ) + (𝑧14 − 𝑧9)(𝑆𝑧
5 + 𝑆𝑧

6 )
]︁
.

Здесь

𝑟9 =
1

4
(𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟4); 𝑟10 =

1

4
(𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟5 + 𝑟6); 𝑟11 =

1

4
(𝑟1 + 𝑟4 + 𝑟5 + 𝑟8);

𝑟12 =
1

4
(𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟6 + 𝑟7); 𝑟13 =

1

4
(𝑟3 + 𝑟4 + 𝑟7 + 𝑟8); 𝑟14 =

1

4
(𝑟5 + 𝑟6 + 𝑟7 + 𝑟8);

𝑟1 = 𝑟𝑖+1𝑗𝑘; 𝑟2 = 𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘; 𝑟3 = 𝑟𝑖𝑗+1𝑘; 𝑟4 = 𝑟𝑖𝑗𝑘; 𝑟5 = 𝑟𝑖+1𝑗𝑘+1; 𝑟6 = 𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘+1;

𝑟7 = 𝑟𝑖𝑗+1𝑘+1; 𝑟8 = 𝑟𝑖𝑗𝑘+1; 𝑟 = 𝑥, 𝑦, 𝑧;

𝑆𝑟
1 =

1

2

[︀
(ψ2 − ψ5)(θ6 − θ1) + (ψ6 − ψ1)(θ5 − θ2)

]︀
;

𝑆𝑟
2 =

1

2

[︀
(ψ7 − ψ2)(θ6 − θ3) + (ψ6 − ψ3)(θ2 − θ7)

]︀
;

𝑆𝑟
3 =

1

2

[︀
(ψ3 − ψ8)(θ7 − θ4) + (ψ7 − ψ4)(θ8 − θ3)

]︀
;

𝑆𝑟
4 =

1

2

[︀
(ψ8 − ψ1)(θ5 − θ4) + (ψ5 − ψ4)(θ1 − θ8)

]︀
;

𝑆𝑟
5 =

1

2

[︀
(ψ1 − ψ3)(θ2 − θ4) + (ψ2 − ψ4)(θ3 − θ1)

]︀
;

𝑆𝑟
6 =

1

2

[︀
(ψ5 − ψ7)(θ6 − θ8) + (ψ6 − ψ8)(θ7 − θ5)

]︀
;

где 𝑟 = 𝑥, 𝑦, 𝑧.
Если 𝑟 = 𝑥, то ψ = 𝑦, θ = 𝑧.
Если 𝑟 = 𝑦, то ψ = 𝑧, θ = 𝑥.
Если 𝑟 = 𝑧, то ψ = 𝑥, θ = 𝑦.
∆𝑚𝑚𝑙𝑛 = ρ̂𝑚𝑙𝑛𝑉𝑚𝑙𝑛 = ρ𝑚𝑙𝑛𝑉𝑚𝑙𝑛.
Сеточные функции 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑤 и 𝑣 определены в узлах разностной сетки, а остальные сеточные функции

определены в ячейках.
При записи (22)–(27) использовалось безындексное представление сеточных функций [1]. В (22)–(24) и (27)

учитывается, что 𝑃 = 𝑅ρ𝑇 , ε = 𝑅𝑇
γ−1 .

Разностные уравнения (22)–(27) записаны на разностных шаблонах Ш1(𝑚, 𝑙, 𝑛) и Ш2(𝑖, 𝑗, 𝑘).
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Производные объемов по координатам, входящие в (22)–(24), представим в следующем виде:

𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟1
=

1

12
(𝑆𝑟

18 − 𝑆𝑟
13 − 𝑆𝑟

16);
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟2
=

1

12
(𝑆𝑟

27 + 𝑆𝑟
24 − 𝑆𝑟

25);
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟3
=

1

12
(−𝑆𝑟

36 + 𝑆𝑟
13 − 𝑆𝑟

38);

𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟4
=

1

12
(−𝑆𝑟

45 − 𝑆𝑟
24 − 𝑆𝑟

47);
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟5
=

1

12
(𝑆𝑟

45 − 𝑆𝑟
57 + 𝑆𝑟

25);
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟6
=

1

12
(𝑆𝑟

36 + 𝑆𝑟
68 + 𝑆𝑟

16);

𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟7
=

1

12
(−𝑆𝑟

27 + 𝑆𝑟
57 + 𝑆𝑟

47);
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑟8
=

1

12
(−𝑆𝑟

18 − 𝑆𝑟
68 + 𝑆𝑟

38).

(28)

Здесь

𝑆𝑟
18 =

1

2
(𝑆𝑟

1 + 𝑆𝑟
3) + (ψ12 − ψ11)(θ5 − θ4) + (θ12 − θ11)(ψ4 − ψ5);

𝑆𝑟
13 =

1

2
(𝑆𝑟

2 + 𝑆𝑟
4) + (ψ14 − ψ9)(θ2 − θ4) + (θ14 − θ9)(ψ4 − ψ2);

𝑆𝑟
16 =

1

2
(𝑆𝑟

5 + 𝑆𝑟
6) + (ψ10 − ψ13)(θ2 − θ5) + (θ10 − θ13)(ψ5 − ψ2);

𝑆𝑟
27 =

1

2
(𝑆𝑟

1 + 𝑆𝑟
3) + (ψ12 − ψ11)(θ6 − θ3) + (θ12 − θ11)(ψ3 − ψ6);

𝑆𝑟
24 =

1

2
(𝑆𝑟

2 + 𝑆𝑟
4) + (ψ14 − ψ9)(θ1 − θ3) + (θ14 − θ9)(ψ3 − ψ1);

𝑆𝑟
25 =

1

2
(𝑆𝑟

5 + 𝑆𝑟
6) + (ψ10 − ψ13)(θ6 − θ1) + (θ10 − θ13)(ψ1 − ψ6);

𝑆𝑟
36 =

1

2
(𝑆𝑟

1 + 𝑆𝑟
3) + (ψ12 − ψ11)(θ7 − θ2) + (θ12 − θ11)(ψ2 − ψ7);

𝑆𝑟
38 =

1

2
(𝑆𝑟

5 + 𝑆𝑟
6) + (ψ10 − ψ13)(θ7 − θ4) + (θ10 − θ13)(ψ4 − ψ7);

𝑆𝑟
45 =

1

2
(𝑆𝑟

1 + 𝑆𝑟
3) + (ψ12 − ψ11)(θ8 − θ1) + (θ12 − θ11)(ψ1 − ψ8);

𝑆𝑟
47 =

1

2
(𝑆𝑟

5 + 𝑆𝑟
6) + (ψ10 − ψ13)(θ3 − θ8) + (θ10 − θ13)(ψ8 − ψ3);

𝑆𝑟
57 =

1

2
(𝑆𝑟

2 + 𝑆𝑟
4) + (ψ14 − ψ9)(θ6 − θ8) + (θ14 − θ9)(ψ8 − ψ6);

𝑆𝑟
68 =

1

2
(𝑆𝑟

2 + 𝑆𝑟
4) + (ψ14 − ψ9)(θ5 − θ7) + (θ14 − θ9)(ψ7 − ψ5).

4. ОЦЕНКИ СХОДИМОСТИ ЧИСЛЕННЫХ АЛГОРИТМОВ

Для расчетов течений излучающей плазмы исходные модели типа (1)–(18) существенно усложняются – по-
скольку могут добавляться уравнения кинетики ионизации, радиационного энергообмена, учитываться двух-
температурность, использоваться табличные данные по состоянию вещества, его транспортным коэффициен-
там и оптическим свойствам и т.д.

Полный анализ сходимости методов решения нелинейных трехмерных уравнений МГД провести зачастую
или не удается, или количество упрощающих предположений делает результаты анализ не пригодными для
практического исследования.

В настоящей работе сходимость алгоритмов исследуется для линеаризированной системы (22)–(27). Дан-
ный подход к изучению методов решения нелинейной трехмерной системы МГД, несмотря на теоретическую
неполноту, позволяет сформулировать физически содержательные критерии сходимости итерационного про-
цесса. Заметим, что этими критериями удобно пользоваться при решении практических задач. Полученные при
анализе линеаризированной системы уравнений оценки можно также использовать для изучения сходимости
численного метода в нелинейном случае, поскольку, линеаризация является центральным пунктом многочис-
ленных методик [1, 7, 8]. Выводы из линейного анализа в работе проверены в методических расчетах и при
расчете реальной задачи.

При построении численных методов решения системы нелинейных уравнений используется принцип ло-
кального расщепления физических процессов. Реализующийся осуществляется через разделение системы раз-
ностных уравнений по видам физических процессов: уравнения динамики плазмы (D), уравнения электро-
магнитного поля (ЕМ) и уравнения теплового баланса (Т), описывающие энергообмен между компонентами
плазмы в двухтемпературном случае. В простейшем однотемпературном случае уравнение теплового баланса

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



ОЦЕНКИ СХОДИМОСТИ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОВ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 1429

(Т) одно — (27). Для построения конкретного алгоритма уравнения различных видов объединяются в группы.
Далее рассматривается как алгоритм, в котором разбиение на группы происходит следующим образом:

— к первой группе относят динамические (D) и электромагнитные (ЕМ) уравнения;
— ко второй — тепловые (Т) уравнения (метод комбинированного решения системы разностных уравнений)

и алгоритм, в котором все три группы решаются раздельно (метод раздельного решения системы разностных
уравнений).

Уравнения в каждой из этих двух (трех) групп решаются относительно определенных переменных, пере-
менные же, не входящие в данную группу, считаются “замороженными” и берутся с предыдущей итерации.
Последовательное решение групп разностных уравнений связано внешним итерационным процессом, в кото-
ром контролируется как точность решения разностных уравнений, так и точность выполнения энергетического
баланса.

Линеаризованные уравнения системы (22)–(27), соответствующие принятым выше ограничениям и харак-
теру итерационного процесса, который соответствует методу комбинированного решения, запишем в виде

∆𝑚
𝑢𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 − 𝑢𝑖𝑗𝑘

∆𝑡
=
∑︁
𝑟∈Ш2

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘

)︂(︂
𝑅
(︀
ρ𝑟𝑇𝑟 + 𝑇𝑟δρ

𝑠+1
𝑟 + ρ𝑟δ𝑇

𝑠
𝑟

)︀
+

𝐵𝑠+1
𝑟 𝐵𝑟

8π

)︂
; (29)

∆𝑚
𝑤𝑠+1

𝑖𝑗𝑘 − 𝑤𝑖𝑗𝑘

∆𝑡
=
∑︁
𝑟∈Ш2

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘

)︂(︂
𝑅
(︀
ρ𝑟𝑇𝑟 + 𝑇𝑟δρ

𝑠+1
𝑟 + ρ𝑟δ𝑇

𝑠
𝑟

)︀
+

𝐵𝑠+1
𝑟 𝐵𝑟

8π

)︂
; (30)

∆𝑚
𝑣𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 − 𝑣𝑖𝑗𝑘

∆𝑡
=
∑︁
𝑟∈Ш2

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘

)︂(︂
𝑅
(︀
ρ𝑟𝑇𝑟 + 𝑇𝑟δρ

𝑠+1
𝑟 + ρ𝑟δ𝑇

𝑠
𝑟

)︀
+

𝐵𝑠+1
𝑟 𝐵𝑟

8π

)︂
; (31)

δρ
𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 = −ρ

2
𝑚𝑙𝑛

∆𝑚
(𝑉 𝑠+1

𝑚𝑙𝑛 − 𝑉𝑚𝑙𝑛); (32)

𝐵𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 = 𝐵𝑚𝑙𝑛

[︁
1 − ρ𝑚𝑙𝑛

∆𝑚
(𝑉 𝑠+1

𝑚𝑙𝑛 − 𝑉𝑚𝑙𝑛)
]︁

; (33)

δ𝑇 𝑠
𝑚𝑙𝑛 = −γ− 1

∆𝑚
ρ𝑚𝑙𝑛𝑇𝑚𝑙𝑛(𝑉 𝑠

𝑚𝑙𝑛 − 𝑉𝑚𝑙𝑛); (34)

где

𝑉 𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 − 𝑉𝑚𝑙𝑛 =

∆𝑡

12

∑︁
𝑞∈Ш1

[︂(︂
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑥𝑞

)︂
(𝑢𝑞 + 𝑢𝑠+1

𝑞 ) +

(︂
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑦𝑞

)︂
(𝑤𝑞 + 𝑤𝑠+1

𝑞 ) +

(︂
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑧𝑞

)︂
(𝑣𝑞 + 𝑣𝑠+1

𝑞 )

]︂
.

Здесь искомые величины обозначаются индексом 𝑠 — соответственно номеру итерации. Исключив из (29)–
(31) δρ𝑠+1

𝑚𝑙𝑛, 𝐵𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 и δ𝑇 𝑠

𝑚𝑙𝑛 с помощью (32)–(34), получим систему трехмерных уравнений, которая связывает
𝑈𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 и 𝑈𝑠

𝑖𝑗𝑘:

(Λ1𝑈
𝑠+1)𝑖𝑗𝑘 = −(Λ2𝑈

𝑠)𝑖𝑗𝑘 + F𝑖𝑗𝑘, (35)

где F𝑖𝑗𝑘 = (𝐹
(1)
𝑖𝑗𝑘 , 𝐹

(2)
𝑖𝑗𝑘 , 𝐹

(3)
𝑖𝑗𝑘 ), 𝐹 (1)

𝑖𝑗𝑘 , 𝐹 (2)
𝑖𝑗𝑘 и 𝐹

(3)
𝑖𝑗𝑘 — свободные члены в преобразованных уравнениях (29), (30) и (31)

соответственно, в которые входят величины с предыдущего слоя по времени:

(Λ1𝑈)𝑖𝑗𝑘 = (Λ1(𝑢)𝑖𝑗𝑘,Λ1(𝑤)𝑖𝑗𝑘,Λ1(𝑣)𝑖𝑗𝑘), (Λ2𝑈)𝑖𝑗𝑘 = (Λ2(𝑢)𝑖𝑗𝑘,Λ2(𝑤)𝑖𝑗𝑘,Λ2(𝑣)𝑖𝑗𝑘), (36)

Λ1(𝑢)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑢𝑖𝑗𝑘 +
∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐1𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟, Λ1(𝑤)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑤𝑖𝑗𝑘 +

∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐1𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟,

Λ1(𝑣)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑣𝑖𝑗𝑘 +
∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐1𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟, Λ2(𝑢)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑢𝑖𝑗𝑘 +

∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐2𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟,

Λ2(𝑤)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑤𝑖𝑗𝑘 +
∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐2𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟, Λ2(𝑣)𝑖𝑗𝑘 = κ𝑣𝑖𝑗𝑘 +

∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐2𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘

)︂
𝐻𝑟, где κ = 2

(︂
∆𝑚

∆𝑡

)︂2

,

𝑐1𝑚𝑙𝑛 = 𝑅𝑇𝑚𝑙𝑛ρ
2
𝑚𝑙𝑛 +

𝐵2
𝑚𝑙𝑛ρ𝑚𝑙𝑛

8π
= 𝑃𝑚𝑙𝑛ρ𝑚𝑙𝑛 +

𝐵2
𝑚𝑙𝑛ρ𝑚𝑙𝑛

8π
, 𝑐2𝑚𝑙𝑛 = (γ− 1)𝑅𝑇𝑚𝑙𝑛ρ

2
𝑚𝑙𝑛 = (γ− 1)𝑃𝑚𝑙𝑛ρ𝑚𝑙𝑛,

(37)

𝐻𝑚𝑙𝑛 =
∑︁
𝑞∈Ш1

(︂
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑥𝑞
𝑢𝑠+1
𝑞 +

𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑦𝑞
𝑤𝑠+1

𝑞 +
𝜕𝑉𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑧𝑞
𝑣𝑠+1
𝑞

)︂
.
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1430 КРУКОВСКИЙ и др.

Рассмотрим итерационный процесс (35) на множестве сеточных функций, принимающих нулевые значения
на границе:

𝑈 ∈ Ω∘
ℎ, 𝑈

⃒⃒
Γℎ

= 0.

Покажем, что разностный оператор Λ1 обладает следующим свойством: Λ1 = Λ*
1 > 0.

Вычислим скалярное произведение (Λ1𝑈,𝑈). Учитывая форму записи производной объема по координатам
имеем

(Λ1𝑈,𝑈) =
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︀
Λ1(𝑢)𝑖𝑗𝑘𝑢𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + Λ1(𝑤)𝑖𝑗𝑘𝑤𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + Λ1(𝑣)𝑖𝑗𝑘𝑣𝑖𝑗𝑘∆𝑚

)︀
=

= ∆𝑚κ
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) + ∆𝑚
∑︁
𝑖𝑗𝑘

[︃∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐1𝑟𝐻𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
𝑢𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
𝑤𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
𝑣𝑖𝑗𝑘

)︂]︃
=

= ∆𝑚κ
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) + ∆𝑚
∑︁
𝑖𝑗𝑘

[︃∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐1𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
𝑢𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
𝑤𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
𝑣𝑖𝑗𝑘

)︂
×

×
∑︁
𝑞∈Ш1

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑞
𝑢𝑞 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑞
𝑤𝑞 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑞
𝑣𝑞

)︂⎤⎦ =

= ∆𝑚κ
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) +
∆𝑚

144

∑︁
𝑖𝑗𝑘

𝑐1𝑚𝑙𝑛𝐼
2
𝑖𝑗𝑘 = (𝑈,Λ1𝑈) > 0.

Таким образом, Λ1 = Λ*
1 > 0.

Суммирование идет по всем узлам, кроме граничных; 𝑚 = 𝑖, 𝑙 = 𝑗, 𝑛 = 𝑘. Здесь

𝐼 =
[︁
(𝑢1 − 𝑢8)𝑆𝑥

18 + (𝑢3 − 𝑢1)𝑆𝑥
13 + (𝑢6 − 𝑢1)𝑆𝑥

16 + (𝑢2 − 𝑢7)𝑆𝑥
27 + (𝑢2 − 𝑢4)𝑆𝑥

24 + (𝑢5 − 𝑢2)𝑆𝑥
25+

+(𝑢6 − 𝑢3)𝑆𝑥
36 + (𝑢8 − 𝑢3)𝑆𝑥

38 + (𝑢5 − 𝑢4)𝑆𝑥
45 + (𝑢7 − 𝑢4)𝑆𝑥

47 + (𝑢7 − 𝑢5)𝑆𝑥
57 + (𝑢6 − 𝑢8)𝑆𝑥

68+

+(𝑤1 − 𝑤8)𝑆𝑥
18 + (𝑤3 − 𝑤1)𝑆𝑥

13 + (𝑤6 − 𝑤1)𝑆𝑥
16 + (𝑤2 − 𝑤7)𝑆𝑥

27 + (𝑤2 − 𝑤4)𝑆𝑥
24 + (𝑤5 − 𝑤2)𝑆𝑥

25+

+(𝑤6 − 𝑤3)𝑆𝑥
36 + (𝑤8 − 𝑤3)𝑆𝑥

38 + (𝑤5 − 𝑤4)𝑆𝑥
45 + (𝑤7 − 𝑤4)𝑆𝑥

47 + (𝑤7 − 𝑤5)𝑆𝑥
57 + (𝑤6 − 𝑤8)𝑆𝑥

68+

+(𝑣1 − 𝑣8)𝑆𝑥
18 + (𝑣3 − 𝑣1)𝑆𝑥

13 + (𝑣6 − 𝑣1)𝑆𝑥
16 + (𝑣2 − 𝑣7)𝑆𝑥

27 + (𝑣2 − 𝑣4)𝑆𝑥
24 + (𝑣5 − 𝑣2)𝑆𝑥

25+

+(𝑣6 − 𝑣3)𝑆𝑥
36 + (𝑣8 − 𝑣3)𝑆𝑥

38 + (𝑣5 − 𝑣4)𝑆𝑥
45 + (𝑣7 − 𝑣4)𝑆𝑥

47 + (𝑣7 − 𝑣5)𝑆𝑥
57 + (𝑣6 − 𝑣8)𝑆𝑥

68

]︁
.

Покажем, что разностный оператор Λ2 обладает следующим свойством: Λ2 = Λ*
2 > 0.

Вычислим скалярное произведение (Λ2𝑈,𝑈). Учитывая (28), получим

(Λ2𝑈,𝑈) =
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︀
Λ2(𝑢)𝑖𝑗𝑘𝑢𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + Λ2(𝑤)𝑖𝑗𝑘𝑤𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + Λ2(𝑣)𝑖𝑗𝑘𝑣𝑖𝑗𝑘∆𝑚

)︀
=

= ∆𝑚
∑︁
𝑖𝑗𝑘

[︃∑︁
𝑟∈Ш2

𝑐2𝑟𝐻𝑟

(︂
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
𝑢𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
𝑤𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
𝑣𝑖𝑗𝑘

)︂]︃
=

∆𝑚

144

∑︁
𝑖𝑗𝑘

𝑐2𝑚𝑙𝑛𝐼
2
𝑖𝑗𝑘 = (𝑈,Λ2𝑈) > 0,

из этого следует, что Λ2 = Λ*
2 > 0.

Запишем итерационный процесс (35) в каноническом виде:

𝐵𝑈𝑡 + 𝐴𝑈 = 𝐹, 𝑈𝑡 =
𝑈𝑠+1 − 𝑈𝑠

τ𝑠
. (38)

Здесь 𝐵 = Λ1, 𝐴 = Λ1 + Λ2, τ𝑠 ≡ 1. Заметим, что 𝐵 = 𝐵* > 0, 𝐴 = 𝐴* > 0.
Поскольку операторы 𝐴 и 𝐵 не зависят от номера итерации, то процесс является стационарным. Достаточ-

ным условием для сходимости этого итерационного процесса является выполнение неравенства [8]:

𝐵 ≥ 0.5τ𝑠𝐴 (39)

или Λ1 ≥ Λ2.
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Вычислим скалярное произведение

𝑅𝑅 =
(︀
(Λ1 − Λ2)𝑈,𝑈

)︀
=
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︀
(Λ1 − Λ2)(𝑢)𝑖𝑗𝑘𝑢𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + (Λ1 − Λ2)(𝑤)𝑖𝑗𝑘𝑤𝑖𝑗𝑘∆𝑚 + (Λ1 − Λ2)(𝑣)𝑖𝑗𝑘𝑣𝑖𝑗𝑘∆𝑚

)︀
=

= ∆𝑚κ
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) +
∆𝑚

144

∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑐1𝑚𝑙𝑛 − 𝑐2𝑚𝑙𝑛)𝐼2𝑖𝑗𝑘.

Для всех (𝑖, 𝑗, 𝑘) справедливо неравенство

max
(︀⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗𝑘 − 𝑢𝑖𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖𝑗+1𝑘 − 𝑢𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑢𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑢𝑖𝑗+1𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑢𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑢𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖𝑗𝑘+1 − 𝑢𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,⃒⃒

𝑢𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑢𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑢𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑢𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑢𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑢𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑤𝑖+1𝑗𝑘 − 𝑤𝑖𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖𝑗+1𝑘 − 𝑤𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑤𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑤𝑖𝑗+1𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑤𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑤𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖𝑗𝑘+1 − 𝑤𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,⃒⃒

𝑤𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑤𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑤𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑤𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑤𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑤𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑣𝑖+1𝑗𝑘 − 𝑣𝑖𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖𝑗+1𝑘 − 𝑣𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑣𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑣𝑖𝑗+1𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑣𝑖𝑗𝑘
⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑣𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖𝑗𝑘+1 − 𝑣𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,⃒⃒

𝑣𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑣𝑖𝑗𝑘
⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑣𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑣𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑣𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑣𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
)︀
≤

≤

⎯⎸⎸⎷2

1∑︁
𝑘1=0

1∑︁
𝑘2=0

1∑︁
𝑘3=0

(𝑢2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑤2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑣2𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3
).

Поэтому, для любого 𝑈 будет справедливо неравенство:

∑︁
𝑖𝑗𝑘

𝐼2𝑖𝑗𝑘 ≤ 2
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︃
1∑︁

𝑘1=0

1∑︁
𝑘2=0

1∑︁
𝑘3=0

(𝑢2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑤2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑣2𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3
)

)︃
.

(︁
𝑆𝑥
18+𝑆𝑥

13+𝑆𝑥
16+𝑆𝑥

27+𝑆𝑥
24+𝑆𝑥

25+𝑆𝑥
36+𝑆𝑥

38+𝑆𝑥
45+𝑆𝑥

47+𝑆𝑥
57+𝑆𝑥

68+𝑆𝑦
18+𝑆𝑦

13+𝑆𝑦
16+𝑆𝑦

27+𝑆𝑦
24+𝑆𝑦

25+𝑆𝑦
36+𝑆𝑦

38+

𝑆𝑦
45 + +𝑆𝑦

47 + 𝑆𝑦
57 + 𝑆𝑦

68 + 𝑆𝑧
18 + 𝑆𝑧

13 + 𝑆𝑧
16 + 𝑆𝑧

27 + 𝑆𝑧
24 + 𝑆𝑧

25 + 𝑆𝑧
36 + 𝑆𝑧

38 + 𝑆𝑧
45 + 𝑆𝑧

47 + 𝑆𝑧
57 + 𝑆𝑧

68

)︁2
≤

≤ 2 × 9 × 144 × (𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)2 ·
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︃
1∑︁

𝑘1=0

1∑︁
𝑘2=0

1∑︁
𝑘3=0

(𝑢2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑤2
𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑣2𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3
)

)︃
.

Здесь 𝑆𝑥 = ℎ𝑦ℎ𝑧; 𝑆𝑦 = ℎ𝑥ℎ𝑧; 𝑆𝑧 = ℎ𝑥ℎ𝑦;

ℎ𝑟 = max
𝑖𝑗𝑘

{︁⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗𝑘 − 𝑟𝑖𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖𝑗+1𝑘 − 𝑟𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑟𝑖+1𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑟𝑖𝑗+1𝑘+1

⃒⃒
,⃒⃒

𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘 − 𝑟𝑖𝑗𝑘
⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑟𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖𝑗𝑘+1 − 𝑟𝑖𝑗+1𝑘

⃒⃒
,⃒⃒

𝑟𝑖+1𝑗𝑘+1 − 𝑟𝑖𝑗𝑘
⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑟𝑖𝑗𝑘

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖𝑗+1𝑘+1 − 𝑟𝑖+1𝑗𝑘+1

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑟𝑖+1𝑗+1𝑘+1 − 𝑟𝑖𝑗𝑘+1

⃒⃒}︁
.

Здесь учитываем, что 𝑆𝑟
𝑘1𝑘2

≤ 3𝑆𝑟, 𝑟 = 𝑥, 𝑦, 𝑧. Кроме того, справедливо тождество:

∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 +𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) =
1

8

∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︀
𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑢2

𝑖+1𝑗𝑘 + 𝑢2
𝑖𝑗+1𝑘 + 𝑢2

𝑖+1𝑗+1𝑘 + 𝑢2
𝑖𝑗𝑘+1 + 𝑢2

𝑖+1𝑗𝑘+1 + 𝑢2
𝑖𝑗+1𝑘+1 + 𝑢2

𝑖+1𝑗+1𝑘+1+

+ 𝑤2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖+1𝑗𝑘 + 𝑤2
𝑖𝑗+1𝑘 + 𝑤2

𝑖+1𝑗+1𝑘 + 𝑤2
𝑖𝑗𝑘+1 + 𝑤2

𝑖+1𝑗𝑘+1 + 𝑤2
𝑖𝑗+1𝑘+1 + 𝑤2

𝑖+1𝑗+1𝑘+1+

+ 𝑣2𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖+1𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗+1𝑘 + 𝑣2𝑖+1𝑗+1𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘+1 + 𝑣2𝑖+1𝑗𝑘+1 + 𝑣2𝑖𝑗+1𝑘+1 + 𝑣2𝑖+1𝑗+1𝑘+1

)︀
.

Следовательно, для любого 𝑈 выполняется неравенство

2 × 9 × 144 × (𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)2
∑︁
𝑖𝑗𝑘

(𝑢2
𝑖𝑗𝑘 + 𝑤2

𝑖𝑗𝑘 + 𝑣2𝑖𝑗𝑘) ≥
∑︁
𝑖𝑗𝑘

𝐼2𝑖𝑗𝑘.
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Учитывая последнее неравенство, получим

𝑅𝑅 ≥ ∆𝑚

144

∑︁
𝑖𝑗𝑘

(︂
κ

9 × 16 × (𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)
+ 𝑐1𝑚𝑙𝑛 − 𝑐2𝑚𝑙𝑛

)︂
𝐼2𝑖𝑗𝑘 ≥

≥ ∆𝑚

144
𝑁 · min

𝑖𝑗𝑘

(︂
κ

9 × 16 × (𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)
+ 𝑐1𝑚𝑙𝑛 − 𝑐2𝑚𝑙𝑛

)︂
𝐼2𝑖𝑗𝑘.

Здесь 𝑁 — число узлов разностной сетки, кроме граничных.
Сходимость итерационного процесса (35) имеет место, если

κ

9 × 16 × (𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)
+ 𝑐1𝑚𝑙𝑛 − 𝑐2𝑚𝑙𝑛 ≥ 0

выполняется во всех ячейках разностной сетки, т.е. при

𝐵2

8π
≥ (γ− 2)𝑃. (40)

В противном случае условие сходимости имеет следующий вид:

∆𝑡 <

√
2 · ∆𝑚

12ρ(𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)

√︃
(γ− 2)

𝑃

ρ
− 𝐵2

8πρ

. (41)

Таким образом, критерий устойчивости для трехмерного метода комбинированного решения (40) совпадает
с критериями для одномерного и двумерного аналогов метода (19). При этом ограничения на шаг по времени
при нарушении условия (40), несколько строже ограничения на шаг по времени как для одномерного (20), так
и для двумерного (21) аналогов.

Поскольку для большинства практических задач γ < 2, в этом случае условие сходимости (40) выполняется
автоматически.

Рассмотрим теперь сходимость метода раздельного решения основных разностных уравнений (22)–(27). То-
гда система разностных уравнений разделяется на три группы: к первой группе относятся динамические урав-
нения, ко второй — уравнения энергии, к третьей — уравнения электромагнитного поля. Далее решение про-
водится аналогично предыдущему по группам и также связывается общим итерационным циклом.

Анализ устойчивости данного алгоритма решения разностных уравнений проводится тем же способом, как
и показано выше. Итерационный процесс, соответствующий этому алгоритму, сводится к (36) и (37) при

𝑐1𝑚𝑙𝑛 = 𝑅𝑇𝑚𝑙𝑛ρ
2
𝑚𝑙𝑛; 𝑐2𝑚𝑙𝑛 = (γ− 1)𝑅𝑇𝑚𝑙𝑛ρ

2
𝑚𝑙𝑛 +

𝐵2
𝑚𝑙𝑛ρ𝑚𝑙𝑛

8π
.

Таким образом, метод раздельного решения трехмерных МГД-уравнений будет сходиться, при справедли-
вости условия

𝐵2

8π
≤ (2 − γ)𝑃 (42)

в каждой ячейке разностной сетки. В противном случае этот метод сходится при условии:

∆𝑡 <

√
2 · ∆𝑚

12ρ(𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧)

√︃
(γ− 2)

𝑃

ρ
+

𝐵2

8πρ

. (43)

5. ПРИМЕРЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

Учитывая, что проведенные выше исследования алгоритмов раздельного и комбинированного решения
групп разностных уравнений носят в основном качественный характер, справедливость полученных выше оце-
нок необходимо проверить численными расчетами.

Рассмотрим модельную задачу. В начальный момент времени 𝑡 = 0 покоящееся вещество занимает область:
−3 ≤ 𝑥 ≤ 3, −3 ≤ 𝑦 ≤ 3, −3 ≤ 𝑧 ≤ 3. Начальная плотность и температура равны соответственно ρ0 = 0.2,
𝑇0 = 0.9. Вещество является идеальным газом 𝑃 = ρ𝑇 , внутренняя энергия ε = 𝑇

γ−1 . Газ нетеплопроводный,
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т.е. κ = 0. Он помещен в однородное магнитное поле 𝐵 = (𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧), и является практически “вморожен-
ным”: σ = 1012. На границах 𝑧 = 𝑧лев(𝑡) и 𝑧 = 𝑧прав(𝑡) задана малая скорость 𝑈лев(𝑡) = 𝑈прав(𝑡) = ±0.01, на
границах 𝑥 = 𝑥лев(𝑡), 𝑥 = 𝑥прав(𝑡), 𝑦 = 𝑦лев(𝑡) и 𝑦 = 𝑦прав(𝑡) задается нулевая скорость.

В данной постановке акустические колебания в среде распространяются со скоростью, много большей ско-
рости выдвижения (вдвижения) поршня. Следовательно, в любой момент времени распределение плотности
газа и магнитного поля практически однородно.

Задача решалась для различных значений величин 𝐵 =
√︁
𝐵2

𝑥 + 𝐵2
𝑦 + 𝐵2

𝑧 и γ: 0 ≤ 𝐵 ≤ 2000, 1 < γ ≤ 15.

Данный класс задач решался как в лагранжевых, так и в смешанных эйлерово-лагранжевых переменных (СЭЛ)
[12].

Расчеты проводились методами раздельного и комбинированного решения групп разностных уравнений
Ограничения на временной шаг в численных расчетах хорошо согласуются с оценками, полученными в на-

стоящей работе. При γ ≤ 2 расчеты с любыми магнитными полями комбинированным методом проходили
практически без ограничения на шаг по времени (в расчетах ∆𝑡 = 1). Расчеты раздельным методом абсолютно
устойчивы только при 𝐵 < 4.6, при 𝐵 = 100 шаг интегрирования 𝑡 ≈ 0.0013, а при 𝐵 = 1000 — ∆𝑡 ≈ 0.00012,
что неприемлемо при решении практических задач. Оценки полученные в работе, справедливы как для лагран-
жевых, так и для СЭЛ переменных.

Рассмотрим расчет, моделирует сжатие плазмы лайнером (газоплазменной оболочкой), ускоряемым элек-
тродинамически импульсом тока [9, 10]). В начальный момент времени неподвижная плазма занимает область
0 ≤ 𝑅 ≤ 2.5, 0 ≤ 𝑍 ≤ 1 и 0 < ϕ ≤ 2π (рассматривается (𝑅, ϕ, 𝑍) геометрия). Расчет проводился в СЭЛ
переменных. Начальная температура 𝑇𝑒 = 𝑇𝑖 = 1 эВ (рассматривается двухтемпературная модель). В области
2 ≤ 𝑅 ≤ 2.25 моделируется лайнер с плотностью, соответствующей ρл = 1.97 · 10−3 ·

(︀
1 + 0.1 · sin(π𝑧2 )

)︀
г/см3, в

остальной области моделируется плазма с плотностью ρпл = 2 · 10−6 г/см3 (см. фиг. 3).

1.0
Z

0.5

0.5 1.0 1.5

t = 0.0000E+00 ns

R
2.0

0.0020
0.0018
0.0016
0.0014
0.0012
0.0010
0.0008
0.0006
0.0004
0.0002

DENS

Фиг. 3. Начальное распределение плотности, ϕ = π.

Вещество-вольфрам. Уравнение состояния приводится в работе [11]. Газ помещен в однородное магнитное
поле 𝐵𝑧 = 50 кГс. На внешней границе 𝐵ϕ(𝑟прав,ϕ, 𝑧) = 𝐵0 · sin( π𝑡

0.16 ). Здесь 𝑡 время, которое измеряется в мкс.,
𝐵0 = 2 МГс.

На фиг. 4–7 представлены результаты расчета динамики лайнера на момент времени 0.13 мкс в виде распре-
деленной плотности в г/см3; радиальной компоненты скорости 𝑈𝑅 в 106 см/с; 𝐵ϕ ·𝑅 — компоненты магнитной
индукции 𝐵ϕ в МГс, умноженной на радиус 𝑅; компоненты магнитной индукции 𝐵𝑧 в МГс. Около этого мо-
мента времени лайнер достигает осевой линии и продолжает схлопываться.

Провести расчет удалось только методом комбинированного решения групп разностных уравнений. При
решении задачи методом раздельного решения, при росте𝐵ϕ(𝑡) шаг по времени резко падает, что подтверждено
оценками, полученными в данной работе (см. формулы (42), (43)).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные в работе оценки сходимости алгоритмов раздельного и комбинированного решения системы
трехмерных разностных уравнений подкреплены численными модельными расчетами и расчетами практиче-
ских задач. При решении конкретной задачи представляется целесообразным задействовать оба описанных в
настоящей работе численных метода. Вначале каждого временного шага анализируем физическое соотношение
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Фиг. 4. Распределение плотности на момент времени 0.13 мкс, ϕ = π.

1.0
Z

0.5

0.5 1.0 1.5

t = 0.1300E+03 ns

R
2.0

−10
−20
−30
−40
−50
−60
−70
−80
−90
−100
−110
−120

Velr

Фиг. 5. Распределение радиальной компоненты скорости 𝑈𝑅 на момент времени 0.13 мкс, ϕ = π.
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Фиг. 7. Распределение компоненты магнитной индукции 𝐵𝑧 на момент времени 0.13 мкс, ϕ = π.

параметров вещества и магнитного поля. В случае выполнения на данном временном шаге условия сходимо-
сти для метода раздельного решения системы разностных уравнений целесообразно использовать именно этот
метод. В противном случае необходимо применить более универсальный метод комбинированного решения
системы разностных уравнений.
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Abstract. This paper addresses the convergence of iterative processes applied to implicit, fully conservative
difference schemes in three-dimensional magnetohydrodynamics, using both separate and combined
solution methods for groups of difference equations split by physical processes. Convergence estimates
for the iterative processes of the numerical methods considered in this study are obtained. The
applicability of both combined and separate methods for solving three-dimensional difference equations
in magnetohydrodynamics is examined. Given that the presented algorithm analysis is mainly qualitative,
the validity of the obtained estimates was confirmed through numerical experiments on both model and
real-world problems. Notably, the convergence estimates of the iterative processes allow for the selection of
an optimal numerical method for solving difference equations in three-dimensional magnetohydrodynamic
problems at any time step.

Keywords: three-dimensional magnetohydrodynamics equations, implicit fully conservative difference
scheme, convergence of iterative process.
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Представлена модификация метода РОМБ для численного решения нестационарных нелинейных уравне-
ний теплопроводности. Модифицированные разностные схемы являются консервативными и на гладких
решениях аппроксимируют модельные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами со
вторым порядком по времени и по пространству. Для модифицированных разностных схем приведены пер-
вые дифференциальные приближения, которые позволяют оценить погрешности аппроксимации в схемах.
Библ. 14. Табл. 1.

Ключевые слова: нестационарное нелинейное уравнение теплопроводности, разностные схемы предиктор-
корректор, метод РОМБ.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Метод РОМБ является одним из методов численного решения нестационарных нелинейных одномер-
ных [1], двумерных [2–3] и трехмерных [4] уравнений теплопроводности. Разностные схемы в методе РОМБ
являются схемами типа предиктор-корректор [5–6], позволяют получать монотонные численные решения ши-
рокого класса прикладных задач и аппроксимируют исходные дифференциальные уравнения теплопроводно-
сти с первым порядком по времени и вторым по пространству [3]. Метод предназначен для его применения
при решении уравнений газовой динамики, поэтому уравнение теплопроводности — это квазилинейное урав-
нений вида 𝜕𝐸/𝜕𝑡 = div(𝑘 grad𝑇 ), где внутренняя энергия 𝐸 и температура 𝑇 вещества связаны уравнением
состояния, в общем случае нелинейным.

Численные решения многомерных (2D или 3D) уравнений теплопроводности в схеме РОМБ находятся ите-
рациями методом переменных направлений со стабилизирующей поправкой [6–7].

Если внутренняя энергия зависит от температуры нелинейно, то уравнения теплопроводности путем лине-
аризации энергии по температуре преобразуется к уравнению для вычисления температуры. Это уравнение в
дальнейшем будем называть линеаризованным уравнением теплопроводности. Разностные схемы РОМБ (1D–
3D) относятся к схемам типа предиктор-корректор и конструируются на основе линеаризованного уравнения
теплопроводности.

В результате линеаризации энергии по температуре в линеаризованных уравнениях теплопроводности по-
являются недивергентные члены, которые можно рассматривать как источник погрешностей аппроксимации.
Погрешности аппроксимации проявляются в нарушении консервативности разностных схем: дисбаланс по
энергии отличен от нуля. Поэтому вопрос устранения источника этих погрешностей в методе РОМБ является
актуальным.

Здесь представлена модификация метода РОМБ, которая позволяет повысить точность метода, обеспечить
консервативность и устранить отмеченный выше источник погрешностей аппроксимации. Суть модификации
состоит в том, что на этапе предиктор температуры и тепловые потоки на гранях ячеек вычисляются на про-
межуточных дробных временных шагах по методу РОМБ; а на этапе корректор вместо расчета температуры из
линеаризованного уравнения вычисляется удельная внутренняя энергия вещества из дивергентного нелиней-
ного уравнения теплопроводности без линеаризации энергии по температуре.

Особенности модификации метода РОМБ излагаются на примере решения двумерного уравнения тепло-
проводности в случае плоской симметрии.
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2. МЕТОД РОМБ ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

2.1. Постановка задачи

Двумерное уравнение теплопроводности в случае плоской симметрии запишем в виде

𝜕𝐸

𝜕𝑡
=

1

ρ

[︂
𝜕

𝜕𝑥

(︂
æ
𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
æ
𝜕𝑇

𝜕𝑦

)︂]︂
+𝑄. (2.1)

Здесь 𝑥, 𝑦 и 𝑡 — независимые переменные по пространству и времени соответственно, 𝐸, 𝑇 — неизвест-
ные функции, 𝐸 — удельная внутренняя энергия вещества, 𝑇 — температура вещества, æ(ρ, 𝑇 )— коэффици-
ент теплопроводности, ρ, 𝑄 — известные функции, ρ — удельная плотность вещества, 𝑄 — функция источни-
ка. Уравнение (2.1) дополняется уравнением состояния вещества в форме 𝐸 = 𝐸(ρ, 𝑇 ). Начальные условия:
𝑇 (0, 𝑥, 𝑦) = 𝑇0(𝑥, 𝑦) заданы на плоскости 𝑥, 𝑦 в области D, ограниченной контуром 𝐿. Граничные условия:
α𝑇 + βS *n = ϕ(𝑡) для (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿, n — внешняя нормаль к 𝐿, S(𝑆𝑥, 𝑆𝑦) = −æ∇𝑇 — вектор плотности теплового
потока, 𝑆𝑥, 𝑆𝑦 — компоненты вектора плотности теплового потока S вдоль координатных осей 𝑥, 𝑦 соответ-
ственно, ∇ = (𝜕/𝜕𝑥, 𝜕/𝜕𝑦)𝑇 , α, β, ϕ — параметры, с помощью которых можно задать различные граничные
условия.

Требуется найти решение начально-краевой задачи для уравнения (2.1) при 𝑡 > 0.

2.2. Основы подхода к решению нестационарного нелинейного уравнения теплопроводности методом РОМБ

Поскольку метод РОМБ подробно описан во многих публикациях, в частности, в работах [1–4], то здесь
приводится краткое описание метода РОМБ для решения нестационарного нелинейного уравнения теплопро-
водности в двумерном случае.

Уравнение теплопроводности (2.1) в методе РОМБ записывается в потоковой форме в виде
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Численное решение уравнения теплопроводности (2.2) находится итерациями методом переменных на-
правлений со стабилизирующей поправкой [6–7] расщеплением по направлениям (называемых в схеме РОМБ
каналами). Эти итерации в дальнейшем будем называть внешними. На каждой внешней итерации решения урав-
нения теплопроводности находятся в два этапа. На первом этапе решение находится прогонками вдоль одно-
го каналов (отвечающего координате 𝑥), на втором — вдоль второго (отвечающего координате 𝑦). Переход от
внешней итерации µ к итерации µ+ 1 имеет вид
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Если коэффициент теплопроводности зависит от температуры, то при его вычислении температура берется
с предыдущей µ-й итерации.

Если внутренняя энергия 𝐸 зависит от температуры нелинейно, то уравнения (2.3), (2.4) преобразуются к
уравнениям для вычисления температуры с помощью линеаризации энергии по температуре:

𝐸(ρ, 𝑇 𝑣+1) ≡ 𝐸𝑣+1 ∼= 𝐸𝑣 + 𝐸𝑣
𝑇 (ρ, 𝑇

𝑣)(𝑇 𝑣+1 − 𝑇 𝑣). (2.5)

Из этого соотношения по найденной энергии 𝐸𝑣+1 находится температура 𝑇 𝑣+1. Здесь 𝑣 — это номер ите-
рации по нелинейности энергии, 𝐸𝑣

𝑇 = (𝜕𝐸/𝜕𝑇 )𝑣. Эти итерации будем называть внутренними. Из (2.5) следует

𝜕𝐸𝑣+1
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.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ПОВЫШЕНИЮ ТОЧНОСТИ И ЭФФЕКТИВНОСТИ МЕТОДА РОМБ 1439

Точность выполнения внешних и внутренних итераций задается некоторыми постоянными, называемыми
константами сходимости.

Систему уравнений (2.3), (2.4) с линеаризованным уравнением теплопроводности для вычисления темпе-
ратуры запишем в виде
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𝜕𝑡
+

1

ρ𝐸𝑇 (ρ, 𝑇 𝑣)

(︃(︂
𝜕𝑆𝑥

𝜕𝑥

)︂𝑣+1

+

(︂
𝜕𝑆𝑦

𝜕𝑦

)︂µ)︃
=

1

𝐸𝑇 (ρ, 𝑇 𝑣)

(︂
𝑄+

𝜕𝐸𝑣

𝜕𝑡

)︂
, (2.6)

(𝑆𝑥)
𝑣+1 +æµ 𝜕𝑇

𝑣+1

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑇 𝑣+1

𝜕𝑡
+

1

ρ𝐸𝑇 (ρ, 𝑇 𝑣)

(︃(︂
𝜕𝑆𝑥

𝜕𝑥

)︂µ+1/2

+

(︂
𝜕𝑆𝑦

𝜕𝑦

)︂𝑣+1
)︃

=
1

𝐸𝑇 (ρ, 𝑇 𝑣)

(︂
𝑄+

𝜕𝐸𝑣

𝜕𝑡

)︂
, (2.7)

(𝑆𝑦)
𝑣+1 +æµ 𝜕𝑇

𝑣+1

𝜕𝑦
= 0.

Решения уравнений (2.6), (2.7) находятся внутренними итерациями по 𝑣. Для вычисления промежуточных
температур и тепловых потоков на гранях ячеек система уравнений (2.6), (2.7) дополняется соотношениями
связи вдоль каналов между температурой и тепловыми потоками, заданными в центрах и на соответствующих
гранях ячеек [3]. Промежуточные температуры и тепловые потоки на гранях ячеек вычисляются из решения
расширенной системы уравнений по неявным разностным схемам в момент времени 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + τ (это этап
предиктор).

Температура в центрах ячеек вычисляется из разностных уравнений (2.6), (2.7) (это этап корректор).
Если решается уравнение (2.6), то 𝑇 𝑣=0 = 𝑇𝑛, т.е. температура берется с нижнего слоя по времени. При схо-

димости внутренних 𝑣-итераций с заданной точностью температура 𝑇 µ+1/2, отвечающая внешней µ-итерации,
полагается равной температуре 𝑇 𝑣+1 на последней внутренней итерации. Если решается уравнение (2.7), то
𝑇 𝑣=0 = 𝑇 µ+1/2. Затем, при сходимости внешних итераций с заданной точностью температура 𝑇 µ+1 на внешней
итерации с номером µ + 1 полагается равной температуре 𝑇 𝑣+1. Контроль сходимости внутренних итераций
проверяется в каждой точке 𝑖, 𝑗 по условию⃒⃒

𝑇 𝑣+1
𝑖,𝑗 − 𝑇 𝑣

𝑖,𝑗

⃒⃒
< ε1(1 + 𝑇 𝑣

𝑖,𝑗).

Здесь ε1 — константа сходимости внутренних итераций, 𝑇 𝑣+1
𝑖,𝑗 , 𝑇 𝑣

𝑖,𝑗 — температура вещества в центре ячейки 𝑖,
𝑗 на 𝑣 + 1 и 𝑣 итерациях соответственно. Если условие выполнено, то итерации заканчиваются.

Контроль сходимости внешних итераций проверяется по условию⃒⃒
𝑇
µ+1
𝑖,𝑗 − 𝑇

µ

𝑖,𝑗

⃒⃒
< ε2(1 + 𝑇

µ

𝑖,𝑗).

Здесь ε2 — константа сходимости внешних итераций. Температура 𝑇𝑛+1
𝑖,𝑗 в центре ячейки при сходимости внеш-

них µ-итераций полагается равной температуре на последней итерации

𝑇𝑛+1
𝑖,𝑗 = 𝑇

µ+1
𝑖,𝑗 .

Удельная внутренняя энергия вещества в центрах ячеек вычисляется из уравнения состояния.
Поскольку уравнения теплопроводности (2.6), (2.7) недивергентные и решения находятся итерациями, то

консервативность и дисбаланс схем зависят от констант сходимости ε1, ε2, что можно отнести к недостаткам
метода РОМБ.

3. МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД РОМБ ДЛЯ РЕШЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНОГО
НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Основная цель модификации метода РОМБ направлена на повышение точности численных решений за
счет устранения отмеченных выше недостатков в методе РОМБ, а именно, первый порядок аппроксимации по
времени и нарушение консервативности в случае нелинейной зависимости внутренней энергии от температу-
ры. В предлагаемой модифицированной схеме повышение порядка аппроксимации достигается за счет пере-
хода к вычислению промежуточных величин температуры и тепловых потоков на гранях ячеек в другой момент
времени 𝑡𝑛+1/2 = 𝑡𝑛 + τ*, 0 < τ* < τ. Параметр τ* подбирается так, чтобы решения были монотонными, и
на гладких решениях разностная схема аппроксимировала бы дифференциальные уравнения с повышенным
вторым порядком по времени [8–9].
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Обеспечение консервативности схем в случае нелинейной зависимости внутренней энергии от температуры
достигается за счет перехода на этапе корректор от вычисления температуры к вычислению удельной внутрен-
ней энергии из дивергентных уравнений теплопроводности (2.3), (2.4) без линеаризации энергии.

В результате модифицированная разностная схема является консервативной, т.е. дисбаланс внутренней
энергии равен нулю и не зависит от итераций по нелинейности энергии. На верхнем слое по времени темпера-
тура вещества 𝑇𝑛+1

𝑖,𝑗 вычисляется в центрах ячеек из уравнения состояния, например, итерационным методом
Ньютона, но эта процедура уже не нарушает баланс внутренней энергии.

Рассмотрим аппроксимацию модифицированной разностной схемы. Для простоты изложения предполо-
жим, что плотность вещества ρ = 1, источник энергии 𝑄 = 0, внутренняя энергия зависит от температуры
линейно 𝐸(ρ, 𝑇 ) = 𝑇 и коэффициент теплопроводности æ(ρ, 𝑇 ) = 𝑘 = const. Для исключения влияния по-
грешности внешних µ-итерации, доводим их до сходимости с точностью, при которой погрешность расщеп-
ления по направлениям можно считать равной нулю. Область интегрирования — прямоугольник со сторона-
ми параллельными координатным осям. Разностное уравнение для вычисления удельной внутренней энергии
(температуры) в этом случае записывается в виде

𝑇𝑛+1
𝑖,𝑗 − 𝑇𝑛

𝑖,𝑗

τ
+

𝑆
𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2 − 𝑆

𝑛+1/2
𝑖,𝑗−1/2

Δ𝑥
+

𝑆
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗 − 𝑆

𝑛+1/2
𝑖−1/2,𝑗

Δ𝑦
= 0. (3.1)

Здесь τ, Δ𝑥, Δ𝑦 — шаги интегрирования вдоль осей 𝑡, 𝑥, 𝑦 соответственно, 𝑆𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2 — тепловые потоки, которые

вычислены на гранях ячеек по неявной разностной схеме методом РОМБ [3] в момент времени 𝑡𝑛+1/2 = 𝑡𝑛+τ*,
τ* > 0. Разностные сетки являются равномерными вдоль каждого направления. Первое дифференциальное
приближение (ПДП) [10] схемы (3.1) выпишем в виде

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+

𝜕𝑆𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑆𝑦

𝜕𝑦
= 𝑤. (3.2)

Здесь 𝑤 ≡ 𝑤(τ*, τ,Δ𝑥,Δ𝑦),

𝑤 = 𝑘2(2τ* − 0.5τ)

(︂
𝜕4𝑇

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑇

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

𝜕4𝑇

𝜕𝑦4

)︂
+ 𝑘

(︂
(Δ𝑥)2

12

𝜕4𝑇

𝜕𝑥4
+

(Δ𝑦)2

12

𝜕4𝑇

𝜕𝑦4

)︂
.

Правую часть 𝑤 ПДП (3.2) можно рассматривать как основную погрешность аппроксимации дифференциаль-
ного уравнения теплопроводности

𝜕𝑇

𝜕𝑡
− 𝑘

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
− 𝑘

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
= 0.

Замечание. ПДП упрощенной разностной схемы в [4] для решения нестационарного уравнения теплопро-
водности с постоянными коэффициентами и с тремя пространственными переменными запишется в виде

𝜕𝑇

𝜕𝑡
− 𝑘

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
− 𝑘

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
− 𝑘

𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
= 𝑤, (3.3)

𝑤 = (2τ* − 0.5τ)𝑘2
(︂
𝜕4𝑇

𝜕𝑥4
+

𝜕4𝑇

𝜕𝑦4
+

𝜕4𝑇

𝜕𝑧4
+ 2

𝜕4𝑇

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 2

𝜕4𝑇

𝜕𝑥2𝜕𝑧2
+ 2

𝜕4𝑇

𝜕𝑧2𝜕𝑦2

)︂
+

+
1

12
(Δ𝑥)2𝑘

𝜕4𝑇

𝜕𝑥4
+

1

12
(Δ𝑦)2𝑘

𝜕4𝑇

𝜕𝑦4
+

1

12
(Δ𝑧)2𝑘

𝜕4𝑆𝑧

𝜕𝑧4
.

Из ПДП (3.2), (3.3) следует, что разностные схемы с двумя и тремя пространственными переменны-
ми аппроксимируют соответствующие дифференциальные уравнения теплопроводности с постоянными ко-
эффициентами с первым порядком по времени и вторым по пространству. Погрешность аппроксимации
𝑂(τ, (Δ𝑥)2, (Δ𝑦)2). Погрешности аппроксимации при τ* = 0 и τ* = 0.5τ в явной и неявной разностных схе-
мах соответственно для решения одномерного уравнения теплопроводности совпадают с главными членами
ошибок аппроксимации, которые приведены в работе [11].

Если τ* = 0.25τ, то разностные схемы аппроксимируют упрощенные дифференциальные уравнения тепло-
проводности на гладких решениях со вторым порядком по времени и по пространству. Погрешность аппрокси-
мации 𝑂(τ2, (Δ𝑥)2, (Δ𝑦)2). Если τ* > 0.25τ, то коэффициенты в ПДП положительные. Известно, что в схемах
второго порядка точности могут появляться осцилляции. Поэтому конструируется гибридная разностная схе-
ма, в которой на гладких решениях применяются схемы повышенной точности, а в зоне больших градиентов —
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схемы первого порядка точности [8, 9]. Это достигается выбором параметра τ*, который подбирается так, чтобы
решения были монотонными [9].

Поскольку погрешность аппроксимации 𝑤 линейно зависит от параметра τ*, то минимум и максимум по-
грешности достигаются на концах интервала 0.25τ ≤ τ* ≤ τ , на котором коэффициенты ПДП положительные.
Поэтому для погрешности выполняются условия

𝑤(τ* = 0.25τ) ≤ 𝑤(τ*) ≤ 𝑤(τ* = τ).

Если τ* = τ, то 𝑤(τ* = τ) — это погрешность аппроксимации метода РОМБ. Следовательно, погрешность
аппроксимации модифицированного метода РОМБ для 0.25τ ≤ τ* < τ не превосходит погрешности метода
РОМБ.

Из ПДП (3.2) следует оценка погрешности аппроксимации, которая на гладких решениях с ограниченными
четвертыми производными⃒⃒

𝜕4𝑇/𝜕𝑥4
⃒⃒
≤ 𝑀1,

⃒⃒
𝜕4𝑇/𝜕𝑥4

⃒⃒
≤ 𝑀2,

⃒⃒
𝜕4𝑇/𝜕𝑥2𝜕𝑦2

⃒⃒
≤ 𝑀3

записывается в виде

𝑤(τ*) ≤
{︀
(Δ𝑥)2/12 + (Δ𝑦)2/12 + 4𝑘(2τ* − 0.5τ)

}︀
𝑘𝑀, 𝑀 = max{𝑀1,𝑀2,𝑀3}.

Константы 𝑀1,𝑀2,𝑀3 не зависят от шагов интегрирования по времени и по пространству. Следовательно, с
уменьшением шагов интегрирования по времени и по пространству погрешность аппроксимации стремится к
нулю, а решения ПДП (3.2) сходятся к решению дифференциального уравнения. Это дает основание надеяться,
что модифицированные разностные схемы с переменными коэффициентами обладают этими же свойствами.

Эффективность модифицированной схемы можно повысить за счет ослабления требований к сходимости
внешних и внутренних итераций (по 𝑣 и по µ соотвтетственно) выбором более грубых констант сходимости.
Погрешность аппроксимации с грубой константой сходимости компенсируется за счет вычисления удельной
внутренней энергии по консервативным схемам, как отмечено в [12]. В результате число итераций уменьшается
и время счета шага сокращается.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ МОДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧ

Для проверки эффективности и работоспособности модифицированного метода РОМБ проведены расчеты
модельных одномерных и двумерных задач. Результаты этих расчетов сравнивались с результатами расчетов по
методике РОМБ и с аналитическими решениями. Эффективность модифицированного метода по сравнению
с методом РОМБ демонстрируется по результатам расчетов двух модельных задач: одномерной и двумерной.

Одномерная начально-краевая задача с плоской симметрией. В области {0 ≤ 𝑥 ≤ 10} задана начальная
температура 𝑇 (0, 𝑥) = 0.0001. Плотность вещества ρ = 1. На левой границе задана температура 𝑇 (𝑡, 0) = 𝑎𝑡𝑏,
𝑎 = 1.54, 𝑏 = 1/8. На правой границе задан поток 𝑆(𝑡, 10) = 𝑐𝑡𝑏, 𝑐 = −49.35. Скорость тепловой волны 𝐷 = 32,
коэффициент теплопроводности — 𝑘(ρ, 𝑇 ) = 256𝑇 8. Уравнение состояния линейное — 𝐸(ρ, 𝑇 ) = 𝑇 . Требуется
рассчитать положение тепловых волн в момент времени 𝑡 = 0.15. Задача имеет точное решение [13].

Расчеты проводились на сгущающихся равномерных разностных сетках с шагами интегрирования по про-
странству ℎ𝑘 и по времени τ𝑘 = ℎ𝑘/𝐷, с константами сходимости ε1,1 = ε1 = ε2 = 0.001 и ε2,1 = ε1 = ε2 =
= 0.00001. Тепловая волна с такими шагами интегрирования проходит за один шаг одну ячейку. Промежуточ-
ные величины на этапе предиктор в расчетах по модифицированной методике рассчитывались с параметром
τ* = 0.75τ.

Погрешность аппроксимации𝑤(τ*) в расчетах одномерных задач вычислялась в сеточном аналоге нормы𝐿1

по формуле

𝑤𝑘 = ℎ𝑘

𝑁𝑘∑︁
𝑖=1

⃒⃒
𝑇𝑖 − 𝑇 exact

𝑖

⃒⃒
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8, 𝑁𝑘 = 25, 50, . . . , 3200.

Здесь 𝑇 exact
𝑖 — это точное решение, 𝑇𝑖 — численное решение, ℎ𝑘 — шаг интегрирования по пространству, 𝑁𝑘 —

число интервалов по пространству.
В табл. 1 приведены в первом столбце — число интервалов в области, во втором и третьем — погреш-

ности 𝑤(ε1,1), 𝑤(ε2,1), полученные в расчетах по методу РОМБ с константами сходимости ε1,1, ε2,1 соответ-
ственно, в четвертом — погрешности 𝑓(ε1,1), полученные в расчетах по предложенному в данной статье моди-
фицированному методу, в столбцах 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4, 𝑘5, 𝑘6 — коэффициенты эффективности модифицированной
методики относительно методики РОМБ: 𝑘1 = 𝑓(ε1,1)/𝑤(ε1,1), 𝑘4 = 𝑓(ε1,1)/𝑤(ε2,1), 𝑘2 = 𝑡𝑓(ε1,1)/𝑡𝑤(ε1,1),
𝑘5 = 𝑡𝑓(ε1,1)/𝑡𝑤(ε2,1) — отношения времен счета, 𝑘3 = 𝑣𝑓(ε1,1)/𝑣𝑤(ε1,1), 𝑘6 = 𝑣𝑓(ε1,1)/𝑣𝑤(ε2,1) — отношения
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Таблица 1.

𝑁𝑘 𝑤(ε1,1) 𝑤(ε2,1) 𝑓(ε1,1) 𝑘1 𝑘2 𝑘3 𝑘4 𝑘5 𝑘6

25 .2763 .2746 .2208 0.8 0.45 0.53 0.8 0.47 0.36

50 .1511 .1491 .1142 0.76 0.66 0.54 0.76 0.66 0.33

100 .0745 .0736 .0615 0.83 0.5 1.82 0.83 0.29 0.31

200 .0371 .0369 .0328 0.88 0.61 0.6 0.88 0.31 0.32

400 .0187 .0187 .0174 0.93 0.64 0.63 0.93 0.33 0.34

800 .0096 .0096 .0092 0.96 0.67 0.66 0.96 0.35 0.35

1600 .0051 .0051 .0049 0.96 0.72 0.71 0.96 0.37 0.37

3200 .0027 .0027 .0026 0.96 0.75 0.73 0.96 0.41 0.4

среднего числа итераций на одном шаге. Здесь 𝑡𝑓 , 𝑣𝑓 — времена счета, число итераций, соответственно ,по
модифицированной методике, 𝑡𝑤, 𝑣𝑤 — по методу РОМБ.

Из анализа данных в табл. 1 следует, что погрешности с уменьшением шагов интегрирования по времени и
по пространству стремятся к нулю с показателем скорости сходимости близким к единице (см. столбцы 2–4).
Погрешности расчетов температуры, времена расчетов и число итераций с различными константами сходимо-
сти по модифицированному методу меньше, чем по методу РОМБ: все коэффициенты эффективности меньше
единицы. Положения тепловых волн, рассчитанные по обеим методикам, хорошо согласуются с точными ре-
шениями.

Двумерная задача с плоской симметрией. В двумерной задаче рассчитывается движение тепловой волны в
прямоугольной области {0 ≤ 𝑥 ≤ 18, 0 ≤ 𝑦 ≤ 20} с нетеплопроводной вставкой в области {10 ≤ 𝑥 ≤ 12,
4 ≤ 𝑦 ≤ 20}, где 𝑘(ρ, 𝑇 ) = 0. Геометрия задачи взята из работы [2]. Плотность вещества ρ = 0.1. Начальная
температура 𝑇 (0, 𝑥, 𝑦) = 0.001. Коэффициент теплопроводности 𝑘(ρ, 𝑇 ) = 6𝑇 6. Уравнение состояния является
нелинейным и записывается в виде [14]

𝐸(ρ, 𝑇 ) = 𝑎𝑇 + 𝑏𝑇 4,

где 𝑎 = 10, 𝑏 = 13.7. На границах области тепловые потоки равны нулю 𝑆 = 0. В области {0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 19 ≤ 𝑦 ≤
≤ 20} задано энерговыделение𝑑𝐸/𝑑𝑡 = 𝑒, 𝑒 = 15000. Требуется рассчитать состояние в момент времени 𝑡 = 0.26.

Точного решения задача не имеет. Задача решена в двух вариантах: с нетеплопроводной вставкой и без встав-
ки. Задача существенно двумерная: тепловая волна движется от левого верхнего угла в направлении правого
нижнего угла, обтекает на своем пути нетеплопроводную вставку и распространяется между вставкой и правой
границей от нижней границы к верхней. На начальной стадии движения имеется выраженный фронт тепловой
волны, который исчезает после достижения нижней границы.

Расчеты проводились на равномерных разностных сетках с шагами интегрирования по пространству Δ𝑥 =
= 0.1, Δ𝑦 = 0.1 и по времени τ = 1 и τ = 0.01 с константами сходимости ε1,1 = 5𝑒 − 4, ε2,1 = 5𝑒 − 3. Дополни-
тельно проводились расчеты по модифицированной методике РОМБ с параметром τ* = 0.56τ.

Анализ результатов расчетов показал, что температурные поля, рассчитанные по обеим методикам, хорошо
согласуются между собой. Дисбаланс по энергии в расчетах без вставки с константой сходимости ε1,1, τ* =
= 0.75τ и шагом интегрирования по времени τ = 1 по модифицированной методике равен δ ∼ 1𝑒 − 14, число
внешних итераций — 991, по методике РОМБ — δ ∼ 1𝑒 − 6, число внешних итераций — 1155. Время счета по
модифицированной методике составляет 0.9 от времени счета по исходной методике. Число внешних итераций
в расчетах по модифицированной методике с константой сходимости ε2,1 равно 726, время счета составляет 0.7
относительно времени счета с константой сходимости ε1.

Сравнение температур вдоль координатной линии 𝑦 с координатой 𝑥 = 13.4 в расчетах задачи со встав-
кой показывает, что распределения температуры, полученные по методике РОМБ с шагами интегрирования
по времени τ = 1 и τ = 0.01 различаются для 𝑦 > 10.

Распределения, полученные по модифицированной методике с шагами интегрирования по времени τ = 1
и τ = 0.01, хорошо согласуются между собой и с распределением по методике РОМБ в расчете с τ = 0.01.

Дисбаланс по энергии в расчетах задачи со вставкой с константой сходимости ε1,1 и шагом интегрирования
по времени τ = 1 по модифицированной методике порядка δ ∼ 10−12, по методике РОМБ — δ ∼ 10−5, среднее
число итераций на одном шаге равно 106 по методике РОМБ и равно 73 по модифицированной методике. Время
счета по модифицированной методике составляет 0.7 от времени счета по исходной методике.

Результаты решения задачи 1 с линейным уравнением состояния и задачи 2 со сложным нелинейным урав-
нением состояния показывают, что предложенная модификация методики РОМБ повышает точность числен-
ных решений с преимуществом по времени счета.
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлена модификация метода РОМБ, применяемого для решения нестационарных нелинейных урав-
нений теплопроводности в рамках интегрирования уравнений газодинамики. Построенная разностная схема
является консервативной и на гладких решениях аппроксимирует модельные дифференциальные уравнения
с постоянными коэффициентами со вторым порядком по времени и по пространству. Приведенные для мо-
дельных разностных схем первые дифференциальные приближения позволяют оценить погрешности в схемах.
Полученные численные результаты подтверждают теоретические выводы — модифицированный метод РОМБ
обеспечивает повышение точности, вычислительной эффективности и может быть рекомендован для решения
многомерных уравнений теплопроводности.
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Abstract. A modification of the ROMB method is presented for numerically solving unsteady nonlinear
heat conduction equations. The modified difference schemes are conservative and, for smooth solutions,
approximate the model differential equations with constant coefficients with second-order accuracy in both
time and space. First differential approximations are provided for the modified difference schemes, enabling
the assessment of approximation errors in the schemes.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматривается следующая система⎛⎝ 𝐼 − α𝐷2
𝑥 0 𝑎1

0 𝐼 − α𝐷2
𝑥 −𝑎2

σ𝑎1 −σ𝑎2 𝐼 − α𝐷2
𝑥

⎞⎠𝐷2
𝑡

⎛⎝ 𝑢
𝑣
θ

⎞⎠+ β𝐷4
𝑥

⎛⎝ 𝑢
𝑣
θ

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝑓1(𝑡, 𝑥)
𝑓2(𝑡, 𝑥)
𝑓3(𝑡, 𝑥)

⎞⎠ , (1.1)

где α, β > 0, σ(𝑎21 + 𝑎22) = 1. Система (1.1) описывает поперечные изгибно-крутильные колебания упруго-
го стержня (см. [1]). Эта система является не разрешенной относительно старшей производной по времени и
входит в класс псевдогиперболических систем [2].

В монографии [2] был введен класс псевдогиперболических уравнений и изучена задача Коши для него.
Дальнейшие исследования разрешимости задачи Коши для псевдогиперболических уравнений проводились
в [3]–[5] и др. Для псевдогиперболических систем общей теории разрешимости задачи Коши нет, есть лишь
единичные результаты для конкретных систем (см., например, [6]–[9] и др.).

Отметим, что при 𝑎21 + 𝑎22 = 0, система (1.1) распадается на три псевдогиперболических уравнения и разре-
шимость задачи Коши для таких уравнений следует из работы [4]. Случай 0 < σ(𝑎21 +𝑎22) < 1 изучен в работе [9].
В данной работе будет исследован случай, когда σ(𝑎21 + 𝑎22) = 1.

Сделав замену:

̃︀𝑥 =
𝑥√
α
, ̃︀𝑡 =

σ

α
√︀
β
𝑡, ̃︀θ(̃︀𝑡, ̃︀𝑥) =

θ(𝑡, 𝑥)√
σ

, ̃︀𝑢(̃︀𝑡, ̃︀𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥),

̃︀𝑣(̃︀𝑡, ̃︀𝑥) = 𝑣(𝑡, 𝑥), ε1 =
√
σ𝑎1, ε2 =

√
σ𝑎2,̃︀𝑓1(̃︀𝑡, ̃︀𝑥) =

α2β

σ2
𝑓1(𝑡, 𝑥), ̃︀𝑓2(̃︀𝑡, ̃︀𝑥) =

α2β

σ2
𝑓2(𝑡, 𝑥), ̃︀𝑓3(̃︀𝑡, ̃︀𝑥) =

α2β

σ
3
2

𝑓3(𝑡, 𝑥), σ̃
2 =

β2

σ2
,

систему (1.1) перепишем в виде:⎛⎝ 𝐼 −𝐷2
𝑥̃ 0 ε1

0 𝐼 −𝐷2
𝑥̃ −ε2

ε1 −ε2 𝐼 −𝐷2
𝑥̃

⎞⎠𝐷2
𝑡

⎛⎝ 𝑢̃
𝑣

θ̃

⎞⎠+ σ̃
2𝐷4

𝑥̃

⎛⎝ 𝑢̃
𝑣

θ̃

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝑓1(𝑡, 𝑥̃)

𝑓2(𝑡, 𝑥̃)

𝑓3(𝑡, 𝑥̃)

⎞⎠ .

1)Работа выполнена при поддержке Математического Центра в Академгородке, соглашение № 075-15-2022-282 с Минобрнауки РФ.
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Для сокращения записи, в системе оставим прежние обозначения, т.е. далее будем рассматривать следующую
систему: ⎛⎝ 𝐼 −𝐷2

𝑥 0 ε1

0 𝐼 −𝐷2
𝑥 −ε2

ε1 −ε2 𝐼 −𝐷2
𝑥

⎞⎠𝐷2
𝑡

⎛⎝ 𝑢
𝑣
θ

⎞⎠+ σ
2𝐷4

𝑥

⎛⎝ 𝑢
𝑣
θ

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝑓1(𝑡, 𝑥)
𝑓2(𝑡, 𝑥)
𝑓3(𝑡, 𝑥)

⎞⎠ , (1.2)

ε21 + ε22 = 1.
Наша цель — доказательство разрешимости задачи Коши для псевдогиперболической системы (1.2) в собо-

левских пространствах, получение оценок на решение.

2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Рассмотрим задачу Коши для псевдогиперболической системы:⎛⎝ 𝐼 −𝐷2
𝑥 0 ε1

0 𝐼 −𝐷2
𝑥 −ε2

ε1 −ε2 𝐼 −𝐷2
𝑥

⎞⎠𝐷2
𝑡𝑈 + σ2𝐷4

𝑥𝑈 = 𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝑅,

𝑈 |𝑡=0 = Φ(𝑥), 𝐷𝑡𝑈 |𝑡=0 = Ψ(𝑥),

(2.1)

где
𝑈(𝑡, 𝑥) = (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥), θ(𝑡, 𝑥))

𝑇
, 𝐹 (𝑡, 𝑥) =

(︀
𝑓1(𝑡, 𝑥), 𝑓2(𝑡, 𝑥), 𝑓3(𝑡, 𝑥)

)︀𝑇
,

Φ(𝑥) =
(︀
ϕ
1(𝑥),ϕ2(𝑥),ϕ3(𝑥)

)︀𝑇
, Ψ(𝑥) =

(︀
ψ
1(𝑥),ψ2(𝑥),ψ3(𝑥)

)︀𝑇
,

σ > 0, при этом ε21 + ε22 = 1.
Дадим определения анизотропных соболевских пространств (см., например, [2]), которые понадобятся нам

при доказательстве разрешимости задачи (2.1).

Определение 1. Функция 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝐺) принадлежит анизотропному соболевскому пространству
𝑊 𝑙1,𝑙2

2 (𝐺), 𝐺 ⊆ 𝑅2, 𝑙1, 𝑙2 ∈ 𝑁 , если существуют обобщенные производные

𝐷α1
𝑡 𝐷α2

𝑥 𝑢(𝑡, 𝑥), α1/𝑙1 + α2/𝑙2 6 1,

в области 𝐺, при этом 𝐷α1
𝑡 𝐷α2

𝑥 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝐺). Введем норму

‖𝑢,𝑊 𝑙1,𝑙2
2 (𝐺)‖ =

∑︁
(α1,α2):α1/𝑙1+α2/𝑙261

‖𝐷α1
𝑡 𝐷α2

𝑥 𝑢, 𝐿2(𝐺)‖.

Определение 2. Функция 𝑢(𝑡, 𝑥) принадлежит анизотропному соболевскому пространству с экспоненциаль-
ным весом 𝑊 𝑙1,𝑙2

2,γ (𝐺), γ > 0, если 𝑒−γ𝑡𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊 𝑙1,𝑙2
2 (𝐺). Полагаем

‖𝑢(𝑡, 𝑥),𝑊 𝑙1,𝑙2
2,γ (𝐺)‖ = ‖𝑒−γ𝑡𝑢(𝑡, 𝑥),𝑊 𝑙1,𝑙2

2 (𝐺)‖.

Определение 3. Функция 𝑓(𝑡, 𝑥) принадлежит анизотропному соболевскому пространству 𝑊 0,1
2,γ (𝐺), γ > 0,

если 𝑒−γ𝑡𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝐺), существует обобщенная производная 𝐷𝑥𝑓(𝑡, 𝑥) в 𝐺, при этом 𝑒−γ𝑡𝐷𝑥𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝐺).
Полагаем

‖𝑓(𝑡, 𝑥),𝑊 0,1
2,γ (𝐺)‖ = ‖𝑒−γ𝑡𝑓(𝑡, 𝑥), 𝐿2(𝐺)‖ + ‖𝑒−γ𝑡𝐷𝑥𝑓(𝑡, 𝑥), 𝐿2(𝐺)‖.

Будем говорить, что 𝑉 (𝑡, 𝑥) = (𝑣1(𝑡, 𝑥), 𝑣2(𝑡, 𝑥), 𝑣3(𝑡, 𝑥))𝑇∈ 𝑊 𝑙1,𝑙2
2,γ (𝐺), если 𝑣𝑗(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊 𝑙1,𝑙2

2,γ (𝐺), 𝑗 = 1, 2, 3.
Полагаем

‖𝑉 (𝑡, 𝑥),𝑊 𝑙1,𝑙2
2,γ (𝐺)‖ =

3∑︁
𝑗=1

‖𝑣𝑗(𝑡, 𝑥),𝑊 𝑙1,𝑙2
2,γ (𝐺)‖.

В работе доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть Φ(𝑥) ∈ 𝑊 4
2 (𝑅), Ψ(𝑥) ∈ 𝑊 3

2 (𝑅) и вектор-функция 𝐹 (𝑡, 𝑥) =
(︀
𝑓1(𝑡, 𝑥), 𝑓2(𝑡, 𝑥), 𝑓3(𝑡, 𝑥)

)︀𝑇 ∈
∈ 𝑊 0,1

2,γ (𝑅2
+), γ > 0, такая, что

(1 + 𝑥2)𝐹 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2,γ(𝑅+;𝐿1(𝑅))
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и выполнены условия:

ε1

∫︁
𝑅

𝑓1(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥− ε2

∫︁
𝑅

𝑓2(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥−
∫︁
𝑅

𝑓3(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0, (2.2)

ε1

∫︁
𝑅

𝑥𝑓1(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥− ε2

∫︁
𝑅

𝑥𝑓2(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥−
∫︁
𝑅

𝑥𝑓3(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝑡 > 0. (2.3)

Тогда задача Коши (2.1) имеет единственное решение 𝑈(𝑡, 𝑥) в пространстве вектор-функций 𝑊 2,4
2,γ (𝑅2

+), γ > 0,
таких, что 𝐷2

𝑡𝐷
2
𝑥𝑈 ∈ 𝐿2,γ(𝑅

2
+), при этом справедлива оценка:

‖𝑈(𝑡, 𝑥),𝑊 2,4
2,γ (𝑅2

+)‖ + ‖𝐷2
𝑡𝐷

2
𝑥𝑈(𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

6 𝑐(γ)

(︂
‖Φ(𝑥),𝑊 4

2 (𝑅)‖ + ‖Ψ(𝑥),𝑊 3
2 (𝑅)‖ + ‖𝐹 (𝑡, 𝑥),𝑊 0,1

2,γ (𝑅2
+)‖+

+‖‖(1 + 𝑥2)𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿1(𝑅)‖, 𝐿2,γ(𝑅+)‖
)︂
, (2.4)

где 𝑐(γ) — константа, зависящая от коэффициентов системы и γ.
Условия, подобные (2.2), (2.3) возникали и раньше при исследовании разрешимости задачи Коши для строго

псевдогиперболических уравнений в соболевских пространствах (см. [2, 4]). В [2] были приведены примеры,
показывающие, что подобные условия являются необходимыми для разрешимости задачи Коши для строго
псевдогиперболических уравнений в соответствующих классах.

Из условий теоремы следует, что для разрешимости задачи Коши (2.1) помимо условий ортогональности
(2.2), (2.3) существенными требованиями являются условия гладкости на правую часть системы 𝐹 (𝑡, 𝑥) и на-
чальные данные Φ(𝑥), Ψ(𝑥). Отметим, что требования дополнительной гладкости правых частей и начальных
данных является характерной особенностью для задачи Коши для гиперболических уравнений и систем (см.,
например, [10], [11]).

3. РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ КОШИ

Для построения решения задачи (2.1) рассмотрим вспомогательную задачу Коши для системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с параметром ξ ∈ 𝑅, которая получается при формальном применении
оператора Фурье по 𝑥 к задаче (2.1):⎛⎝ 1 + ξ2 0 ε1

0 1 + ξ2 −ε2
ε1 −ε2 1 + ξ2

⎞⎠𝐷2
𝑡𝑉 + σ2ξ4𝑉 = ̂︀𝐹 (𝑡, ξ), 𝑡 > 0, ξ ∈ 𝑅,

𝑉 |𝑡=0 = ̂︀Φ(ξ), 𝐷𝑡𝑉 |𝑡=0 = ̂︀Ψ(ξ),

(3.1)

где ̂︀𝐹 (𝑡, ξ) — преобразование Фурье вектор-функции 𝐹 (𝑡, 𝑥) по 𝑥.
Поскольку матрица при производной 𝐷2

𝑡𝑉

𝐿0(𝑖ξ) =

⎛⎝ 1 + ξ2 0 ε1

0 1 + ξ2 −ε2
ε1 −ε2 1 + ξ2

⎞⎠
вырождается при ξ = 0, ε21 + ε22 = 1, то будем рассматривать систему (3.1) при ξ ∈ 𝑅∖{0}. Нетрудно получить
формулы решения задачи Коши (3.1):

𝑉 (𝑡, ξ) = 𝑉1(𝑡, ξ) + 𝑉2(𝑡, ξ) + 𝑉3(𝑡, ξ), (3.2)

где
𝑉1(𝑡, ξ) =

(︀
𝐵1 cos(𝑏1(ξ)𝑡) + 𝐵2 cos(𝑏2(ξ)𝑡) + 𝐵3 cos(𝑏3(ξ)𝑡)

)︀̂︀Φ(ξ), (3.3)

𝑉2(𝑡, ξ) =

(︂
𝐵1

sin(𝑏1(ξ)𝑡)

𝑏1(ξ)
+ 𝐵2

sin(𝑏2(ξ)𝑡)

𝑏2(ξ)
+ 𝐵3

sin(𝑏3(ξ)𝑡)

𝑏3(ξ)

)︂̂︀Ψ(ξ), (3.4)
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𝑉3(𝑡, ξ) =

𝑡∫︁
0

(︂
𝐵1

sin(𝑏1(ξ)(𝑡− 𝑠))

𝑏1(ξ)
+

+𝐵2
sin(𝑏2(ξ)(𝑡− 𝑠))

𝑏2(ξ)
+ 𝐵3

sin(𝑏3(ξ)(𝑡− 𝑠))

𝑏3(ξ)

)︂
𝐺(𝑠, ξ) 𝑑𝑠. (3.5)

Здесь

𝐵1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε
2
2 ε

2
1 0

ε1ε2 1 − ε1ε2 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 2𝐵2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε21 −ε21 −ε1

−ε1ε2 ε1ε2 ε2

−ε1 ε1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

2𝐵3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε21 −ε21 ε1

−ε1ε2 ε1ε2 −ε2

ε1 −ε1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑏1(ξ) =
σξ2√︀
1 + ξ2

, 𝑏2(ξ) = σ|ξ|, 𝑏3(ξ) =
σξ2√︀
2 + ξ2

, (3.6)

𝐺(𝑡, ξ) = (𝐿0(𝑖ξ))−1 ̂︀𝐹 (𝑡, ξ) =

⎛⎝ (1 + ξ2)2 − ε22 −ε1ε2 −ε1(1 + ξ2)
−ε1ε2 (1 + ξ2)2 − ε21 ε2(1 + ξ2)

−ε1(1 + ξ2) ε2(1 + ξ2) (1 + ξ2)2

⎞⎠ ̂︀𝐹 (𝑡, ξ)

ξ2(1 + ξ2)(2 + ξ2)
.

Представим вектор-функцию 𝐺(𝑡, ξ) в виде:

𝐺(𝑡, ξ) = 𝐺1(𝑡, ξ) + 𝐺2(𝑡, ξ), (3.7)

𝐺1(𝑡, ξ) =

⎛⎝ 2 + ξ2 0 −ε1
0 2 + ξ2 ε2

−ε1 ε2 2 + ξ2

⎞⎠ ̂︀𝐹 (𝑡, ξ)

(1 + ξ2)(2 + ξ2)
,

𝐺2(𝑡, ξ) =

⎛⎝ ε21 −ε1ε2 −ε1
−ε1ε2 ε22 ε2

−ε1 ε2 1

⎞⎠ ̂︀𝐹 (𝑡, ξ)

ξ2(1 + ξ2)(2 + ξ2)
.

Введем

χ
𝑚(ξ) =

{︂
1, |ξ| > 1/𝑚,
0, |ξ| < 1/𝑚,

𝑉 𝑚(𝑡, ξ) = χ
𝑚(ξ)𝑉 (𝑡, ξ).

Тогда для всех 𝑡 > 0 вектор-функции 𝑉 𝑚(𝑡, ξ) ∈ 𝐿2(𝑅) и к ним можно применить обратный оператор Фурье
по ξ, и задать, как и в работе [4], в качестве последовательности приближенных решений задачи Коши (2.1)
{𝑈𝑚(𝑡, 𝑥)}, где 𝑈𝑚(𝑡, 𝑥) = 𝐹−1[𝑉 𝑚](𝑡, 𝑥). Далее мы покажем, что последовательность {𝑈𝑚(𝑡, 𝑥)}, действитель-
но, является последовательностью приближенных решений задачи (2.1).

Учитывая представление 𝑉 (𝑡, ξ) из (3.2), перепишем 𝑈𝑚(𝑡, 𝑥) в виде:

𝑈𝑚(𝑡, 𝑥) =

3∑︁
𝑗=1

𝑈𝑚
𝑗 (𝑡, 𝑥), 𝑈𝑚

𝑗 (𝑡, 𝑥) = 𝐹−1[χ𝑚(ξ)𝑉𝑗 ](𝑡, 𝑥), (3.8)

где 𝑉1(𝑡, ξ), 𝑉2(𝑡, ξ), 𝑉3(𝑡, ξ) из (3.3)–(3.5), соответственно.
В следующих леммах проведем оценки последовательности {𝑈𝑚

𝑗 (𝑡, 𝑥)}, 𝑗 = 1, 2, 3, в норме пространства

𝑊 2,4
2,γ (𝑅2

+).
Лемма 1. Справедлива следующая оценка:∑︁

β1
2 +

β2
4 <1

(︁
‖𝐷β1

𝑡 𝐷β2
𝑥 𝑈𝑚

1 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖ + ‖𝐷β1

𝑡 𝐷β2
𝑥 𝑈𝑚

2 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖
)︁
6

6 𝑐
(︁
‖Φ(𝑥),𝑊 3

2 (𝑅)‖ + ‖Ψ(𝑥),𝑊 2
2 (𝑅)‖

)︁
,

где константа 𝑐 > 0 не зависит от 𝑚, Φ(𝑥), Ψ(𝑥), более того, для любого 𝑘 > 1 имеет место сходимость∑︁
β1
2 +

β2
4 <1

‖𝐷β1
𝑡 𝐷β2

𝑥 [𝑈𝑚+𝑘
𝑗 (𝑡, 𝑥) − 𝑈𝑚

𝑗 (𝑡, 𝑥)], 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖ → 0, 𝑚 → ∞, 𝑗 = 1, 2. (3.9)
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Доказательство леммы 1. Учитывая (3.3), (3.6), (3.8), равенство Парсеваля, оценку

|𝑏1(ξ)| + |𝑏2(ξ)| + |𝑏3(ξ)| 6 𝑐1|ξ|, (3.10)

имеем ∑︁
β1
2 +

β2
4 <1

‖𝐷β1
𝑡 𝐷β2

𝑥 𝑈𝑚
1 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

6
𝑐2√
γ

∑︁
β1
2 +

β2
4 <1

3∑︁
𝑖=1

‖|ξ|β1+β2̂︀ϕ𝑖(ξ), 𝐿2(𝑅)‖ 6
𝑐3√
γ
‖Φ(𝑥),𝑊 3

2 (𝑅)‖. (3.11)

Учитывая оценку 𝑏𝑖(ξ) > 𝑐|ξ|, |ξ| > 1, будем иметь⃒⃒⃒⃒
sin(𝑏𝑖(ξ)𝑡)

𝑏𝑖(ξ)

⃒⃒⃒⃒
6

𝑐4
|ξ|

, |ξ| > 1, 𝑖 = 1, 2, 3. (3.12)

а из формулы

sin(𝑏𝑖(ξ)𝑡) = 𝑏𝑖(ξ)𝑡

1∫︁
0

cos(𝑠𝑏𝑖(ξ)𝑡)𝑑𝑠, 𝑖 = 1, 2, 3,

следует ⃒⃒⃒⃒
sin(𝑏𝑖(ξ)𝑡)

𝑏𝑖(ξ)

⃒⃒⃒⃒
6 𝑡, |ξ| < 1, 𝑖 = 1, 2, 3. (3.13)

Оценки (3.12), (3.13) перепишем в одно неравенство:⃒⃒⃒⃒
sin(𝑏𝑖(ξ)𝑡)

𝑏𝑖(ξ)

⃒⃒⃒⃒
6

𝑐3(𝑡 + 1)

1 + |ξ|
, ξ ∈ 𝑅, 𝑖 = 1, 2, 3. (3.14)

В силу равенства Парсеваля, учитывая (3.4), (3.6), (3.10), (3.14), получим∑︁
β1
2 +

β2
4 <1

‖𝐷β1
𝑡 𝐷β2

𝑥 𝑈𝑚
2 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

6 𝑐4(γ)

⎛⎜⎝ 3∑︁
𝑖=1

‖̂︀ψ𝑖(ξ), 𝐿2(𝑅)‖ +
∑︁

0<
β1
2 +

β2
4 <1

3∑︁
𝑖=1

‖|ξ|β1+β2−1̂︀ψ𝑖(ξ), 𝐿2(𝑅)‖

⎞⎟⎠ 6

6 𝑐5(γ)‖Ψ(𝑥),𝑊 2
2 (𝑅)‖. (3.15)

Из оценок (3.11), (3.15) вытекает нужная оценка и, рассуждая аналогично, получим сходимость (3.9).
Лемма доказана.
Лемма 2. Справедлива следующая оценка:

2∑︁
𝑗=1

(︃
‖𝐷2

𝑡𝑈
𝑚
𝑗 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ + ‖𝐷2

𝑡𝐷
2
𝑥𝑈

𝑚
𝑗 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖+

+‖𝐷4
𝑥𝑈

𝑚
𝑗 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖

)︃
6 𝑐(γ)

(︀
‖Φ(𝑥),𝑊 4

2 (𝑅)‖ + ‖Ψ(𝑥),𝑊 3
2 (𝑅)‖

)︀
,

где константа 𝑐(γ) > 0 зависит от γ и не зависит от Φ(𝑥), Ψ(𝑥), 𝑚, более того, для любого 𝑘 > 1 имеют место
сходимости

‖𝐷2
𝑡 [𝑈𝑚+𝑘

𝑗 (𝑡, 𝑥) − 𝑈𝑚
𝑗 (𝑡, 𝑥)], 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ → 0, 𝑗 = 1, 2,

‖𝐷2
𝑡𝐷

2
𝑥[𝑈𝑚+𝑘

𝑗 (𝑡, 𝑥) − 𝑈𝑚
𝑗 (𝑡, 𝑥)], 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ → 0,

‖𝐷4
𝑥[𝑈𝑚+𝑘

𝑗 (𝑡, 𝑥) − 𝑈𝑚
𝑗 (𝑡, 𝑥)], 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ → 0 при 𝑚 → ∞.
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Доказательство леммы 2 повторяет рассуждения из предыдущей леммы.
Проведем оценку третьего слагаемого из (3.8).
Лемма 3. При выполнении условий теоремы имеет место оценка

4∑︁
𝑙=0

‖𝐷𝑙
𝑥𝑈

𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6 𝑐1(γ)‖𝐹 (𝑡, 𝑥),𝑊 0,1

2,γ (𝑅2
+)‖+

+𝑐2(γ)‖‖(1 + 𝑥2)𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿1(𝑅)‖, 𝐿2,γ(𝑅+)‖, (3.16)

где константы 𝑐1(γ), 𝑐2(γ) > 0 зависят от γ и не зависят от 𝑚, 𝐹 (𝑡, 𝑥), более того, для любого 𝑘 > 1 имеет место
сходимость

4∑︁
𝑙=0

‖𝐷𝑙
𝑥[𝑈𝑚+𝑘

3 (𝑡, 𝑥) − 𝑈𝑚
3 (𝑡, 𝑥)], 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ → 0, 𝑚 → ∞. (3.17)

Доказательство леммы 3. Обозначим через

𝐺γ(𝑡, ξ) = 𝑒−γ𝑡θ(𝑡)𝐺(𝑡, ξ),

где θ(𝑡) — функция Хевисайда, вектор-функция 𝐺(𝑡, ξ) определена в (3.7).
Учитывая (3.5), преобразование Фурье для свертки, получим

4∑︁
𝑙=0

‖𝐷𝑙
𝑥𝑈

𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ =

4∑︁
𝑙=0

‖|ξ|𝑙𝑉 𝑚
3 (𝑡, ξ), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ =

=
4∑︁

𝑙=0

⃦⃦⃦⃦
χ
𝑚(ξ)|ξ|𝑙

+∞∫︁
−∞

θ(𝑡− 𝑠)𝑒−γ(𝑡−𝑠)

(︂
𝐵1

sin(𝑏1(ξ)(𝑡− 𝑠))

𝑏1(ξ)
+

+𝐵2
sin(𝑏2(ξ)(𝑡− 𝑠))

𝑏2(ξ)
+ 𝐵3

sin(𝑏3(ξ)(𝑡− 𝑠))

𝑏3(ξ)

)︂
𝐺(𝑠, ξ)θ(𝑠)𝑒−γ𝑠𝑑𝑠, 𝐿2(𝑅2)

⃦⃦⃦⃦
=

=

4∑︁
𝑙=0

⃦⃦
χ
𝑚(ξ)|ξ|𝑙

∞∫︁
−∞

θ(𝑡)𝑒−(𝑖η+γ)𝑡

(︂
𝐵1

sin(𝑏1(ξ)𝑡)

𝑏1(ξ)
+

+𝐵2
sin(𝑏2(ξ)𝑡)

𝑏2(ξ)
+ 𝐵3

sin(𝑏3(ξ)𝑡)

𝑏3(ξ)

)︂
𝑑𝑡̂︁𝐺γ(η, ξ), 𝐿2(𝑅2)

⃦⃦
.

Нетрудно показать, что выполнены соотношения

+∞∫︁
0

𝑒−(𝑖η+γ)𝑡 sin(𝑏𝑗(ξ)𝑡)

𝑏𝑗(ξ)
𝑑𝑡 =

1

(𝑖η+ γ)2 + (𝑏𝑗(ξ))2
, 𝑗 = 1, 2, 3,

и имеют место оценки:

|(𝑖η+ γ)2 + (𝑏𝑗(ξ))
2| > 𝑐γ

√︁
|η|2 + γ2 + (𝑏𝑗(ξ))2, γ > 0, (η, ξ) ∈ 𝑅2,

где 𝑐 > 0 — константа. Тогда будем иметь

4∑︁
𝑙=0

‖𝐷𝑙
𝑥𝑈

𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

3∑︁
𝑗=1

4∑︁
𝑙=0

‖χ𝑚(ξ)
|ξ|𝑙𝐵𝑗

̂︁𝐺γ(η, ξ)

(𝑖η+ γ)2 + (𝑏𝑗(ξ))2
, 𝐿2(𝑅2)‖ 6

6
𝑐

γ

3∑︁
𝑗=1

4∑︁
𝑙=0

‖χ𝑚(ξ)
|ξ|𝑙𝐵𝑗

̂︁𝐺γ(η, ξ)√︀
|η|2 + γ2 + (𝑏𝑗(ξ))2

, 𝐿2(𝑅2)‖. (3.18)
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Учитывая (3.18), равенство Парсеваля, имеем

4∑︁
𝑙=2

‖𝐷𝑙
𝑥𝑈

𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

6
𝑐

γ

3∑︁
𝑗=1

4∑︁
𝑙=2

(︂
‖‖χ𝑚(ξ)

|ξ|𝑙𝐵𝑗𝐺(𝑡, ξ)

𝑏𝑗(ξ)
, 𝐿2(|ξ| > 1)‖, 𝐿2,γ(𝑅+)‖+

+‖‖χ𝑚(ξ)
|ξ|𝑙𝐵𝑗𝐺(𝑡, ξ)

γ
, 𝐿2(|ξ| 6 1)‖, 𝐿2,γ(𝑅+)‖

)︂
.

Пользуясь
|𝑏𝑗(ξ)| > 𝑐|ξ|, |ξ| > 1,

и (3.7), получим

‖𝐷2
𝑥𝑈

𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ + ‖𝐷3

𝑥𝑈
𝑚
3 (𝑡, ξ), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

𝑐4
γ
‖𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖, (3.19)

‖𝐷4
𝑥𝑈

𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

𝑐5
γ
‖𝐹 (𝑡, 𝑥),𝑊 0,1

2,γ (𝑅2
+)‖. (3.20)

Из (3.18) также будем иметь

1∑︁
𝑙=0

‖𝐷𝑙
𝑥𝑈

𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

𝑐

γ2

3∑︁
𝑗=1

1∑︁
𝑙=0

⃦⃦⃦⃦
χ
𝑚(ξ)|ξ|𝑙𝐵𝑗𝐺(𝑡, ξ), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖.

Воспользуемся представлением (3.7) и неравенством Минковского:

1∑︁
𝑙=0

‖𝐷𝑙
𝑥𝑈

𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

6
𝑐

γ2

3∑︁
𝑗=1

1∑︁
𝑙=0

(︂
‖χ𝑚(ξ)|ξ|𝑙𝐵𝑗

⎛⎝ 2 + ξ2 0 −ε1
0 2 + ξ2 ε2

−ε1 ε2 2 + ξ2

⎞⎠ ̂︀𝐹 (𝑡, ξ)

(1 + ξ2)(2 + ξ2)
, 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖+

+‖χ𝑚(ξ)|ξ|𝑙𝐵𝑗

⎛⎝ ε21 −ε1ε2 −ε1
−ε1ε2 ε22 ε2

−ε1 ε2 1

⎞⎠ ̂︀𝐹 (𝑡, ξ)

ξ2(1 + ξ2)(2 + ξ2)
, 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖
)︂

6

6
𝑐5
γ2

‖𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖ +

𝑐6
γ2

3∑︁
𝑗=1

1∑︁
𝑙=0

‖χ𝑚(ξ)|ξ|𝑙𝐵𝑗×

× ̂︀𝑔(𝑡, ξ)

ξ2(1 + ξ2)(2 + ξ2)
, 𝐿2,γ(𝑅+ × {|ξ| 6 1})‖ 6

6
𝑐5
γ2

‖𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖ +

𝑐6
γ2

3∑︁
𝑗=1

1∑︁
𝑙=0

‖χ𝑚(ξ)𝐵𝑗
̂︀𝑔(𝑡, ξ)

ξ2−𝑙
, 𝐿2,γ(𝑅+ × {|ξ| 6 1})‖, (3.21)

где

̂︀𝑔(𝑡, ξ) =

⎛⎝ ε21 −ε1ε2 −ε1
−ε1ε2 ε22 ε2

−ε1 ε2 1

⎞⎠ ̂︀𝐹 (𝑡, ξ).

Поскольку выполнено условие (2.2), то ∫︁
𝑅

𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 0,
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следовательно, учитывая, что (1 + 𝑥)𝐹 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2,γ(𝑅+;𝐿1(𝑅)) имеет место представление

̂︀𝑔(𝑡, ξ) =
1√
2π

∫︁
𝑅

𝑒−𝑖𝑥ξ𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 =
1√
2π

∫︁
𝑅

1∫︁
0

𝐷λ1(𝑒−𝑖𝑥ξλ1)𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑λ1𝑑𝑥+

+
1√
2π

∫︁
𝑅

𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 =
1√
2π

∫︁
𝑅

1∫︁
0

𝑒−𝑖𝑥ξλ1(−𝑖𝑥ξ)𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑λ1𝑑𝑥. (3.22)

В силу (2.3) имеем ∫︁
𝑅

𝑥𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 0

и, учитывая, представление (3.22), а также (1 + 𝑥2)𝐹 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2,γ(𝑅+;𝐿1(𝑅)), получим

̂︀𝑔(𝑡, ξ) =
1√
2π

∫︁
𝑅

1∫︁
0

⎡⎣ 1∫︁
0

𝐷λ2(𝑒−𝑖𝑥ξλ1λ2)(−𝑖𝑥ξ)𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑λ2 + (−𝑖𝑥ξ)𝑔(𝑡, 𝑥)

⎤⎦ 𝑑λ1𝑑𝑥 =

=
1√
2π

∫︁
𝑅

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑒−𝑖𝑥ξλ1λ2(−𝑖𝑥ξ)2λ1𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑λ1𝑑λ2𝑑𝑥− 𝑖ξ√
2π

∫︁
𝑅

𝑥𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 =

= − ξ2√
2π

1∫︁
0

1∫︁
0

∫︁
𝑅

𝑒−𝑖𝑥ξλ1λ2𝑥2
λ1𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑λ1𝑑λ2.

(3.23)

В силу оценки (3.21), представления (3.22), имеем

‖𝐷𝑥𝑈
𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

𝑐5
γ2

‖𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖+

+
𝑐7
γ2

‖χ𝑚(ξ)

∫︁
𝑅

1∫︁
0

𝑒−𝑖𝑥ξλ1𝑥𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑λ1𝑑𝑥, 𝐿2,γ(𝑅+ × {|ξ| 6 1})‖ 6

6
𝑐5
γ2

‖𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖ +

𝑐8
γ2

‖‖𝑥𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿1(𝑅)‖, 𝐿2,γ(𝑅+)‖. (3.24).

Аналогично, учитывая (3.21) и представление (3.23), будем иметь

‖𝑈𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

𝑐5
γ2

‖𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖+

+
𝑐9
γ2

‖‖𝑥2𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿1(𝑅)‖, 𝐿2,γ(𝑅+)‖. (3.25)

Пользуясь (3.19), (3.20), (3.24), (3.25), будем иметь требуемую оценку (3.16). Аналогично доказывается схо-
димость (3.17).

Лемма доказана.
Лемма 4. При выполнении условий теоремы имеет место оценка

‖𝐷2
𝑡𝑈

𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ + ‖𝐷2

𝑡𝐷
2
𝑥𝑈

𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6 𝑐1(γ)‖𝐹 (𝑡, 𝑥),𝑊 0,1

2,γ (𝑅2
+)‖+

+𝑐2(γ)‖‖(1 + 𝑥2)𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿1(𝑅)‖, 𝐿2,γ(𝑅+)‖, (3.26)

где константы 𝑐1, 𝑐2 > 0 не зависят от 𝑚, 𝐹 (𝑡, 𝑥), более того, для любого 𝑘 > 1 имеет место сходимость

‖𝐷2
𝑡 [𝑈𝑚+𝑘

3 (𝑡, 𝑥) − 𝑈𝑚
3 (𝑡, 𝑥)], 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ + ‖𝐷2

𝑡𝐷
2
𝑥[𝑈𝑚+𝑘

3 (𝑡, 𝑥) − 𝑈𝑚
3 (𝑡, 𝑥)], 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ → 0 (3.27)

при 𝑚 → ∞.
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Доказательство леммы 4. Учитывая (3.5), представим 𝐷2
𝑡𝑉3(𝑡, ξ) в виде

𝐷2
𝑡𝑉3(𝑡, ξ) = 𝐺(𝑡, ξ) +

𝑡∫︁
0

(︂
𝐵1𝑏1(ξ) sin(𝑏1(ξ)(𝑠− 𝑡))+

+𝐵2𝑏2(ξ) sin(𝑏2(ξ)(𝑠− 𝑡)) + 𝐵3𝑏3(ξ) sin(𝑏3(ξ)(𝑠− 𝑡))

)︂
𝐺(𝑠, ξ) 𝑑𝑠.

Тогда
‖𝐷2

𝑡𝑈
𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ + ‖𝐷2

𝑡𝐷
2
𝑥𝑈

𝑚
3 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

6 ‖χ𝑚(ξ)𝐷2
𝑡𝑉3(𝑡, ξ), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ + ‖|ξ|2χ𝑚(ξ)𝐷2

𝑡𝑉3(𝑡, ξ), 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖ 6

6 ‖χ𝑚(ξ)𝐺(𝑡, ξ), 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖ + ‖χ𝑚(ξ)ξ2𝐺(𝑡, ξ), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖+

+

3∑︁
𝑗=1

‖χ𝑚(ξ)

+∞∫︁
−∞

θ(𝑡− 𝑠)𝑒−γ(𝑡−𝑠)𝑏𝑗(ξ)𝐵𝑗 sin(𝑏𝑗(ξ)(𝑡− 𝑠))𝐺(𝑠, ξ)θ(𝑠)𝑒−γ𝑠𝑑𝑠, 𝐿2(𝑅2)

⃦⃦⃦⃦
+

+

3∑︁
𝑗=1

‖χ𝑚(ξ)ξ2
+∞∫︁

−∞

θ(𝑡− 𝑠)𝑒−γ(𝑡−𝑠)𝑏𝑗(ξ)𝐵𝑗 sin(𝑏𝑗(ξ)(𝑡− 𝑠))𝐺(𝑠, ξ)θ(𝑠)𝑒−γ𝑠𝑑𝑠, 𝐿2(𝑅2)

⃦⃦⃦⃦
.

Повторяя рассуждения, как и при доказательстве леммы 3, получим требуемую оценку (3.26) и сходи-
мость (3.27).

Лемма доказана.

Доказательство теоремы. В силу лемм 1–4 последовательность {𝑈𝑚(𝑡, 𝑥)}, где 𝑈𝑚(𝑡, 𝑥) =
3∑︀

𝑗=1

𝑈𝑚
𝑗 (𝑡, 𝑥), фун-

даментальна в 𝑊 2,4
2,γ (𝑅2

+), более того, {𝐷2
𝑡𝐷

2
𝑥𝑈

𝑚(𝑡, 𝑥)} фундаментальна в 𝐿2,γ(𝑅
2
+). В силу полноты 𝑊 2,4

2,γ (𝑅2
+),

𝐿2,γ(𝑅
2
+), теоремы о слабой замкнутости оператора обобщенного дифференцирования, существует вектор-

функция 𝑈(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊 2,4
2,γ (𝑅2

+) такая, что cуществует обобщенная производная 𝐷2
𝑡𝐷

2
𝑥𝑈(𝑡, 𝑥) в 𝑅2

+, 𝐷2
𝑡𝐷

2
𝑥𝑈(𝑡, 𝑥) ∈

∈ 𝐿2,γ(𝑅
2
+), более того, справедлива оценка (2.4). Покажем, что вектор-функция 𝑈(𝑡, 𝑥) — решение задачи Ко-

ши (2.1). Введем обозначение

𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) =

⎛⎝ 𝐼 −𝐷2
𝑥 0 ε1

0 𝐼 −𝐷2
𝑥 −ε2

ε1 −ε2 𝐼 −𝐷2
𝑥

⎞⎠𝐷2
𝑡 + σ

2𝐷4
𝑥𝐼,

тогда задача Коши (2.1) перепишется в виде

𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑈 = 𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝑅,
𝑈 |𝑡=0 = Φ(𝑥),
𝐷𝑡𝑈 |𝑡=0 = Ψ(𝑥).

С одной стороны, учитывая равенство Парсеваля и определение 𝑈𝑚(𝑡, 𝑥), имеем

‖𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑈𝑚(𝑡, 𝑥) − 𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖ = ‖χ𝑚(ξ)𝐿(𝐷𝑡, 𝑖ξ)𝑉 (𝑡, ξ) − ̂︀𝐹 (𝑡, ξ), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ =

= ‖‖ ̂︀𝐹 (𝑡, ξ), 𝐿2(|ξ| 6 1/𝑚)‖, 𝐿2,γ(𝑅+)‖ → 0, 𝑚 → ∞.

С другой стороны,
‖𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑈𝑚(𝑡, 𝑥) − 𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑈(𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ 6

6 𝑐1‖𝐷2
𝑡𝐷

2
𝑥[𝑈𝑚(𝑡, 𝑥) − 𝑈(𝑡, 𝑥)], 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ + 𝑐2‖𝐷2

𝑡 [𝑈𝑚(𝑡, 𝑥) − 𝑈(𝑡, 𝑥)], 𝐿2,γ(𝑅
2
+)‖+

+𝑐3‖𝐷4
𝑥[𝑈𝑚(𝑡, 𝑥) − 𝑈(𝑡, 𝑥)], 𝐿2,γ(𝑅

2
+)‖ → 0, 𝑚 → ∞.

В силу единственности предела получим

𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑈(𝑡, 𝑥) = 𝐹 (𝑡, 𝑥).
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Проверим, что для вектор-функции 𝑈(𝑡, 𝑥) выполнены начальные условия задачи Коши (2.1). В силу теоре-
мы о следах для анизотропных соболевских пространств (см., например, [2], [12]) имеем

‖𝑈(𝑡, 𝑥)|𝑡=0 − Φ(𝑥), 𝐿2(𝑅)‖ = ‖𝑈(𝑡, 𝑥)|𝑡=0 − 𝑈𝑚(𝑡, 𝑥)|𝑡=0, 𝐿2(𝑅)‖ 6

6 𝑐‖𝑈(𝑡, 𝑥) − 𝑈𝑚(𝑡, 𝑥),𝑊 2,4
2,γ (𝑅2

+)‖ → 0, 𝑚 → ∞,

‖𝐷𝑡(𝑒
−γ𝑡𝑈(𝑡, 𝑥))|𝑡=0 − (Ψ(𝑥) − γΦ(𝑥)), 𝐿2(𝑅)‖ =

= ‖𝐷𝑡(𝑒
−γ𝑡𝑈(𝑡, 𝑥))|𝑡=0 −𝐷𝑡(𝑒

−γ𝑡𝑈𝑚)(𝑡, 𝑥)|𝑡=0, 𝐿2(𝑅)‖ 6

6 𝑐‖𝑈(𝑡, 𝑥) − 𝑈𝑚(𝑡, 𝑥),𝑊 2,4
2,γ (𝑅2

+)‖ → 0, 𝑚 → ∞.

Следовательно,
𝑈(𝑡, 𝑥)|𝑡=0 = Φ(𝑥)

и
𝐷𝑡𝑈(𝑡, 𝑥)|𝑡=0 = Ψ(𝑥).

Доказательство единственности повторяет рассуждения из [2].
Теорема доказана.

Авторы выражают благодарность Г.В. Демиденко за постановку задачи и внимание к работе.
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Abstract. The Cauchy problem for one system, not resolved with respect to the highest derivative with
respect to time, is considered. The system under study belongs to the class of pseudohyperbolic systems.
The system describes transverse bending-torsional vibrations of an elastic rod. Conditions for the solvability
of the Cauchy problem in Sobolev spaces and estimates of the solution are obtained.
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На единичной сфере трехмерного пространства рассматривается неоднородное бигармоническое уравнение.
Принадлежащее сферическому пространству Соболева решение этого уравнения аппроксимируется после-
довательностью решений этого же уравнения, но со специальными правыми частями, представляющими со-
бой линейные комбинации сдвигов дельта-функции Дирака. Доказано, что при заданных на сфере узлах,
определяющих сдвиги, специальные решения уравнения — сферические бигармонические сплайны — суще-
ствуют, а соответствующие каждому из них веса являются решениями сопутствующей невырожденной систе-
мы линейных алгебраических уравнений. Установлена связь качества аппроксимации решения дифференци-
альной задачи сферическими бигармоническими сплайнами с задачей о скорости сходимости оптимальных
весовых сферических кубатурных фомул. Библ. 10.

Ключевые слова: бигармоническое уравнение, сферические пространства Соболева, экстремальные функ-
ции, сплайны.

DOI: 10.31857/S0044466924080107, EDN: YAMREM

1. ВВЕДЕНИЕ

В трехмерном пространстве с декартовыми координатами (𝑥, 𝑦, 𝑧) сферические координаты задаются ра-
венствами

𝑧 = 𝑟 cos θ,
𝑥 = 𝑟 sin θ cosϕ,
𝑦 = 𝑟 sin θ sinϕ.

Угловые переменные θ и ϕ здесь изменяются в промежутках 0 6 θ 6 π и 0 6 ϕ < 2π соответственно. Пусть на
единичной сфере 𝑆 ⊂ R3 определена непрерывная функция 𝑝(θ,ϕ), подчиненная следующему условию орто-
гональности: ∫︁

𝑝(θ,ϕ) 𝑑𝑆 = 0. (1)

В сферических координатах оператор Лапласа ∆, с помощью которого задается бигармоническое уравне-
ние, представляется в виде суммы радиальной и угловой части. Угловая его часть имеет при этом вид

1

sin θ

𝜕

𝜕θ

(︂
sin θ

𝜕

𝜕θ

)︂
+

1

sin2
θ

𝜕2

𝜕ϕ2
.

Далее эту угловую часть условимся обозначать символом ∆𝑆 . Для любой функции 𝑢(θ,ϕ) из 𝐶(4)(𝑆) определено
дифференциальное выражение ∆2

𝑆𝑢(θ,ϕ), задающее на сфере 𝑆 непрерывную функцию.
Неоднородное сферическое бигармоническое уравнение [1] записывается как следующее поточечное равен-

ство:
∆2

𝑆𝑢(θ,ϕ) = 𝑝(θ,ϕ). (2)

1)Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики им. С.Л. Соболева СОРАН (проект № FWNF-2022-
0008).
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Дифференциальный оператор ∆2
𝑆 является самосопряженным в том смысле, что для любых двух функций

𝑓 и 𝑔 из класса 𝐶(4)(𝑆) справедливо интегральное соотношение∫︁
(∆2

𝑆𝑓)𝑔(θ,ϕ) 𝑑𝑆 =

∫︁
𝑓(θ,ϕ)(∆2

𝑆𝑔) 𝑑𝑆.

Взяв здесь в качестве 𝑓 решение 𝑢(θ,ϕ) уравнения (2), а в качестве 𝑔 тождественно единичную функцию, за-
ключаем, что условие (1) необходимо для разрешимости сферического бигармонического уравнения (2).

В исследовании дифференциальных уравнений на сфере 𝑆 важную роль играют сферические гармоники
различных порядков.

Напомним, что функцию 𝑌 = 𝑌 (θ,ϕ) называют сферической гармоникой порядка 𝑘, если эта функция по-
лучается сужением на единичную сферу 𝑆 некоторого гармонического и однородного по переменным (𝑥, 𝑦, 𝑧)
полинома степени 𝑘, [2]. При этом выполняется следующее дифференциальное уравнение сферических гар-
моник:

1

sin θ

𝜕

𝜕θ

(︂
sin θ

𝜕𝑌

𝜕θ

)︂
+

1

sin2
θ

𝜕2𝑌

𝜕ϕ2
+ 𝑘(𝑘 + 1)𝑌 = 0.

Это означает, что любая сферическая гармоника порядка 𝑘 представляет собой собственную функцию опера-
тора −∆𝑆 с соответствующим собственным числом λ𝑘 = 𝑘(𝑘 + 1), где 𝑘 = 0, 1, 2, . . . .

Вместе с пространством 𝐶4(𝑆) функций, имеющих на сфере 𝑆 непрерывные производные до четвертого
порядка включительно, будем рассматривать также сферические пространства Соболева 𝐻2 = 𝐻2(𝑆).

Пространство 𝐻2 на единичной сфере 𝑆 получается как пополнение по некоторой норме множества сфе-
рических полиномов. По определению, сферический полином 𝑓 = 𝑓(θ,ϕ) — это линейная комбинация сфе-
рических гармоник различных порядков:

𝑓(θ,ϕ) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑘∑︁
𝑙=−𝑘

𝑎𝑘,𝑙𝑌𝑘,𝑙(θ,ϕ), 𝑎𝑘,𝑙 = 𝑎𝑘,𝑙(𝑓). (3)

В этом разложении лишь конечное число коэффициентов 𝑎𝑘,𝑙 не равны нулю, а сферические гармоники
𝑌𝑘,𝑙(θ,ϕ) при 𝑘 > 1 и 𝑙 = −𝑘, . . . , 0, . . . 𝑘 определяются соотношениями

𝑌𝑘,0(θ,ϕ) =

√︂
2𝑘 + 1

2π
𝑃𝑘(cos θ);

𝑌𝑘,𝑙(θ,ϕ) =

√︂
2𝑘 + 1

2π
𝑃 𝑙
𝑘(cos θ) cos 𝑙ϕ при 𝑙 = 1, . . . , 𝑘;

𝑌𝑘,𝑙(θ,ϕ) =

√︂
2𝑘 + 1

2π
𝑃

|𝑙|
𝑘 (cos θ) sin |𝑙|ϕ при 𝑙 = −𝑘,−𝑘 + 1, . . . ,−1.

Здесь 𝑃𝑘(𝑡) обозначает полином Лежандра степени 𝑘, а через 𝑃 𝑙
𝑘(𝑡), где 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑘, обозначена присоединен-

ная функция Лежандра степени 𝑘.
Сферическая гармоника 𝑌0,0(θ,ϕ) нулевого порядка тождественно постоянна и равна 1/

√
4π.

Множество {𝑌𝑘, 𝑙(θ,ϕ) | 𝑙 = −𝑘,−𝑘 + 1, . . . , 0, . . . , 𝑘 − 1, 𝑘} представляет собой ортонормированный базис в
пространстве сферических гармоник порядка 𝑘:∫︁

𝑌𝑘,𝑙(θ,ϕ)𝑌𝑘,𝑝(θ,ϕ) 𝑑𝑆 = δ
𝑝
𝑙 .

Любой сферический полином 𝑓 имеет конечную норму, определяемую соотношением

‖𝑓 | 𝐻2(𝑆)‖ =

{︃⃒⃒⃒ 1

4π

∫︁
𝑓(θ,ϕ) 𝑑𝑆

⃒⃒⃒2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝑘2(𝑘 + 1)2
𝑘∑︁

𝑙=−𝑘

|𝑎𝑘,𝑙(𝑓)|2
}︃ 1

2

. (4)

Пополнение по этой норме множества всех сферических полиномов представляет собой линейное функци-
ональное пространство, называемое далее сферическим пространством Соболева и обозначаемое через 𝐻2 =
= 𝐻2(𝑆).

Отметим, что норма (4) тождественно единичной функции из пространства 𝐻2 равна единице.
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Любая функция 𝑓 из пространства 𝐻2(𝑆) раскладывается в ряд (3) по базисным сферическим гармоникам,
сходящийся по норме (4). Коэффициенты 𝑎𝑘,𝑙 = 𝑎𝑘,𝑙(𝑓) в разложении (3) представимы в виде следующих по-
верхностных интегралов:

𝑎0,0(𝑓) =
1√
4π

∫︁
𝑓(θ,ϕ) 𝑑𝑆; 𝑎𝑘,𝑙(𝑓) =

∫︁
𝑓(θ,ϕ)𝑌𝑘,𝑙(θ,ϕ) 𝑑𝑆, 𝑘 > 1.

Заметим, что 𝐻2(𝑆) — это гильбертово пространство со скалярным произведением

(︀
𝑓, 𝑔

)︀
2

=
1

4π
𝑎0,0(𝑓)𝑎0,0(𝑔) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑘2(𝑘 + 1)
2

𝑘∑︁
𝑙=−𝑘

𝑎𝑘,𝑙(𝑓)𝑎𝑘,𝑙(𝑔).

Объединение сферических гармоник 𝑌𝑘, 𝑙(θ,ϕ) по всем 𝑘 = 0, 1, . . . и 𝑙 = −𝑘,−𝑘 + 1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑘 задает в гиль-
бертовом пространстве 𝐻2 ортогональный базис.

Классы функций, близкие к сферическим пространствам Соболева, рассматривались ранее во многих ра-
ботах, например, в [3,4].

Разрешимость неоднородного сферического полигармонического уравнения в пространстве 𝐻2 подробно
исследована в статье [1], где было доказано, в частности, следующее утверждение.

Теорема 1. Для любого функционала 𝑙 = 𝑙(θ,ϕ) из пространства 𝐶*(𝑆), удовлетворяющего условию (𝑙, 1) = 0,
задача

∆2
𝑆𝑢 = 𝑙(θ,ϕ),

∫︁
𝑢(θ,ϕ) 𝑑𝑆 = 0, (5)

имеет решение 𝑢(θ,ϕ), принадлежащее пространству 𝐻2(𝑆). Других решений в пространстве 𝐻2(𝑆) у задачи (5)
нет. Это единственное в 𝐻2(𝑆) решение задачи (5) принадлежит также пространству 𝐶(1)(𝑆).

Принадлежность решения задачи пространству 𝐻2(𝑆) автоматически влечет за собой непрерывность этого
решения на сфере 𝑆. Более того, как известно [5,6], каждая функция 𝑓(θ,ϕ) из пространства 𝐻2(𝑆), а значит, и
искомое решение задачи, удовлетворяет оценке

sup
(θ,ϕ)

|𝑓(θ,ϕ)| 6 𝐴2‖𝑓 | 𝐻2(𝑆)‖. (6)

Здесь 𝐴2 — это константа вложения, определяемая соотношением

𝐴2 =

{︃
1 +

1

4π

∞∑︁
𝑘=1

2𝑘 + 1

𝑘2(𝑘 + 1)
2

}︃1/2

.

Постоянная 𝐴2 представляет собой норму оператора вложения сферического пространства Соболева 𝐻2(𝑆) в
пространство 𝐶(𝑆) непрерывных на единичной сфере функций.

Известно также [2], что в 𝐻2(𝑆) существует функция вложения, для которой в (6) достигается точное равен-
ство. Функцией вложения 𝐺(θ,ϕ) является, например, сумма следующего абсолютно сходящегося ряда:

𝐺(θ,ϕ) = 1 +
1

4π

∞∑︁
𝑘=1

2𝑘 + 1

𝑘2(𝑘 + 1)
2𝑃𝑘(cos θ). (7)

Здесь 0 6 θ 6 π, а полином Лежандра 𝑃𝑘(𝑡) степени 𝑘 удовлетворяет равенствам

max
−16𝑡61

|𝑃𝑘(𝑡)| = 𝑃𝑘(+1) = 1.

Учитывая это, заключаем, что ряд (7) сходится абсолютно и равномерно по θ, где 0 6 θ 6 π.
Функция вложения пространства 𝐻2 в пространство 𝐶(𝑆) неединственна: для произвольного 0 6 θ0 6 π

любая функция вида 𝐺(θ− θ0,ϕ) также удовлетворяет всем требуемым условиям.
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2. СФЕРИЧЕСКИЕ СПЛАЙНЫ И СПЛАЙН-РЕШЕНИЯ

Вместе с неоднородным сферическим бигармоническим уравнением (2) будем рассматривать уравнения
с более общей нежели просто непрерывная функция правой частью. Точнее, будем иметь дело с линейными
дифференциальными уравнениями вида

∆2
𝑆𝑢 = 𝑙(θ,ϕ), (8)

где правая часть 𝑙 = 𝑙(θ,ϕ) представляет собой линейный и ограниченный на пространстве 𝐶(𝑆) функционал,
значение которого на тождественно постоянной функции равно нулю:(︀

𝑙(θ,ϕ), 1
)︀

= 0. (9)

Таким образом, правая часть 𝑙 неоднородного уравнения (8) принадлежит пространству 𝐶*(𝑆), сопряженному
к 𝐶(𝑆).

Из-за принадлежности линейного функционала 𝑙(θ,ϕ) пространству𝐶*(𝑆) и в силу оценки (6) этот же функ-
ционал 𝑙(θ,ϕ) ограничен и на пространстве 𝐻2(𝑆). При этом справедливо неравенство

‖𝑙 | 𝐻2*(𝑆)‖ 6 𝐴2‖𝑙 | 𝐶*(𝑆)‖.

Принадлежность функционала 𝑙(θ,ϕ) сопряженному пространству 𝐻2*(𝑆) означает сходимость к нему частич-
ных сумм ряда по сферическим гармоникам

∞∑︁
𝑘=1

𝑘∑︁
𝑙=−𝑘

(︀
𝑙, 𝑌𝑘,𝑙

)︀
𝑌𝑘,𝑙(θ,ϕ)

по норме

‖𝑙 | 𝐻2*(𝑆)‖ =

{︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2(𝑘 + 1)
2

𝑘∑︁
𝑙=−𝑘

⃒⃒(︀
𝑙(θ,ϕ), 𝑌𝑘,𝑙(θ,ϕ)

)︀⃒⃒2}︃1/2

< ∞.

Решение 𝑢(θ,ϕ) уравнения (8), принадлежащее классу 𝐻2, представимо при этом в следующем виде:

𝑢(θ,ϕ) =

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2(𝑘 + 1)2

𝑘∑︁
𝑙=−𝑘

(𝑙, 𝑌𝑘,𝑙)𝑌𝑘,𝑙(θ,ϕ).

В качестве важного примера неоднородного сферического бигармонического уравнения рассмотрим урав-
нение

∆2
𝑆𝑢 = 𝑙(x | Θ(0)), x = (𝑥, 𝑦, 𝑧), |Θ(0)| = 1,

со специальной правой частью 𝑙(x | Θ(0)), определив действие этого линейного функционала следующим об-
разом.

Для вектора x = (𝑥, 𝑦, 𝑧) из пространства R3 и лежащей на сфере 𝑆 точки Θ(0) полагаем, что линейный
функционал 𝑙(x | Θ(0)), действует на пробную функцию 𝑓(x) по формуле

(︀
𝑙(x | Θ(0)), 𝑓(x)

)︀
= 𝑓(Θ(0)) − 1

4π

∫︁
𝑓(Θ′) 𝑑𝑆θ′ . (10)

Таким образом, действие 𝑙(x | Θ(0)) на непрерывную функцию 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) представляет собой разность между
значением функции 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) в точке Θ(0) сферы и ее же средним значением по сфере 𝑆. В частности, на тож-
дественно постоянной функции функционал 𝑙(x | Θ(0)) обращается в нуль, а его носитель сосредоточен на
сфере 𝑆.

Полагая Θ = 1
𝑟x, где 𝑟 = |x|, получаем следующее разложение функционала 𝑙(Θ | Θ(0)) в ряд по сфериче-

ским гармоникам:

𝑙(Θ | Θ(0)) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑘∑︁
𝑙=−𝑘

𝑌𝑘,𝑙(Θ
(0))𝑌𝑘,𝑙(Θ) =

∞∑︁
𝑘=1

2𝑘 + 1

4π
𝑃𝑘(cosω(0)). (11)

Последнее равенство здесь справедливо по теореме сложения для сферических гармоник [8]. В равенстве (11)
cosω(0) — это скалярное произведение векторовΘ иΘ(0), то естьω(0) представляет собой угол между векторами
Θ и Θ(0).
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Ряд (11) сходится по норме пространства 𝐻2*(𝑆) и, следовательно, функционал 𝑙(Θ | Θ(0)) принадлежит
пространству 𝐻2*(𝑆).

Принадлежащее классу 𝐻2(𝑆) решение неоднородного сферического бигармонического уравнения с функ-
ционалом 𝑙(Θ | Θ(0)) в правой части представимо как следующий абсолютно сходящийся ряд:

𝐺(Θ ·Θ(0)) =

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2(𝑘 + 1)2

𝑘∑︁
𝑙=−𝑘

𝑌𝑘,𝑙(Θ
(0))𝑌𝑘,𝑙(Θ) =

=

∞∑︁
𝑘=1

2𝑘 + 1

4π𝑘2(𝑘 + 1)2
𝑃𝑘(Θ ·Θ(0)).

Сумма 𝐺(Θ ·Θ(0)) этого ряда известна как функция Грина сферического бигармонического оператора ∆2
𝑆 . По

переменной Θ она принадлежит пространству 𝐻2(𝑆) и при этом ортогональна на 𝑆 тождественно постоянной
функции. Согласно теореме 1 по переменнойΘфункция𝐺(Θ·Θ(0)) непрерывна на𝑆 и более того принадлежит
классу 𝐶(1)(𝑆).

Еще один важный класс неоднородных сферических бигармонических уравнений образуют уравнения вида

∆2
𝑆𝑢 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗δ(Θ−Θ(𝑗)), |Θ| = |Θ(𝑗)| = 1. (12)

Правая часть в (12) представляет собой линейную комбинацию сдвигов дельта-функции Дирака на заданные
и принадлежащие сфере 𝑆 векторы Θ(𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 . Необходимым условием существования у уравнения
(12) решения из пространства 𝐻2(𝑆) является обращение в нуль функционала в его правой части на любой
тождественно постоянной функции, то есть равенство

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗 = 0. (13)

Это же равенство (13) является достаточным для существования у уравнения (12) решения из пространства
𝐻2(𝑆), ортогонального к тому же тождественно постоянной функции на сфере 𝑆.

Если условие (13) выполнено, то справедливо равенство

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗δ(Θ−Θ(𝑗)) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗 𝑙(Θ | Θ(𝑗)),

в котором каждый из функционалов 𝑙(Θ | Θ(𝑗)), 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , задается формулой вида (10). Решение уравнения
(12) из пространства 𝐻2(𝑆) в этом случае имеет вид

𝑢𝑁 (θ,ϕ) = 𝑢𝑁 (Θ) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝐺(Θ ·Θ(𝑗)),

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗 = 0, (14)

где 𝐺(Θ ·Θ(𝑗)) — это введенная выше функция Грина задачи (8), (9).
Определяемая равенством (14) функция 𝑢𝑁 (Θ) непрерывна на сфере 𝑆 и более того принадлежит классу

𝐶(1)(𝑆).
Произвольную функцию 𝑢𝑁 (Θ) вида (14) условимся называть сферическим 𝐻2(𝑆)-сплайном. Входящие в

представление (14) точки Θ(𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , единичной сферы называем узлами сплайна 𝑢𝑁 (Θ), а коэффици-
енты 𝑐𝑗 — его весами. Нетривиальные 𝐻2(𝑆)-сплайны существуют лишь при условии, что 𝑁 > 2.

Далее нас интересует решение следующей экстремальной задачи: для известной непрерывной на единичной
сфере функции 𝑝(θ,ϕ) с условием ортогональности (1) найти сферический 𝐻2(𝑆)-сплайн 𝑢𝑁 (Θ) с заданными
узлами Θ(𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , наименнее уклоняющийся от решения 𝑢(Θ) дифференциальной задачи

∆2
𝑆𝑢(θ,ϕ) = 𝑝(θ,ϕ),

∫︁
𝑢(θ,ϕ) 𝑑𝑆 = 0,

в норме пространства 𝐻2(𝑆).
Решение этой экстремальной задачи, как будет доказано в следующем разделе, существует и единственно в

классе функций, ортогональных на 𝑆 тождественной единице. Обозначив это решение как 𝑢
(0)
𝑁 (θ,ϕ) = 𝑢

(0)
𝑁 (Θ),

назовем его сплайн–решением исходной дифференциальной задачи.
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3. CУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ СФЕРИЧЕСКОГО СПЛАЙН-РЕШЕНИЯ

Установим разрешимость сформулированной в предыдущем разделе экстремальной задачи и попутно дока-
жем для нее теорему единственности.

Теорема 2. Cреди всех 𝐻2(𝑆)-сплайнов с заданным на единичной сфере множеством узлов Θ(𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 ,
т.е. среди функций вида

𝑢𝑁 (θ,ϕ) = 𝑢𝑁 (Θ) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝐺(Θ ·Θ(𝑗)),

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗 = 0,

существует в точности один, отклоняющийся в 𝐻2(𝑆)-норме от решения 𝑢(Θ) исходной краевой задачи (1), (2) на
минимально возможное значение.

Доказательство. Функция 𝑢(Θ), как установлено, принадлежит пространству 𝐻2(𝑆). Зафиксировав на еди-
ничной сфере множество узлов Θ(𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , где 𝑁 > 2, рассмотрим следующий числовой параметр

𝑆𝑁 = inf

⎧⎨⎩‖𝑢(Θ) −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝐺(Θ ·Θ(𝑗)) | 𝐻2(𝑆)‖ |
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗 = 0

⎫⎬⎭ . (15)

Ясно, что число 𝑆𝑁 неотрицательно и конечно.
Сферический 𝐻2(𝑆)-сплайн 𝑢

(0)
𝑁 (Θ) с весовым вектором 𝑐(0) = (𝑐01, . . . , 𝑐

0
𝑁 ) отклоняется от функции 𝑢(Θ)

на минимально возможное значение 𝐻2(𝑆)-нормы тогда и только тогда, когда выполняется равенство

‖𝑢(Θ) −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐0𝑗𝐺(Θ ·Θ(𝑗)) | 𝐻2(𝑆)‖ = 𝑆𝑁 . (16)

Это означает, что весовой вектор 𝑐(0) = (𝑐01, . . . , 𝑐
0
𝑁 ) доставляет на гиперплоскости

𝑁∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗 = 0 пространства R𝑛

минимум квадратичной функции ψ(𝑐) переменных 𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑁 ), задаваемой равенством

ψ(𝑐) = ‖𝑢(Θ) −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝐺(Θ ·Θ(𝑗)) | 𝐻2(𝑆)‖2.

Запишем ψ(𝑐) в общепринятом для квадратичных функций виде, т.е. следующим образом:

ψ(𝑐) =

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑔𝑖𝑗𝑐𝑖𝑐𝑗 + 2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝑐𝑗 + 𝐶. (17)

С этой целью заметим, что разность 𝑣(Θ) = 𝑢(Θ) −
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗𝐺(Θ · Θ(𝑗)) является решением следующей диффе-

ренциальной задачи:

∆2
𝑆𝑣(Θ) = 𝑝(Θ) −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗δ(Θ−Θ(𝑗)),

∫︁
𝑣(Θ) 𝑑𝑆 = 0.

Как известно [1], в этом случае справедливы равенства

‖𝑣(Θ) | 𝐻2(𝑆)‖2 =
(︀
𝑝(Θ) −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗δ(Θ−Θ(𝑗)), 𝑣(Θ)
)︀

=

=

∫︁
𝑝(Θ)𝑣(Θ) 𝑑𝑆 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑣(Θ(𝑗)).

Запишем это равенство в эквивалентной форме, подставив в правую часть разложение 𝑣(Θ) = 𝑢(Θ)−

−
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗𝐺(Θ ·Θ(𝑗)). В результате получим

ψ(𝑐) =

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐺(Θ(𝑖) ·Θ(𝑗))𝑐𝑖𝑐𝑗 − 2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑢(Θ(𝑗)) +

∫︁
𝑝(Θ)𝑢(Θ) 𝑑𝑆.
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Это означает, что в стандартном представлении (17) достаточно взять

𝑔𝑖𝑗 = 𝐺(Θ(𝑖) ·Θ(𝑗)), 𝑏𝑗 = −𝑢(Θ(𝑗)), 𝐶 =

∫︁
𝑝(Θ)𝑢(Θ) 𝑑𝑆.

Исходная экстремальная задача эквивалентна, таким образом, стандартной задаче на поиск условного экстре-
мума неотрицательной квадратичной функции ψ(𝑐), решаемой методом неопределенных множителей Лагран-
жа.

Приравняв нулю частные производные от вспомогательной функции ψ1(𝑐, λ) = ψ(𝑐) + 2λ
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗, получим

сопутствующую задаче на условный экстремум систему линейных уравнений. В покомпонентном виде эта си-
стема записывается следующим образом:

𝑁∑︀
𝑗=1

𝐺(Θ(𝑖) ·Θ(𝑗))𝑐𝑗 + λ = 𝑢(Θ(𝑖)),

𝑖 = 1, . . . , 𝑁 ;
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗 = 0.

(18)

Пусть 𝐺 — это квадратная 𝑁 ×𝑁–матрица с элементами 𝑔𝑖𝑗, u — это вектор-столбец значений функции 𝑢(Θ)
в узлах сплайна, а 𝑃 — это вектор-строка длины 𝑁 с единичными элементами. С учетом этих обозначений
запишем систему (17) в матричном виде: (︂

𝐺 𝑃 *

𝑃 0

)︂(︂
𝑐
λ

)︂
=

(︂
u
0

)︂
.

Матрица 𝑄 этой сопутствующей системы линейных уравнений задается равенством

𝑄 =

(︂
𝐺 𝑃 *

𝑃 0

)︂
. (19)

Это симметричная и, как доказано, к примеру, в [7], положительно определенная матрица. В частности, систе-
ма (18) не вырождена.

Таким образом, решение (𝑐(0), λ(0)) системы (18), сопутствующей задаче на условный экстремум, существует
и единственно.

По определению, точка (𝑐(0), λ(0)) является стационарной для функции ψ1(𝑐, λ) = ψ(𝑐) + 2λ
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗 . Из теории

условного экстремума известно, что соответствующая компонента 𝑐(0) доставляет квадратичной функции ψ(𝑐)

минимум на гиперплоскости
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗 = 0, если на этой гиперплоскости положительно определена квадратичная

форма

Φ(𝑐) =

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2ψ1

𝜕𝑐𝑖𝜕𝑐𝑗
𝑐𝑖𝑐𝑗 = 2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑔𝑖𝑗𝑐𝑖𝑐𝑗 .

Установим, что это условие действительно выполняется.

Заметим, что при любом ненулевом 𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑁 ) с условием
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗 = 0 дифференциальная задача

∆2
𝑆𝑢𝑁 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗δ(Θ−Θ(𝑗)),

∫︁
𝑢𝑁 (Θ) 𝑑𝑆 = 0

имеет в 𝐻2(𝑆) единственное решение. Это решение — нетривиальный сферический сплайн, задаваемый ра-
венством

𝑢𝑁 (Θ) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝐺(Θ ·Θ(𝑗)).

При этом справедливы соотношения

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑔𝑖𝑗𝑐𝑖𝑐𝑗 =

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐺(Θ(𝑖) ·Θ(𝑗))𝑐𝑖𝑐𝑗 =
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=
(︀ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖δ(Θ−Θ(𝑖)), 𝑢𝑁 (Θ)
)︀

= ‖𝑢𝑁 | 𝐻2*(𝑆)‖2 > 0.

Таким образом, квадратичная форма

Φ(𝑐) =

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2ψ1

𝜕𝑐𝑖𝜕𝑐𝑗
𝑐𝑖𝑐𝑗 = 2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑔𝑖𝑗𝑐𝑖𝑐𝑗

положительно определена.
Следовательно, сферический сплайн со свойством минимальности (16) существует. Это означает, что

сплайн-решение рассматриваемой дифференциальной задачи также существует. Установим его единствен-
ность.

Пусть существуют два разных сферических сплайна 𝑢
(1)
𝑁 (Θ) и 𝑢

(2)
𝑁 (Θ) с одинаковыми узлами Θ(𝑗), 𝑗 =

= 1, . . . , 𝑁 , и свойством минимальности (16). Тогда разности 𝑣
(1)
𝑁 (Θ) = 𝑢(Θ) − 𝑢

(1)
𝑁 (Θ) и 𝑣

(2)
𝑁 (Θ) = 𝑢(Θ)−

−𝑢
(2)
𝑁 (Θ) имеют в 𝐻2(𝑆) одну и ту же минимальную норму:

‖𝑣(1)𝑁 | 𝐻2(𝑆)‖ = ‖𝑣(2)𝑁 | 𝐻2(𝑆)‖ = 𝑆𝑁 .

В гильбертовом пространстве 𝐻2(𝑆) справедливо известное тождество параллелограмма

‖
𝑣
(1)
𝑁 + 𝑣

(2)
𝑁

2
| 𝐻2‖2 + ‖

𝑣
(1)
𝑁 − 𝑣

(2)
𝑁

2
| 𝐻2‖2 =

‖𝑣(1)𝑁 | 𝐻2‖2

2
+

‖𝑣(2)𝑁 | 𝐻2‖2

2
.

Воспользовавшись им, получим строгое неравенство

‖
𝑣
(1)
𝑁 + 𝑣

(2)
𝑁

2
| 𝐻2(𝑆)‖2 = 𝑆2

𝑁 − ‖
𝑢
(1)
𝑁 − 𝑢

(2)
𝑁

2
| 𝐻2(𝑆)‖2 < 𝑆2

𝑁 . (19)

Последнее строгое неравенство справедливо в силу предположения, что функции 𝑢
(1)
𝑁 (Θ) и 𝑢

(2)
𝑁 (Θ) различны.

Полусумма 𝑢
(1)
𝑁 +𝑢

(2)
𝑁

2 представляет собой некоторый сферический сплайн с тем же самым набором узлов, что

и у сплайнов 𝑢
(1)
𝑁 (Θ) и 𝑢

(2)
𝑁 (Θ), т.е.

𝑢
(1)
𝑁 + 𝑢

(2)
𝑁

2
=

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐
(3)
𝑗 𝐺(Θ ·Θ(𝑗)) = 𝑢

(3)
𝑁 (Θ).

Учитывая это, получаем равенство

‖
𝑣
(1)
𝑁 + 𝑣

(2)
𝑁

2
| 𝐻2(𝑆)‖2 = ‖𝑢(Θ) − 𝑢

(3)
𝑁 (Θ) | 𝐻2(𝑆)‖2.

Таким образом и в силу (19), норма ‖𝑢(Θ)−𝑢
(3)
𝑁 (Θ) | 𝐻2(𝑆)‖ должна быть строго меньше величины 𝑆𝑁 . Но это

противоречит определению 𝑆𝑁 как точной нижней грани равенством (15). Следовательно, функции 𝑢
(1)
𝑁 (Θ) и

𝑢
(2)
𝑁 (Θ) обязаны совпадать.

Перепишем первые 𝑁 уравнений системы (18) в виде равенств

λ = 𝑢(Θ(𝑗)) −
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐺(Θ(𝑗) ·Θ(𝑖))𝑐𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 ;

или, что в силу определения сплайна 𝑢
(0)
𝑁 (Θ) то же самое:

λ = 𝑢(Θ(𝑗)) − 𝑢
(0)
𝑁 (Θ(𝑗)), 𝑗 = 1, . . . , 𝑁.

Таким образом, получаем

Следствие 1. Сферический 𝐻2(𝑆)-сплайн 𝑢
(0)
𝑁 (Θ) с весовым вектором 𝑐(0) = (𝑐01, . . . , 𝑐

0
𝑁 ) в каждом из своих

узлов Θ(𝑗) отклоняется от значения 𝑢(Θ(𝑗)) на одно и то же значение. Это значение равно нулю в том и только

том случае, если сплайн 𝑢
(0)
𝑁 (Θ) является интерполяцитонным.
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Задавшись на сфере 𝑆 множеством узлов Θ(𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , рассмотрим соответствующее им множество
сферических весовых кубатурных формул вида∫︁

𝑝(θ,ϕ)𝑓(θ,ϕ) 𝑑𝑆 ≈
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑓(Θ(𝑗)). (20)

При этом предположим, что выполнены равенства

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗 =

∫︁
𝑝(θ,ϕ) 𝑑𝑆 = 0. (21)

Функционал погрешности 𝑙𝑁 (Θ) весовой формулы (20) задается следующим равенством [2,9,10]:

(𝑙𝑁 , 𝑓) =

∫︁
𝑝(θ,ϕ)𝑓(θ,ϕ) 𝑑𝑆 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑓(Θ(𝑗)) ∀ 𝑓 ∈ 𝐶(𝑆).

Этот функционал линеен и ограничен на пространстве𝐶(𝑆) и в силу условия (21) точен на любой тождественно
постоянной функции: (𝑙𝑁 , 1) = 0.

В частности, в пространстве 𝐻2(𝑆) дифференциальная задача

∆2
𝑆𝑣 = 𝑙𝑁 (Θ),

∫︁
𝑣(Θ) 𝑑𝑆 = 0,

как уже установлено, имеет единственное решение 𝑣𝑁 (Θ). Эта функция 𝑣𝑁 (Θ) представляет собой разность
между решением 𝑢(Θ) исходной задачи (1), (2) и сферическим 𝐻2(𝑆)-сплайном 𝑢𝑁 (Θ), имеющим в качестве
весов компоненты вектора 𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑁 ), т.е. веса рассматриваемой кубатурной формулы. При этом справед-
ливы равенства

‖𝑢(Θ) − 𝑢𝑁 (Θ) | 𝐻2(𝑆)‖2 = (𝑙𝑁 (Θ), 𝑣𝑁 (Θ)) = ‖𝑙𝑁 (Θ) | 𝐻2*(𝑆)‖2. (22)

Функция 𝑣𝑁 (Θ) = 𝑢(Θ) − 𝑢𝑁 (Θ) со свойством (22) является экстремальной для функционала 𝑙𝑁 (Θ), [9, 10].

Таким образом, сферический 𝐻2(𝑆)-сплайн 𝑢
(0)
𝑁 (Θ) с весовым вектором 𝑐(0) = (𝑐01, . . . , 𝑐

0
𝑁 ) отклоняется от

функции 𝑢(Θ) на минимально возможное значение 𝐻2(𝑆)-нормы тогда и только тогда, когда весовой функци-
онал погрешности

(𝑙
(0)
𝑁 , 𝑓) =

∫︁
𝑝(θ,ϕ)𝑓(θ,ϕ) 𝑑𝑆 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐0𝑗𝑓(Θ(𝑗)), ∀ 𝑓 ∈ 𝐶(𝑆),

имеет в сопряженном пространстве 𝐻2*(𝑆) минимально возможную норму. Иными словами, тогда и только
тогда, когда сферическая кубатурная формула∫︁

𝑝(θ,ϕ)𝑓(θ,ϕ) 𝑑𝑆 ≈
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐0𝑗𝑓(Θ(𝑗))

с весами 𝑐01, . . . , 𝑐0𝑁 оптимальна в пространстве 𝐻2(𝑆).
Таким образом, исследование сходимости сплайн–решений к решению дифференциальной задачи при

неограниченном увеличении узлов сплайна тесно связано с установлением сходимости к нулю последователь-
ности норм функционалов погрешности оптимальных кубатурных формул, [7].
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Abstract. An inhomogeneous biharmonic equation is considered on the unit sphere in three-dimensional
space. The solution of this equation, belonging to the Sobolev space on the sphere, is approximated by
a sequence of solutions of the same equation but with specific right-hand sides, represented as linear
combinations of shifts of the Dirac delta function. It is proven that, given specified nodes on the sphere
determining the shifts, special solutions of the equation — spherical biharmonic splines — exist, and the
weights corresponding to each are solutions of an associated non-degenerate system of linear algebraic
equations. The connection between the approximation quality of the differential problem solution by
spherical biharmonic splines and the problem of the convergence rate of optimal weighted spherical
cubature formulas is established.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В монографии [1] была введена некоторая классификация линейных уравнений с частными производными
следующего вида:

𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢 ≡ 𝐿0(𝐷𝑥)𝐷𝑙
𝑡𝑢 +

𝑙−1∑︁
𝑘=0

𝐿𝑙−𝑘(𝐷𝑥)𝐷𝑘
𝑡 𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R𝑛, (1.1)

где 𝐿0(𝐷𝑥) — квазиэллиптический оператор, и для них изучен широкий класс краевых задач. В литературе та-
кие уравнения часто называют уравнениями соболевского типа, поскольку исследования С. Л. Соболева [2] были
первыми глубокими исследованиями дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно старшей
производной. В настоящее время имеется большое число работ, посвященных изучению различных задач для
уравнений вида (1.1) (см., например, монографии [1], [3] и имеющуюся там библиографию). Однако для класса
псевдогиперболических уравнений, введенного в [1], теория краевых задач является мало изученной, в частности,
по задаче Коши для таких уравнений с переменными коэффициентами в литературе пока нет результатов.

Напомним определение псевдогиперболических операторов [1] в случае постоянных коэффициентов

𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) = 𝐿0(𝐷𝑥)𝐷𝑙
𝑡 +

𝑙−1∑︁
𝑘=0

𝐿𝑙−𝑘(𝐷𝑥)𝐷𝑘
𝑡 .

Условие 1. Будем предполагать, что символ 𝐿(𝑖η, 𝑖ξ) оператора 𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) однороден относительно некото-
рого вектора (α0,α1, . . . ,α𝑛), α0 > 0, 1/α𝑗 ∈ N, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, т. е.

𝐿(𝑐α0𝑖η, 𝑐α1𝑖ξ1, . . . , 𝑐
α𝑛𝑖ξ𝑛) = 𝑐𝐿(𝑖η, 𝑖ξ1, . . . , 𝑖ξ𝑛), 𝑐 > 0.

Условие 2. Оператор 𝐿0(𝐷𝑥) является квазиэллиптическим.
Условие 3. Уравнение

(𝑖η)𝑙 +

𝑙−1∑︁
𝑘=0

𝐿𝑙−𝑘(𝑖ξ)

𝐿0(𝑖ξ)
(𝑖η)𝑘 = 0, ξ ∈ R𝑛∖{0}, (1.2)

имеет только вещественные корни η1(ξ), . . . , η𝑙(ξ).

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта 24-21-00370), https://rscf.ru/project/24-21-00370/.
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Определение. Дифференциальный оператор 𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) называется псевдогиперболическим, если для его
символа 𝐿(𝑖η, 𝑖ξ) выполнены условия 1–3. Если корни уравнения (1.2) являются различными, то оператор
𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) будем называть строго псевдогиперболическим и соответствующее дифференциальное уравнение (1.1)
будем называть строго псевдогиперболическим уравнением.

Первые теоремы о разрешимости задачи Коши для строго псевдогиперболических уравнений с постоянны-
ми коэффициентами были доказаны в [1, гл. 2], [4]. В работе [5] была изучена задача Коши для этого класса урав-
нений, содержащих младшие члены. Следует отметить, что для задачи Коши для псевдогиперболических урав-
нений имеется ряд особенностей. А именно, для ее разрешимости в соболевских пространствах𝑊 𝑙,𝑟

2 ((0, 𝑇 )×R𝑛)
правая часть 𝑓(𝑡, 𝑥) уравнения должна иметь дополнительную гладкость и в зависимости от порядков диффе-
ренциальных операторов и размерности 𝑛 должна быть ортогональна некоторым мономам 𝑥β (см. также [6]–
[8]).

В данной работе мы начинаем изучение строго псевдогиперболических операторов с переменными коэф-
фициентами. Мы будем рассматривать класс операторов четвертого порядка

ℒ(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥) = ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) + ℒ2
𝑎(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥), 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, (1.3)

где ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) — однородный строго псевдогиперболический оператор с постоянными вещественными коэф-
фициентами имеет вид

ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) = 𝐿1
0(𝐷𝑥)𝐷2

𝑡 + 𝐿1
1(𝐷𝑥)𝐷𝑡 + 𝐿1

2(𝐷𝑥), (1.4)

𝐿1
0(𝐷𝑥) =

∑︁
|β|=2

𝑎0β𝐷
β
𝑥, 𝐿1

1(𝐷𝑥) =
∑︁
|β|=3

𝑎1β𝐷
β
𝑥, 𝐿1

2(𝐷𝑥) =
∑︁
|β|=4

𝑎2β𝐷
β
𝑥,

при этом 𝐿1
0(𝐷𝑥) — эллиптический оператор. Будем предполагать, что выполнена оценка

𝑞2|ξ|2 > 𝐿1
0(𝑖ξ) ≡ −

∑︁
|β|=2

𝑎0βξ
β > 𝑞1|ξ|2, ξ ∈ R𝑛, (1.5)

где 𝑞2 > 𝑞1 > 0 — постоянные.
Второй дифференциальный оператор в (1.3) с вещественнозначными переменными коэффициентами

ℒ2
𝑎(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥) имеет вид

ℒ2
𝑎(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥) = 𝐿2

𝑎,0(𝑥;𝐷𝑥)𝐷2
𝑡 + 𝐿2

1(𝑥;𝐷𝑥)𝐷𝑡 + 𝐿2
2(𝑥;𝐷𝑥), (1.6)

где
𝐿2
𝑎,0(𝑥;𝐷𝑥) =

∑︁
|β|=2

α
0
β(𝑥)𝐷β

𝑥 + 𝑎𝐼, 𝐿2
1(𝑥;𝐷𝑥) =

∑︁
|β|=3

α
1
β(𝑥)𝐷β

𝑥, 𝐿2
2(𝑥;𝐷𝑥) =

∑︁
|β|=4

α
2
β(𝑥)𝐷β

𝑥,

при этом α𝑘
β
(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛), 𝑘 = 0, 1, 2, 𝑎 > 0 — константа.

Оператор ℒ2
𝑎(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥) можно рассматривать, как возмущение псевдогиперболического оператора

ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥).
В качестве примера строго псевдогиперболического уравнения с младшими членами можно рассмотреть

многомерные аналоги уравнения Власова [9, 10] и уравнения Рэлея–Бишопа [11], [12], [13]

(𝑎0𝐼 − 𝑎1∆)𝐷2
𝑡 𝑢 + 𝑎2∆2𝑢 +

∑︁
|β|63

𝑎β(𝑥)𝐷β
𝑥𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥),

где 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 > 0.
Наша цель — получение энергетических оценок для оператора ℒ(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥).
В дальнейшем через 𝑊 2,4

2,γ (R𝑛+1), γ > 0, будем обозначать соболевское пространство с экспоненциальным

весом 𝑒−γ𝑡, т. е. функция 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊 2,4
2,γ (R𝑛+1), если функция 𝑢γ(𝑡, 𝑥) = 𝑒−γ𝑡𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊 2,4

2 (R𝑛+1). Символом̂︀𝑢γ(η, ξ) будем обозначать преобразование Фурье функции 𝑢γ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(R𝑛+1).
В работе будет доказана следующая

Теорема. Существует γ0 > 0 такое, что если коэффициенты α𝑘
β
(𝑥) оператора (1.6) вместе со своими производ-

ными до третьего порядка включительно достаточно малы, то для любой функции 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊 2,4
2,γ (R𝑛+1) при γ > γ0

такой, что
𝐷2

𝑡𝐷
β
𝑥𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2,γ(R𝑛+1), |β| = 2,
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имеет место оценка

γ‖(|ξ|2 + 𝑎) (|η| + γ+ |ξ|) ̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖ ≤ 𝑐‖ℒ(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(R𝑛+1)‖ (1.7)

с константой 𝑐 > 0, не зависящей от 𝑢(𝑡, 𝑥).

Оценка (1.7) является аналогом энергетического неравенства для строго гиперболических операторов [14],
[15].

Отметим, что полученные энергетические оценки можно использовать для изучения корректности задачи
Коши для строго псевдогиперболических уравнений

ℒ(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R𝑛,

𝑢|𝑡=0 = ϕ1(𝑥), 𝐷𝑡𝑢|𝑡=0 = ϕ2(𝑥),

в весовом соболевском пространстве 𝑊 2,4
2,γ (R𝑛+1

+ ).

2. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Из общего определения псевдогиперболических операторов [1] вытекает, что оператор ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) является
псевдогиперболическим, если уравнение

𝐿1
0(𝑖ξ)(𝑖η)2 + 𝐿1

1(𝑖ξ)𝑖η+ 𝐿1
2(𝑖ξ) = 0, ξ ∈ R𝑛∖{0},

имеет только вещественные корни η1(ξ), η2(ξ), и если корни различные, то этот оператор — строго псевдоги-
перболический. Отметим, что для оператора (1.4) α0 = α1 = . . . = α𝑛 = 1/4.

В силу определения операторов𝐿1
𝑘(𝐷𝑥), 𝑘 = 0, 1, 2, дифференциальный операторℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) является строго

псевдогиперболическим тогда и только тогда, когда выполняется неравенство

𝑑(ξ) =

(︂∑︁
|β|=3

𝑎1βξ
β

)︂2

− 4

(︂∑︁
|β|=2

𝑎0βξ
β

)︂(︂∑︁
|β|=4

𝑎2βξ
β

)︂
> 0, ξ ∈ R𝑛∖{0}. (2.1)

Многочлен 𝑑(ξ) является однородным шестой степени, поэтому существуют постоянные 𝑝2 > 𝑝1 > 0 такие,
что

𝑝2|ξ|6 > 𝑑(ξ) > 𝑝1|ξ|6, ξ ∈ R𝑛. (2.2)

В монографии [1] при получении энергетических оценок для строго псевдогиперболических операторов
(1.1) с постоянными коэффициентами и квазиоднородными символами использовалась схема Лере [15], пред-
ложенная для изучения корректности задачи Коши для строго гиперболических уравнений. В частности, в [1,
гл.2] была получена оценка

𝑀(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) ≡ −Im

(︂
𝐿(𝑖η+ γ, 𝑖ξ)𝐷η𝐿(𝑖η+ γ, 𝑖ξ)

)︂
> 𝑞γ⟨ξ⟩2(1−𝑙α0)

(︂
|𝑖η+ γ| + ⟨ξ⟩α0

)︂2𝑙−2

,

⟨ξ⟩2 =

𝑛∑︁
𝑗=1

ξ
2/α𝑗
𝑗 , γ > 0, (η, ξ) ∈ R𝑛+1,

где 𝑞 = const > 0, 𝐿(𝑖η, 𝑖ξ) — символ строго псевдогиперболического оператора 𝐿(𝐷𝑡, 𝐷𝑥), который однороден
относительно некоторого вектора (α0,α1, . . . ,α𝑛), α0 > 0, 1/α𝑗 ∈ N, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Выпишем аналогичный многочлен 𝑀(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) для оператора ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥). Поскольку

ℒ1(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) = 𝐿1
0(𝑖ξ)(𝑖η+ γ)2 + 𝐿1

1(𝑖ξ)(𝑖η+ γ) + 𝐿1
2(𝑖ξ),

𝐷ηℒ1(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) = 2𝑖𝐿1
0(𝑖ξ)(𝑖η+ γ) + 𝑖𝐿1

1(𝑖ξ),

то

𝑀(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) = −Im

(︂(︂
𝐿1
0(𝑖ξ)(−η2 + 2𝑖ηγ+ γ

2) + 𝐿1
1(𝑖ξ)(𝑖η+ γ) + 𝐿1

2(𝑖ξ)

)︂
×

×
(︂

2𝑖𝐿1
0(𝑖ξ)(𝑖η+ γ) + 𝑖𝐿1

1(𝑖ξ)

)︂)︂
, γ > 0, (η, ξ) ∈ R𝑛+1. (2.3)
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Проводя вычисления, получим

𝑀(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) = γ

(︂(︂∑︁
|β|=3

𝑎1βξ
β

)︂2

+ 2

(︂∑︁
|β|=2

𝑎0βξ
β

)︂2

(η2 + γ
2)−

− 2

(︂∑︁
|β|=2

𝑎0βξ
β

)︂(︂∑︁
|β|=4

𝑎2βξ
β

)︂
+ 2

(︂∑︁
|β|=2

𝑎0βξ
β

)︂(︂∑︁
|β|=3

𝑎1βξ
β

)︂
η

)︂
.

Учитывая обозначение (2.1), это можно переписать в следующем виде:

𝑀(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) = 2γ

(︂(︂
η
∑︁
|β|=2

𝑎0βξ
β +

1

2

∑︁
|β|=3

𝑎1βξ
β

)︂2

+

+

[︂
1

4

(︂∑︁
|β|=3

𝑎1βξ
β

)︂2

−
(︂∑︁

|β|=2

𝑎0βξ
β

)︂(︂∑︁
|β|=4

𝑎2βξ
β

)︂]︂
+ γ

2

(︂∑︁
|β|=2

𝑎0βξ
β

)︂2)︂
=

= 2γ

(︂(︂
η𝐿1

0(ξ) +
1

2

∑︁
|β|=3

𝑎1βξ
β

)︂2

+
1

4
𝑑(ξ) + γ

2

(︂
𝐿1
0(ξ)

)︂2)︂
или

𝑀(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) = 2γ(𝐿1
0(ξ))2𝑁(η, γ, ξ),

где

𝑁(η, γ, ξ) =

(︂
η+

1

2
(𝐿1

0(ξ))−1

(︂∑︁
|β|=3

𝑎1βξ
β

)︂)︂2

+
1

4
(𝐿1

0(ξ))−2𝑑(ξ) + γ
2 (2.4)

есть неотрицательная однородная функция второй степени относительно переменных γ > 0, (η, ξ) ∈ R𝑛+1.
В силу неравенств (1.5), (2,2), очевидно, что 𝑁(η, γ, ξ) = 0 тогда и только тогда, когда γ = η = |ξ| = 0. Следова-
тельно, существуют постоянные 𝑟2 > 𝑟1 > 0 такие, что выполняется оценка

𝑟2(η2 + |ξ|2 + γ
2) > 𝑁(η, γ, ξ) > 𝑟1(η2 + |ξ|2 + γ

2). (2.5)

Поэтому, учитывая (1.5), получим неравенство

2𝑞22𝑟2γ|ξ|4(η2 + |ξ|2 + γ
2) > 𝑀(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) > 2𝑞21𝑟1γ|ξ|4(η2 + |ξ|2 + γ

2), (2.6)

γ > 0, (η, ξ) ∈ R𝑛+1.

Из проведенных рассуждений вытекает следующее утверждение.

Лемма 1. Оператор ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) является строго псевдогиперболическим тогда и только тогда, когда выполня-
ется неравенство (2.6).

Определим дифференциальный оператор

ℒ1
1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) = 2𝑖𝐿1

0(𝐷𝑥)𝐷𝑡 + 𝑖𝐿1
1(𝐷𝑥) (2.7)

и рассмотрим форму

ℳ1𝑢 = −Im

∫︁
R𝑛+1

𝑒−γ𝑡ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

(︂
𝑒−γ𝑡ℒ1

1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

)︂
𝑑𝑧, 𝑧 = (𝑡, 𝑥). (2.8)

Учитывая (2.3) и (2.4), для любой функции 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛+1) нетрудно получить двухстороннюю оценку

2𝑞22𝑟2γ

∫︁
R𝑛+1

|ξ|4(η2 + |ξ|2 + γ
2)|̂︀𝑢γ(η, ξ)|2 𝑑ζ > ℳ1𝑢 >

> 2𝑞21𝑟1γ

∫︁
R𝑛+1

|ξ|4(η2 + |ξ|2 + γ
2)|̂︀𝑢γ(η, ξ)|2 𝑑ζ, ζ = (η, ξ). (2.9)
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Действительно, используя свойства преобразования Фурье, имеем

ℳ1𝑢 = −Im

∫︁
R𝑛+1

ℒ1(𝐷𝑡 + γ𝐼,𝐷𝑥)𝑢γ(𝑡, 𝑥)

(︂
ℒ1
1(𝐷𝑡 + γ𝐼,𝐷𝑥)𝑢γ(𝑡, 𝑥)

)︂
𝑑𝑧 =

= −Im

∫︁
R𝑛+1

ℒ1(𝑖η+ γ, 𝑖ξ)𝑢̂γ(η, ξ)

(︂
ℒ1
1(𝑖η+ γ, 𝑖ξ)𝑢̂γ(η, ξ)

)︂
𝑑ζ =

∫︁
R𝑛+1

𝑀(𝑖η+ γ, 𝑖ξ)|𝑢̂γ(η, ξ)|2 𝑑ζ.

Отсюда в силу (2.6) вытекает (2.9).
Из неравенства (2.9), очевидно, следует энергетическая оценка для псевдогиперболического оператора

ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥).

Лемма 2. Для любой функции 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊 2,4
2,γ (R𝑛+1), γ > 0, такой, что 𝐷2

𝑡𝐷
β
𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)∈ 𝐿2,γ(R𝑛+1), |β| = 2, имеет

место оценка
γ‖|ξ|2(|η| + |ξ| + γ)𝑢̂γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖ 6 𝑐‖ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(R𝑛+1)‖, (2.10)

где 𝑐 > 0 — константа, не зависящая от 𝑢(𝑡, 𝑥).

Из этой леммы вытекает единственность решения задачи Коши для псевдогиперболического уравнения с
постоянными коэффициентами без младших членов в соболевском пространстве 𝑊 2,4

2,γ (R𝑛+1), γ > 0.
Прежде чем переходить к получению энергетической оценки (1.7) для псевдогиперболического оператора

с переменными вещественными коэффициентами, покажем как можно получить такую оценку для псевдоги-
перболического оператора с младшим членом

ℒ1
𝑎(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) = ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) + 𝑎𝐷2

𝑡 = (𝐿1
0(𝐷𝑥) + 𝑎𝐼)𝐷2

𝑡 + 𝐿1
1(𝐷𝑥)𝐷𝑡 + 𝐿1

2(𝐷𝑥), 𝑎 > 0. (2.11)

Вначале выпишем для этого оператора аналог многочлена (2.3)

𝑀𝑎(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) = −Im

(︂(︂
(𝐿1

0(𝑖ξ) + 𝑎)(−η2 + 2𝑖ηγ+ γ
2) + 𝐿1

1(𝑖ξ)(𝑖η+ γ) + 𝐿1
2(𝑖ξ)

)︂
×

×
(︂

2𝑖(𝐿1
0(𝑖ξ) + 𝑎)(𝑖η+ γ) + 𝑖𝐿1

1(𝑖ξ)

)︂)︂
, γ > 0, (η, ξ) ∈ R𝑛+1. (2.12)

Проводя вычисления, получим

𝑀𝑎(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) = γ

(︂(︂
𝐿1
1(ξ)

)︂2

+ 2

(︂
𝐿1
0(ξ) − 𝑎

)︂2

(η2 + γ
2) − 2

(︂
𝐿1
0(ξ) − 𝑎

)︂
𝐿1
2(ξ) + 2

(︂
𝐿1
0(ξ) − 𝑎

)︂
𝐿1
1(ξ)η

)︂
.

Перепишем это в следующем виде:

𝑀𝑎(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) = 2γ

(︂
−𝐿1

0(ξ) + 𝑎

)︂2(︂(︂
η− 𝐿1

1(ξ)

2(−𝐿1
0(ξ) + 𝑎)

)︂2

+
(𝐿1

1(ξ))2 + 4(−𝐿1
0(ξ) + 𝑎)𝐿1

2(ξ)

4(−𝐿1
0(ξ) + 𝑎)2

+ γ
2

)︂
.

Введем обозначение

𝑄(η, γ, ξ, 𝑎) =

(︂
η− 𝐿1

1(ξ)

2(−𝐿1
0(ξ) + 𝑎)

)︂2

+
(𝐿1

1(ξ))2 + 4(−𝐿1
0(ξ) + 𝑎)𝐿1

2(ξ)

4(−𝐿1
0(ξ) + 𝑎)2

+ γ
2. (2.13)

Тогда полином (2.12) можно представить в виде

𝑀𝑎(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) = 2γ

(︂
−𝐿1

0(ξ) + 𝑎

)︂2

𝑄(η, γ, ξ, 𝑎). (2.14)

В силу определений (2.4), (2.13), очевидно, имеем

𝑄(η, γ, ξ, 0) = 𝑁(η, γ, ξ).

Напомним, что функция 𝑁(η, γ, ξ) является однородной второй степени, и в силу строгой псевдогиперболич-
ности оператора ℒ1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) для нее выполнена оценка (2.5), которую можно переписать в виде

𝑟2 > 𝑄(η′, γ′, ξ′, 0) = 𝑁(η′, γ′, ξ′) > 𝑟1 > 0, 𝑠 = (η′, γ′, ξ′),

η
′ = η/∆, γ′ = γ/∆, ξ′ = ξ/∆, ∆ =

√︀
η2 + |ξ|2 + γ2.
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Запишем теперь функцию (2.13) следующим образом

𝑄(η, γ, ξ, 𝑎) = ∆2𝑄(η′, γ′, ξ′,
𝑎

∆2
).

Тогда в силу равномерной непрерывности функции

𝑄(η′, γ′, ξ′,α), (η′)2 + (γ′)2 + |ξ′|2 = 1, α ∈ [0, α0],

из этой оценки следует, что существует γ1 > 0 такое, что при всех (η, ξ) ∈ R𝑛+1, γ > γ1 будет выполняться
неравенство

2𝑟2(η2 + |ξ|2 + γ
2) > 𝑄(η, γ, ξ, 𝑎) >

𝑟1
2

(η2 + |ξ|2 + γ
2).

Отсюда в силу (2.14) получаем

4𝑟2γ

(︂
−𝐿1

0(ξ) + 𝑎

)︂2

(η2 + |ξ|2 + γ
2) > 𝑀𝑎(𝑖η+ γ, 𝑖ξ) > 𝑟1γ

(︂
−𝐿1

0(ξ) + 𝑎

)︂2

(η2 + |ξ|2 + γ
2).

Следовательно, учитывая (1.5), имеем аналог неравенства (2.6)

4𝑟2γ(𝑞2|ξ|2 +𝑎)2(η2 + |ξ|2 +γ
2) > 𝑀𝑎(𝑖η+γ, 𝑖ξ) > 𝑟1γ(𝑞1|ξ|2 +𝑎)2(η2 + |ξ|2 +γ

2), γ > γ1, (η, ξ) ∈ R𝑛+1. (2.15)

Используя (2.15), нетрудно получить энергетическую оценку для оператора (2.11). Для этого, определим
дифференциальный оператор

ℒ1
𝑎,1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) = 2𝑖(𝐿1

0(𝐷𝑥) + 𝑎𝐼)𝐷𝑡 + 𝑖𝐿1
1(𝐷𝑥) (2.16)

и рассмотрим аналог формы (2.8)

ℳ1
𝑎𝑢 = −Im

∫︁
R𝑛+1

𝑒−γ𝑡ℒ1
𝑎(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

(︂
𝑒−γ𝑡ℒ1

𝑎,1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

)︂
𝑑𝑧, 𝑧 = (𝑡, 𝑥). (2.17)

𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛+1).

Используя свойства преобразования Фурье, это можно записать в виде

ℳ1
𝑎𝑢 = −Im

∫︁
R𝑛+1

ℒ1
𝑎(𝑖η+ γ, 𝑖ξ)𝑢̂γ(η, ξ)

(︂
ℒ1
𝑎,1(𝑖η+ γ, 𝑖ξ)𝑢̂γ(η, ξ)

)︂
𝑑ζ =

∫︁
R𝑛+1

𝑀𝑎(𝑖η+ γ, 𝑖ξ)|𝑢̂γ(η, ξ)|2 𝑑ζ.

Отсюда в силу (2.15) получаем двухстороннее неравенство

4𝑟2γ

∫︁
R𝑛+1

(𝑞2|ξ|2 + 𝑎)2(η2 + |ξ|2 + γ
2)|̂︀𝑢γ(η, ξ)|2 𝑑ζ > ℳ1

𝑎𝑢 >

> 𝑟1γ

∫︁
R𝑛+1

(𝑞1|ξ|2 + 𝑎)2(η2 + |ξ|2 + γ
2)|̂︀𝑢γ(η, ξ)|2 𝑑ζ, γ > γ1. (2.18)

Из этого неравенства, очевидно, вытекает энергетическая оценка для оператора (2.11).

Лемма 3. Существует γ1 > 0 такое, что для любой функции 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊 2,4
2,γ (R𝑛+1) при γ > γ1 такой, что

𝐷2
𝑡𝐷

β
𝑥𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2,γ(R𝑛+1), |β| = 2, имеет место оценка

γ‖(|ξ|2 + 𝑎) (|η| + γ+ |ξ|) ̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖ ≤ 𝑐‖ℒ1
𝑎(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(R𝑛+1)‖

с константой 𝑐 > 0, не зависящей от 𝑢(𝑡, 𝑥).
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3. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Докажем энергетические оценки для строго гиперболических операторов ℒ(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥) вида (1.3) с перемен-
ными коэффициентами.

Будем предполагать, что переменные коэффициенты α𝑘
β
(𝑥) оператора (1.6) вместе со своими производными

до третьего порядка включительно достаточно малы. Рассмотрим аналог формы (2.17)

ℳ𝑢 = −Im

∫︁
R𝑛+1

𝑒−γ𝑡ℒ(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

(︂
𝑒−γ𝑡ℒ1

𝑎,1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

)︂
𝑑𝑧,

где 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛+1), оператор ℒ1

𝑎,1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥) имеет вид (2.16). Ее можно записать в следующем виде:

ℳ𝑢 = −Im

∫︁
R𝑛+1

𝑒−γ𝑡
(︂
ℒ1
𝑎(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥) + ℒ2

0(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

)︂(︂
𝑒−γ𝑡ℒ1

𝑎,1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

)︂
𝑑𝑧 = ℳ1

𝑎𝑢 + ℳ2
𝑎𝑢,

(3.1)
где ℒ2

0(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥) — оператор из (1.6) при 𝑎 = 0, ℳ1
𝑎𝑢 — форма (2.17),

ℳ2
𝑎𝑢 = −Im

∫︁
R𝑛+1

𝑒−γ𝑡ℒ2
0(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

(︂
𝑒−γ𝑡ℒ1

𝑎,1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

)︂
𝑑𝑧 =

= −Im

∫︁
R𝑛+1

ℒ2
0(𝑥;𝐷𝑡 + γ𝐼,𝐷𝑥)𝑢γ(𝑡, 𝑥)

(︂
ℒ1
𝑎,1(𝐷𝑡 + γ𝐼,𝐷𝑥)𝑢γ(𝑡, 𝑥)

)︂
𝑑𝑧.

В дальнейшем нам удобно будет использовать следующее обозначение для скалярного произведения в
𝐿2(R𝑛+1):

⟨𝑣, ω⟩ =

∫︁
R𝑛+1

𝑣(𝑧)ω(𝑧) 𝑑𝑧

и для сокращения записи будем писать

ℒ2
0(𝑥) = ℒ2

0(𝑥;𝐷𝑡 + γ𝐼,𝐷𝑥) = 𝐿2
0,0(𝑥,𝐷𝑥)(𝐷𝑡 + γ𝐼)2 + 𝐿2

1(𝑥,𝐷𝑥)(𝐷𝑡 + γ𝐼) + 𝐿2
2(𝑥,𝐷𝑥),

ℒ1
𝑎,1 = ℒ1

𝑎,1(𝐷𝑡 + γ𝐼,𝐷𝑥) = 2𝑖(𝐿1
0(𝐷𝑥) + 𝑎𝐼)(𝐷𝑡 + γ𝐼) + 𝑖𝐿1

1(𝐷𝑥).

Тогда форму ℳ2
𝑎𝑢 можно представить в виде

ℳ2
𝑎𝑢 = −Im ⟨ℒ2

0(𝑥)𝑢γ, ℒ1
𝑎,1𝑢γ⟩ = − 1

2𝑖

(︂
⟨ℒ2

0(𝑥)𝑢γ, ℒ1
𝑎,1𝑢γ⟩ − ⟨ℒ1

𝑎,1𝑢γ, ℒ2
0(𝑥)𝑢γ⟩

)︂
=

= − 1

2𝑖
⟨
(︂

(ℒ1
𝑎,1)*ℒ2

0(𝑥) − (ℒ2
0(𝑥))*ℒ1

𝑎,1

)︂
𝑢γ, 𝑢γ⟩. (3.2)

В силу определения операторов ℒ1
𝑎,1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥), ℒ2

0(𝑥,𝐷𝑡, 𝐷𝑥), учитывая, что все коэффициенты веществен-
ные, для сопряженных операторов имеем

(ℒ1
𝑎,1)* = 2𝑖(𝐷𝑡 − γ𝐼)(𝐿1

0(𝐷𝑥) + 𝑎𝐼) + 𝑖𝐿1
1(𝐷𝑥),

(ℒ2
0(𝑥))*𝑣(𝑧) = (𝐷𝑡 − γ𝐼)2

(︂∑︁
|β|=2

𝐷β
𝑥(α0β(𝑥)𝑣(𝑧))

)︂
+

+ (𝐷𝑡 − γ𝐼)
∑︁
|β|=3

𝐷β
𝑥(α1β(𝑥)𝑣(𝑧)) +

∑︁
|β|=4

𝐷β
𝑥(α2β(𝑥)𝑣(𝑧)), 𝑣(𝑧) ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛+1).

Введем дифференциальный оператор

𝒫(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ) = − 1

2𝑖

(︂
(ℒ1

𝑎,1)*ℒ2
0(𝑥) − (ℒ2

0(𝑥))*ℒ1
𝑎,1

)︂
.
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Тогда выражение (3.2) будет иметь вид

ℳ2
𝑎𝑢 = ⟨𝒫(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ)𝑢γ, 𝑢γ⟩. (3.3)

Учитывая гладкость коэффициентов операторов 𝐿2
0,0(𝑥;𝐷𝑥), 𝐿2

1(𝑥;𝐷𝑥), 𝐿2
2(𝑥;𝐷𝑥), дифференциальный опе-

ратор 𝒫(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ) можно представить в виде суммы старшей его части 𝑃 (𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ) и операторов меньшего
порядка 𝑝(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ), при этом будем считать умножение на параметр γ𝑘 оператором 𝑘-го порядка, т. е.

𝒫(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ) = 𝑃 (𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ) + 𝑝(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ), (3.4)

где оператор 𝑃 (𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ) имеет седьмой порядок, а оператор 𝑝(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ) — шестой порядок. Тогда (3.3)
можно записать в виде

ℳ2
𝑎𝑢 = ⟨𝑃 (𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ)𝑢γ, 𝑢γ⟩ + ⟨𝑝(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ)𝑢γ, 𝑢γ⟩. (3.5)

В силу гладкости коэффициентов оператора (1.6), нетрудно получить, что

𝑃 (𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ) = −(𝐷𝑡 − γ𝐼)(𝐷𝑡 + γ𝐼)2𝐿2
0,0(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1

0(𝐷𝑥) − (𝐷2
𝑡 − γ

2𝐼)𝐿2
1(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1

0(𝐷𝑥)−

− (𝐷𝑡 − γ𝐼)𝐿2
2(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1

0(𝐷𝑥) − 1

2
(𝐷𝑡 + γ𝐼)2𝐿2

0,0(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1
1(𝐷𝑥)−

− 1

2
(𝐷𝑡 + γ𝐼)𝐿2

1(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1
1(𝐷𝑥) − 1

2
𝐿2
2(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1

1(𝐷𝑥) +

+ (𝐷𝑡 − γ𝐼)2(𝐷𝑡 + γ𝐼)𝐿2
0,0(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1

0(𝐷𝑥) +
1

2
(𝐷𝑡 − γ𝐼)2𝐿2

0,0(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1
1(𝐷𝑥) +

+ (𝐷𝑡 − γ𝐼)(𝐷𝑡 + γ𝐼)𝐿2
1(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1

0(𝐷𝑥) +
1

2
(𝐷𝑡 − γ𝐼)𝐿2

1(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1
1(𝐷𝑥) +

+ (𝐷𝑡 + γ𝐼)𝐿2
2(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1

0(𝐷𝑥) +
1

2
𝐿2
2(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1

1(𝐷𝑥).

А этот оператор, очевидно, имеет вид

𝑃 (𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ) = −2γ

(︂
(𝐷2

𝑡 − γ
2𝐼)𝐿2

0,0(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1
0(𝐷𝑥)+ (3.6)

+𝐷𝑡𝐿
2
0,0(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1

1(𝐷𝑥) +
1

2
𝐿2
1(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1

1(𝐷𝑥) − 𝐿2
2(𝑥;𝐷𝑥)𝐿1

0(𝐷𝑥)

)︂
.

Поэтому, подставляя оператор (3.6) в первое слагаемое в правой части (3.5) и учитывая, что 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛+1),

то после интегрирования по частям его можно записать следующим образом

⟨𝑃 (𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ)𝑢γ, 𝑢γ⟩ = 2γ

(︂
⟨(𝐷𝑡 − γ𝐼)𝐿1

0(𝐷𝑥)𝑢γ, (𝐷𝑡 − γ𝐼)(𝐿2
0,0(𝑥;𝐷𝑥))*𝑢γ⟩+

+ ⟨𝐿1
1(𝐷𝑥)𝑢γ, 𝐷𝑡(𝐿

2
0,0(𝑥;𝐷𝑥))*𝑢γ⟩ −

1

2
⟨𝐿1

1(𝐷𝑥)𝑢γ, (𝐿
2
1(𝑥;𝐷𝑥))*𝑢γ⟩ +

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
|β|63

⟨𝐷𝑥𝑗
𝐿1
0(𝐷𝑥)𝑢γ, 𝑏𝑗,β(𝑥)𝐷β

𝑥𝑢γ⟩
)︂
.

Тогда, очевидно, имеем оценку

|⟨𝑃 (𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ)𝑢γ, 𝑢γ⟩| 6 𝑑γ‖|ξ|2 (|η| + γ+ |ξ|) ̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖ ×
(︂
‖(𝐷𝑡 − γ𝐼)(𝐿2

0,0(𝑥;𝐷𝑥))*𝑢γ, 𝐿2(R𝑛+1)‖+

+ ‖𝐷𝑡(𝐿
2
0,0(𝑥;𝐷𝑥))*𝑢γ, 𝐿2(R𝑛+1)‖ + ‖(𝐿2

1(𝑥;𝐷𝑥))*𝑢γ, 𝐿2(R𝑛+1)‖ +

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
|β|63

‖𝑏𝑗,β(𝑥)𝐷β
𝑥𝑢γ, 𝐿2(R𝑛+1)‖

)︂
. (3.7)

Обозначим выражение в скобках через 𝐽 .
Напомним, что коэффициенты операторов 𝐿2

0,0(𝑥;𝐷𝑥), 𝐿2
1(𝑥;𝐷𝑥), 𝐿2

2(𝑥;𝐷𝑥) являются бесконечно диффе-
ренцируемыми и финитными, при этом сейчас мы пока предполагаем, что они вместе со своими производными
до третьего порядка включительно достаточно малы. Тогда для 𝐽 можно выписать следующую оценку:

𝐽 6 ε

(︂
‖(|ξ|2 + 1)(|η| + γ)̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖ + ‖(|ξ|3 + 1)̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖

)︂
,
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где величина малой константы ε > 0 полностью определяется малостью коэффициентов α𝑘
β
(𝑥) и их производ-

ных до третьего порядка.
Из этого неравенства, очевидно, следует, что при 𝑎 > 0 существует γ2 > 0 такое, что при γ > γ2 выполняется

следующая оценка:

𝐽 6 𝑐1(𝑎, γ2)ε‖(|ξ|2 + 𝑎)(|η| + γ+ |ξ|)̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖,

где константа 𝑐1(𝑎, γ2) > 0 зависит от 𝑎 и γ2. Отсюда в силу (3.7) получаем неравенство

|⟨𝑃 (𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ)𝑢γ, 𝑢γ⟩| 6 𝑑𝑐1(𝑎, γ2)εγ‖(|ξ|2 + 𝑎) (|η| + γ+ |ξ|) ̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖2.

Учитывая еще, что порядок оператора 𝑝(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ) меньше, чем порядок оператора 𝑃 (𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ), получим
также

|⟨𝑝(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥, γ)𝑢γ, 𝑢γ⟩| 6 𝑐2(𝑎, γ2)‖(|ξ|2 + 𝑎) (|η| + γ+ |ξ|) ̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖2,

где константа 𝑐2(𝑎, γ2) > 0 зависит от 𝑎 и γ2. Из этих двух оценок и (3.5) при γ > γ2 вытекает неравенство

|ℳ2
𝑎𝑢| 6 (𝑑𝑐1(𝑎, γ2)εγ+ 𝑐2(𝑎, γ2))‖(|ξ|2 + 𝑎) (|η| + γ+ |ξ|) ̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖2. (3.8)

Используя теперь оценки (2.18) и (3.8), форму ℳ𝑢 из (3.1) можно оценить снизу. Вначале отметим, что из
оценки (2.18) вытекает неравенство

ℳ1
𝑎𝑢 > ρ1γ‖(|ξ|2 + 𝑎) (|η| + γ+ |ξ|) ̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖2, γ > γ1,

где константа ρ1 > 0 зависит от 𝑟1, 𝑞1, 𝑎. Тогда, учитывая (3.8), при γ > max{γ1, γ2} получим

ℳ𝑢 = ℳ1
𝑎𝑢+ℳ2

𝑎𝑢 > ℳ1
𝑎𝑢−|ℳ2

𝑎𝑢| > γ

(︂
ρ1−𝑑𝑐1(𝑎, γ2)ε− 𝑐2(𝑎, γ2)

γ

)︂
‖(|ξ|2+𝑎) (|η| + γ+ |ξ|) ̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖2.

Пусть γ3 = 4𝑐2(𝑎, γ2)/ρ1 и предположим, что коэффициенты оператора (1.6) вместе с производными до
третьего порядка включительно настолько малы, что

𝑑𝑐1(𝑎, γ2)ε 6 ρ1/4.

Тогда из последнего неравенства при γ > max{γ1, γ2, γ3} получаем оценку

ℳ𝑢 > γ
ρ1

2
‖(|ξ|2 + 𝑎) (|η| + γ+ |ξ|) ̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖2, 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛+1). (3.9)

Оценим теперь форму ℳ𝑢 сверху. Из определения (3.1), очевидно, имеем

ℳ𝑢 6 ‖𝑒−γ𝑡ℒ(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐿2(R𝑛+1)‖‖𝑒−γ𝑡ℒ1
𝑎,1(𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐿2(R𝑛+1)‖ =

= ‖ℒ(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(R𝑛+1)‖‖ℒ1
𝑎,1(𝑖η+ γ, 𝑖ξ)̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖.

А поскольку из определения (2.16) вытекает

|ℒ1
𝑎,1(𝑖η+ γ, 𝑖ξ)| 6 𝑐(|ξ|2 + 𝑎) (|η| + γ+ |ξ|) , γ > 0,

то

ℳ𝑢 6 𝑐‖ℒ(𝑥;𝐷𝑡, 𝐷𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐿2,γ(R𝑛+1)‖‖(|ξ|2 + 𝑎) (|η| + γ+ |ξ|) ̂︀𝑢γ(η, ξ), 𝐿2(R𝑛+1)‖.

Учитывая это неравенство и (3.9), а также теорему о всюду плотности 𝐶∞
0 (R𝑛+1) в соболевском простран-

стве 𝑊 2,4
2,γ (R𝑛+1), при γ > max{γ1, γ2, γ3} получаем энергетическую оценку (1.7) для псевдогиперболического

оператора (1.3) при достаточно малых возмущениях коэффициентов.
Теорема доказана.

Замечание. Учитывая доказанную теорему и используя теорему о разбиении единицы, нетрудно установить
энергетическую оценку (1.7) для операторов вида (1.3), являющихся строго псевдогиперболическими при лю-
бом 𝑥0 ∈ R𝑛 и имеющих достаточно гладкие коэффициенты, постоянные вне компакта.
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Гертлера и волн Толлмина–Шлихтинга. Библ. 28. Фиг. 2.

Ключевые слова: структурированные псевдоспектры, резольвента, пространственная устойчивость, погра-
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1. ВВЕДЕНИЕ

Теория гидродинамической устойчивости рассматривает внешние возмущения основного течения, устой-
чивость которого представляет интерес. Она изучает их распространение в пространстве или эволюцию во вре-
мени. (см. [1]–[3]). Характеристики устойчивости, такие как инкременты нарастания, фазовые и групповые
скорости, описывают развитие наиболее неустойчивых возмущений. Вычисление характеристик устойчивости
сводят к вычислению собственных значений матриц, зависящих от параметров, отбору ведущих собственных
значений и вычислению отвечающих им собственных векторов. Наряду с внешними возмущениями, развива-
ющимися на фоне основного течения, возможны внутренние возмущения основного течения, которые следует
рассматривать как возмущения параметров задачи устойчивости, а значит элементов матриц, с помощью ко-
торых вычисляют характеристики устойчивости. Настоящая работа посвящена именно таким возмущениям.

Первостепенной задачей, возникающей при постановке проблем собственных значений и выборе алгорит-
мов их решения в случае возможного возмущения матриц, является оценка того, на сколько могут отличаться
собственные значения возмущенной матрицы от собственных значений исходной. В настоящее время исполь-
зуют три типа оценок: мажорантные оценки, асимптотические оценки и псевдоспектры. Каждый из них имеет
свою область применимости.

Примером мажорантной оценки является неравенство Бауэра–Файка [4], в котором возмущение собствен-
ных значений матрицы простой структуры оценивается через число обусловленности матрицы собственных
векторов. Эта и другие подобные оценки (см. [5]) полезны в теоретических исследованиях, однако на прак-
тике, за исключением специального случая, когда матрица является нормальной или близкой к таковой, они
оказываются слишком завышенными.

При получении асимптотических оценок (см. [6]) предполагается, что норма возмущений мала и для воз-
мущения собственного значения выводится достижимая оценка члена первого порядка малости. Такие оценки
хорошо вписываются в вычислительные схемы известных алгоритмов (например, QR-алгоритма) и полезны
при численном анализе возможного влияния погрешностей округления. Однако, если требуется оценить воз-
мущение спектра при возмущениях матрицы, норма которых значительно больше погрешностей округления,

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант № 22-11-00025).
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эти оценки не применимы. Такая проблема возникает, например, когда все, либо некоторые элементы мат-
рицы получены в результате физического эксперимента или численного моделирования и имеют достаточно
большую погрешность.

Для произвольной матрицы A ∈ C𝑛×𝑛 через Λε(A) будем обозначать объединение спектров всех возмущен-
ных матриц вида A + ∆ при норме возмущения не превосходящей ε:

Λε(A) =
⋃︁

‖Δ‖26ε

λ(A + ∆), ∆ ∈ C𝑛×𝑛.

Иначе говоря, 𝑧 ∈ Λε(A) в том, и только том случае, когда существует матрица ∆ ∈ C𝑛×𝑛 такая, что ‖∆‖2 6 ε и
𝑧 ∈ λ(A+∆). Множество Λε(A) называют псевдоспектром (или ε-спектром) матрицы A. Псевдоспектр обладает
следующим замечательным свойством:

Λε(A) = {𝑧 : ‖(𝑧I − A)−1‖2 > 1/ε}, (1.1)

где I означает единичную матрицу порядка 𝑛.
По своему определению, псевдоспектр является достижимой оценкой возможного перемещения собствен-

ных значений при норме возмущений не превосходящих заданного ε. Нарисовав в заданной области комплекс-
ной плоскости линии уровня нормы резольвенты мы получим так называемый спектральный портрет матри-
цы A, дающий в силу (1.1) псевдоспектр для любого заданного ε. Если задано множество допустимых возму-
щений ℳ ⊂ C𝑛×𝑛, то можно оценить сверху величину ‖∆‖2, где ∆ ∈ ℳ, и выбрать эту верхнюю оценку в
качестве ε. Тогда мы получим верхнюю оценку возможного смещения собственных значений при допустимых
возмущениях матрицы: ⋃︁

Δ∈ℳ
λ(A + ∆) ⊂ Λε(A).

Понятие псевдоспектра было независимо введено в работах С.К. Годунова (см. [7], [8]) и Л. Трефетена
(см. [9], [10]). С этим понятием тесно связан ряд математических результатов, в которых фигурирует резоль-
вента и различные ее нормы, например, оценка чувствительности спектрального проектора на инвариантное
подпространство, отвечающее заданному подмножеству спектра [11]–[14], оценка нормы матрицы Грина [15],
оценка нормы матричной экспоненты [10]. Следует отметить, что оценки нормы матричной экспоненты, по-
лученные на основе псевдоспектров, завышены. Более точные оценки предложены, например, в работах [16],
[17] и основаны на решениях уравнениий Ляпунова.

Псевдоспектры используют в задачах гидродинамической устойчивости (см., например, [3], [18], [19]). Од-
нако полученные результаты скорее позволяют судить о кластеризации спектра, чем о возможном смещении
собственных значений при возмущении параметров течений. Связано это с тем, что использование псевдоспек-
тра для оценки чувствительности спектра к возмущению элементов матрицы имеет один большой недостаток:
псевдоспектр не позволяет учесть специфику возмущения. Из-за этого, полученные оценки на практике могут
оказаться сильно завышенными. Более того, если A — это конечномерный аналог неограниченного оператора,
то при параметре дискретизации стремящемся к бесконечности максимальная норма допустимого возмуще-
ния может стремиться к бесконечности, и, как следствие, псевдоспектр будет стремиться ко всей комплексной
плоскости. При этом минимальные по абсолютной величине собственные значения матрицы (а именно они
как правило представляют наибольший интерес) могут возмущаться не слишком сильно.

Эту проблему в значительной мере позволяет решить обобщение псевдоспектра, называемое структуриро-
ванным псевдоспектром [20], [21], ориентированное на возмущения, представимые в виде ∆ = BSC, где B и C
фиксированные квадратные (структурирующие) матрицы порядка 𝑛, S ∈ C𝑛×𝑛 и справедливо вложение

ℳ ⊂
⋃︁

‖S‖26ε

BSC.

Выбирая подходящим образом структурирующие матрицы, можно более точно локализовать возмущения и
соответственно множество спектров возмущенных матриц, чем это позволяет сделать неструктурированный
псевдоспектр [22].

В настоящей работе мы покажем как работают структурированные псевдоспектры в задачах гидродинами-
ческой устойчивости на примере проблем собственных значений, возникающих при исследовании простран-
ственной устойчивости течения вязкой несжимаемой жидкости над вогнутой поверхностью малой кривизны
(основное течение) при параметрах течения благоприятных для развития вихрей Гертлера и волн Толлмина–
Шлихтинга. Во втором разделе мы дадим определение структурированного псевдоспектра и приведем его ос-
новные свойства. В третьем разделе опишем рассматриваемую задачу гидродинамической устойчивости и вы-
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бор структурирующих матриц. В четвертом разделе приведем и обсудим результаты исследования чувствитель-
ности собственных значений к возмущению поля скорости основного течения. Итог работы подведем в пятом
разделе.

Всюду далее мы будем использовать следующие обозначения: ‖.‖2 и ‖.‖∞ — соответственно вторая и бес-
конечная нормы матриц и векторов, diag(d) — диагональная матрица с диагональными элементами равными
компонентам вектора d.

2. СТРУКТУРИРОВАННЫЕ ПСЕВДОСПЕКТРЫ

Структурированным псевдоспектром матрицы A ∈ C𝑛×𝑛 называют множество вида

Λε(A; B,C) =
⋃︁

‖S‖26ε

λ(A + BSC), S ∈ C𝑛×𝑛,

где B и C ∈ C𝑛×𝑛 — фиксированные матрицы. В частности, Λε(A; I, I) = Λε(A).
Конструктивное определение структурированного псевдоспектра дает следующая формула:

Λε(A; B,C) = λ(A)
⋃︁

{𝑧 : ‖C(𝑧I − A)−1B‖2 > 1/ε}.

При ее обосновании используют одно утверждение, представляющее самостоятельный интерес. А именно: ес-
ли комплексное число 𝑧 не принадлежит спектру матрицы A и норма структурированной резольвенты в точке 𝑧
равна 𝑠 > 0, то 𝑧 является собственным значением возмущенной матрицы A + BSC, где S = vu*/𝑠, а v и u соот-
ветственно нормированные правый и левый сингулярные векторы структурированной резольвенты, отвечаю-
щие ее максимальному сингулярному числу 𝑠, то есть C(𝑧I−A)−1Bv = 𝑠u. Отметим, что указанная матрица S —
это минимальная по норме матрица, делающая 𝑧 собственным значением возмущенной матрицы A + BSC.

Построение структурированного спектрального портрета в заданной области комплексной плоскости сво-
дится к вычислению линий уровня максимального сингулярного числа структурированной резольвенты R(𝑧) =
= C(𝑧I − A)−1B в узлах заданной прямоугольной сетки по 𝑧. Если для этого использовать метод Ланцоша, то
вычислительные затраты при каждом значении 𝑧 составят несколько десятков умножений матриц R(𝑧) и R(𝑧)*

на вектор. В случае плотных матриц небольшого порядка (𝑛 6 104 для вычислений на современном персо-
нальном компьютере) целесообразно выполнить разложение Шура A = QTQ*, где Q — унитарная матрица,
а T — верхняя треугольная (форма Шура), вычислить матрицы ̃︀C = CQ и ̃︀B = Q*B и использовать тожде-
ство R(𝑧) = ̃︀C(𝑧I − T)−1̃︀B. Это позволит умножать на вектор матрицы R(𝑧) и R(𝑧)* за 𝑂(𝑛2) арифметических
операций с небольшой мультипликативной константой. Суммарные вычислительные затраты на построение
спектрального портрета составят 𝒪(𝑛3) + 𝒪(𝑁𝑛2) арифметических операций, где 𝑁 – число узлов сетки по 𝑧.

3. РАССМАТРИВАЕМЫЕ ЗАДАЧИ

Cледуя работам [23], [24], рассмотрим типичную задачу пространственной устойчивости пограничного
слоя, а именно течение вязкой несжимаемой жидкости над вогнутой пластиной бесконечного размаха и посто-
янного радиуса кривизны, помещенной под нулевым углом атаки и с нулевым углом скольжения в однородный
набегающий поток. Будем использовать ортогональные криволинейные координаты (𝑥, 𝑦, 𝑧), где 𝑦 — расстоя-
ние до пластины по нормали к поверхности, 𝑥 — расстояние от передней кромки пластины до основания этой
нормали вдоль поверхности пластины, 𝑧 — поперечная координата. Будем предполагать, что требуется иссле-
довать устойчивость основного течения к внешним возмущениям вида

(𝑢′, 𝑣′, 𝑤′, 𝑝′) = Real{(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑝)ei(β𝑧−ω𝑡)}, (3.1)

которые сгенерированы гармоническим источником [23], расположенным на некотором расстоянии от перед-
ней кромки пластины. Здесь 𝑢, 𝑣, 𝑤 и 𝑝 — зависящие от 𝑥 и 𝑦 комплекснозначные амплитуды продольной,
нормальной и поперечной компонент скорости и давления соответственно, 𝑡 — время, β и ω — поперечное
волновое число и угловая частота соответственно, а i — мнимая единица.

Предполагая толщину пограничного слоя малой по сравнению с радиусом кривизны пластины, обезраз-
меренные линеаризованные уравнения распространения амплитуд возмущений можно записать в следующем
виде:
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𝑈
𝜕𝑢
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− 𝜕𝑉

𝜕𝑦
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=
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𝑈
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑉

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ iβ𝑅𝑒𝑝 =

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝐿βω𝑤,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ iβ𝑤 = 0.

(3.2)

Здесь

𝐿βω =
𝜕2

𝜕𝑦2
− β

2 + iω,

𝑈(𝑥, 𝑦) и 𝑉 (𝑥, 𝑦) — заданные продольная и нормальная компоненты скорости основного течения соответствен-
но, 𝑅𝑒 — число Рейнольдса, 𝐺𝑜 — число Гертлера (случай 𝐺𝑜 = 0 соответствует плоской пластине). Для возму-
щений предполагается прилипание на поверхности пластины и затухание вдали от пограничного слоя:

𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 0, при 𝑦 = 0, 𝑦 = +∞. (3.3)

Следуя работе [24], аппроксимируем уравнения (3.2) с краевыми условиями (3.3) по 𝑦 методом Галеркина–
коллокаций [25] с базисными и пробными функциями, представляющими собой модификацию функций
предложенных в работах [26], [27], а именно,

ψ𝑖(𝑦) = ℓ𝑖(𝑦)e−(𝑦−𝑦𝑖)/2, φ𝑖(𝑦) = ̃︀ℓ𝑖(𝑦)e−(𝑦−𝑦𝑖)/2,

где ℓ𝑖(𝑦) — это элементарные интерполяционные многочлены Лагранжа для сетки Лагерра–Гаусса–Радо
0 = 𝑦0 < 𝑦1 < · · · < 𝑦𝑛𝑦

, ненулевые узлы которой являются корнями производной многочленов Лагерра сте-

пени 𝑛𝑦 + 1, а ̃︀ℓ𝑖(𝑦) — это элементарные интерполяционные многочлены Лагранжа для сетки 𝑦1 < · · · < 𝑦𝑛𝑦
.

Функции ψ𝑖(𝑦) будем использовать в качестве базисных функций для компонент скорости и пробных функ-
ций для уравнений переноса импульса. Функции φ𝑖(𝑦) будем использовать в качестве базисных функций для
давления и пробных функций для уравнения неразрывности. Через D𝑦0 и D𝑦 будем обозначать прямоугольную
матрицу размера (𝑛𝑦 + 1) × 𝑛𝑦 и квадратную порядка 𝑛𝑦, которые при умножении на вектор значений в узлах
𝑦1 < · · · < 𝑦𝑛𝑦 функции, принимающей нулевое значение в узле 𝑦0, дают вектор приближенных значений пер-
вой производной этой функции в узлах 𝑦0 < · · · < 𝑦𝑛𝑦

и 𝑦1 < · · · < 𝑦𝑛𝑦
, соответственно. Через K0 обозначим

квадратную диагональную матрицу порядка 𝑛𝑦 + 1 значений квадратных корней весов квадратурной формулы
Лагерра–Гаусса–Радо, а через K — ее подматрицу отвечающую внутренним узлам сетки. Через Π обозначим
прямоугольную матрицу размера (𝑛𝑦 + 1) × 𝑛𝑦 проектирования с сетки 𝑦1 < · · · < 𝑦𝑛𝑦 на сетку 𝑦0 < · · · < 𝑦𝑛𝑦 ,
через u, v, w, p — вектора значений соответствующих функций во внутренних узлах расчетной сетки.

Вводя дополнительные переменные

ṽ =
1

𝑅𝑒

𝑑v

𝑑𝑥
, w̃ =

1

𝑅𝑒

𝑑w

𝑑𝑥
,

полученную после аппроксимации системы (3.2) систему обыкновенных дифференциальных уравнений вто-
рого порядка по 𝑥 сведем к следующей системе дифференциальных уравнений первого порядка:

𝑑q

𝑑𝑥
= A(𝑥)q (3.4)

относительно неизвестной вектор-функции q = (u𝑇 , v𝑇 ,w𝑇 , ṽ𝑇 , w̃𝑇 ,p𝑇 )𝑇 , где

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −F𝑦 −iβI 0 0 0
0 0 0 𝑅𝑒I 0 0
0 0 0 0 𝑅𝑒I 0

V𝑥 + 2𝐺𝑜2U V𝑦 + V𝐷 − Lβω 0 𝑅𝑒U 0 𝑅𝑒G𝑦

0 0 V𝐷 − Lβω 0 𝑅𝑒U iβ𝑅𝑒I
V𝑦 − V𝐷 + Lβω UF𝑦 − U𝑦 iβU −F𝑦 −iβI 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
является квадратной блочной матрицей блочного порядка 6, состоящей из квадратных блоков порядка 𝑛𝑦,
некоторые из которых зависят от𝑥. Здесь U, V, U𝑦, V𝑥, V𝑦 — диагональные матрицы значений соответствующих
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компонент скорости основного течения и их производных во внутренних узлах сетки по 𝑦, V𝐷 = KVD𝑦K−1 —
дискретный аналог оператора V𝜕/𝜕𝑦, Lβω = Lβ + iωI — дискретный аналог оператора 𝐿βω, где Lβ =
= −K−1D𝑇

𝑦0K2
0D𝑦0K−1 − β2I — дискретный аналог оператора 𝜕2/𝜕𝑦2 − β2, матрицы F𝑦 = K−1Π𝑇 K2

0D𝑦0K−1 и
G𝑦 = −F𝑇

𝑦 — дискретные аналоги оператора 𝜕/𝜕𝑦 соответственно в уравнении неразрывности (действующего
на компоненту скорости) и в уравнениях движения (действующего на давление).

Значения компонент скорости основного течения будем считать изначально заданными в узлах некоторой
сетки по 𝑥 и 𝑦, отличной от сетки используемой для аппроксимации уравнений распространения амплитуд воз-
мущений. В численных экспериментах, описанных в данной работе, эти значения рассчитывались на основе
уравнения Блазиуса [1]. Значения производных компонент скорости основного течения будем считать вычис-
ленными с помощью некоторых сеточных операторов дифференцирования. В качестве элементов диагональ-
ных матриц U, V, U𝑦, V𝑥 и V𝑦 будем брать результаты линейной интерполяции соответствующих сеточных
функций в точки (𝑥, 𝑦1), . . . , (𝑥, 𝑦𝑛𝑦

) при рассматриваемом значении 𝑥.
Перейдем к описанию внутренних возмущений основного течения, как параметра задачи устойчивости. Бу-

дем предполагать, что компоненты скорости основного течения задаются с некоторой погрешностью, такой
что их относительные возмущения — это независимые случайные величины, принимающие значения в интер-
вале [−δ, δ], где 0 < δ < 1. Векторы погрешностей основного течения и их сеточных производных в точках
(𝑥, 𝑦1), . . . , (𝑥, 𝑦𝑛𝑦

), полученные так же, как для самого основного течения, будем обозначать через δ𝑈 , δ𝑉 , δ𝑈𝑦,
δ𝑉 𝑥, δ𝑉 𝑦 и предполагать, что справедливы следующие неравенства:

‖δ*‖∞ 6 𝑐*δ, ‖δ*𝑥‖∞ 6 𝑐*𝑥δ, ‖δ*𝑦‖∞ 6 𝑐*𝑦δ,

где 𝑐*, 𝑐*𝑥, 𝑐*𝑦 — некоторые неотрицательные константы. Эти константы не зависят от сетки 𝑦1 < . . . < 𝑦𝑛𝑦 ,
выбираемой для амплитуд возмущений, и могут быть легко вычислены, если известны матрицы операторов
сеточного дифференцирования для компонент основного течения.

При сделанных предположениях матрица возмущения матрицы A будет иметь следующий вид:

∆ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

∆41 ∆42 0 ∆44 0 0
0 0 ∆53 0 ∆55 0

∆61 ∆62 ∆63 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (3.5)

где
∆41 = diag (δ𝑉 𝑥) + 2𝐺𝑜2diag(δ𝑈 ), ∆42 = diag (δ𝑉 𝑦) + Kdiag(δ𝑉 )D𝑦K−1,

∆44 = 𝑅𝑒diag(δ𝑈 ), ∆53 = Kdiag(δ𝑉 )D𝑦K−1, ∆55 = ∆44, ∆63 = iβdiag(δ𝑈 ),

∆61 = diag (δ𝑉 𝑦) − Kdiag(δ𝑉 )D𝑦K−1, ∆62 = diag(δ𝑈 )F𝑦 − diag (δ𝑈𝑦) ,

а для норм блоков матрицы ∆ будут справедливы следующие верхние оценки:

‖∆41‖2/δ 6 ℎ41 = 𝑐𝑉 𝑥 + 2𝑐𝑈𝐺𝑜2, ‖∆42‖2/δ 6 ℎ42 = 𝑐𝑉 𝑦 + 𝑐𝑉 ‖KD𝑦K−1‖2,
‖∆44‖2/δ 6 ℎ44 = 𝑐𝑈𝑅𝑒, ‖∆53‖2/δ 6 ℎ53 = 𝑐𝑉 ‖KD𝑦K−1‖2, ‖∆55‖2/δ 6 ℎ55 = ℎ44,

‖∆61‖2/δ 6 ℎ61 = ℎ42, ‖∆62‖2/δ 6 ℎ62 = 𝑐𝑈𝑦 + 𝑐𝑈‖F𝑦‖2, ‖∆63‖2/δ 6 ℎ63 = 𝑐𝑈 |β|.

Следовательно, ‖∆‖2 ≤ δ‖H‖2, где H — квадратная матрица порядка 6 с указанными выше ненулевыми эле-
ментами ℎ𝑘𝑙.

Для структурирования возмущений введем в рассмотрение две блочно-диагональные матрицы вида

B = diag (0, 0, 0, 𝑏4I, 𝑏5I, 𝑏6I) , C = diag (𝑐1M, 𝑐2M, 𝑐3M, 𝑐4I, 𝑐5I, 0)

и псевдообратные к ним матрицы

B+ = diag (0, 0, 0, I/𝑏4, I/𝑏5, I/𝑏6) , C+ = diag
(︀
M−1/𝑐1,M

−1/𝑐2,M
−1/𝑐3, I/𝑐4, I/𝑐5, 0

)︀
.

Здесь M — невырожденная матрица, обратная к которой имеет единичную вторую норму: ‖M−1‖2 = 1, а 𝑏* и
𝑐* — положительные числа. Тогда матрица S = B+∆C+ будет иметь ту же блочную структуру, что и матрица ∆,
причем ∆ = BSC, а нормы ненулевых блоков матрицы S будут оцениваться следующим образом:

‖S41‖2/δ 6 ℎ̃41 = ℎ41/(𝑏4𝑐1), ‖S42‖2/δ 6 ℎ̃42 = (𝑐𝑉 𝑦 + 𝑐𝑉 ‖KD𝑦K−1M−1‖2)/(𝑏4𝑐2),

‖S44‖2/δ 6 ℎ̃44 = ℎ44/(𝑏4𝑐4), ‖S53‖2/δ 6 ℎ̃53 = 𝑐𝑉 ‖KD𝑦K−1M−1‖2/(𝑏5𝑐3),

‖S55‖2/δ 6 ℎ̃55 = ℎ55/(𝑏5𝑐5), ‖S61‖2/δ 6 ℎ̃61 = (𝑐𝑉 𝑦 + 𝑐𝑉 ‖KD𝑦K−1M−1‖2)/(𝑏6𝑐1),

‖S62‖2/δ 6 ℎ̃62 = (𝑐𝑈𝑦 + 𝑐𝑈‖F𝑦M−1‖2)/(𝑏6𝑐2), ‖S63‖2/δ 6 ℎ̃63 = ℎ63/(𝑏6𝑐3).
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Следовательно, ‖𝑆‖2 ≤ δ‖̃︀H‖2, где ̃︀H — квадратная матрица порядка 6 с указанными выше ненулевыми элемен-
тами ℎ̃𝑘𝑙.

В качестве матрицы M будем выбирать эрмитову положительно определенную матрицу (−Lβ)
−1/2, норми-

рованную на ее минимальное собственное значение. При таком выборе матрицы M нормы матриц F𝑦M−1 и
KD𝑦K−1M−1 будут оставаться ограниченными с ростом числа узлов сетки Лагерра–Гаусса–Радо, что обеспечит
ограниченность нормы матрицы S. Параметры структурирования 𝑏* и 𝑐* будем выбирать решая задачу мини-
мизации:

‖̃︀H‖2‖C(𝑧0I − A)−1B‖2 → min, (3.6)

по этим параметрам, где 𝑧0 — некоторая контрольная точка на комплексной плоскости, выбираемая в области
представляющих интерес собственных значений матрицы A.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ

В этом разделе мы обсудим результаты расчета спектра возмущенной матрицы A системы (3.4) и его ло-
кализации с помощью псевдоспектров при 𝑥 = 2 и 𝑛𝑦 = 32, обеспечивающем сходимость результатов по шагу
сетки. Будем использовать следующие два набора значений параметров задачи (3.4):𝑅𝑒 = 2.003×105,𝐺𝑜 = 3.66,
β = 0.2106, ω = 0.1885 и 𝑅𝑒 = 4.674 × 105, 𝐺𝑜 = 6.92, β = 6.433 × 10−3, ω = 21.99, взятых из работ [23], [24]
и благоприятных для развития вихрей Гертлера и волн Толлмина–Шлихтинга соответственно. Конфигурации,
соответствующие этим наборам, будем обозначать через G и TS.

Будем возмущать поле скоростей основного течения как описано в предыдущем разделе, полагая δ = 10−3.
Собственные значения возмущенных матриц A + ∆ будем обозначать на рисунках белыми точками, собствен-
ные значения исходной матрицы A — черными. Примерно половина собственных значений матрицы A отве-
чает собственным модам, амплитуда которых сильно нарастает вниз по потоку, а сами эти моды распространя-
ются вверх по потоку [28]. Такие моды удовлетворяют уравнениям вязкой несжимаемой жидкости, но их вклад
в решения наблюдаемые на практике, пренебрежимо мал. Поэтому, эти моды исключают из рассмотрения (см.
[23], [24], [28]). Оставшиеся, физически значимые собственные значения при рассмотренном значении𝑥 вклю-
чают одно ведущее (с наибольшей вещественной частью) собственное значение, представляющее наибольший
интерес (на рисунках оно отмечено косым черным крестом). Мода, отвечающая этому собственному значе-
нию, для набора G является вихрем Гертлера, а для набора TS — волной Толлмина–Шлихтинга. Обе эти моды
неустойчивые, т.е. вещественные части соответствующих им собственных значений положительны. Естествен-
ный ламинарно–турбулентный переход происходит вследствие развития таких мод вниз по потоку.

Мы локализуем спектры возмущенных матриц с помощью неструктурированного псевдоспектра и с помо-
щью структурированного псевдоспектра. Для этого мы строим в областях собственных значений, представляю-
щих наибольший интерес, неструктурированный и структурированный спектральные портреты, то есть линии
уровня функций

𝑓(𝑧) = ‖H‖2‖ (𝑧I − A)
−1 ‖2

и ̃︀𝑓(𝑧) = ‖̃︀H‖2‖C (𝑧I − A)
−1

B‖2

соответственно. Если для некоторого δ справедливо неравенство 1/𝑓(𝑧) > δ, либо 1/ ̃︀𝑓(𝑧) > δ, то точка 𝑧 заведо-
мо не является собственным значением возмущенной матрицы при этом значении δ. На каждый спектральный
портрет мы будем наносить (белым) линию уровня, отвечающую некоторому значению нормы резольвенты.
При δ, меньших обратной величине значения на этой линии, возмущения основного течения не оказывают
существенного влияния на ведущую моду и не приводят к перемешиванию физически значимых и незначи-
мых собственных значений, то есть не нарушают работу алгоритмов, обычно используемых для исследования
гидродинамической устойчивости.

На фиг. 1 для конфигурации G неструктурированный спектральный портрет матрицы A (подрисунки (а)
и (б)) сравнивается со структурированным (подрисунки (в), (г)). Кроме того, собственные значения матрицы
A сравниваются с собственными значениями возмущенных матриц A + ∆ при ста различных возмущениях ос-
новного течения. При этом подрисунки (а) и (в) демонстрируют спектральные портреты вблизи физический
значимого ведущего собственного значения, а подрисунки (б) и (г) — в более широкой области комплексной
плоскости, где видны два собственных значения с действительной частью, примерно равной 100, которые хоро-
шо отделены от остальной части спектра и отвечают физически незначимым модам. Белая линия для неструк-
турированного спектрального портрета отвечает значению 𝑓(𝑧) = 108, а для структурированного — ̃︀𝑓(𝑧) = 104,
что есть δ = 10−8 и δ = 10−4 соответственно. При этом эти линии геометрически близки. Следовательно, учет
специфики возмущений основного течения в рамках структурированного псевдоспектра позволил получить
значительно (на четыре порядка) более точную оценку чувствительности спектра к возмущениям основного
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Фиг. 1. Неструктурированные (a), (б) и структурированные (в), (г) спектральные портреты для конфигурации G. Черная
пунктирная линия — мнимая ось, черные точки — спектр матрицы A, черный косой крест — ее ведущее собственное зна-
чение, отвечающее вихрю Гертлера, белые точки — спектры ста возмущенных матриц при δ = 10−3, белый прямой крест —
точка 𝑧0, используемая при оптимизации (3.6), белая линия на (a) и (б) — линия уровня 𝑓(𝑧) = 108, на (в) и (г) — линяя
уровня ̃︀𝑓(𝑧) = 104.
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Фиг. 2. Неструктурированные (a), (б) и структурированные (в), (г) спектральные портреты для конфигурации TS. Черная
пунктирная линия — мнимая ось, черные точки — спектр матрицы A, черный косой крест — ее ведущее собственное зна-
чение, отвечающее волне Толлмина–Шлихтинга, белые точки — спектры ста возмущенных матриц при δ = 10−3, белый
прямой крест — точка 𝑧0, используемая при оптимизации (3.6), белая линия на (a) и (б) — линия уровня 𝑓(𝑧) = 108.5, на (в)
и (г) — линяя уровня ̃︀𝑓(𝑧) = 104.
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течения. Вместе с тем, собственные значения ста возмущенных матриц, не достигают белой линии, нанесенной
на структурированный псевдоспектр, несмотря на то, что они вычислены при δ = 10−3, то есть для возмущений
на порядок больших. Это позволяет предполагать, что оценка на основе структурированного псевдоспектра все
еще остается завышенной и может быть улучшена.

На фиг. 2 с использованием тех же обозначений, что и для фиг. 1, представлены результаты расчетов для кон-
фигурации TS. В данном случае белая линия на неструктурированном спектральном портрете отвечает значе-
нию 𝑓(𝑧) = 108.5, а на структурированном — ̃︀𝑓(𝑧) = 104. То есть и для этой конфигурации структурированный
псевдоспектр дает значительно (более, чем на четыре порядка) более точную оценку чувствительности спек-
тра возмущенной матрицы, чем обычный псевдоспектр. Следует отметить, что в отличие от конфигурации G,
для конфигурации TS и неструктурированный, и структурированный псевдоспектры допускают смещение ве-
дущего физически значимого собственного значения в левую полуплоскость. Кроме того, ведущие физически
значимые собственные значения ста возмущенных матриц заметно сильнее отличаются от ведущего физически
значимого собственного значения исходной матрицы. Тем не менее, эти собственные значения возмущенных
матриц лежат в правой полуплоскости, имея достаточно большие положительные действительные части. Это
также позволяет предполагать, что оценка на основе структурированного псевдоспектра все еще завышена и
для конфигурации TS.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Данная работа посвящена оценке чувствительности собственных значений к внутренним возмущениям по-
ля основного течения в задачах гидродинамической устойчивости. Предложено использовать структуриро-
ванные псевдоспектры вместо широко используемых обычных псевдоспектров. На примере течения вязкой
несжимаемой жидкости над вогнутой поверхностью малой кривизны при параметрах течения благоприятных
для развития вихрей Гертлера и волн Толлмина–Шлихтинга, было показано, что структурирование можно вы-
брать так, что оценки на основе структурированного псевдоспектра будут значительно более точными, чем
оценки, полученные на основе неструктурированного псевдоспектра.
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Abstract. The paper is devoted to the numerical analysis of the sensitivity of the characteristics of spatial
stability of boundary layers to the errors with which the main flow is specified. It is proposed to use structured
pseudospectra for this purpose. It is shown that the obtained estimates are significantly more accurate
than the estimates based on the unstructured pseudospectrum. The presentation is carried out using the
example of a viscous incompressible fluid flow over a concave surface of small curvature with flow parameters
favorable for the development of Goertler vortices and Tollmien–Schlichting waves.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Мы рассматриваем системы дифференциальных уравнений с запаздыванием следующего вида:

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑦(𝑡− τ) + 𝐶(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ) +

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠,

+𝐹

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

)︂
, 𝑡 > 0, (1.1)

где 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡), 𝐷(𝑡, 𝑠) — матрицы размера 𝑛× 𝑛 с непрерывными вещественнозначными элементами; т.е.

𝑎𝑖𝑗(𝑡), 𝑏𝑖𝑗(𝑡), 𝑐𝑖𝑗(𝑡) ∈ 𝐶(R+), 𝑑𝑖𝑗(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐶(R+ × [0, τ]), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

τ > 0 — параметр запаздывания, 𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) — непрерывная вещественнозначная вектор-функция. Мы
предполагаем, что𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) липшицева по𝑢1 на любом компакте𝐺 ⊂ [0,∞)×R𝑛×R𝑛×R𝑛 и удовлетворяет
неравенству

‖𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)‖ 6 𝑞1‖𝑢1‖+ 𝑞2‖𝑢2‖, 𝑡 > 0, 𝑢𝑗 ∈ R𝑛, 𝑞𝑗 > 0. (1.2)

Наша цель — получить оценки для решений системы (1.1) на всей полуоси {𝑡 > 0}, на основе которых можно
сделать вывод об устойчивости решений и указать скорость стабилизации.

Существует большое количество работ, посвященных изучению устойчивости решений дифференциальных
уравнений с запаздыванием (например, см. [1]–[12] и библиографию в них). Исследователи часто используют
функционалы Ляпунова–Красовского для получения условий устойчивости. Однако не каждый функционал
Ляпунова–Красовского позволяет получить оценки, характеризующие скорость убывания на бесконечности.
В последние годы исследования в этом направлении активно развиваются. Много работ посвящено дифферен-
циальным уравнениям с запаздыванием и постоянными коэффициентами. В неавтономном случае количество
соответствующих статей значительно меньше.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта № 24-21-00367), https://rscf.ru/project/24-21-00367/.
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Эта статья продолжает наши исследования устойчивости решений неавтономных дифференциальных урав-
нений с запаздыванием (например, см. [13]–[19]). Мы исследовали системы с запаздыванием и периодически-
ми коэффициентами в линейных членах. Были установлены условия экспоненциальной устойчивости нулево-
го решения и получены оценки экспоненциального убывания решений на бесконечности с использованием
подходящих функционалов Ляпунова–Красовского. В [20] были изучены некоторые нелинейные системы с
переменными коэффициентами и переменным сосредоточенным запаздыванием. В случае 𝐶(𝑡) ≡ 0 системы
вида (1.1) с переменными сосредоточенным и распределенным запаздываниями исследованы в [21].

В этой статье мы рассмотрим неавтономные системы вида (1.1) с сосредоточенным и распределенным за-
паздываниями в случае 𝐶(𝑡) ̸≡ 0; иными словами, мы имеем дело с системами нейтрального типа. Мы уста-
навливаем оценки для решений, которые позволят нам сделать вывод о том, являются ли решения устойчи-
выми. В случае экспоненциальной устойчивости мы указываем оценки на скорость стабилизации решений
на бесконечности. Во втором параграфе мы устанавливаем оценки для решений систем в линейном случае
(𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ≡ 0), в третьем параграфе — для решений нелинейных систем вида (1.1). Некоторые приме-
ры даны в четвертом параграфе.

2. ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

В этом параграфе мы рассмотрим линейные системы вида (1.1) (𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ≡ 0). Вначале введем неко-
торые обозначения. Определим (2𝑛× 2𝑛)-матрицу

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻1(𝑡) 𝐻2(𝑡)
𝐻*

2 (𝑡) 𝐻3(𝑡)

)︂
такую, что

ℋ(𝑡) ∈ 𝐶1(R+), ℋ(𝑡) = ℋ*(𝑡), 𝑡 > 0, (2.1)⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
,

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂⟩
> ℎ(𝑡)‖𝑢1 −𝐺(𝑡)𝑢2‖2, 𝑢1, 𝑢2 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0, (2.2)

где ℎ(𝑡) ∈ 𝐶([0,∞)), ℎ(𝑡) > ℎ0 > 0, 𝐺(𝑡) — матрица размера (𝑛 × 𝑛) с непрерывными элементами. Определим
матрицу 𝐾(𝑡, 𝑠) размера (𝑛× 𝑛) такую, что

𝐾(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐶1(R+ × [0, τ]), 𝐾(𝑡, 𝑠) = 𝐾*(𝑡, 𝑠), 𝐾(𝑡, 𝑠) > 0, 𝑡 > 0, 𝑠 ∈ [0, τ]. (2.3)

Здесь и далее матричное неравенство 𝑆 > 0 (или 𝑆 < 0) означает, что 𝑆 — положительно (отрицательно) опре-
деленная эрмитова матрица. Для матриц мы используем спектральную норму.

Определим матрицу

𝑄(𝑡, 𝑠) =

⎛⎜⎜⎝
𝑄11(𝑡, 𝑠) 𝑄12(𝑡, 𝑠) 𝑄13(𝑡, 𝑠) 𝑄14(𝑡, 𝑠)
𝑄*

12(𝑡, 𝑠) 𝑄22(𝑡, 𝑠) 𝑄23(𝑡, 𝑠) 𝑄24(𝑡, 𝑠)
𝑄*

13(𝑡, 𝑠) 𝑄*
23(𝑡, 𝑠) 𝑄33(𝑡, 𝑠) 𝑄34(𝑡, 𝑠)

𝑄*
14(𝑡, 𝑠) 𝑄*

24(𝑡, 𝑠) 𝑄*
34(𝑡, 𝑠) 𝑄44(𝑡, 𝑠)

⎞⎟⎟⎠ (2.4)

с элементами

𝑄11(𝑡, 𝑠) = − 𝑑

𝑑𝑡
𝐻1(𝑡)−𝐻1(𝑡)𝐴(𝑡)−𝐴*(𝑡)𝐻1(𝑡)−𝐾(𝑡, 0),

𝑄12(𝑡, 𝑠) = − 𝑑

𝑑𝑡
𝐻2(𝑡)−𝐴*(𝑡)𝐻2(𝑡)−𝐻1(𝑡)𝐵(𝑡),

𝑄13(𝑡, 𝑠) = −𝐻1(𝑡)𝐶(𝑡)−𝐻2(𝑡),

𝑄14(𝑡, 𝑠) = −τ𝐻1(𝑡)𝐷(𝑡, 𝑠),

𝑄22(𝑡, 𝑠) = − 𝑑

𝑑𝑡
𝐻3(𝑡)−𝐻*

2 (𝑡)𝐵(𝑡)−𝐵*(𝑡)𝐻2(𝑡) +𝐾(𝑡, τ),

𝑄23(𝑡, 𝑠) = −𝐻*
2 (𝑡)𝐶(𝑡)−𝐻3(𝑡),

𝑄24(𝑡, 𝑠) = −τ𝐻*
2 (𝑡)𝐷(𝑡, 𝑠),

𝑄33(𝑡, 𝑠) = 0, 𝑄34(𝑡, 𝑠) = 0,

𝑄44(𝑡, 𝑠) = −τ
(︂

𝜕

𝜕𝑡
𝐾(𝑡, 𝑠) +

𝜕

𝜕𝑠
𝐾(𝑡, 𝑠)

)︂
.

(2.5)
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Рассмотрим начальную задачу для системы (1.1)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑦(𝑡− τ) + 𝐶(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ) +

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 > 0,

𝑦(𝑡) = ϕ(𝑡), 𝑡 ∈ [−τ, 0],

𝑦(+0) = ϕ(0),

(2.6)

где ϕ(𝑡) ∈ 𝐶1([−τ, 0]) — заданная вещественнозначная вектор-функция. Ниже мы устанавливаем оценки для
решений задачи (2.6).

Теорема 1. Предположим, что существуют матрицы ℋ(𝑡), 𝐾(𝑡, 𝑠), удовлетворяющие условиям (2.1)–(2.3) и
такие, что ⟨

𝑄(𝑡, 𝑠)

(︃
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4

)︃
,

(︃
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4

)︃⟩
> 𝑝(𝑡)

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
,

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂⟩
+ τ𝑘(𝑡)⟨𝐾(𝑡, 𝑠)𝑢4, 𝑢4⟩, (2.7)

𝑢𝑗 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0, 𝑠 ∈ [0, τ],

где 𝑝(𝑡), 𝑘(𝑡) ∈ 𝐶(R+). Тогда для решения 𝑦(𝑡) задачи (2.6) имеет место оценка

‖𝑦(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑦(𝑡− τ)‖ 6

√︃
𝑉 (0,ϕ)

ℎ(𝑡)
exp

(︂
−1

2

∫︁ 𝑡

0

γ(ξ)𝑑ξ

)︂
, 𝑡 > 0, (2.8)

где

𝑉 (0,ϕ) =

⟨
ℋ(0)

(︂
ϕ(0)
ϕ(−τ)

)︂
,

(︂
ϕ(0)
ϕ(−τ)

)︂⟩
+

0∫︁
−τ

⟨𝐾(0,−𝑠)ϕ(𝑠),ϕ(𝑠)⟩𝑑𝑠, (2.9)

γ(𝑡) = min{𝑝(𝑡), 𝑘(𝑡)}. (2.10)

Доказательство. Пусть 𝑦(𝑡) — решение задачи (2.6). В [18] был введен достаточно широкий класс функцио-
налов Ляпунова–Красовского. Используя матрицы ℋ(𝑡), 𝐾(𝑡, 𝑠), удовлетворяющие условиям теоремы 1, рас-
смотрим на 𝑦(𝑡) следующий функционал Ляпунова–Красовского из этого класса

𝑉 (𝑡, 𝑦) =

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

𝑡∫︁
𝑡−τ

⟨𝐾(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠), 𝑦(𝑠)⟩𝑑𝑠. (2.11)

Дифференцируя этот функционал, имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) =

⟨
𝑑

𝑑𝑡
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

⟨
ℋ(𝑡)

⎛⎜⎝ 𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

⎞⎟⎠ ,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

+

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

⎛⎜⎝ 𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

⎞⎟⎠⟩+

+⟨𝐾(𝑡, 0)𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ − ⟨𝐾(𝑡, τ)𝑦(𝑡− τ), 𝑦(𝑡− τ)⟩+
𝑡∫︁

𝑡−τ

⟨
𝑑

𝑑𝑡
𝐾(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠), 𝑦(𝑠)

⟩
𝑑𝑠.

Обозначим

𝑧(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑦(𝑡− τ) + 𝐶(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ) +

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠.
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Поскольку 𝑦(𝑡) удовлетворяет (2.6), получаем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) =

⟨
𝑑

𝑑𝑡
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

⟨
ℋ(𝑡)

⎛⎝ 𝑧(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

⎞⎠ ,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

+

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

⎛⎝ 𝑧(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

⎞⎠⟩+

+⟨𝐾(𝑡, 0)𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ − ⟨𝐾(𝑡, τ)𝑦(𝑡− τ), 𝑦(𝑡− τ)⟩+
𝑡∫︁

𝑡−τ

⟨
𝑑

𝑑𝑡
𝐾(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠), 𝑦(𝑠)

⟩
𝑑𝑠.

Используя матрицу 𝑄(𝑡, 𝑠), определенную в (2.4) и (2.5), имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) = −1

τ

𝑡∫︁
𝑡−τ

⟨
𝑄(𝑡, 𝑡− 𝑠)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠
⟩
𝑑𝑠.

В силу (2.7) мы приходим к неравенству

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −𝑝(𝑡)

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
− 𝑘(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡−τ

⟨𝐾(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠), 𝑦(𝑠)⟩𝑑𝑠.

Согласно определению функционала Ляпунова–Красовского (2.11), мы имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −γ(𝑡)𝑉 (𝑡, 𝑦),

где функция γ(𝑡) определена в (2.10). Это дифференциальное неравенство дает оценку

𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 𝑉 (0,ϕ) exp

(︂
−
∫︁ 𝑡

0

γ(ξ)𝑑ξ

)︂
,

где 𝑉 (0,ϕ) определено в (2.9). Используя (2.2), имеем

‖𝑦(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑦(𝑡− τ)‖2 6
1

ℎ(𝑡)

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
6

𝑉 (𝑡, 𝑦)

ℎ(𝑡)
6

𝑉 (0,ϕ)

ℎ(𝑡)
exp

(︂
−
∫︁ 𝑡

0

γ(ξ)𝑑ξ

)︂
,

откуда следует (2.8).
Теорема 1 доказана.

Следствие 1. Пусть 𝐺(𝑡) ≡ 0 и выполнены условия теоремы 1.

A. Если ̃︀γ(𝑡) = 𝑡∫︁
0

γ(𝑠)𝑑𝑠 > 0, тогда нулевое решение системы (1.1) устойчиво, при этом решение 𝑦(𝑡) задачи

(2.6) удовлетворяет оценке

‖𝑦(𝑡)‖ 6

√︃
𝑉 (0,ϕ)

ℎ0
, 𝑡 > 0.

B. Если ̃︀γ(𝑡) → ∞ при 𝑡 → ∞, тогда нулевое решение системы (1.1) асимптотически устойчиво, при этом
скорость стабилизации определяется функцией

exp

(︂
−1

2

∫︁ 𝑡

0

γ(ξ)𝑑ξ

)︂
.
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C. Если ̃︀γ(𝑡) > γ1𝑡+ γ2 с γ1 > 0, тогда нулевое решение системы (1.1) экспоненциально устойчиво, при этом
решение 𝑦(𝑡) задачи (2.6) удовлетворяет оценке

‖𝑦(𝑡)‖ 6

√︃
𝑉 (0,ϕ)

ℎ0
exp

(︂
−γ1𝑡

2
− γ2

2

)︂
, 𝑡 > 0.

Рассмотрим следующее функционально-разностное уравнение

𝑥(𝑡) = 𝐺(𝑡)𝑥(𝑡− τ), 𝑡 > 0, (2.12)

где τ > 0 — параметр запаздывания, 𝐺(𝑡) — матрица размера (𝑛 × 𝑛) с непрерывными элементами. Системы
вида (2.12) в литературе часто называют непрерывными по времени разностными системами с запаздыванием
(см., например, [22]–[24]). Предположим, что нулевое решение системы (2.12) экспоненциально устойчиво;
т.е. справедлива следующая оценка

‖𝑥(𝑡)‖ 6 𝑎1𝑒
−𝑎2𝑡 max

𝑠∈[−τ,0]
‖𝑥0(𝑠)‖, 𝑡 > 0, (2.13)

где 𝑎1, 𝑎2 > 0, 𝑥0(𝑡) ∈ 𝐶([−τ, 0]) — заданная начальная вектор-функция, причем 𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡) при 𝑡 ∈ [−τ, 0].
Тогда имеет место следующий результат.

Теорема 2. Пусть 𝐺(𝑡) ̸≡ 0, выполнены условия теоремы 1 и нулевое решение системы (2.12) экспоненциально
устойчиво. Если

𝑡∫︁
0

γ(𝑠)𝑑𝑠 > γ1𝑡+ γ2, γ1 > 0, (2.14)

тогда нулевое решение системы (1.1) экспоненциально устойчиво.

Доказательство. В силу (2.8) для решения 𝑦(𝑡) задачи (2.6) справедливо неравенство

‖𝑦(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑦(𝑡− τ)‖ 6

√︃
𝑉 (0,ϕ)

ℎ0
exp

(︂
−γ1𝑡

2
− γ2

2

)︂
, 𝑡 > 0.

Согласно определению √︀
𝑉 (0,ϕ) 6

√︂
2‖ℋ(0)‖+ τ max

𝑠∈[0,τ]
‖𝐾(0, 𝑠)‖ max

𝑠∈[−τ,0]
‖ϕ(𝑠)‖.

Следовательно, чтобы получить оценку для ‖𝑦(𝑡)‖, достаточно получить соответствующую оценку для решения
следующей начальной задачи

𝑦(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑦(𝑡− τ) = 𝐹 (𝑡), 𝑡 > 0,
𝑦(𝑡) = ϕ(𝑡), 𝑡 ∈ [−τ, 0], (2.15)

где вектор-функция 𝐹 (𝑡) ∈ 𝐶(R+) удовлетворяет неравенству

‖𝐹 (𝑡)‖ 6

√︂
2‖ℋ(0)‖+ τ max

𝑠∈[0,τ]
‖𝐾(0, 𝑠)‖

√
ℎ0

exp

(︂
−γ1𝑡

2
− γ2

2

)︂
max

𝑠∈[−τ,0]
‖ϕ(𝑠)‖.

Рассмотрим начальную задачу для неоднородного функционально-разностного уравнения

𝑧(𝑡) = 𝐺(𝑡)𝑧(𝑡− τ) + 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0,

𝑧(𝑡) = ψ(𝑡), 𝑡 ∈ [−τ, 0],
(2.16)

где ψ(𝑡) ∈ 𝐶([−τ, 0]) — заданная вектор-функция, 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(R+) удовлетворяет оценке

‖𝑓(𝑡)‖ 6 𝑏1𝑒
−𝑏2𝑡, 𝑡 > 0, (2.17)
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𝑏1, 𝑏2 > 0. Пусть 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)τ, 𝑘τ], 𝑘 = 1, 2, . . . . Очевидно, решение задачи (2.16) имеет вид

𝑧(𝑡) = 𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑘 − 1)τ)ψ(𝑡− 𝑘τ) +

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑗 − 1)τ)𝑓(𝑡− 𝑗τ). (2.18)

Нетрудно получить следующую оценку:

‖𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑗 − 1)τ)‖ 6 𝑎1𝑒
−𝑎2τ(𝑗−1), 𝑗 = 1, 2, . . . . (2.19)

Действительно, решение уравнения (2.12) может быть записано в виде

𝑥(𝑡) = 𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑗 − 1)τ)𝑥0(𝑡− 𝑗τ)

при 𝑡 ∈ [(𝑗 − 1)τ, 𝑗τ], 𝑗 = 1, 2, . . . . В силу (2.13) мы имеем неравенство

‖𝑥(𝑡)‖ = ‖𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑗 − 1)τ)𝑥0(𝑡− 𝑗τ)‖ 6 𝑎1𝑒
−𝑎2𝑡 max

𝑠∈[−τ,0]
‖𝑥0(𝑠)‖ 6 𝑎1𝑒

−𝑎2τ(𝑗−1) max
𝑠∈[−τ,0]

‖𝑥0(𝑠)‖,

которое дает нам (2.19). Из (2.18) мы имеем

‖𝑧(𝑡)‖ 6 ‖𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑘 − 1)τ)ψ(𝑡− 𝑘τ)‖+
𝑘−1∑︁
𝑗=0

‖𝐺(𝑡) · · ·𝐺(𝑡− (𝑗 − 1)τ)𝑓(𝑡− 𝑗τ)‖ 6

6 𝑎1𝑒
−𝑎2𝑡 max

𝑠∈[−τ,0]
‖ψ(𝑠)‖+ 𝑎1

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑒−𝑎2τ(𝑗−1)‖𝑓(𝑡− 𝑗τ)‖

при 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)τ, 𝑘τ], 𝑘 = 1, 2, . . . . Используя (2.17), получаем

‖𝑧(𝑡)‖ 6 𝑎1𝑒
−𝑎2𝑡 max

𝑠∈[−τ,0]
‖ψ(𝑠)‖+ 𝑎1𝑏1𝑒

𝑎2τ

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑒−𝑎2τ𝑗𝑒−𝑏2(𝑡−𝑗τ) (2.20)

при 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)τ, 𝑘τ], 𝑘 = 1, 2, . . . .
Для дальнейших рассуждений нам понадобится вспомогательная лемма.

Лемма. Пусть

𝑆 =

𝑘−1∑︁
𝑗=0

β
𝑗𝑒−𝑏(𝑡−𝑗τ), 0 < β < 1, 𝑏 > 0.

Тогда при 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)τ, 𝑘τ], 𝑘 = 1, 2, . . . , имеет место оценка

𝑆 6

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(︀
1− β𝑒𝑏τ

)︀−1
𝑒−𝑏𝑡 при β𝑒𝑏τ < 1;(︀

𝑡
τ
+ 1
)︀
𝑒−𝑏𝑡 при β𝑒𝑏τ = 1;(︀

β𝑒𝑏τ − 1
)︀−1

𝑒𝑏(1−𝑟)τ𝑒−𝑟𝑏𝑡 при β𝑒𝑏τ > 1, 0 < 𝑟 < − 1
𝑏τ ln β < 1.

Доказательство. Рассмотрим первый случай β𝑒𝑏τ < 1. Тогда

𝑆 = 𝑒−𝑏𝑡
𝑘−1∑︁
𝑗=0

(︀
β𝑒𝑏τ

)︀𝑗
6 𝑒−𝑏𝑡

∞∑︁
𝑗=0

(︀
β𝑒𝑏τ

)︀𝑗
= 𝑒−𝑏𝑡

(︀
1− β𝑒𝑏τ

)︀−1
.

Рассмотрим второй случай β𝑒𝑏τ = 1. Очевидно,

𝑆 = 𝑒−𝑏𝑡
𝑘−1∑︁
𝑗=0

(1)𝑗 = 𝑘𝑒−𝑏𝑡 6

(︂
𝑡

τ
+ 1

)︂
𝑒−𝑏𝑡.
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Рассмотрим третий случай β𝑒𝑏τ > 1. Очевидно,

𝑆 = 𝑒−𝑏𝑡
𝑘−1∑︁
𝑗=0

(︀
β𝑒𝑏τ

)︀𝑗
=
(︀
β𝑒𝑏τ − 1

)︀−1
𝑒−𝑏𝑡

(︀
β
𝑘𝑒𝑘𝑏τ − 1

)︀
6
(︀
β𝑒𝑏τ − 1

)︀−1
𝑒−𝑏𝑡

(︀
β𝑒𝑏τ

)︀𝑘
.

Поскольку β < 1, то существует 𝑟 > 0 такое, что β𝑒𝑟𝑏τ < 1. Следовательно,

𝑆 6
(︀
β𝑒𝑏τ − 1

)︀−1
𝑒−𝑏𝑡𝑒𝑏(1−𝑟)𝑘τ.

Тогда при 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)τ, 𝑘τ], 𝑘 = 1, 2, . . . , имеем

𝑆 6
(︀
β𝑒𝑏τ − 1

)︀−1
𝑒−𝑏𝑡𝑒𝑏(1−𝑟)(𝑘−1)τ𝑒𝑏(1−𝑟)τ 6

(︀
β𝑒𝑏τ − 1

)︀−1
𝑒𝑏(1−𝑟)τ𝑒−𝑟𝑏𝑡.

Отметим, что 𝑟 может быть выбрано из неравенства

0 < 𝑟 < − 1

𝑏τ
ln β.

Лемма доказана.

Пусть β = 𝑒−𝑎2τ, 𝑏 = 𝑏2. Используя эту лемму, в силу (2.20) решение 𝑧(𝑡) задачи (2.16) экспоненциально
стремится к нулю. Следовательно, решение 𝑦(𝑡) задачи (2.15) также экспоненциально стремится к нулю. То-
гда нулевое решение системы (1.1) экспоненциально устойчиво, причем мы имеем оценки, характеризующие
скорость убывания на бесконечности. Чтобы выписать эти оценки, достаточно воспользоваться неравенством
(2.20) и леммой, доказанной выше, при

β = 𝑒−𝑎2τ, 𝑏 = 𝑏2 =
γ1

2
, 𝑏1 =

√︂
2‖ℋ(0)‖+ τ max

𝑠∈[0,τ]
‖𝐾(0, 𝑠)‖

√
ℎ0

𝑒−γ2/2 max
𝑠∈[−τ,0]

‖ϕ(𝑠)‖.

Теорема доказана.

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 2. Если γ1 − 2𝑎2 < 0, тогда для решения задачи (2.6) имеет
место оценка

‖𝑦(𝑡)‖ 6

(︂
𝑎1𝑒

−𝑎2𝑡 + 𝑑
(︁
1− 𝑒(γ1/2−𝑎2)τ

)︁−1

𝑒−γ1𝑡/2
)︂

max
𝑠∈[−τ,0]

‖ϕ(𝑠)‖,

где

𝑑 = 𝑎1𝑒
𝑎2τ−γ2/2

√︂
2‖ℋ(0)‖+ τ max

𝑠∈[0,τ]
‖𝐾(0, 𝑠)‖

√
ℎ0

.

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Если γ1 − 2𝑎2 = 0, тогда для решения задачи (2.6) имеет
место оценка

‖𝑦(𝑡)‖ 6

(︂
𝑎1𝑒

−𝑎2𝑡 + 𝑑

(︂
𝑡

τ
+ 1

)︂
𝑒−γ1𝑡/2

)︂
max

𝑠∈[−τ,0]
‖ϕ(𝑠)‖.

Следствие 4. Пусть выполнены условия теоремы 2. Если γ1 − 2𝑎2 > 0, тогда для решения задачи (2.6) имеет
место оценка

‖𝑦(𝑡)‖ 6

(︂
𝑎1𝑒

−𝑎2𝑡 + 𝑑
(︁
𝑒(γ1/2−𝑎2)τ − 1

)︁−1

𝑒γ1(1−𝑟)τ/2𝑒−𝑟γ1𝑡/2

)︂
max

𝑠∈[−τ,0]
‖ϕ(𝑠)‖,

где 0 < 𝑟 < 2𝑎2

γ1
.
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3. ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

В этом разделе мы исследуем нелинейные системы вида (1.1) при условии, что вектор-функция
𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), определяющая нелинейные слагаемые, удовлетворяет условию (1.2). Рассмотрим начальную за-
дачу

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑦(𝑡− τ) + 𝐶(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)+

+

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠+ 𝐹

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

)︂
, 𝑡 > 0,

𝑦(𝑡) = ϕ(𝑡), 𝑡 ∈ [−τ, 0],

𝑦(+0) = ϕ(0),

(3.1)

где ϕ(𝑡) ∈ 𝐶1([−τ, 0]) — заданная вещественнозначная вектор-функция. Ниже мы устанавливаем оценки для
решений задачи (3.1).

Пусть α(𝑡) > 0 — произвольная непрерывная функция. Введем функции

α1(𝑡) = 2𝑞1‖𝐻1(𝑡)‖+
(𝑞1‖𝐻2(𝑡)‖+ 𝑞2‖𝐻1(𝑡)‖)2

α(𝑡)
, α2(𝑡) = α(𝑡) + 2𝑞2‖𝐻2(𝑡)‖ (3.2)

и матрицу

𝑄α(𝑡, 𝑠) = 𝑄(𝑡, 𝑠)−

⎛⎜⎜⎝
α1(𝑡)𝐼 0 0 0

0 α2(𝑡)𝐼 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , (3.3)

где матрица 𝑄(𝑡, 𝑠) определена в (2.4) и (2.5), 𝐼 — единичная матрица.

Теорема 3. Предположим, что существуют матрицы ℋ(𝑡), 𝐾(𝑡, 𝑠), удовлетворяющие условиям (2.1)–(2.3) и
такие, что ⟨

𝑄α(𝑡, 𝑠)

(︃
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4

)︃
,

(︃
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4

)︃⟩
> 𝑝α(𝑡)

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
,

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂⟩
+ τ𝑘α(𝑡)⟨𝐾(𝑡, 𝑠)𝑢4, 𝑢4⟩, (3.4)

𝑢𝑗 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0, 𝑠 ∈ [0, τ],

где 𝑝α(𝑡), 𝑘α(𝑡) ∈ 𝐶(R+). Тогда для решения 𝑦(𝑡) задачи (3.1) имеет место оценка

‖𝑦(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑦(𝑡− τ)‖ 6

√︃
𝑉 (0,ϕ)

ℎ(𝑡)
exp

(︂
−1

2

∫︁ 𝑡

0

γα(ξ)𝑑ξ

)︂
, 𝑡 > 0, (3.5)

где 𝑉 (0,ϕ) определено в (2.9), γα(𝑡) = min{𝑝α(𝑡), 𝑘α(𝑡)}.

Доказательство. Пусть 𝑦(𝑡) — решение задачи (3.1). Рассмотрим на 𝑦(𝑡) функционал Ляпунова–Красовского
(2.11). Дифференцируя этот функционал и повторяя рассуждения как при доказательстве теоремы 1, имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) = −1

τ

𝑡∫︁
𝑡−τ

⟨
𝑄(𝑡, 𝑡− 𝑠)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠
⟩
𝑑𝑠+𝑊 (𝑡), (3.6)

где матрица 𝑄(𝑡, 𝑠) определена в (2.4) и (2.5),

𝑊 (𝑡) =

⟨
ℋ(𝑡)

⎛⎝ 𝐹

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

)︂
0

⎞⎠ ,

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂⟩
+

+

⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡− τ)

)︂
,

⎛⎝ 𝐹

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

)︂
0

⎞⎠⟩ .
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В силу определения матрицы ℋ(𝑡) имеем

𝑊 (𝑡) 6 2(‖𝐻1(𝑡)‖ ‖𝑦(𝑡)‖+ ‖𝐻2(𝑡)‖ ‖𝑦(𝑡− τ)‖)
⃦⃦⃦⃦
𝐹

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

)︂⃦⃦⃦⃦
.

Учитывая условие (1.2) получаем

𝑊 (𝑡) 6 β1(𝑡)‖𝑦(𝑡)‖2 + β2(𝑡)‖𝑦(𝑡)‖ ‖𝑦(𝑡− τ)‖+ β3(𝑡)‖𝑦(𝑡− τ)‖2, (3.7)

где
β1(𝑡) = 2𝑞1‖𝐻1(𝑡)‖, β2(𝑡) = 2(𝑞1‖𝐻2(𝑡)‖+ 𝑞2‖𝐻1(𝑡)‖), β3(𝑡) = 2𝑞2‖𝐻2(𝑡)‖.

Очевидно, что для любого α > 0 справедливо неравенство

𝑏1𝑢
2
1 + 𝑏2𝑢1𝑢2 6

(︂
𝑏1 +

𝑏22
4α

)︂
𝑢2
1 + α𝑢2

2.

Тогда правую часть неравенства (3.7) можно оценить следующим образом:

𝑊 (𝑡) 6 α1(𝑡)‖𝑦(𝑡)‖2 + α2(𝑡)‖𝑦(𝑡− τ)‖2,

где функции α𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, определены в (3.2), при этом α(𝑡) > 0 — произвольная непрерывная функция,
которой можно управлять. С учетом этой оценки из (3.6) получаем

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (𝑡, 𝑦) 6 −1

τ

𝑡∫︁
𝑡−τ

⟨
𝑄α(𝑡, 𝑡− 𝑠)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡− τ)
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡− τ)

𝑦(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠
⟩
𝑑𝑠,

где матрица𝑄α(𝑡, 𝑠) определена в (3.3). Тогда, используя условие (3.4) и повторяя рассуждения из доказательства
теоремы 1, мы получаем оценку (3.5).

Теорема доказана.

Справедлив аналог теоремы 2.

Теорема 4. Пусть 𝐺(𝑡) ̸≡ 0, выполнены условия теоремы 3 и нулевое решение системы (2.12) экспоненциально
устойчиво. Если выполнено условие (2.14), тогда нулевое решение нелинейной системы (1.1) экспоненциально устой-
чиво.

По аналогии с предыдущим параграфом можно сформулировать следствия и указать оценки экспоненци-
ального убывания решений нелинейной системы (1.1).

4. ПРИМЕРЫ

Рассмотрим несколько примеров систем с запаздыванием вида (1.1).

Пример 1. Пусть 𝐶(𝑡) ≡ 0. Если 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡) есть 𝑇 -периодические матрицы, 𝐷(𝑡, 𝑠) ≡ 0, линейные и нелиней-
ные системы с запаздыванием и периодическими линейными членами исследовались в [13]. Мы использовали
функционал Ляпунова–Красовского вида (2.11), где

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻(𝑡) 0
0 0

)︂
, 𝐾(𝑡, 𝑠) = 𝐾(𝑠),

причем 𝐻(𝑡) = 𝐻*(𝑡) > 0 есть 𝑇 -периодическая матрица, 𝐾(𝑠) = 𝐾*(𝑠) > 0, 𝑠 ∈ [0, τ]. Оценки экспонен-
циального убывания решений на бесконечности и оценки для областей притяжения были получены в явном
виде.

Системы вида (1.1) с переменными коэффициентами и двумя видами запаздываний (сосредоточенное и
распределенное) при 𝐶(𝑡) ≡ 0 изучались в [21]. В этом случае достаточно взять

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻(𝑡) 0
0 0

)︂
, 𝐻(𝑡) ∈ 𝐶1(R+), 𝐻(𝑡) = 𝐻*(𝑡) > 0, 𝑡 > 0.
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Очевидно, неравенство (2.2) выполнено при 𝐺(𝑡) ≡ 0, где ℎ(𝑡) — минимальное собственное значение матри-
цы 𝐻(𝑡). Следовательно, используя теорему 1 (или теорему 3) и следствие 1, мы имеем оценки для решений
задачи (2.6) (или задачи (3.1)) на всей полуоси {𝑡 > 0}, на основании которых можно сделать выводы об устой-
чивости решений (в частности, экспоненциальной или асимптотической устойчивости) и указать оценки на
скорость стабилизации. Следует отметить, что в [21] мы также исследовали нелинейные системы вида

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑦(𝑡− τ) +

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠+ 𝐹

⎛⎝𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− τ),

𝑡∫︁
𝑡−τ

𝐷(𝑡, 𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠

⎞⎠ , 𝑡 > 0,

где 𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) — непрерывная вещественнозначная вектор-функция, удовлетворяющая условию Липшица
по 𝑢1, 𝑢3 и неравенству

‖𝐹 (𝑡, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)‖ 6 𝑞‖𝑢1‖1+ω, 𝑡 > 0, 𝑢𝑗 ∈ R𝑛, 𝑞, ω > 0.

Отметим, что функционалы вида (2.11) могут быть использованы для исследования моделей, описываемых
системами дифференциальных уравнений с запаздыванием (см., например, [25], [26]).

Пример 2. Пусть 𝐶(𝑡) — ненулевая постоянная матрица; т. е. 𝐶(𝑡) ≡ 𝐶. Если 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡) суть 𝑇 -периодические
матрицы, 𝐷(𝑡, 𝑠) ≡ 0, то линейные и нелинейные системы нейтрального типа с периодическими линейными
членами были изучены в [14, 17]. Мы использовали функционал Ляпунова – Красовского вида (2.11) с

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻(𝑡) −𝐻(𝑡)𝐶

−𝐶*𝐻(𝑡) 𝐶*𝐻(𝑡)𝐶

)︂
, 𝐾(𝑡, 𝑠) = 𝐾(𝑠),

где 𝐻(𝑡) = 𝐻*(𝑡) > 0 есть 𝑇 -периодическая матрица, 𝐾(𝑠) = 𝐾*(𝑠) > 0, 𝑠 ∈ [0, τ]. Оценки экспоненциаль-
ного убывания решений на бесконечности и оценки для областей притяжения были получены в явном виде.
Очевидно, ⟨

ℋ(𝑡)

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
,

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂⟩
= ⟨𝐻(𝑡)(𝑢1 − 𝐶𝑢2), (𝑢1 − 𝐶𝑢2)⟩

и (2.2) выполнено при 𝐺(𝑡) ≡ 𝐶, где ℎ(𝑡) > 0 — минимальное собственное значение матрицы 𝐻(𝑡). Чтобы
использовать теоремы 2, 4 и соответствующие следствия, нам нужно определить 𝑎1, 𝑎2 в (2.13). Из результатов
в [27], [28] вытекают следующие теоремы.

Теорема 5. Нулевое решение системы (2.12) при 𝐺(𝑡) ≡ 𝐶 экспоненциально устойчиво тогда и только тогда,
когда существует эрмитово решение 𝐿 > 0 дискретного уравнения Ляпунова

𝐿− 𝐶*𝐿𝐶 = 𝐼. (4.1)

Теорема 6. Пусть 𝐿 = 𝐿* > 0 — решение уравнения (4.1). Для решений системы (2.12) при 𝐺(𝑡) ≡ 𝐶 имеет
место следующая оценка:

‖𝑥(𝑡)‖ 6
√︀
µ(𝐿) exp

⎛⎝ ln
(︁
1− 1

‖𝐿‖

)︁
2τ

𝑡

⎞⎠ max
𝑠∈[−τ,0]

‖𝑥0(𝑠)‖,

где µ(𝐿) = 𝑙−1
min‖𝐿‖, 𝑙min > 1 — минимальное собственное число матрицы 𝐿.

Следовательно, мы можем взять 𝑎1 =
√︀
µ(𝐿), 𝑎2 = −

ln(1− 1
‖𝐿‖ )

2τ . В [14, 17] мы использовали значения, зави-
сящие от ‖𝐶𝑚‖, где 𝑚 > 0 — минимальное целое число, при котором ‖𝐶𝑚‖ < 1. Теорема 5 гарантирует, что
спектр матрицы 𝐶 принадлежит единичному кругу {λ ∈ C : |λ| < 1}. Поэтому такое 𝑚 существует. Отметим,

что (2.14) выполнено, если γ1 =
𝑇∫︀
0

γ(𝑠)𝑑𝑠 > 0. Действительно, в этом случае

𝑡∫︁
0

γ(𝑠)𝑑𝑠 > γ1𝑡+ ( min
𝑠∈[0,𝑇 ]

γ(𝑠)− γ1)𝑇.

Поэтому мы можем взять γ2 = ( min
𝑠∈[0,𝑇 ]

γ(𝑠)− γ1)𝑇 .
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Пример 3. Пусть 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡) суть 𝑇 -периодические матрицы и 𝐷(𝑡, 𝑠) есть 𝑇 -периодическая матрица
по 𝑡. Рассмотрим функционал Ляпунова–Красовского вида (2.11) с

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻(𝑡) −𝐻(𝑡)𝐶(𝑡)

−𝐶*(𝑡)𝐻(𝑡) 𝐶*(𝑡)𝐻(𝑡)𝐶(𝑡)

)︂
,

где 𝐻(𝑡) = 𝐻*(𝑡) > 0. Очевидно,⟨
ℋ(𝑡)

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
,

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂⟩
= ⟨𝐻(𝑡)(𝑢1 − 𝐶(𝑡)𝑢2), (𝑢1 − 𝐶(𝑡)𝑢2)⟩

и (2.2) выполнено при 𝐺(𝑡) = 𝐶(𝑡), где ℎ(𝑡) > 0 — минимальное собственное значение матрицы 𝐻(𝑡). Чтобы
использовать теоремы 2, 4 и соответствующие следствия, нужно определить 𝑎1, 𝑎2 в (2.13). Из результатов в
[29]–[31] вытекают следующие теоремы.

Теорема 7. Нулевое решение системы (2.12) при 𝐺(𝑡) ≡ 𝐶(𝑡) экспоненциально устойчиво тогда и только тогда,
когда существует эрмитово 𝑇 -периодическое непрерывное решение 𝐿(𝑡) > 0 функционально-разностного уравнения
Ляпунова

𝐿(𝑡− τ)− 𝐶*(𝑡)𝐿(𝑡)𝐶(𝑡) = 𝐼, 𝑡 > 0. (4.2)

Теорема 8. Пусть 𝐿(𝑡) = 𝐿*(𝑡) > 0 есть 𝑇 -периодическое непрерывное решение уравнения (4.2). Для решений
системы (2.12) с 𝐺(𝑡) ≡ 𝐶(𝑡) справедлива следующая оценка:

‖𝑥(𝑡)‖ 6
√︀
µ(𝐿) exp

⎛⎝ ln
(︁
1− 1

𝐿max

)︁
2τ

𝑡

⎞⎠ max
𝑠∈[−τ,0]

‖𝑥0(𝑠)‖,

где µ(𝐿) = 𝑙min𝐿max, 𝑙min =

(︂
min

𝑠∈[0,𝑇 ]
𝑙min(𝑠)

)︂−1

, 𝐿max = max
𝑠∈[0,𝑇 ]

‖𝐿(𝑠)‖, 𝑙min(𝑡) > 1 — минимальное собственное

значение матрицы 𝐿(𝑡).

Следовательно, мы можем взять 𝑎1 =
√︀
µ(𝐿), 𝑎2 = − ln(1− 1

𝐿max
)

2τ .

Замечание 1. Если 𝐴(𝑡), 𝐶(𝑡) суть 𝑇 -периодические матрицы, 𝐵(𝑡) = 𝑑
𝑑𝑡𝐶(𝑡), и 𝐷(𝑡, 𝑠) есть 𝑇 -периодическая

матрица по 𝑡, то системы вида (1.1) изучались в [31], при этом использовался функционал Ляпунова–
Красовского вида (2.11) при

ℋ(𝑡) =

(︂
𝐻(𝑡) −𝐻(𝑡)𝐶(𝑡)

−𝐶*(𝑡)𝐻(𝑡) 𝐶*(𝑡)𝐻(𝑡)𝐶(𝑡)

)︂
, 𝐾(𝑡, 𝑠) = (τ− 𝑠)𝑃 (𝑠) +𝑀(𝑠, 𝑡− 𝑠).

Замечание 2. Если 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡) суть 𝑇 -периодические матрицы и 𝐷(𝑡, 𝑠) ≡ 0, то линейные и нелиней-
ные системы нейтрального типа с периодическими линейными членами изучались в [15, 16, 18, 19]. Используя
специальные функционалы Ляпунова–Красовского, в явном виде были получены оценки экспоненциального
убывания решений на бесконечности и оценки для областей притяжения.

Пример 4. Рассмотрим системы вида (1.1), где 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡), 𝐷(𝑡, 𝑠) — матрицы с непрерывными веще-
ственнозначными элементами. Пусть выполнены условия теоремы 1 (или теоремы 3). Чтобы использовать тео-
рему 2 (или теорему 4) и соответствующие следствия, нужно определить 𝑎1, 𝑎2 в (2.13). Имеют место следующие
утверждения, доказательство которых проводится по классической схеме.

Теорема 9. Нулевое решение системы (2.12) экспоненциально устойчиво тогда и только тогда, когда существует
эрмитово непрерывное ограниченное решение 𝐿(𝑡) > 0 функционально-разностного уравнения Ляпунова

𝐿(𝑡− τ)−𝐺*(𝑡)𝐿(𝑡)𝐺(𝑡) = 𝐼, 𝑡 > 0. (4.3)
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Теорема 10. Пусть 𝐿(𝑡) = 𝐿*(𝑡) > 0 — непрерывное решение уравнения (4.3), причем sup
𝑡>0

‖𝐿(𝑡)‖ < ∞. Для

решений системы (2.12) справедлива следующая оценка:

‖𝑥(𝑡)‖ 6
√︀
µ(𝐿) exp

⎛⎝ ln
(︁
1− 1

𝐿sup

)︁
2τ

𝑡

⎞⎠ max
𝑠∈[−τ,0]

‖𝑥0(𝑠)‖,

где µ(𝐿) = 𝑙min𝐿sup, 𝑙min =

(︂
min
𝑠>0

𝑙min(𝑠)

)︂−1

, 𝐿sup = sup
𝑠>0

‖𝐿(𝑠)‖, 𝑙min(𝑡) > 1 — минимальное собственное значение

матрицы 𝐿(𝑡).

Следовательно, мы можем взять 𝑎1 =
√︀
µ(𝐿), 𝑎2 = −

ln
(︁
1− 1

𝐿sup

)︁
2τ .
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Abstract. A class of systems of nonautonomous differential equations of neutral type with concentrated and
distributed delays is considered. By using a Lyapunov–Krasovskii functional, estimates are established imply
whether the solutions are stable. In the case of exponential stability, estimates for the stabilization rate of
the solutions at infinity are given.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача математического моделирования двухфазных микротечений часто возникает при анализе целого ря-
да естественных и техногенных систем, например, в рамках разработки технологий «lab-on-a-chip» («лаборато-
рия на чипе») или описании микротечений в поровых пространствах образцов горных пород. Поэтому создание
новых и совершенствование существующих математических моделей, равно как и разработка вычислительных
методов для их анализа, являются важными задачами, решение которых дает возможность исследования и оп-
тимизации соответствующих гидродинамических процессов.

Содержательные постановки целого ряда задач из указанного выше класса предполагают прямое и явное
разрешение границ раздела фаз и их эволюции, а также учета капиллярных эффектов. В настоящее время из-
вестно несколько классов математических моделей, допускающих такое описание.

Первая широко распространенная группа моделей — так называемые модели с четкой границей — пред-
полагает, что межфазная граница является математической поверхностью «нулевой толщины». В рамках этого
допущения известны такие методы, как метод «жидкого объема» («volume-of-fluid») (см. [1]) (в отечественной
литературе более известный как метод концентраций, см. [2]), метод множеств уровня («level set») (см. [3]), ме-
тод решеточных уравнений Больцмана (впрочем в работе [4] показано, что данный подход эквивалентен неко-
торому многошаговому конечно-разностному методу).

Ко второму часто применяемому классу моделей относятся модели типа фазового поля (их также называют
моделями с «диффузной» границей) (см. [5]). В отличие от моделей с четкой границей в них предполагается,
что межфазная граница представляет собой тонкий слой конечной толщины, в пределах которого действуют
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силы межфазного натяжения. Примерами таких моделей являются модель Кана–Хилларда (см. [6]), Кортве-
га (см. [7]), Алена–Кана (см. [8]) и модели, основанные на теории градиента плотности (Density Gradient Theory,
DGT) (см. [9]–[12]).

Основным элементом моделей типа фазового поля является предположение о том, что (а) свободная энер-
гия Гельмгольца системы (или другой термодинамический потенциал) зависит не только от фазового поля (в ка-
честве которого может выступать какая-либо искусственная величина, концентрация или, в случае DGT, плот-
ности компонентов смеси), но также от их пространственных производных, и (б) зависимость описывающего
состояние системы термодинамического потенциала от параметров порядка является невыпуклой функцией.
В комбинации эти два фактора позволяют учесть как поверхностное натяжение (энергию межфазной грани-
цы), так и обеспечить конечную толщину межфазного слоя, в том числе, в случае сложной геометрической и
топологической эволюции границы раздела фаз. Модели типа фазового поля являются наиболее физически
обоснованными, но в то же время и наиболее «тяжелыми» с вычислительной точки зрения: они включают в
себя пространственные производные высоких порядков (например, баланс массы в модели Кана–Хилларда
является уравнением 4-го порядка) и являются сильно нелинейными.

В настоящей работе рассматривается консервативная эволюционная модель, основанная на теории гра-
диента плотности (см. [9]–[11]), в пространственно-одномерной сферически-симметричной постановке. Для
модели разработан полудискретный (непрерывный по времени и дискретный по пространству) диссипатив-
ный («энергетически-устойчивый») метод. С использованием метода выпуклого расщепления (convex-splitting
method) полной энергии Гельмгольца, предложенного в работе [13], построен полностью дискретный безусловно
диссипативный метод.

Суть метода выпуклого расщепления заключается в представлении исходного функционала свободной
энергии Ψ в виде суммы выпуклого и вогнутого:

Ψ = Ψ𝑐 + (−Ψ𝑒) ≡ Ψ𝑐 − Ψ𝑒.

При построении дискретизации по времени выпуклая часть Ψ𝑐 аппроксимируется неявным образом, а во-
гнутая−Ψ𝑒 — явным. Верхние индексы «𝑐» и «𝑒» являются сокращениями от «сontraction» (сжатие) и «expansion»
(расширение) соответственно. Такая терминология связана с тем, что модели типа фазового поля тесно связаны
с моделями «градиентных течений» (gradient flow models, см., например, [14]) вида

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −∇ℱ(𝑢(𝑡)),

и если ℱ является выпуклым, то пучок кривых 𝑢(𝑡) сходится, а если вогнутым, то расходится.
По всей видимости, метод выпуклого расщепления является единственным из известных в настоящее вре-

мя, который позволяет добиться безусловной градиентной устойчивости (диссипативности) при дискретиза-
ции по времени в случае, если пространственная дискретизация, т.е. соответствующий полудискретный метод,
обладает этим свойством.

Здесь под диссипативностью численного метода подразумевается наследование разностной схемой свой-
ства невозрастания полной энергии Гельмгольца, выполненного для исходной («непрерывной») модели. Ча-
сто это свойство также называют градиентной (или энергетической) устойчивостью численного метода. Гра-
диентная устойчивость метода гарантирует термодинамическую корректность результатов моделирования, от-
сутствие таких численных артефактов, как «паразитные токи» (см., например, [15]), и обеспечивает численную
устойчивость метода в классическом понимании этого термина.

В настоящей работе дискретизация по пространству выполнена аналогично более ранним работам авто-
ров [16]–[18], где рассматривались многофазные гидродинамические регуляризованные (согласно квазигидро-
динамической методике) модели типа фазового поля. Рассмотренные в этих работах вычислительные алгорит-
мы используют чисто явные эйлеровы аппроксимации по времени. Это накладывает серьезные ограничения на
величину временного шага. Поэтому в рамках настоящей работы разработан полностью дискретный безусловно
диссипативный метод (т.е. метод, являющийся диссипативным при любой величине шага по времени).

Рассматриваемая в настоящей работе математическая модель является упрощенным одномерным
сферически-симметричным вариантом DGT-моделей из [16]–[18], однако отражает многие их характер-
ные особенности, основные из которых — наличие высоких производных по пространству и невыпуклость
энергии Гельмгольца системы. Отметим, что обычно в литературе рассматриваются одномерные DGT-модели,
соответствующие плоско-параллельному случаю. При построении аппроксимаций чаще всего рассматри-
вается их запись в неконсервативной форме. Сферически-симметричная постановка рассмотрена в [10],
но и в этой работе используется неконсервативная форма записи уравнений. Новизна настоящей работы,
с одной стороны, состоит в выбранной постановке: рассматривается сферически-симметричная консерва-
тивная модель DGT. C другой — в использовании невыпуклой части свободной энергии полиномиального
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вида. Обычно в рамках DGT-моделей рассматриваются более сложные реалистичные уравнения состояния,
которые часто оказываются избыточно сложными в рамках постановок, рассматриваемых при моделировании
нестационарных гидродинамических течений с капиллярными эффектами.

Модели типа диффузной границы в целом и DGT-модели в частности являются феноменологическими и
требуют для своего замыкания ряд зависимостей, вид которых, с одной стороны, не может быть получен апри-
ори, а с другой — существенно влияет на характер эволюции системы. Типичным примером является влияние
способа задания диффузионной подвижности на так называемый эффект сжимания капли («droplet shrinkage
effect») (см. [19]). Это явление характерно для всех моделей типа фазового поля и состоит в следующем: в за-
висимости от радиуса капли, толщины межфазной границы и объема окружающей (объемлющей) фазы при
стремлении к равновесию одиночная капля может уменьшаться в размерах вплоть до своего полного раство-
рения во вмещающей фазе или сохранять свой объем на больших временах. В настоящей работе этот эффект
исследуется численно с применением разработанных вычислительных алгоритмов. При этом сферическая сим-
метрия постановки задачи необходима для аккуратного представления формы капли, а градиентная устойчи-
вость схемы, помимо увеличения шага по времени, позволяет считать, что наблюдаемые в расчетах эффекты
связаны с термодинамикой двухфазного равновесия, а не с численными артефактами.

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ

В настоящей работе использованы следующие обозначения: Ω — ограниченная область с кусочно-гладкой
границей 𝜕Ω; 𝑡 и 𝑟 — временна́я и радиальная координаты; α, β = 1, 2 — индексы, используемые для обозначе-
ния номера компонента смеси; 𝜕𝑟 := 𝜕/𝜕𝑟 и 𝜕𝑡 := 𝜕/𝜕𝑡 — частные производные по радиальной координате и
времени соответственно; δ𝑟, δ*𝑟 — разностные отношения (аппроксимации производной 𝜕𝑟). Жирный шрифт
используется для обозначения векторов или наборов переменных (например, ρ := (ρ1, ρ2)).

Для произвольных гладких скалярных функций 𝑓 и 𝑔, произвольных гладких векторных полей 𝑢 и 𝑣: ∇𝑓 —
градиент 𝑓 , 𝜕𝑔𝑓 := 𝜕𝑓/𝜕𝑔 — частная производная по 𝑔 (если 𝑓 = 𝑓(𝑔, ·)), 𝑢 · 𝑣 — скалярное произведение.
Для некоторого функционала ℱ = ℱ [𝑓, ·]: δℱ — его первая вариация, δℱ/δ𝑓 — вариационная производная
функционала.

По повторяющимся индексам α и β предполагается суммирование от 1 до 2.

3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВУХФАЗНОЙ ДВУХКОМПОНЕНТНОЙ ЖИДКОСТИ

3.1. Общее описание модели

Для описания двухфазной двухкомпонентной смеси будем использовать модель, основанную на теории гра-
диента плотности (см. [9]–[12]). В рамках нее предполагается, что полная свободная энергия Гельмгольца сме-
си Ψ зависит не только от пространственных распределений плотностей компонентов ρ(𝑥) := (ρ1(𝑥), ρ2(𝑥)),
но также от распределений их градиентов ∇ρα(𝑥), α = 1, 2. Функционал Ψ имеет следующий вид:

Ψ[ρ] :=

∫︁
Ω

{︀
ψ0(ρ) + 1

2λαβ∇ρα ·∇ρβ
}︀
𝑑Ω. (3.1)

Здесьψ0 — объемная плотность локальной (так как зависит только от ρα) части свободной энергии Гельмгольца.
Поскольку смесь предполагается двухфазной (далее фазы будем обозначать буквами 𝐴 и 𝐵), функцию ψ0(ρ)
полагают невыпуклой и обладающей двумя (по числу фаз) минимумами. В настоящей работе зададим ее в виде

ψ0(ρ1, ρ2) = 𝐴ψψ
𝐴
ψ
𝐵 , (3.2)

ψ
𝐴(ρ1, ρ2) = (ρ1 − ρ

𝐴
1 )2 + (ρ2 − ρ

𝐴
2 )2, (3.3)

ψ
𝐵(ρ1, ρ2) = (ρ1 − ρ

𝐵
1 )2 + (ρ2 − ρ

𝐵
2 )2, (3.4)

где 𝐴ψ > 0 — некоторая константа, ρ𝐴α , ρ𝐵α — значения плотностей компонентов в равновесном состоянии. На
фиг. 1 приведен характерный вид соответствующей поверхности.

В соотношении (3.1) слагаемое, зависящее от ∇ρα, представляет собой градиентную энергию. Она суще-
ственно отличается от нуля только в межфазном слое. Вместе с невыпуклостью ψ0 оно позволяет учесть по-
верхностное натяжение и обеспечить конечную толщину межфазного слоя. Параметры влияния (градиентные
параметры) λαβ образуют положительно-определенную симметричную матрицу 2 × 2 (по количеству компо-
нентов). В настоящей работе будем считать, что λαβ являются постоянными.

Параметры 𝐴ψ, ρ𝐴α , ρ𝐵α и λαβ полностью определяют структуру межфазного слоя и, в частности, поверхност-
ное (межфазное) натяжение и толщину межфазной границы (слоя).
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ρ1

ρB ρA

ρ2

ψ0

Фиг. 1. График поверхности свободной энергии, заданной соотношениями (3.2) – (3.4). Красной линией отмечено сечение
поверхности плоскостью, проходящей через точки ρ𝐴 и ρ𝐵 и перпендикулярной плоскости ρ1ρ2.

Равновесные распределения ρα таковы, что на них функционал (3.1) достигает минимума. Необходимым
условием для этого, как известно, является выполнение уравнений Эйлера–Лагранжа, которые следуют из ра-
венства нулю первой вариации δΨ и имеют вид

δΨ

δρα
= 0, α = 1, 2. (3.5)

Здесь в левой части стоит вариационная производная функционала Ψ по функции ρα. Напомним, что вари-
ационная производная определяется из равенства (см., например, [20, гл. 2, разд. 35], [21, разд. II, гл. 3, § 3], [22,
гл. 1, § 6])

δΨ[ρ,𝑢] :=

∫︁
Ω

δΨ

δρα
𝑢α 𝑑Ω, (3.6)

если оно выполнено для произвольных функций приращений 𝑢 := (𝑢1, 𝑢2), таких что 𝑢α = 0 на 𝜕Ω. В свою
очередь первая вариация определяется как (см. [20]–[22])

δΨ[ρ,𝑢] :=
𝑑

𝑑ε
Ψ[ρ+ ε𝑢]

⃒⃒⃒⃒
ε=0

.

Поскольку на границе области 𝑢α = 0, имеем

δΨ

δρα
= µα − λαβ∆ρβ, µα = 𝜕ραψ0, (3.7)

где µα — (классический) химический потенциал компонента с номером α.
Далее будем предполагать, что эволюция состояния смеси описывается уравнениями баланса массы ком-

понентов
𝜕𝑡ρα = −div 𝑏α, α = 1, 2, (3.8)

где векторы 𝑏α — диффузионные потоки компонентов:

𝑏α = −𝑀αβ∇µ̂β, α = 1, 2. (3.9)

Здесь 𝑀αβ(ρ1, ρ2) — коэффициенты диффузионной подвижности, которые образуют положительно-
полуопределенную симметричную матрицу и, вообще говоря, зависят от плотностей компонентов ρα. Сим-
волом µ̂α обозначен обобщенный химический потенциал, по определению, равный вариационной производ-
ной Ψ:

µ̂α :=
δΨ

δρα
= µα − λαβ∆ρβ, µα = 𝜕ραψ0. (3.10)
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Из (3.5) и (3.10) следует, что в равновесии µ̂1 = µ̂2 = 0. Обратим внимание, что из (3.5) и (3.7) видно, что
параметры диффузионной подвижности𝑀αβ не влияют на равновесное состояние. Однако, поскольку𝑀αβ вхо-
дят в эволюционное уравнение (3.8), они определяют как и с какой скоростью смесь стремится к равновесному
состоянию. Это хорошо видно из следующего соотношения, справедливого для рассматриваемой модели:

𝑑Ψ

𝑑𝑡
= −

∫︁
Ω

𝑀αβ∇µ̂α ·∇µ̂β 𝑑Ω 6 0. (3.11)

Неравенство (3.11) выражает свойство диссипативности рассматриваемой модели: при стремлении к равнове-
сию полная энергия Гельмгольца является невозрастающей функцией времени. Применительно к решениям
уравнений модели, (3.11) выражает свойство их градиентной (или, что то же, энергетической) устойчивости.

Важной характеристикой межфазной границы является поверхностное (межфазное) натяжение, величи-
на которого описывается коэффициентом σ. Если межфазная граница является плоской и перпендикулярна
оси 𝑂𝑥, то σ определяется следующим образом:

σ =

∫︁ ∞

−∞
λαβ(𝜕𝑥ρα)(𝜕𝑥ρβ) 𝑑𝑥. (3.12)

3.2. Сферически-симметричная одномерная постановка

В настоящей работе рассмотрен случай одномерной сферически-симметричной постановки в области Ω =
= (𝑅0, 𝑅), где 𝑅0 > 0, 𝑅 > 𝑅0. Радиальная координата обозначается буквой 𝑟. В данном случае полная энергия
Гельмгольца (3.1) и уравнения модели (3.8)–(3.10) примут соответственно вид

Ψ[ρ] =

𝑅∫︁
𝑅0

{︀
ψ0(ρ) + 1

2λαβ∇ρα ·∇ρβ
}︀
𝑟2 𝑑𝑟 (3.13)

и

𝜕𝑡ρα = − 1

𝑟2
𝜕𝑟

(︀
𝑟2𝑏α

)︀
, (3.14)

𝑏α = −𝑀αβ𝜕𝑟µ̂β, (3.15)

µ̂α = µα − λαβ
1

𝑟2
𝜕𝑟

(︀
𝑟2𝜕𝑟ρβ

)︀
, µα = 𝜕ραψ0. (3.16)

На границах области зададим следующие условия:

𝜕𝑟ρα|𝑟=𝑅0
= 𝜕𝑟ρα|𝑟=𝑅 = 0, (3.17)

𝑏α|𝑟=𝑅0
= 𝑏α|𝑟=𝑅 = 0. (3.18)

Если же 𝑅0 = 0, то при 𝑟 = 0 дополнительно наложим условия симметрии

𝜕𝑟𝑏α = 0, 𝜕2
𝑟𝑟ρα = 0.

Отметим, что в этом случае при 𝑟 → 0 в уравнении (3.14) не возникает неустранимой особенности. Действи-
тельно,

lim
𝑟→0

1

𝑟2
𝜕𝑟(𝑟2𝑏α) = lim

𝑟→0

(︂
2𝑏α
𝑟

+ 𝜕𝑟𝑏α

)︂
= 2 lim

𝑟→0

𝑏α
𝑟

= 2 lim
𝑟→0

𝜕𝑟𝑏α = 0,

где в предпоследнем равенстве применено правило Лопиталя. Аналогично показывается корректность для со-
отношений (3.16).

В рассматриваемом случае сферической симметрии коэффициент поверхностного натяжения σ будем вы-
числять по формуле (вместо (3.12))

σ =

𝑅∫︁
𝑅0

λαβ(𝜕𝑟ρα)(𝜕𝑟ρβ) 𝑑𝑟. (3.19)

Напомним, по повторяющимся индексам α и β подразумевается суммирование от 1 до 2.
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r1 ri + 1 ...... ri − 1 rN − 1rN − 2rir0

Фиг. 2. Иллюстрация используемых пространственных сеток вдоль радиального направления 𝑟. Каждая ячейка представ-
ляет собой сферический слой.

4. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ

В настоящем разделе приведен полудискретный (непрерывный по времени и дискретный по пространству)
конечно-разностный метод для аппроксимации системы (3.14) – (3.16) в области Ω̄ = [𝑅0, 𝑅]. Показано, что
данная дискретизация наследует свойство диссипативности исходной («непрерывной») математической моде-
ли (см. (3.11)).

Разобьем отрезок [𝑅0, 𝑅] на 𝑁 ячеек (см. фиг. 2). Введем одномерные пространственные внутренние сетки
ωℎ и ω*

ℎ, а также соответствующие расширенные сетки ω̄ℎ и ω̄*
ℎ:

ω
*
ℎ := {𝑟𝑖}𝑁−1

𝑖=0 , ωℎ :=
{︀
𝑟𝑖− 1

2

}︀𝑁−1

𝑖=1
,

ω̄
*
ℎ := {𝑟−1} ∪ ωℎ ∪ {𝑟𝑁}, ω̄ℎ :=

{︀
𝑟− 1

2

}︀
∪ ωℎ ∪

{︀
𝑟𝑁− 1

2

}︀
,

где 𝑟𝑖 := ℎ (𝑖 + 1/2), 𝑟𝑖−1/2 := ℎ𝑖, ℎ = (𝑅−𝑅0)/𝑁 — шаг по пространству. Таким образом, элементами сетки ω*
ℎ

являются центры ячеек, а ωℎ — их грани (для расширенных сеток аналогично).
Пусть 𝐻(ω) — пространство функций, определенных на сетке ω. Для функций 𝑣 ∈ 𝐻(ω̄ℎ) и 𝑓 ∈ 𝐻(ω̄*

ℎ)
определим операторы усреднений и разностных отношений:

(𝑠*𝑟𝑓)𝑖− 1
2

= 1
2 (𝑓𝑖 + 𝑓𝑖−1), (𝑠𝑟𝑣)𝑖 = 1

2

(︀
𝑣𝑖+ 1

2
+ 𝑣𝑖− 1

2

)︀
,

(δ*𝑟𝑓)𝑖− 1
2

= 1
ℎ (𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1), (δ𝑟𝑣)𝑖 = 1

ℎ

(︀
𝑣𝑖+ 1

2
− 𝑣𝑖− 1

2

)︀
.

Ясно, что δ*𝑟 , 𝑠
* : 𝐻(ω̄*

ℎ) → 𝐻(ω̄ℎ) и δ𝑟, 𝑠 : 𝐻(ω̄ℎ) → 𝐻(ω*
ℎ).

Пусть 𝑢 ∈ 𝐻(ω̄ℎ), 𝑔 ∈ 𝐻(ω̄*
ℎ). На сетках ωℎ и ω̄*

ℎ введем скалярные произведения сеточных функций:

(𝑢, 𝑣) := ℎ

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖− 1
2
𝑣𝑖− 1

2
𝑟2𝑖− 1

2
, (𝑓, 𝑔)* := ℎ

𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝑔𝑖𝑟
2
𝑖 , (4.1)

где используется обозначение

𝑟2𝑖 := 1
3

(︁
𝑟2𝑖+ 1

2
+ 𝑟𝑖+ 1

2
𝑟𝑖− 1

2
+ 𝑟2𝑖− 1

2

)︁
= 𝑟2𝑖 + 1

12ℎ
2. (4.2)

Таким образом, 𝑟2𝑖 можно рассматривать как аппроксимацию величины 𝑟2𝑖 .
Для введенных скалярных произведений несложно доказать тождество, являющееся дискретным аналогом

формулы интегрирования по частям:(︂
1

𝑟2
δ𝑟(𝑟2𝑢), 𝑓

)︂
*

= 𝑓𝑁+1𝑟
2
𝑁− 1

2
𝑢𝑁− 1

2
− 𝑓−1𝑟

2
− 1

2
𝑢− 1

2
− (𝑢, δ*𝑟𝑓) ,

которое в частном случае 𝑢𝑁−1/2 = 𝑢−1/2 = 0 принимает вид(︂
1

𝑟2
δ𝑟(𝑟2𝑢), 𝑓

)︂
*

= −(𝑢, δ*𝑟𝑓). (4.3)

Используя введенные выше обозначения, определим дискретный аналог полной энергии Гельмгольца (3.13)
следующим образом:

Ψℎ[ρ(𝑡)] := (ψ0, 1)* + 1
2λαβ(δ

*
𝑟ρα, δ

*
𝑟ρβ). (4.4)
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Вычислим первую вариацию функционала Ψℎ[ρ]:

δΨℎ[ρ,𝑢] := lim
ε→0

Ψℎ[ρ+ ε𝑢] − Ψℎ[ρ]

=
ε

= (𝜕ραψ0, 𝑢α)* + 1
2λαβ(δ

*
𝑟ρα, δ

*
𝑟𝑢β) + 1

2λαβ(δ
*
𝑟𝑢α, δ

*
𝑟ρβ) =

= (𝜕ραψ0, 𝑢α)* + λαβ
(︀
δ
*
𝑟ρβ, δ

*
𝑟𝑢α

)︀
= (4.5)

= (𝜕ραψ0, 𝑢α)* − λαβ

(︂
1

𝑟2
δ𝑟(𝑟2δ*𝑟ρβ), 𝑢α

)︂
*

= (4.6)

=

(︂
𝜕ραψ0 − λαβ

1

𝑟2
δ𝑟(𝑟2δ*𝑟ρβ), 𝑢α

)︂
*
≡

(︂
δΨℎ

δρα
, 𝑢α

)︂
*
,

где при переходе к равенству (4.5) использована симметричность λαβ, в равенстве (4.6) — тождество (4.3). Отсю-
да видно, что вариационная производная, а значит, и дискретизация обобщенного химического потенциала µ̂α
имеют вид

µ̂α :=
δΨℎ

δρα
= 𝜕ραψ0 − λαβ

1

𝑟2
δ𝑟

(︀
𝑟2δ*𝑟ρβ

)︀
. (4.7)

4.1. Полудискретный метод

В данном пункте рассмотрим полудискретный (непрерывный по времени и дискретный по пространству)
метод для решения уравнений модели (3.14) – (3.16). Воспользуемся методом конечных объемов (следуя, на-
пример, [23, гл. XI, § 1, разд. 7]). При этом конечный объем в силу специфики рассматриваемой постановки
представляет собой сферический слой. Предполагая, что плотность компонентов в пределах сферического слоя
не зависит от 𝑟, запишем балансовые соотношения для 𝑖-го слоя (см. фиг. 2, где этот слой выделен цветом):

4π

3

(︁
𝑟3𝑖+ 1

2
− 𝑟3𝑖− 1

2

)︁
𝜕𝑡ρα = −4π

(︁
𝑟2𝑖+ 1

2
𝑏α,𝑖+ 1

2
− 𝑟2𝑖− 1

2
𝑏α,𝑖− 1

2

)︁
. (4.8)

Деля обе части равенства на 4π и на 𝑟𝑖+ 1
2
− 𝑟𝑖− 1

2
≡ ℎ, а также учитывая равенство (4.2), окончательно полу-

чаем

𝜕𝑡ρα = − 1

𝑟2
δ𝑟(𝑟2𝑏α), (4.9)

𝑏α = −𝑀αβδ
*
𝑟 µ̂β. (4.10)

Отсюда, в частности, видно, что аппроксимация (4.2) для 𝑟2𝑖 возникает естественным образом.
Дискретизация для обобщенного химического потенциала имеет вид (4.7).
Дополним (4.7), (4.9) и (4.10) следующими граничными условиями:

𝑏α,− 1
2

= 0, 𝑏α,𝑁− 1
2

= 0, (4.11)

(δ𝑟ρα)− 1
2

= (δ𝑟ρα)𝑁− 1
2

= 0. (4.12)

Заметим, что в данной дискретной постановке (поскольку в ее основе лежит метод конечных объемов) не
возникает необходимости дополнительно вводить условия, обеспечивающие регулярность задачи при 𝑅0 = 0:
в этом случае 𝑟−1/2 = 0 и 𝑟20 = 1

3ℎ
2 > 0.

Также система дополняется начальными условиями

ρα,𝑖 = ρ
0
α,𝑖 := ρ

0
α(𝑟𝑖), 𝑡 = 0.

Для корректного использования введенных конечно-разностных операторов продолжим функции ρα и µ̂α
на расширенную сетку ω̄*

ℎ симметрично:

ρα,−1 = ρα,0, ρα,𝑁 = ρα,𝑁−1, (4.13)

µ̂α,−1 = µ̂α,0, µ̂α,𝑁 = µ̂α,𝑁−1. (4.14)

При таком способе продолжения выполнены условия (4.11) и (4.12).
Дискретный аналог интегрального баланса массы компонента имеет вид

(ρα, 1)* = (ρ0α, 1)*, 𝑡 > 0.

Для рассматриваемой полудискретной постановки выполнено свойство диссипативности по полной энер-
гии (полудискретный аналог неравенства (3.11)):
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Теорема 4.1. Полудискретный метод (4.7), (4.9), (4.10), дополненный условиями (4.11) и (4.12), наследует свой-
ство диссипативности исходной (непрерывной) модели. Именно,

𝑑Ψℎ[ρ(𝑡)]

𝑑𝑡
= −(𝑀αβδ

*
𝑟 µ̂β, δ

*
𝑟 µ̂α) 6 0. (4.15)

Доказательство. Скалярно умножим (4.9) на (4.7) и просуммируем по α:

(µ̂α, 𝜕𝑡ρα)* = −
(︂
µ̂α,

1

𝑟
δ
*
𝑟(𝑟2𝑏α)

)︂
*
. (4.16)

Рассмотрим левую часть равенства (4.16):

(µ̂α, 𝜕𝑡ρα)* = (𝜕ραψ0, 𝜕𝑡ρα)* − λαβ

(︂
1

𝑟2
δ𝑟(𝑟2δ*𝑟ρβ), 𝜕𝑡ρα

)︂
*

=

= (𝜕𝑡ψ0, 1)* + λαβ(δ
*
𝑟ρβ, δ

*
𝑟𝜕𝑡ρα) =

= (𝜕𝑡ψ0, 1)* + 1
2λαβ𝜕𝑡(δ

*
𝑟ρα, δ

*
𝑟ρβ) =

𝑑Ψℎ

𝑑𝑡
. (4.17)

Здесь использованы формула (4.3), равенства δ*𝑟𝜕𝑡 = 𝜕𝑡δ
*
𝑟, а также симметричность постоянных коэффициен-

тов λαβ по индексам.
Преобразуем правую часть равенства (4.16) с помощью тождества (4.3):

−
(︂
µ̂α,

1

𝑟
δ
*
𝑟(𝑟2𝑏α)

)︂
*

= (δ*𝑟 µ̂α, 𝑏α) = −(𝑀αβδ
*
𝑟 µ̂β, δ

*
𝑟 µ̂α). (4.18)

Подставим (4.17) и (4.18) в (4.16), учтем, что матрица 𝑀αβ является положительно-полуопределенной, и окон-
чательно получим (4.15).

4.2. Полностью дискретный метод

Для построения полностью дискретного метода, обладающего свойством диссипативности, воспользуемся
методом выпуклого расщепления (convex-splitting method) свободной энергии (расщепление Эйра), предло-
женным в работе [13].

Его суть заключается в представлении исходного функционала свободной энергии Ψ в виде суммы выпук-
лого и вогнутого функционалов:

Ψ = Ψ𝑐 + (−Ψ𝑒) ≡ Ψ𝑐 − Ψ𝑒.

При построении дискретизации по времени выпуклая часть Ψ𝑐 аппроксимируется неявным образом, а во-
гнутая −Ψ𝑒 — явным.

Представим объемную плотность однородной части свободной энергии в виде

ψ0(ρ1, ρ2) = ψ
𝑐(ρ1, ρ2) − ψ

𝑒(ρ1, ρ2), (4.19)

ψ
𝑐(ρ1, ρ2) := 𝐴ψ

[︀
(ρ1 − ρ

𝑆
1 )2 + (ρ2 − ρ

𝑆
2 )2 + 1

4 𝑙
2
𝐴𝐵

]︀2
, (4.20)

ψ
𝑒(ρ1, ρ2) := 4𝐴ψ

[︀
(ρ1 − ρ

𝑆
1 )𝑘1 + (ρ2 − ρ

𝑆
2 )𝑘2

]︀2
, (4.21)

где введены обозначения

ρ
𝑆
α := 1

2 (ρ𝐴α + ρ
𝐵
α ), 𝑘α := 1

2 (ρ𝐵α − ρ
𝐴
α ), 𝑙2𝐴𝐵 := (ρ𝐵1 − ρ

𝐴
1 )2 + (ρ𝐵2 − ρ

𝐴
2 )2. (4.22)

На фиг. 3a и фиг. 3б приведены поверхности (4.20) и (4.21), соответствующие ψ0, представленной на фиг. 1.
Для наглядности на фиг. 4 приведены графики сечений поверхностей в плоскости, проходящей через точки ρ𝐴

и ρ𝐵 и перпендикулярной плоскости ρ1ρ2. Видно, что поверхности ψ𝑐
0 и ψ𝑒

0 касаются в точках (ρ𝐴1 , ρ
𝐴
2 ,ψ

𝑐𝑒
0 ) и

(ρ𝐵1 , ρ
𝐵
2 ,ψ

𝑐𝑒
0 ), где

ψ
𝑐𝑒
0 = ψ

𝑐
0(ρ𝐴) = ψ

𝑐
0(ρ𝐵) =

= ψ
𝑒
0(ρ𝐴) = ψ

𝑒
0(ρ𝐵).
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ρ1

ρB ρA

ρ2

ψ0
c

(a) ψ0(ρ1, ρ2)c (б) ψ0(ρ1, ρ2)e

ρ1

ρB ρA

ρ2

ψ0
e

Фиг. 3. Выпуклое расщепление функции ψ0, график которой представлен на фиг. 1. Зеленой и синей линиями отмечено
сечение поверхности плоскостью, проходящей через точки ρ𝐴 и ρ𝐵 и перпендикулярной плоскости ρ1ρ2.

ρB ρS ρA

ψ0
c

ψ0

ψ0

ψ

e

Фиг. 4. Графики сечений поверхностей плоскостью, проходящей через точки ρ𝐴 и ρ𝐵 и перпендикулярной плоскости ρ1ρ2.
Цвета совпадают с цветами сечений на фиг. 1, 3a и 3б.

Таким образом, с учетом формулы (4.4) имеем

Ψ𝑐
ℎ[ρ] = (ψ𝑐

0, 1)* + 1
2λαβ

(︀
δ
*
𝑟ρα, δ

*
𝑟ρβ

)︀
, (4.23)

Ψ𝑒
ℎ[ρ] = (ψ𝑒

0, 1)* . (4.24)

Функционал Ψ𝑐
ℎ является выпуклым (строго): первое слагаемое в (4.23) представляет собой выпуклый функ-

ционал, поскольку ψ𝑐
0 — строго выпуклая функция, а второе слагаемое является выпуклым функционалом,

так как коэффициенты влияния λαβ образуют симметричную положительно-определенную матрицу. Функци-
онал Ψ𝑒

ℎ является выпуклым (в нестрогом смысле), так как ψ𝑒
0 выпукла (нестрого).
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Аппроксимация по времени обобщенного химического потенциала имеет вид

µ̂α := µ̂
𝑐,𝑛+1
α − µ̂

𝑒,𝑛
α , (4.25)

µ̂
𝑐,𝑛+1
α :=

δΨ𝑐

δρα
[ρ𝑛+1] = 𝜕ραψ

𝑐
0(ρ𝑛+1) − λαβ

1

𝑟2
δ𝑟

(︁
𝑟2δ*𝑟ρ

𝑛+1
β

)︁
, (4.26)

µ̂
𝑒,𝑛
α :=

δΨ𝑒

δρα
[ρ𝑛] = 𝜕ραψ

𝑒
0(ρ𝑛). (4.27)

Обратим внимание, что градиентные слагаемые учитываются на верхнем временном слое (неявным образом).
Это гарантирует, что функционал Ψ𝑐

ℎ является выпуклым.
Аппроксимируя в (4.9) производную по времени разностью вперед (с шагом ∆𝑡), с учетом соотноше-

ний (4.25) – (4.27), приходим к следующей конечномерной задаче:

ρ𝑛+1
α − ρ𝑛α

∆𝑡
= − 1

𝑟2
δ𝑟(𝑟2𝑏α), (4.28)

𝑏α = −𝑀αβ(𝑠
*
𝑟ρ

𝑛)δ*𝑟 µ̂β ≡ −𝑀αβ(𝑠
*
𝑟ρ

𝑛)δ*𝑟

(︁
µ̂
𝑐,𝑛+1
β

− µ̂
𝑒,𝑛
β

)︁
. (4.29)

Опираясь на работу [14] и теорему 4.1, докажем справедливость следующего утверждения.

Теорема 4.2. Полностью дискретный метод (4.25) – (4.27), (4.28), (4.29), дополненный условиями (4.11) и (4.12),
является безусловно градиентно устойчивым (диссипативным). А именно, при любом ∆𝑡 > 0 выполнено следующее
неравенство:

1

∆𝑡

(︀
Ψℎ[ρ𝑛+1] − Ψℎ[ρ𝑛]

)︀
6 −(𝑀αβδ

*
𝑟 µ̂β, δ

*
𝑟 µ̂α) 6 0. (4.30)

Доказательство. Поскольку Ψ𝑐
ℎ и Ψ𝑒

ℎ — выпуклые, верны следующие неравенства (легко получаемые из
определений выпуклого функционала и вариационной производной):(︂

δΨ𝑐

δρα
[ρ𝑛+1], (ρ𝑛+1

α − ρ
𝑛
α )

)︂
*
> Ψ𝑐

ℎ[ρ𝑛+1] − Ψ𝑐
ℎ[ρ𝑛], (4.31)

−
(︂
δΨ𝑒

δρα
[ρ𝑛], (ρ𝑛+1

α − ρ
𝑛
α )

)︂
*
> −Ψ𝑒

ℎ[ρ𝑛+1] + Ψ𝑒
ℎ[ρ𝑛], (4.32)

напомним, что по повторяющимся индексам α подразумевается суммирование от 1 до 2.
Скалярно умножим левую часть (4.28) на µ̂α и воспользуемся неравенствами (4.31) и (4.32):(︂

ρ𝑛+1
α − ρ𝑛α

∆𝑡
, µ̂α

)︂
*

=
1

∆𝑡

(︂
ρ
𝑛+1
α − ρ

𝑛
α ,

{︂
δΨ𝑐

δρα
[ρ𝑛+1] − δΨ𝑒

δρα
[ρ𝑛]

}︂)︂
*
>

>
1

∆𝑡

(︀
Ψℎ[ρ𝑛+1] − Ψℎ[ρ𝑛]

)︀
. (4.33)

Скалярно умножая правую часть (4.28) на µ̂α и пользуясь (4.18) (см. выкладки из доказательства теоремы 4.1)
и (4.33), получаем (4.30), что и завершает доказательство.

Метод (4.25) – (4.27), (4.28), (4.29) является нелинейным относительно ρ𝑛+1
α . Поэтому для решения соот-

ветствующей системы уравнений относительно ρ𝑛+1
α используется метод Ньютона. Для этого линеаризуем сла-

гаемое 𝜕ραψ
𝑐
0(ρ𝑛+1), разлагая его в ряд Тейлора в окрестности ρ𝑛α . Добавим к верхнему индексу 𝑛 + 1 индекс 𝑠,

обозначающий ньютоновские итерации. В результате получим

𝜕ραψ
𝑐
0(ρ𝑛+1,𝑠+1) = 𝜕ραψ

𝑐
0(ρ𝑛+1,𝑠) + 𝜕ρ1𝜕ραψ

𝑐
0(ρ𝑛+1,𝑠)(ρ𝑛+1,𝑠+1

1 − ρ
𝑛+1,𝑠
1 )+

+ 𝜕ρ2𝜕ραψ
𝑐
0(ρ𝑛+1,𝑠)(ρ𝑛+1,𝑠+1

2 − ρ
𝑛+1,𝑠
2 ). (4.34)

Заменяя ρ𝑛+1 в (4.25) – (4.27), (4.28), (4.29) на ρ𝑛+1,𝑠+1 и используя (4.34), получаем линейную задачу. Кри-
терий остановки зададим в виде

max
α=1,2

‖ρ𝑛+1,𝑠+1
α − ρ

𝑛+1,𝑠
α ‖2

‖ρ𝑛+1,𝑠
α ‖2

< 10−10.

При выполнении последнего неравенства полагаем, что решение для очередного временного слоя получено,
т.е. ρ𝑛+1 := ρ𝑛+1,𝑠+1. Начальное приближение на каждом временном слое имеет вид ρ𝑛+1,0 = ρ𝑛. Система
линейных алгебраических уравнений на каждой итерации метода Ньютона решается методом Гаусса с исполь-
зованием функция gesv из пакета LAPACK.
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Фиг. 5. Начальные распределения плотностей компонентов, заданных согласно (5.1).
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Фиг. 6. Зависимость полной энергии Ψℎ(𝑡) от времени, Ψ∞
ℎ := Ψℎ(𝑡

∞) — опорное (референсное) значение полной энергии,
соответствующее равновесному состоянию.

5. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПОСТРОЕННЫХ МЕТОДОВ

В данном разделе представлено численное исследование разработанных методов на примере задачи о «рас-
слоении» двухкомпонентной смеси: начальные распределения плотностей компонентов задаются случайным
образом, а затем в смеси самопроизвольно постепенно начинают образовываться подобласти с практически
однородным компонентным составом (фазы).
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Таблица 1. Равновесные значения полной энергии Гельмгольца Ψ∞
ℎ , полученные в задаче со случайными начальными дан-

ными для явной схемы и неявных при различных Δ𝑡

∆𝑡 Ψ∞
ℎ 𝑡∞ 𝑛∞

𝑡

Явная, ∆𝑡ex 452.4495827684581855 5.15799 1031598

101∆𝑡ex 452.4495827386461428 5.26695 105339

102∆𝑡ex 452.4495827430440045 5.768 11536

103∆𝑡ex 452.4495637673383044 8.515 1703

104∆𝑡ex 452.4495187180730227 45.05 901

1000

800

600

400

200

0
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r, мм
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 к

г/
м
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0.2

ρ1
ρ2

Фиг. 7. Равновесные распределения плотностей компонентов ρ∞α , полученные в расчете явным методом. Распределения
компонентов, полученные с помощью явно-неявного метода при различных шагах по времени визуально неотличимы от
представленного.

Зададим разностную сетку на области Ω = (𝑅0, 𝑅) с 𝑅0 = 0, 𝑅 = 𝑁ℎ = 0.2 мм c числом расчетных ячеек
𝑁 = 100 и шагом по пространству ℎ = 0.002 мм. Параметры смеси выберем следующими:

ρ
𝐴
1 = 600 кг/м3, ρ

𝐴
2 = 5 кг/м3,

ρ
𝐵
1 = 4 кг/м3, ρ

𝐵
2 = 1000 кг/м3,

λ11 = λ22 = 2.8 × 10−7 мм7/(мс2 · мкг), λ12 = λ21 = 0,

𝑀11 = 𝑀22 = 𝑀(ρ), 𝑀12 = 𝑀21 = 0,

𝐴ψ = 2.1 × 10−8 мм5/(мс2 · мкг). Зададим 𝑀(ρ) = 𝑀0 = 1 мкг · мс/мм3. Начальные условия имеют вид

ρ
0
α,𝑖 = ρ

𝐴
α + ζα,𝑖(ρ

𝐵
α − ρ

𝐴
α ), (5.1)

где ζα,𝑖 ∈ 𝐻(ω*) — равномерно распределенная на интервале (0, 1) случайная величина, α = 1, 2. На фиг. 5
приведены соответствующие распределения плотностей компонентов для одной из реализаций ζα,𝑖.

Эмпирически установлено, что при выбранных значениях параметров для явной схемы максималь-
ный шаг по времени, при котором энергия Ψℎ является невозрастающей функцией (см. фиг. 6) равен
∆𝑡 = ∆𝑡ex = 5 × 10−6 мс (при ∆𝑡 = 6 × 10−6 мс энергия Ψℎ возрастает). Момент времени 𝑡∞ = 1031600 · ∆𝑡ex =
= 5.158 мс здесь принят за момент, при котором достигнуто равновесное состояние. Такой выбор максималь-
ного времени расчета обусловлен тем, что при 𝑡 > 𝑡∞ энергия начинает расти в 11–12 знаках после запятой,
причем рост энергии при 𝑡 > 𝑡∞ связан не со свойствами схемы, а с накоплением ошибок округлений в ариф-
метических операциях в ЭВМ (аналогичный эффект наблюдался, например, в [16]).

Использование явно-неявного метода, как было отмечено выше, позволяет использовать любое значение
шага по времени ∆𝑡. На фиг. 6 приведено сравнение эволюции полной энергии для различных ∆𝑡 (приведе-
ны значения относительно опорных, которые представлены в табл. 1). Во всех рассмотренных случаях пол-
ная энергия является невозрастающей функцией времени. В табл. 1 приведены равновесные значения полной
энергии Гельмгольца и соответствующие момент времени 𝑡∞ и номер временного слоя 𝑛∞

𝑡 (начальные распре-
деления задаются на временном слое с номером 0). Видно, что при увеличении ∆𝑡 финальное значение полной
энергии практически не изменяется. Также проверено, что практически одинаковы и равновесные распреде-
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Таблица 2. Наблюдаемые значения относительных дисбалансов Δ𝑚α, соответствующие порядки чисел обусловленности в
явно-неявном методе при различных Δ𝑡

∆𝑡 κ(𝐴) Дисбаланс ∆𝑚1 Дисбаланс ∆𝑚2

101∆𝑡ex 101 −3.76 × 10−12 −1.90 × 10−11

102∆𝑡ex 102 −2.67 × 10−12 −1.61 × 10−11

103∆𝑡ex 103 −3.83 × 10−12 −2.26 × 10−11

104∆𝑡ex 104 −1.01 × 10−10 −9.36 × 10−11

105∆𝑡ex 105 −2.31 × 10−10 −5.87 × 10−10

106∆𝑡ex 106 −3.11 × 10−9 −4.12 × 10−9

∆t = 101∆t ex

∆t = 102∆t ex

∆t = 103∆t ex

0

(m
1,

 h
(t)

 −
 m

1,
 h
)/

m
1,

 h
0

0

1 2 3 4
t, мс
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0
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Фиг. 8. Зависимость относительного отклонения наблюдаемой полной массы 𝑚1,ℎ в расчетах с помощью явно-неявного
метода.

ления ρα. На фиг. 7 представлены равновесные распределения плотностей компонентов, полученных с исполь-
зованием явной схемы. Видно, что в результате осталась только одна капля (точнее один сферический слой)
фазы 𝐵.

Приведенные результаты показывают, что время установления 𝑡∞ увеличивается с увеличением ∆𝑡, что объ-
ясняется ошибкой аппроксимации по времени. Отметим, что из табл. 1 также видно, что

(𝑡∞)104Δ𝑡ex − (𝑡∞)103Δ𝑡ex

(𝑡∞)103Δ𝑡ex − (𝑡∞)102Δ𝑡ex
= 11.2 ≈ 10.

C учетом увеличения ∆𝑡 в каждом последующем вычислительном эксперименте в 10 раз, это согласуется с пер-
вым порядком точности используемой аппроксимации по времени.

Отдельно обсудим консервативность по массе. Как для явного, так и для неявного методов это свойство вы-
полняется теоретически (в смысле точной арифметики). В программной реализации явного метода это свой-
ство выполняется с машинной точностью. Однако в программной реализации явно-неявного метода это свой-
ство в некоторых случаях заметно нарушается при увеличении шага по времени. В табл. 2 для различных ∆𝑡
приведены наблюдаемые в расчетах дисбалансы массы, рассчитанные по формуле

∆𝑚α =
𝑚∞
α,ℎ −𝑚0

α,ℎ

𝑚0
α,ℎ

,

где 𝑚0
α,ℎ := (ρ0α, 1)*, 𝑚∞

α,ℎ := (ρ∞α , 1)* — полные массы компонентов с номером α на моменты времени 𝑡 = 0 и
𝑡 = 𝑡∞ соответственно (равновесное состояние).

Наличие дисбалансов связано с конечной точностью решения системы нелинейных уравнений методом
Ньютона и ненулевой ошибкой решения системы линейных уравнений на каждой его итерации. Последняя
может быть существенно больше машинного нуля при больших шагах по времени — как показывают представ-
ленные результаты, число обусловленности κ(𝐴) := ‖𝐴−1‖ · ‖𝐴‖ системы линейных алгебраических уравнений
линейно растет по порядку величины при увеличении шага по времени. В результате можно наблюдать, что чем
больше шаг по времени, тем больше среднее число обусловленности и тем сильнее дисбаланс по массе.
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(a) Постоянная M = M0. При стремлении смеси к равновесию капля фазы А
полностью «растворяется» и смесь становится однородной.
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(б) M = M(ρ), заданная выражением (6.1). Уменьшение радиуса капли происходит
значительно медленнее. Капля существует при t     ts.
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Фиг. 9. Эволюция межфазной границы капли с 𝑅0
𝑑 = 0.2𝑅 при различных способах задания диффузионной подвижности.
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Фиг. 10. Радиус 𝑅𝑑(𝑡) при различных видах 𝑀 .
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Фиг. 11. Поверхностное натяжение σ(𝑡) при различ-
ных видах 𝑀 .

В дополнение на фиг. 8 представлена зависимость полной массы компонента α = 1 от времени. Видно, что
при небольших шагах относительное отклонение составляет величину порядка 10−12 (см. фиг. 8a), при шаге
∆𝑡 = 104∆𝑡ex дисбаланс массы более значительный (см. фиг. 8б). Аналогичная ситуация имеет место и для
компонента с номером α = 2.

6. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ВИДА ДИФФУЗИОННОЙ ПОДВИЖНОСТИ

В данном разделе приведен пример применения разработанного выше явно-неявного метода для численно-
го исследования влияния способа задания диффузионной подвижности 𝑀(ρ) на динамику и свойства межфаз-
ной границы. Параметры смеси возьмем из предыдущего раздела. Шаг по времени выберем как ∆𝑡 = 102∆𝑡ex.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



1514 БАЛАШОВ и др.

1000

800

600

400

200

0
0 0.1

(a) t = 2 × 102∆t
r, мм

ρ,
 к

г/
м

3

0.2

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

ρ1
ρ2
M

M

1000

500

0
0 0.1

(б) t = 2 × 104∆t
r, мм

ρ,
 к

г/
м

3

0.2

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

ρ1
ρ2
M

M

Фиг. 12. Пространственные распределения ρα (левая ось) и 𝑀(ρ) (правая ось) в различные моменты времени

В начальный момент времени зададим одну каплю фазы 𝐴, окруженную фазой 𝐵:

ρα,𝑖 = ρ
𝐴
α + θ(𝑟𝑖)

(︀
ρ
𝐵
α − ρ

𝐴
α

)︀
, θ(𝑟𝑖) =

{︃
1, 𝑟𝑖 < 𝑅0

𝑑,

0, 𝑟𝑖 > 𝑅0
𝑑,

где 𝑅0
𝑑 — начальное значение радиуса капли. Далее везде положим 𝑅0

𝑑 = 0.2𝑅.
На фиг. 9a приведены распределения ρ1, полученные при 𝑀(ρ) = 𝑀0 = 1 мкг · мс/мм3. При стремлении к

равновесию капля фазы 𝐴 полностью растворяется: в момент времени 𝑡 = 𝑡𝑠 ≈ 0.5 мс смесь становится гомо-
генной (состоит из фазы 𝐵).

На фиг. 9б приведены распределения ρ1 для различных моментов времени 𝑡, полученные с диффузионной
подвижностью, заданной в виде (параметр 𝑙2𝐴𝐵 определен в (4.22))

𝑀(ρ) = 𝑀016
𝑙2𝐴(ρ)𝑙2𝐵(ρ)

𝑙4𝐴𝐵

, 𝑀0 = 1 мкг · мс/мм3, (6.1)

𝑙2𝐴(ρ) = (ρ1 − ρ
𝐴
1 )2 + (ρ2 − ρ

𝐴
2 )2,

𝑙2𝐵(ρ) = (ρ1 − ρ
𝐵
1 )2 + (ρ2 − ρ

𝐵
2 )2.

На фиг. 10 и 11 приведены зависимости наблюдаемых радиуса 𝑅𝑑 и поверхностного натяжения σ от време-
ни 𝑡. При этом 𝑅𝑑 = 𝑟𝑖 для такого 𝑖, что (ρ1,𝑖 − ρ2,𝑖)(ρ1,𝑖+1 − ρ2,𝑖+1) < 0; σ вычисляется с помощью дискретного
аналога выражения (3.19).

Видно, что в случае диффузионной подвижности, заданной с помощью (6.1), капля фазы 𝐴 продолжает
существовать значительно дольше, чем для постоянной 𝑀 = 𝑀0.

Важно отметить, что поверхностное натяжение устанавливается в обоих случаях одинаково быстро
(см. фиг. 11). При растворении капли поверхностное натяжение σ естественно обращается в нуль.

Дополнительно для наглядности на фиг. 12a и 12б приведены распределения диффузионной подвижно-
сти 𝑀 вместе с распределением плотностей компонентов в различные моменты времени. Видно, что 𝑀 велико
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в межфазном слое и практически равно нулю вне его. При этом в «середине» межфазного слоя его значение
близко к 1, которое и использовано в случае постоянной 𝑀 = 𝑀0 (поэтому значения σ устанавливаются оди-
наково быстро для рассмотренных видов 𝑀).
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Abstract. This work is dedicated to the development of an unconditionally gradient-stable (dissipative)
numerical method for solving a conservative density gradient model in a spherically symmetric formulation.
The algorithm is constructed using the Eyre method based on convex splitting of the system’s free energy.
The gradient stability of the algorithm is proven in both semi-discrete and fully discrete cases. Theoretical
results are validated through several test calculations. The proposed numerical method is applied to analyze
the impact of the specified diffusion mobility on the nature of interface evolution.
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Представлена методика численного моделирования нестационарных течений теплопроводного газа в
трехтемпературном приближении. Методика построена с использованием основополагающих принципов
С.К. Годунова. Для интегрирования по времени расчет каждого временного шага проводится с помощью рас-
щепления определяющих уравнений на гиперболическую и параболическую подсистемы. Первая подсисте-
ма решается с помощью обобщения схемы Годунова, вторая — с помощью явно-итерационной чебышёвской
схемы. Для дискретизации используются подвижные криволинейные адаптивные сетки, дискретная схема
записывается в криволинейных координатах с сохранением симметрий дифференциальной задачи. Методи-
ка реализована в виде параллельного кода для многопроцессорных компьютеров. Основное назначение —
обеспечение расчетных исследований по проблеме управляемого термоядерного синтеза, но возможно ис-
пользование и в других приложениях вычислительной аэро-газодинамики. Библ. 28.

Ключевые слова: численное моделирование, высокотемпературная газовая динамика, многотемпературные
модели, разностные схемы, схема Годунова, чебышёвские итерации.

DOI: 10.31857/S0044466924080153, EDN: XZXXLP

1. ВВЕДЕНИЕ

В данной статье изложены основные элементы методики численного моделирования нестационарных те-
чений теплопроводного газа с детализацией алгоритмической реализации трехтемпературного приближения
[1–6]. Методика построена с использованием основополагающих принципов С.К. Годунова и ведет свое проис-
хождение от знаменитой схемы решения уравнений газодинамики, изобретенной им в 1954 г. и опубликованной
спустя пять лет [7]. В этот период под руководством С.К. Годунова начата разработка двумерной газодинами-
ческой программы, первый вариант которой заработал в 1958 г. Участниками разработки являлись в основном
сотрудники отдела вычислительной газовой динамики Института прикладной математики. Этим отделом ру-
ководил С.К. Годунов до переезда в 1969 г. в Новосибирск, а затем отдел возглавил А.В. Забродин, под началом
которого методика развивалась вплоть до 2008 г.

Базовая многообластная методика, реализованная с использованием подвижных криволинейных адаптив-
ных сеток, представлена в ч. 1 книги [8]; ее уместно называть методикой Годунова–Забродина–Прокопова.

Атмосферу работы над методикой иллюстрирует эпизод из книги воспоминаний С.К. Годунова [9], посвя-
щенный поиску ответа на вопрос, важно ли решать задачу Римана с учетом соседства четырех ячеек, имеющих
общую вершину, или можно ограничиться учетом соседства ячеек только по ребрам разностной сетки. После
исследований и обсуждений с участием С.К. Годунова, И.М. Гельфанда, К.В. Брушлинского в двумерной мето-
дике реализована грубая модель с учетом соседства ячеек только по ребрам сетки. Печатных материалов, отно-
сящихся к этому вопросу, не сохранилось. Недавно в [10] доказано, что при замене точного решения многомер-
ной задачи о распаде произвольного разрыва на решение одномерных задач с данными слева и справа от грани
каждой ячейки (т.е. без учета неодномерного характера течения в окрестности вершин ячейки) вносимая по-
грешность имеет первый порядок малости по времени на гладких решениях. Тем самым получено обоснование
применения классической схемы Годунова в многомерном случае для ячеек с плоскими гранями. В рассматри-
ваемой здесь методике ребра ячеек сетки могут быть как прямолинейными отрезками, так и дугами окружно-
стей. Последний случай теоретически не обоснован, но применяется в расчетных исследованиях.
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К настоящему времени методика обеспечивает расчеты нестационарных двумерных уравнений газовой ди-
намики на подвижных криволинейных сетках. Она до сих пор служит для решения прикладных задач, связан-
ных с расчетными исследованиями аэрокосмических изделий, взрывных воздействий, процессов образования
планетных систем и др.

Авторы данной статьи включились в работу в 1983 г. на этапе создания однотемпературного компьютерного
кода для обеспечения исследований по проблеме инерциального тяжелоионного синтеза (ИТИС) [11–14]. Для
расчета термоядерных микромишеней ИТИС в 1990 гг. был создан параллельный код для многопроцессорной
вычислительной системы с распределенной памятью. Создание методики трехтемпературной газодинамики
H3T (Hydrodynamics with Three Temperature) было завершено в начале 2000гг. годов. В ее разработке участвовали
Г.Б. Алалыкин, Е.А. Забродина, Г.Н. Новожилова, Л.А. Плинер, Г.П. Прокопов и др.

К настоящему времени работоспособность инерциального метода термоядерного синтеза можно считать
доказанной. В декабре 2022 г. на установке NIF (США) впервые удалось осуществить реакцию самоподдержи-
вающегося термоядерного синтеза; при облучении сферической дейтериево-тритиевой микромишени диамет-
ром 2 мм выделилось больше энергии, чем использовалось на ее зажигание [15].

Разработка методики H3T проводилась на основе концепции, сформулированной С.К. Годуновым. Соглас-
но этой концепции вычислительная модель является не просто разностной аппроксимацией дифференциаль-
ных уравнений, но представляет собой дискретный аналог физико-математической модели изучаемого явле-
ния. Это означает, что разностная схема должна отражать физические закономерности исследуемого процесса:
законы сохранения, закон возрастания энтропии на ударной волне, сохранение симметрий исходной диффе-
ренциальной задачи.

Последнее свойство, в частности, инвариантность относительно группы вращений, обеспечено и в реали-
зации трехтемпературного приближения. Несоблюдение этого свойства может приводить к эффектам, заметно
искажающим физическую картину изучаемых процессов. Впервые инвариантная разностная схема для двумер-
ных нестационарных уравнений газовой динамики в плоском и осесимметричном случаях построена именно
в методике Годунова–Забродина–Прокопова, см. [8, гл. IV]. Для трехмерных нестационарных уравнений Эй-
лера такая схема построена А.С. Шведовым [16, 17]. Это направление, как и включение в методику алгоритмов
повышенной точности на основе решения обобщенной задачи Римана (И.С. Меньшов [18]), мы рассматривать
не будем.

Основное внимание в данной статье уделяется алгоритмической реализации трехтемпературного прибли-
жения, в котором сплошная среда описывается как газ с единой плотностью и общим вектором скорости ча-
стиц. Сохраняя прежние возможности методики, код H3T позволяет проводить моделирование физически со-
держательных течений сплошной среды в одно-, двух- и трех- температурных приближениях. Методика мо-
жет быть адаптирована для применения в различных двухтемпературных моделях, используемых для описания
лазерно-плазменных процессов, электрон-фононного взаимодействия в полупроводниках. Однако описание
трехтемпературной методики, представленное в [2–6], не является достаточно полным. Данная статья воспол-
няет указанный пробел.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТРЕХТЕМПЕРАТУРНОЙ ГАЗОДИНАМИКИ

Для случая трехтемпературной модели сплошная среда, где протекают физические процессы, состоит из
трех видов частиц: ионов, электронов и фотонов (это частицы, моделирующие перенос энергии излучения).
При описании уравнений и параметров среды мы для определенности имеем в виду многооболочечные сфери-
ческие или цилиндрические термоядерные микромишени ИТИС [2–6, 11–14].

Сплошная среда описывается как газ с единой плотностью частиц ρ и общим вектором скорости 𝑢⃗. Массой
электронов пренебрегаем по сравнению с массой ионов, а фотоны считаются не имеющими массы. Температу-
ра 𝑇 , давление ρ и удельная внутренняя энергия ε (приходящаяся на единицы массы среды) свои для каждого
сорта частиц и являются функциями координат и времени. Переменные 𝑇, 𝑝, ε, а также связанные с ними ко-
эффициенты уравнений, отмечены индексами 𝑖, 𝑒, 𝑓 соответственно.

Система дифференциальных уравнений такой модели среды в переменных Эйлера имеет вид [2]:

𝜕ρ

𝜕𝑡
+ div ρ𝑢⃗ = 0, (1)

𝜕(ρ𝑢⃗)

𝜕𝑡
+ div(ρ𝑢⃗𝑢⃗) + grad 𝑝 = 0, (2)

𝜕(ρε𝑖)

𝜕𝑡
+ div(ρε𝑖𝑢⃗) + 𝑝𝑖div 𝑢⃗ = div(𝐾𝑖grad𝑇𝑖) + 𝑐𝑒𝑖(𝑇𝑒 − 𝑇𝑖) + 𝑄𝑖, (3)

𝜕(ρε𝑒)

𝜕𝑡
+ div(ρε𝑒𝑢⃗) + 𝑝𝑒div 𝑢⃗ = div(𝐾𝑒grad𝑇𝑒) + 𝑐𝑒𝑖(𝑇𝑖 − 𝑇𝑒) + 𝑐𝑒𝑓 (𝑇𝑓 − 𝑇𝑒) + 𝑄𝑒, (4)
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𝜕(ρε𝑓 )

𝜕𝑡
+ div(ρε𝑓 𝑢⃗) + 𝑝𝑓div 𝑢⃗ = div(𝐾𝑓grad𝑇𝑓 ) + 𝑐𝑒𝑓 (𝑇𝑒 − 𝑇𝑓 ) + 𝑄𝑓 . (5)

Уравнения рассматриваются в ограниченной области пространства при физически разумных краевых и на-
чальных условиях. Левые части этих уравнений описывают процессы, изучаемые в газовой динамике. В правой
части диффузионные слагаемые вида div(𝐾grad𝑇 ) описывают перенос тепла ионами и электронами и процесс
диффузии энергии излучения в приближении “серой материи”. Следующие слагаемые в правой части уравне-
ний (3)–(5) моделируют релаксационные процессы обмена энергией между ионами и электронами, электро-
нами и фотонами. Участвующие в их описании коэффициенты релаксации 𝑐𝑒𝑖, 𝑐𝑒𝑓 , также как и коэффициенты
теплопроводности 𝐾𝑖, 𝐾𝑒, 𝐾𝑓 , могут зависеть от искомых функций, пространственных переменных и време-
ни. Детальное описание этих коэффициентов приведено в [3]. Для представления о характере нелинейности
коэффициентов, приведем только их качественную форму:

𝐾𝑖 = κ𝑖𝑜𝑇
5/2
𝑖 /Λ𝑖𝑖, 𝐾𝑒 = κ𝑒𝑜𝑇

5/2
𝑒 /Λ𝑒𝑖, 𝐾𝑓 = κ𝑓𝑜𝑇

3
𝑓 𝑙,

𝑐𝑒𝑖 = κ𝑒𝑖ρ
2Λ𝑒𝑖/𝑇

3/2
𝑒 , 𝑐𝑒𝑓 = κ𝑒𝑓ρ

2(𝑇 2
𝑓 + 𝑇 2

𝑒 )(𝑇𝑓 + 𝑇𝑒)/𝑇
3.5
𝑒 .

Коэффициенты κ𝑖𝑜, κ𝑒𝑜, κ𝑓𝑜, κ𝑒𝑖, κ𝑒𝑓 зависят от средних атомных весов и зарядов веществ, а также от различ-
ных констант (скорости света, постоянной Стефана–Больцмана и др.) и системы единиц, которая используется
в расчетах. Кулоновские логарифмы Λ𝑖𝑖, Λ𝑒𝑖 и длина свободного пробега 𝑙 зависят от искомых функций ρ, 𝑇𝑖,
𝑇𝑒, 𝑇𝑓 .

Введем оператор 𝐿 равенством

𝐿

⎛⎝𝑇𝑖

𝑇𝑒

𝑇𝑓

⎞⎠ =

⎛⎝−∇ ·𝐾𝑖∇ + 𝑐𝑒𝑖𝐼 −𝑐𝑒𝑖𝐼 0
−𝑐𝑒𝑖𝐼 −∇ ·𝐾𝑒∇ + (𝑐𝑒𝑖 + 𝑐𝑒𝑓 )𝐼 −𝑐𝑒𝑓𝐼

0 −𝑐𝑒𝑓𝐼 −∇ ·𝐾𝑓∇ + 𝑐𝑒𝑓𝐼

⎞⎠⎛⎝𝑇𝑖

𝑇𝑒

𝑇𝑓

⎞⎠ , (6)

полагая здесь, что коэффициенты теплопроводности и релаксации определены по значениям температуры и
плотности с нижнего слоя по времени. Этот оператор является линейным эллиптическим самосопряженным
и неотрицательно определенным (при содержательных ограничениях на коэффициенты и краевые условия,
которые учтены обычным образом в определении оператора и правых частях).

Члены 𝑄 = {𝑄𝑖, 𝑄𝑒, 𝑄𝑓} в правых частях уравнений (3)–(5) учитывают энерговложение в ионы, электроны
и фотоны от различных источников (термоядерные реакции в топливе и нейтронно-ядерные реакции в деля-
щемся веществе тяжелой оболочки мишени в случае гибридной мишени).

В систему (1)–(5) входят уравнение неразрывности (1), векторное уравнение импульса и подсистема трех
уравнений теплопроводности. Величина 𝑝 в этой системе представляет суммарное давление частиц: 𝑝 = 𝑝𝑖+𝑝𝑒+
+ 𝑝𝑓 . Уравнение (2) можно записать в инвариантной форме 𝜕(ρ𝑢⃗)/𝜕𝑡+div Π = 0 где Π — тензор плотности пото-
ка импульса; поток вектора импульса ρ𝑢⃗ в направлении единичного вектора 𝑛⃗ есть 𝑝𝑛⃗+(𝑢⃗, 𝑛⃗)ρ𝑢⃗. Уравнения (3),
(4) описывают изменения внутренней энергии ионов и электронов соответственно, уравнение (5) — изменение
энергии изучения в диффузионном приближении.

Согласно [13] уравнение (5) может быть записано для плотности энергии излучения𝑈 = ρε𝑓 ; оно описывает
безмассовый газ с показателем адиабаты γ𝑓 = 4/3, уравнением состояния 𝑝𝑓 = (1/3)ρε𝑓 , 𝑈 = σ𝑇 4

𝑓 , здесь σ —
постоянная Стефана–Больцмана.

Если сложить уравнения (3)–(5) и ввести результирующие величины ε = ε𝑖 + ε𝑒 + ε𝑓 𝑄 = 𝑄𝑖 + 𝑄𝑒 + 𝑄𝑓 ,
−𝑊⃗ = 𝐾𝑖 grad𝑇𝑖 +𝐾𝑒 grad𝑇𝑒 +𝐾𝑓 grad𝑇𝑓 то получим уравнение изменения суммарной внутренней энергии ε:

𝜕(ρε)/𝜕𝑡 + div(ρε𝑢⃗) + 𝑝 div 𝑢⃗ = −div 𝑊⃗ + 𝑄. (7)

Так же, как в обычной газодинамике, как следствие получается уравнение изменения кинетической энергии и
дивергентная форма закона сохранения полной энергии [2]:

𝜕

𝜕𝑡

[︀
ρ(ε+ 0.5|𝑢⃗|2)

]︀
+ div

[︀(︀
ρ(ε+ 0.5|𝑢⃗|2) + 𝑝

)︀
𝑢⃗
]︀

= −div 𝑊⃗ + 𝑄. (8)

Величина 𝑒 = ρ(ε + 0.5|𝑢⃗|2) представляет полную энергию среды единичного объема. Согласно принци-
пам расчета разрывных решений на подвижных сетках, при определении закона движения поверхностей раз-
рыва должен использоваться закон сохранения полной энергии (8) с целью обеспечения закона возрастания
энтропии. Для реализации схемы годуновского типа Г.П. Прокопов разработал модификации задачи о распаде
разрыва для трехтемпературной среды, см. [2, 19].
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Отметим, что разностная аппроксимация системы уравнений (1)–(5) записывается в криволинейной ло-
кальной подвижной системе координат. Такая запись обеспечивает, в частности, инвариантность разностных
уравнений относительно группы вращений. Система для нахождения искомых величин на новый момент вре-
мени 𝑡+τ окажется переопределенной (семь уравнений для определения шести неизвестных). Поэтому уравне-
ние для температуры ионов можно исключить, а энергию ионов определять из уравнения для полной энергии.
Мы используем метод расщепления, основанный на интегрировании по времени гиперболической подсисте-
мы с помощью обобщенной на трехтемпературной случай схемы Годунова и параболической подсистемы из
трех уравнений теплопроводности с помощью явно-итерационной чебышёвской схемы [20]. Параболический
этап трактуется как предварительный, нужный для получений тепловых потоков с целью их использования в
завершающих процедурах расчета временного шага. В итоге результирующая схема на дискретном уровне обес-
печивает выполнение законов сохранения массы, импульса и полной энергии.

Система уравнений (1)–(5) дополняется уравнениями состояния для каждой из трех компонент среды
𝑘𝑜 = 𝑖, 𝑒, 𝑓 : 𝑝𝑘𝑜 = 𝑝𝑘𝑜(ρ, ε𝑘𝑜), ε𝑘𝑜 = ε𝑘𝑜(ρ, 𝑇𝑘𝑜), 𝑝𝑘𝑜 = 𝑝𝑘𝑜(ρ, 𝑇𝑘𝑜).

В качестве основного варианта используются уравнения состояния в “двучленной” форме, удобной для ре-
шения на интерфейсах ячеек элементарных задач Римана о распаде произвольного разрыва:

𝑝𝑖 =
[︀
(γ𝑖 − 1)ε𝑖 + 𝑐2𝑜𝑖

]︀
ρ− ρ𝑜𝑖𝑐

2
𝑜𝑖, 𝑝𝑒 =

[︀
(γ𝑒 − 1)ε𝑒 + 𝑐2𝑜𝑒

]︀
ρ− ρ𝑜𝑒𝑐

2
𝑜𝑒, 𝑝𝑓 = (γ𝑓 − 1)ρε𝑓

с заданными константами ρ𝑜𝑖, ρ𝑜𝑒, 𝑐𝑜𝑖, 𝑐𝑜𝑒. Кроме того, для обеспечения правильной аппроксимации скорости
звука в общем уравнении состояния среды полагается, что показатели адиабаты для ионов и электронов оди-
наковы, т.е. γ𝑖 = γ𝑒 = γ. Трехтемпературная модель в качестве общего уравнения состояния среды использует
“двучленное” уравнение 𝑝 =

[︀
(γ − 1)ε + 𝑐20

]︀
ρ − γ𝑝0 с некоторыми эффективными параметрами 𝑝0 = ρ0𝑐

2
0/γ и

𝑐0, ρ0. Адиабатическая скорость звука вычисляется по формуле 𝑐𝑎 =
√︀
γ(𝑝 + 𝑝0)/ρ, суммарное давление и внут-

ренняя энергия есть 𝑝 = 𝑝𝑖 +𝑝𝑒 +𝑝𝑓 и ε = ε𝑖 +ε𝑒 +ε𝑓 соответственно. Уравнения состояния электронов и ионов
удобно задавать в следующем виде: 𝑝𝑖 = (γ−1)ρε𝑖, ε𝑖 = 𝑅·𝑇𝑖 ·𝑍/

(︀
𝐴·(𝑍+1)

)︀
, 𝑝𝑒(γ−1)ε𝑒, ε𝑒 = 𝑅·𝑇𝑒 ·𝑍/

(︀
𝐴·(𝑍+1)

)︀
,

где 𝑍 — порядковый номер элемента в периодической системе, 𝐴 — его атомный вес.
Для описания геометрии задается начальное положение границ всех областей задачи. При 𝑡0 задаются на-

чальные данные для 𝑢, 𝑣, ρ, ε, где внутренняя энергия ε — векторная величина: ε = (ε𝑖, ε𝑒, ε𝑓 ). На границах всех
областей могут быть заданы граничные условия, зависящие от времени: давление и температура, давление и
тепловой поток, скорость и температура, скорость и тепловой поток и др. Каждая граница может быть подвиж-
на, и ее закон движения либо известен заранее, либо определяется во время расчета. Учет теплопереноса через
внутреннюю границу предполагает выполнение равенства температур и тепловых потоков. Граничные условия
на внутренних и внешних границах, включающие температуру и/или тепловой поток, задаются для каждого
компонента среды.

3. ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ РАСЧЕТНОЙ МЕТОДИКИ

Общая схема расчета движения сплошной среды основана на декомпозиции (при необходимости) области
решения Ω на подобласти. Эта операция включает три этапа: геометрическое разбиение исходной расчетной
области на подобласти (введением дополнительных границ), движение границ на каждом шаге по времени,
построение сетки в каждой подобласти. Разбиение исходной области на подобласти определяется в основном
необходимостью ее представления набором “топологических четырехугольников”. Несколько подобластей мо-
гут объединяться в структуру, называемую ярусом, если при этом объединении сохраняется топология четырех-
угольника, а сами подобласти составляют в ярусе прямоугольную решетку. На этапе расчета теплопроводности
несколько ярусов могут объединяться в счетные объекты, называемые кластерами, в которых сквозным обра-
зом осуществляется расчет теплопереноса. Заметим, что между ярусами могут быть пустоты, как например, в
задаче соударения пластин при моделировании сварки взрывом. Эта задача входила в близкий круг интересов
С.К. Годунова, и авторы данной статьи проводили при участии С.К. Годунова расчетные исследования процесса
высокоскоростного соударения в газодинамическом приближении.

Каждая из подобластей является либо физической областью с заданными материальными параметрами, ли-
бо ее частью. Принадлежностями области являются ячейки, границы, физические параметры (параметры урав-
нения состояния, вид коэффициентов теплопроводности и т.д.).

В каждом ярусе строится четырехугольная криволинейная сетка, индуцированная двумя семействами ко-
ординатных линий. Внутренние и внешние границы ярусов могут представлять выделенные разрывы в иско-
мом решении. Как правило, выделяются контактные разрывы, основные ударные волны. Если ярус разделен на
несколько областей, то именно границы областей служат опорными для построения координатных линий. Сто-
роны четырехугольников аппроксимируются дугами окружностей или отрезками прямых [8]. Кривизна ребра
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задается углом, равным половине центрального угла, стягивающего ребро. Объединение полученных четырех-
угольников, называемых ячейками сетки, составляет элементарную счетную область Ωℎ. Сетка в каждом ярусе
строится на каждом шаге по времени либо интерполяцией, либо минимизацией некоторого вариационного
функционала [8].

Отметим, что интерес С.К. Годунова к проблеме построения класса вариационных квазиизометрических
сеток, см. [21, 22], возник, в том числе, в связи с обсуждением проблемы моделирования микромишеней тер-
моядерных синтеза.

Построенная в расчетной области разностная сетка называется геометрической или исходной, она задается
декартовыми координатами своих узлов и метрическими параметрами ребер. Центр ячейки определяется как
точка, в которой дуги окружностей, соединяющие середины противоположных ребер, пересекаясь, делятся по-
полам.

Расчетная сетка является подвижной. Сетку на фиксированный момент времени 𝑡𝑗 будем называть 𝑡𝑗-слоем.
Конструируемая система разностных уравнений связывает величины на двух слоях — на 𝑡𝑗 (нижнем) и 𝑡𝑗+1 =
= 𝑡𝑗 + τ (верхнем). Шаг по времени τ переменный и определяется ограничениями, диктуемыми газодинами-
кой, см. [8]. Подсистема уравнений теплопроводности интегрируется с помощью явно-итерационной схемы
ЛИ-М [20] с шагом по времени τ, величина которого ограничена газодинамическим условием устойчивости
(см. [8]) гиперболической подсистемы, т.е. τ ≈ τconv, обычно с некоторым запасом, например, τ = 0.5τconv.
В рамках методики H3T интегрирование с таким шагом в задачах ИТИС является вполне допустимым в силу
следующих соображений. Динамику микромишеней можно условно разделить на два этапа. На первом этапе
происходит сжатие холодной мишени. На втором этапе в сжатом термоядерном топливе возникает интенсив-
ное энерговыделение, и топливо нагревается до высокой температуры. На этом этапе становится существенной
роль теплопроводных процессов и релаксации температур. Первый этап является длительным по времени (до
90% от всего времени существования микромишени). На этом этапе ограничение на шаг по времени, диктуе-
мое параболическим условием устойчивости явной схемы, τ ≈ τdiff , является более слабым, чем конвективное,
динамическое ограничение τ ≈ τconv. Поэтому преимущество схемы ЛИ-М при расчете таких процессов про-
является очень ярко: интегрирование по времени ведется с шагом τ = 0.5τconv и на первом этапе схема ЛИ-М
автоматически превращается в явную схему. На втором этапе, где существенную роль играет теплопроводность,
т.е. τdiff ≪ τ, схема ЛИ-М выполняет тоже автоматически (без подбора эмпирических параметров) внутренний
цикл явных итераций, число 𝑞 которых определяется верхней границей λmax оператора теплопроводности и
шагом τ по формуле 𝑞 ≃

√︀
τ/τdiff ≃

√
τλmax.

Сетка на каждом слое строится по определенным правилам: сначала вычисляется положение всех границ
счетной области на момент времени 𝑡𝑗+1, а затем строится сама сетка. На каждом слое по времени вычисляются
сеточные функции: (𝑢, 𝑣) — декартовы компоненты скорости, ρ — плотность, ε — удельная внутренняя энер-
гия, 𝑇 — температура. В рассматриваемой модели переменные ε и 𝑇 являются вектор-функциями. Величины
(𝑢, 𝑣, ρ, ε) считаются постоянными по ячейке и, как и температура 𝑇 , относятся к центрам ячеек.

Формулы перехода на верхний слой 𝑡 = 𝑡𝑗+1 строятся на основе дискретизации системы (1)–(5), записан-
ной в форме законов сохранения в локальной криволинейной системе координат. Такая запись соответству-
ет фундаментальным принципам, развитым С.К. Годуновым, о термодинамически согласованных уравнениях,
образующих симметрические гиперболические системы, составленные из дивергенций — законов сохранения.

Cхема строится для каждой ячейки геометрической сетки на интервале времени от 𝑡𝑗 до 𝑡𝑗+1 = 𝑡𝑗+τ с учетом
движения этой сетки. Ячейка сетки топологически представляет собой куб в трехмерном пространстве 𝑥, 𝑦, 𝑡:
его нижним и верхним основаниями являются, соответственно, ячейки на плоскостях 𝑡 = 𝑡𝑗 и 𝑡 = 𝑡𝑗+1, а че-
тырьмя боковыми гранями — некоторые поверхности, образуемые в результате перемещения криволинейных
ребер ячейки за время τ.

Для вычисления величин на момент 𝑡𝑗 + τ, т.е. на верхней грани каждой ячейки, кроме известных величин
на нижней грани, необходимо знать газодинамические и тепловые потоки через боковые грани. Эти потоки
на каждой из боковых граней предполагаются постоянными в течение всего временного шага τ. Газодинами-
ческие потоки на боковых гранях находятся по величинам, полученным из решения задачи о распаде разры-
ва. К таким величинам относятся нормальная и касательная к боковой грани компоненты вектора скорости
𝑈⃗ = (𝑈, 𝑉 ), плотность вещества 𝑅, его давление 𝑃 и внутренняя энергия 𝐸, тепловой поток. Значения пер-
вых четырех из перечисленных величин находятся из решения задачи об адиабатическом или изотермическом
распадах разрыва [2, 3].

Возможны ситуации, когда не во всех, а лишь в некоторых областях, используется трехтемпературное при-
ближение. В других же областях может использоваться двухтемпературная или однотемпературная модели.
С точки зрения задачи о распаде разрыва это означает, что на границах между такими областями возникает
необходимость проведения расчета, когда слева и справа от разрыва количество компонент для моделирования
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среды может быть различным. Основной вклад в разработку теории и алгоритмов решения таких обобщенных
задач о распаде разрыва внес Г.П. Прокопов.

Тепловые потоки находятся в процессе решения системы трех уравнений теплопроводности, см. разд. 4.
В дальнейшем применяются следующие обозначения: 𝐽 , 𝐽 — площадь нижней и верхней граней
пространственно-временной ячейки соответственно, 𝐽𝑖𝑗 — длина ребра 𝑖𝑗 ячейки (или площадь боковой
грани, связанной с этим ребром) на слое 𝑡 + 0.5τ, 𝑈*

𝑖𝑗 — скорость этого ребра сетки в направлении внешней
нормали, 𝑈𝑛

𝑖𝑗 — нормальная компонента вектора скорости среды, α𝑖𝑗, β𝑖𝑗 — компоненты единичной нормали
𝑛𝑖𝑗 в средней точке криволинейного отрезка между узлами 𝑖 и 𝑗 сетки на плоскости 𝑡 = 𝑡𝑗 . Величины на
верхнем слое 𝑡𝑗+1 отмечены крышкой, на среднем слое — верхней чертой, величины на нижнем слое 𝑡𝑗 не
имеют черты. Величины, принадлежащие центру верхней или нижней ячейки сетки, отмечены индексом
“0”. Для трехтемпературного случая энергия, давление, температура представляют “наборы” из трех величин,
отвечающих трем компонентам среды.

Суммарное давление на ребре 𝑖𝑗 и суммарная внутренняя энергия складываются из ионной, электронной,
фотонной компонентов соответственно: 𝑃 𝑖𝑗 = (𝑃 𝑖 + 𝑃 𝑒 + 𝑃 𝑓 )𝑖𝑗, 𝐸𝑖𝑗 = (ε𝑖 + ε𝑒 + ε𝑓 )𝑖𝑗 . Так же получается
суммарный тепловой поток на ребре ∆̄𝑖𝑗 = (∆̄𝑖 + ∆̄𝑒 + ∆̄𝑓 )𝑖𝑗 . Дополнительно при переходе от 𝑡𝑗 к 𝑡𝑗 + τ мо-
жет осуществляться покомпонентно вложение (или выделение) тепловой энергии в ионы, электроны, фотоны.
Полное вложение энергии получается сложением вклада энергии отдельных компонент 𝑄 = 𝑄𝑖 + 𝑄𝑒 + 𝑄𝑓 .

Векторная форма записи дискретной системы уравнений имеет вид (для простоты записи ограничимся слу-
чаем “плоского” течения в декартовой системе координат):

𝐽𝑓 − 𝐽𝑓

τ
= −𝐴flux, (9)

где 𝑓 = (ρ, ρ𝑢, ρ𝑣, 𝑒, ρε𝑒, ρε𝑓 ), а поток 𝐴flux через границу ячейки имеет следующие компоненты:

𝐴flux = (𝐴ρ, 𝐴ρ𝑢, 𝐴ρ𝑣, 𝐴𝑒, 𝐴ρε𝑒 , 𝐴ρε𝑓 ). (10)

Компоненты 𝑒и𝐴𝑒, входящие в 𝑓 и𝐴flux, это полная энергия среды единичного объема, 𝑒 = ρ(ε+0.5|𝑢⃗|2) и ее
поток. Здесь переменная ε = ε𝑖+ε𝑒+ε𝑓 . В простейшем случае (без учета источников и релаксационных членов)
поток 𝐴flux есть сумма газодинамических и тепловых потоков через четыре боковые грани ячейки. Обозначим
этот поток через 𝐴flux

surf . Его составляющие, потоки через каждую грань ячейки в направлении вектора внешней
нормали 𝑛𝑖𝑗 в единицу времени есть векторные величины с компонентами

𝐴ρ

𝑖𝑗 = 𝐽𝑖𝑗
[︀
𝑅(𝑈

𝑛 − 𝑈
*
)
]︀
𝑖𝑗
,

𝐴ρ𝑢
𝑖𝑗 = 𝐽𝑖𝑗

[︀
𝑅(𝑈

𝑛 − 𝑈
*
)𝑈 + α𝑃

]︀
𝑖𝑗
,

𝐴ρ𝑣
𝑖𝑗 = 𝐽𝑖𝑗

[︀
𝑅(𝑈

𝑛 − 𝑈
*
)𝑉 + β𝑃

]︀
𝑖𝑗
,

𝐴𝑒
𝑖𝑗 = 𝐽𝑖𝑗

[︀
𝑅(𝑈

𝑛 − 𝑈
*
)
(︀
𝐸 + (𝑈

2
+ 𝑉

2
)/2

)︀
+ 𝑃 𝑈

𝑛]︀
𝑖𝑗

+ ∆̄𝑖𝑗 ,

(11)

где 𝐸 = ε𝑖 + ε𝑒 + ε𝑓 , ∆̄𝑖𝑗 = ∆̄𝑖
𝑖𝑗 + ∆̄𝑒

𝑖𝑗 + ∆̄𝑓
𝑖𝑗 . В качестве 𝑝*𝑒, 𝑝*𝑓 используются величины не на боковых гранях, а в

центре ячейки, взятые на нижнем временном слое 𝑡𝑗 : 𝑝*𝑒 = (𝑝𝑒)0 = 𝑝𝑒(ρ0, ε𝑒0), 𝑝*𝑓 = (𝑝𝑓 )0 = 𝑝𝑓 (ρ0, ε𝑓0).
Формулы имеют ясный физический смысл и задают потоки массы, импульса и энергии через поверхность,

определенную криволинейным отрезком 𝑖𝑗 при его перемещении во времени со скоростью 𝑈*
𝑖𝑗 . В общем случае

в формулы для 𝐴ρε𝑖 , 𝐴ρε𝑒 , 𝐴ρε𝑓 из (10), (11), кроме потоков через боковые грани, входят также слагаемые 𝑄𝑘0
𝐽

и 𝑅𝑘0
(𝑇𝑖, 𝑇𝑒, 𝑇𝑓 )𝐽 , описывающие источники энергии и релаксационные члены, здесь 𝑘0 = 𝑖, 𝑒, 𝑓 . Заметим, что

поток 𝐴ρε𝑖 входит в расчет потока 𝐴𝑒 полной энергии. Поэтому окончательно имеем

𝐴ρε𝑖 = 𝐴ρε𝑖
surf + 𝑅𝑖(𝑇𝑖, 𝑇𝑒, 𝑇𝑓 )𝐽 + 𝑄𝑖𝐽,

𝐴ρε𝑒 = 𝐴ρε𝑒
surf + 𝑅𝑒(𝑇𝑖, 𝑇𝑒, 𝑇𝑓 )𝐽 + 𝑄𝑒𝐽,

𝐴ρε𝑓 = 𝐴
ρε𝑓

surf + 𝑅𝑓 (𝑇𝑖, 𝑇𝑒, 𝑇𝑓 )𝐽 + 𝑄𝑓𝐽.

(12)

Слагаемое𝑄 = 𝑄𝑖+𝑄𝑒+𝑄𝑓 — объемный интеграл от суммарной вкладываемой энергии, и оно входит также
в выражение 𝐴𝑒 = 𝐴𝑒

surf +𝑄𝐽 , относящееся к потоку полной энергии. Детальная запись разностных уравнений
в криволинейной системе координат является достаточно громоздкой и полностью приведена в [8].
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4. ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ

В трехтемпературном случае (∆𝑖,∆𝑒,∆𝑓 )𝑖𝑗 представляют тепловые потоки через грани ячеек для трех ком-
понентов среды. Ниже излагается реализация схемы (9) в части нахождения температур и тепловых потоков и
используются обозначения:

𝑇 = (𝑇𝑖, 𝑇𝑒, 𝑇𝑓 ), ε = (ε𝑖, ε𝑒, ε𝑓 ), ∆ = ∆𝑖 + ∆𝑒 + ∆𝑓 , 𝑄 = 𝑄𝑖 + 𝑄𝑒 + 𝑄𝑓 .

Напомним, что нижние индексы (𝑖, 𝑒, 𝑓) относятся к величинам в центрах ячеек, верхние — к потокам через
боковую поверхность.

Разделим систему на две подсистемы, принимая некоторые упрощения, в виде

𝐽𝑓𝑔 − 𝐽𝑓

τ
= −𝐴𝑔 + 𝑄𝐽, (13)

𝐽𝑓 − 𝐽𝑓𝑔

τ
= −∆(𝑇 ) + 𝑅(𝑇 )𝐽. (14)

Подсистема (13) есть результат дискретизации уравнений газодинамики без учета переноса тепла тепло-
проводностью. Здесь 𝑓𝑔 = (ρ̂, ρ̂𝑢̂, ρ̂𝑣, ρ̂ε𝑔𝑖 , ρ̂ε

𝑔
𝑒 , ρ̂ε

𝑔
𝑓 ) — результат решения системы (13), не содержащей членов,

описывающих тепловые потоки и релаксационные процессы. Подсистема (14), наоборот, содержит опущен-
ные члены. Этот прием — разностный аналог расщепления по процессам: в сумме уравнения (13), (14) дают
исходную систему (9). В (13) 𝐴𝑔 = (𝐴ρ, 𝐴ρ𝑢, 𝐴ρ𝑣, 𝐴𝑔𝑖 , 𝐴𝑔𝑒 , 𝐴𝑔𝑓 ) — газодинамические потоки. Энергию 𝑄 можно
распределить между подсистемами, но для упрощения описания мы относим ее к гиперболической подсистеме
(13). В формулу (14) входит некоторая температура 𝑇 . Если взять эту температуру с нижнего слоя по времени, то
получим явную схему с обременительным ограничением на величину шага по времени τ ≃ ℎ2, гдеℎ— параметр,
характеризующий сетку, например, минимальный диаметр пространственной ячейки. Ниже мы покажем, как
делается переход на верхний слой по времени с помощью явно-итерационной чебышёвской схемы ЛИ-М.

Уравнения подсистемы (14) можно записать для сеточных вектор-функций ε = (ε𝑖, ε𝑒, ε𝑓 ) и 𝑇 = (𝑇𝑖, 𝑇𝑒, 𝑇𝑓 )
в виде

𝐽 ρ̂(ε̂− ε𝑔)

τ
= −∆(𝑇 ) + 𝑅(𝑇 )𝐽. (15)

Так как удельная энергия ε связана с 𝑇 уравнением состояния ε = 𝐸(ρ, 𝑇 ), то (15) можно рассматривать как
нелинейную неявную разностную схему относительно векторной сеточной функции 𝑇 . Заметим, что эти три
уравнения связаны между собой, так как релаксационный член 𝑅(𝑇 ) связывает сразу все компоненты темпера-
туры 𝑇 или их попарные комбинации. В [2] приведен алгоритм решения нелинейной системы алгебраических
уравнений (15), основанный на дальнейшем расщеплении системы (15): сначала с помощью схемы ЛИ-М на
шаге по времени решаются три уравнения теплопроводности в отсутствии процессов релаксации температур,
т.е. при 𝑅(𝑇 )𝐽 ≡ 0, затем решается нелинейная система в отсутствии тепловых потоков, т.е. при ∆(𝑇 ) ≡ 0,
независимо для каждого узла сетки. В процессе расчетов выяснилось, что такое расщепление приводит к вы-
числительным трудностям, так как процедура релаксации приводит в силу своей локальности (и неочевидной
сходимости ньютоновских итераций) к существенно немонотонному распределению температуры.

Поэтому выбран алгоритм совместного расчета процессов теплопроводности и релаксации, т.е. решение
дискретной параболической подсистемы, отвечающей дискретизации оператора (6) и обеспечивающей выпол-
нение трех соотношений (15). На шаге по времени эта подсистема возникает при аппроксимации редуциро-
ванных дифференциальных уравнений трехтемпературной теплопроводности. В операторном виде эту систему
можно записать в виде

ρ
𝑑ε

𝑑𝑡
= 𝐿ℎ𝑇, (16)

где оператор 𝐿ℎ есть результат дискретизации дифференциального оператора (6). В (16) производная по вре-
мени берется вдоль траектории пространственной точки, в алгоритме интегрирования по времени оператор
𝐿ℎ в (16) считается линейным: коэффициенты теплопроводности и релаксации, зависящие от температуры и
плотности, определяются этими переменными с нижнего слоя.

Разностная аппроксимация потока тепла ∆𝑖𝑗 через внутреннее ребро 𝑖𝑗 основана на аппроксимации поля
температуры в окрестности ребра многочленом (линейным, квадратичным или квадратично-кубическим). Ап-
проксимация выполняется в локальной криволинейной системе координат, связанной с ребром сетки, и обес-
печивает сохранение симметрий. Детальное описание различных способов построения такой аппроксимации
дано в [23, 24]. Разработанные дискретные аппроксимации 𝐿ℎ являются консервативными и сохраняют свой-
ство самосопряженности в сеточном аналоге скалярного произведения 𝐿2(Ωℎ). Для сохранения неотрицатель-
ной определенности дискретного оператора 𝐿ℎ достаточно обеспечить нестрогое диагональное преобладание.
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При сильных искажениях сетки это удается выполнить с помощью перехода на аппроксимации, приводящие
к пятиточечным разностным шаблонам.

Переходим к описанию многошаговой процедуры решения уравнения (16), схеме ЛИ-М. Для согласования
с (15) перепишем уравнение (16) в виде

𝑑ε

𝑑𝑡
= 𝐷ℎ𝑇 + 𝑅ℎ𝑇, (17)

где

𝐷ℎ =
1

𝐽 ρ̂

⎛⎝∇ ·𝐾𝑖∇ 0 0
0 ∇ ·𝐾𝑒∇ 0
0 0 ∇ ·𝐾𝑓∇

⎞⎠ , 𝑅ℎ =
1

ρ̂

⎛⎝ 𝑐𝑒𝑖𝐼 −𝑐𝑒𝑖𝐼 0
−𝑐𝑒𝑖𝐼 𝑐𝑒𝑖𝐼 + 𝑐𝑒𝑓𝐼 −𝑐𝑒𝑓𝐼

0 −𝑐𝑒𝑓𝐼 −𝑐𝑒𝑓𝐼

⎞⎠ . (18)

Запишем схему ЛИ-М для вектор-функций ε и 𝑇 в виде:

(𝑘)
ε =

1

1 + τ𝑏𝑘

{︃
ε
𝑔 + τ𝑏𝑘

(𝑘−1)
ε + τ𝐷ℎ

(𝑘−1)

𝑇 + τ𝑅ℎ

(𝑘−1)

𝑇

}︃
,

(𝑘)

𝑇 = 𝐹

(︂
(𝑘)
ε

)︂
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑞, (19)

где ε𝑔 — внутренняя энергия после расчета гиперболического этапа (13),
(𝑘)
ε ,

(𝑘)

𝑇 — итерационные приближе-
ния, 𝑘 — номер внутреннего шага (итерации), 𝐹 — функция, определяемая уравнением состояния ε = 𝐸(ρ, 𝑇 );

начальное приближение
(0)

𝑇 — температура с нижнего слоя, операторы 𝐷ℎ, 𝑅ℎ определены в (18).

Для нахождения
(𝑘)

𝑇 по найденным значения
(𝑘)
ε в (19) используется линеаризация уравнения состояния для

каждой температурной функции. А именно, используется аппроксимация уравнения состояния вида 𝐸(ρ, 𝑇 ) ∼=
∼= 𝐸(ρ0, 𝑇0) + 𝜕𝐸/𝜕𝑇 · (𝑇 − 𝑇0). Здесь ρ0, 𝑇0 — известные значения сеточных функций — плотность и тем-
пература на нижнем слое 𝑡𝑗 в текущей ячейке; 𝜕𝐸/𝜕𝑇 вычисляется по значениям ρ0, 𝑇0 в той же ячейке.

Пусть 𝐴𝐾 = 𝜕𝐸/𝜕𝑇 и 𝐵𝐾 = 𝐸(ρ0, 𝑇0) − 𝑇0𝜕𝐸/𝜕𝑇 . Тогда температура
(𝑘)

𝑇 легко находится из соотношения
(𝑘)
ε = 𝐴𝐾 ·

(𝑘)

𝑇 + 𝐵𝐾.
Число итераций (шагов) 𝑞 в схеме (19) определяется величиной шага по времени и коэффициентами раз-

ностной аппроксимации по известному правилу. С помощью этих величин определяется набор параметров {𝑏𝑘}
в итерациях (19). Среди них по построению есть нулевой; при выборе 𝑏𝑞 = 0 легко видеть, что последняя итера-
ция эквивалентна шагу явной схемы. Это означает, что схема ЛИ-М может быть представима в виде процедуры
“предиктор-корректор” — предиктор вычисляет 𝑇 по формулам (19), в которых отсутствует итерация с 𝑏𝑞 = 0,
а корректором является явная схема (15). Для энергии ионов окончательная коррекция делается после реали-
зации явной схемы, отвечающей закону сохранения полной энергии, в котором тепловой поток в правой части
получен суммированием тепловых потоков, полученных в схеме (19) на последней итерации.

Обобщение (19) схемы ЛИ-М на рассматриваемый векторный случай оказывается работоспособным. Мож-

но попытаться внести в (19) элемент неявности заменой 𝑅ℎ

(𝑘−1)

𝑇 на 𝑅ℎ

(𝑘)

𝑇 и находить
(𝑘)

𝑇 из решения линейной

системы размерности 3 × 3 относительно трех неизвестных функций:
(𝑘)

𝑇 𝑖,
(𝑘)

𝑇 𝑒,
(𝑘)

𝑇 𝑓 . Проведенные численные
расчеты для модельного простейшего уравнения 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑎 · 𝑢, 𝑎 > 0 показали, что такой прием ухудшает
точность. Поэтому расчетная схема реализована в каноническом варианте (19) со следующими дополнениями.
По формуле (19) вычисляется промежуточная температура 𝑇 и тепловые потоки на ребрах ячеек ∆(𝑇 ) — это
этап “предиктор”. Найденные значения подставляются в систему уравнений (15) и находятся все три компо-
нента внутренней энергии на верхнем слое, отвечающие аппроксимации уравнения сохранения внутренней
энергии (7). Но навязывание сохранения внутренней энергии эквивалентно закону сохранения энтропии [2].
На сильных разрывах это противоречит принципу возрастания энтропии, закон движения разрывов должен
базироваться на законе сохранения полной энергии. Поэтому с помощью введенных в разд. 3 аппроксимаций
и определенных в этом разделе тепловых потоков, мы реализуем расчет уравнения полной энергии (8). Из ре-
шения этого уравнения дополнительно получаем новые значения внутренней энергии ионов. По внутренней
энергии частиц каждого сорта находим температуру с помощью уравнения состояния. Если уравнение состоя-
ния является нелинейным, то температура находится ньютоновскими итерациями.

Обсудим схему ЛИ-М (19) более подробно. Ее конструкция диктуется исключительно требованием аппрок-
симации и устойчивости, что принципиально отличает эту схему от чебышёвского ускорения сходимости ите-
рационных процессов, применяемых для решения эллиптических уравнений или для решения неявных схем
для параболических уравнений, см. [20]. Для построения нужного многочлена Чебышёва 𝐹𝑝(𝐿ℎ) степени 𝑝
необходимо задать верхнюю границу λmax спектра сеточного оператора 𝐿ℎ. Эта граница находится по теоре-
ме Гершгорина о кругах спектра, т.е. на основе расчета сумм модулей шаблонных коэффициентов, отвечающих
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оператору 𝐿ℎ. Зависимость λmax от ℎ известна: λmax ≃ ℎ−2. Многочлен 𝐹𝑝(λ) строится на отрезке [0; λmax], исхо-
дя из условий устойчивости и аппроксимации точного оператора послойного перехода exp(−τλ). В частности,
выполнено 𝐹𝑝(0) = 1,

⃒⃒
𝐹𝑝(λ)

⃒⃒
≤ 1. С помощью многочлена 𝐹𝑝 оператор послойного перехода 𝑆 схемы LINS

можно записать в виде рациональной функции оператора 𝐿ℎ [20]:

𝑆(𝐿ℎ) =
(︀
𝐼 − 𝐹 2

𝑝 (𝐿ℎ)
)︀
· (𝐼 + τ𝐿ℎ)−1.

Оператор 𝑆 переводит решение с нижнего слоя по времени на следующий слой и реализуется циклом, со-
стоящим из 𝑞 = 2𝑝− 1 элементарных шагов. Каждый из них по трудоемкости эквивалентен одному шагу явной
схемы. Множитель (𝐼 + τ𝐿ℎ)−1 в 𝑆 есть оператор послойного перехода чисто неявной схемы. На спектре опе-
ратора 𝐿ℎ выполнено важное неравенство 0 ≤ 𝑆(λ) ≤ (1 + τλ)−1, что следует из свойств многочлена 𝐹𝑝. Это
неравенство означает, что вычислительная устойчивость схемы ЛИ-М не хуже, чем у неявной схемы. Напом-
ним, что для устойчивости достаточно выполнение более слабого неравенства

⃒⃒
𝑆(λ)

⃒⃒
≤ 1.

В [20] приведено строгое изложение и обоснование конструкции чебышёвского многочлена 𝐹𝑝. Важно, что
степень многочлена определяется без участия эмпирических параметров формулой 𝑝 = arg min

[︀
ctg2(0.25π/𝑝)−

τ · λmax

]︀
, 𝑝 ∈ 𝑍+. Этой точной формулой следует пользоваться для аккуратного перехода схемы ЛИ-М в явную

схему при τλmax ≈ 1. Обозначив ⌈𝑥⌉ = min{𝑛 ∈ 𝑍 : 𝑛 ≥ 𝑥}, можно записать удобную для практического
использования приближенную формулу

𝑝 =
⌈︁
0.25π

√︀
τλmax + 1

⌉︁
.

Параметры 𝑏𝑘 в итерациях (19) определены как {𝑏1, . . . , 𝑏𝑞} = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑝−1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑝} где 𝑎𝑚 = λmax(𝑧1 −
− β𝑚)/(1 + 𝑧1), 𝑧1 = cos(0.5π/𝑝), 𝑚 = 1, . . . , 𝑝, выражаются через корни β𝑚 многочлена Чебышёва I рода
степени 𝑝 из множества 𝐾𝑝 = {cos

(︀
(𝑖 − 0.5)π/𝑝

)︀
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑝}. Это множество 𝐾𝑝 упорядочено для устойчи-

вости [24], причем так, что 𝑎𝑝 = 0.
Строгий результат, важный для практики параллельных вычислений, состоит в следующем. Вместо ограни-

чения τ ≃ 𝑂(ℎ2), диктуемого явной схемой, эффективный размер временного шага схемы ЛИ-М при τ ∼ ℎ
составляет в терминах вычислительных затрат величину 𝑂(ℎ3/2). Формально величина шага τ не ограничена,
так как схема ЛИ-М сохраняет устойчивость при любом значении τ > 0. Однако в нестационарных высокотем-
пературных задачах интегрирование с шагом τ ∼ const · ℎ часто является физически содержательным ограни-
чением. Схема ЛИ-М прошла тщательную проверку на тестовых и практических задачах, подтвердив высокую
точность и монотонность.

Отдельного упоминания заслуживает процедура расчета коэффициентов теплопроводности на ребрах (ин-
терфейсах) ячеек. Рассмотрим случай, когда любой из коэффициентов теплопроводности можно записать в
виде произведения двух функций 𝑓(ρ, 𝑟) и 𝑆(𝑇 ): κ(𝑇, ρ, 𝑟) = 𝑓(ρ, 𝑟) · 𝑆(𝑇 ), причем функция 𝑓 может быть раз-
рывной по пространственной координате 𝑟; искомая плотность ρ(𝑡, 𝑟) тоже может быть разрывной (контакт-
ный разрыв). Функция 𝑆(𝑇 ) является непрерывной. На решениях типа тепловых волн она является линейной
в окрестности фронта.

Пусть κ𝑚 = κ(𝑇𝑚, ρ𝑚, 𝑟𝑚) — значения коэффициента теплопроводности в центре ячейке с одной стороны
ребра (–) и с другой стороны (+). Обозначим через ℎ𝑚 расстояния (длины дуг) от центров ячеек до середины
ребра, где мы намерены вычислить коэффициент теплопроводности, и обозначим суммарную длину как ℎ =
= ℎ− + ℎ+. Введем интерполяционные приближения в виде средних арифметических значений

𝐾− =
ℎ+κ(𝑇−, ρ−, 𝑟−) + ℎ−κ(𝑇+, ρ−, 𝑟−)

ℎ
, 𝐾+ =

ℎ−κ(𝑇+, ρ+, 𝑟+) + ℎ+κ(𝑇−, ρ+, 𝑟+)

ℎ
,

а в качестве коэффициента теплопроводности 𝐾 на ребре берем среднее гармоническое значение этих прибли-
жений

𝐾 =
𝐾−𝐾+ℎ

𝐾−ℎ+ + 𝐾+ℎ− .

В [25] Р.П. Федоренко показал, что при расчете тепловых волн именно такая комбинированная аппрокси-
мация приводит к корректному описанию — не препятствует правильному движению тепловой волны (как это
происходит в случае среднего гармонического усреднения) и не приводит к погрешности на контактных раз-
рывах (как в случае среднего арифметического усреднения). Для случая представления κ(𝑇, ρ, 𝑟) = 𝑓(ρ, 𝑟)𝑆(𝑇 )
и равномерной сетки имеем

𝐾 =
2𝑓−𝑓+

𝑓− + 𝑓+

𝑆(𝑇−) + 𝑆(𝑇+)

2
.
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Код H3T обеспечивает расчеты реакций горения термоядерного топлива. При описании термоядерного го-
рения микромишеней из смеси дейтерия и трития учитываются 4 реакции c участием дейтерия, трития и гелия
в предположениях, что мишень прозрачна для нейтронов и энергия выделяется локально в точке реакции. Си-
стема уравнений кинетики термоядерного горения детально представлена в [13, 14]. Модель и расчеты с учетом
нейтронно-ядерного горения представлены в [27]. Отметим, что методика H3T может быть приспособлена для
расчетов задач, алгоритм решения которых связан с движением основных разрывов и динамической перестрой-
кой блочно-неструктурированной сетки, см. [28].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена история создания методики численного моделирования двумерных нестационарных
течений теплопроводного газа в трехтемпературном приближении и основные алгоритмы с детализацией схе-
мы решения системы уравнений теплопроводности с учетом релаксации температур. Показано, что в трехтем-
пературной методике сохраняется идейная и алгоритмическая основа газодинамической методики, у истоков
которой стоял С.К. Годунов. Методика реализована в виде параллельного кода для многопроцессорных ком-
пьютеров. Численная схема использует подвижные криволинейные адаптивные сетки, обеспечивает выполне-
ние законов сохранения и симметрий дифференциальной задачи, что повышает эффективность методики при
моделировании сложных высокотемпературных динамических процессов. Основное назначение — обеспече-
ние расчетных исследований по проблеме управляемого термоядерного синтеза, но возможно использование
и в других приложениях вычислительной аэро-газодинамики.
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Abstract. A numerical modeling technique for unsteady flows of heat-conducting gas in a three-temperature
approximation is presented. The methodology is based on the foundational principles of S.K. Godunov.
For time integration, each time step is computed by splitting the governing equations into hyperbolic and
parabolic subsystems. The first subsystem is solved using a generalized Godunov scheme, while the second
uses an explicit-iterative Chebyshev scheme. Adaptive, curvilinear moving grids are used for discretization,
and the discrete scheme is formulated in curvilinear coordinates, preserving the symmetries of the
differential problem. The methodology is implemented as a parallel code for multiprocessor computers.
Its primary purpose is to support computational studies in controlled thermonuclear fusion, though it can
also be applied to other areas of computational aerogas dynamics.
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Представлена численная схема нового класса для расчета нестационарных закрученных течений в соплах и
трубах на основе уравнений сжимаемого невязкого газа. Основным достоинством таких схем является спо-
собность эффективно проводить расчеты нестационарных задач, содержащих различные масштабы. Кон-
струкция схем такого типа основана на хорошо известном подходе Годунова, заключающемся в расчете по-
токов на гранях расчетных ячеек (объемов) из решения вспомогательных одномерных задач в окрестности
каждой грани и аппроксимации законов сохранения. На основе анализа текущего решения в окрестности
грани происходит переключение с явной схемы для расчета потока на неявную. Схема абсолютно устойчива
и не порождает паразитных осцилляций. Работоспособность данной схемы продемонстрирована на задаче
расчета нестационарных закрученных течений в соплах и трубах. Исследованы особенности постановки за-
дач указанного типа, предложены варианты корректной постановки задач. Исследованы свойства решений
задачи о течении закрученных потоков при наличии центрального тела, покрывающего не всю ось симметрии
в расчетной области. Библ. 7. Фиг. 11.
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ВВЕДЕНИЕ

При создании новых численных методов для решения системы уравнений Эйлера большие усилия тратят-
ся на преодоление двух основных трудностей: расчету разрывных решений и минимизацией вычислительной
работы. Среди огромного количества численных методов расчета разрывных решений особое место принадле-
жит методу Годунова [1, 2]. Центральным пунктом годуновских схем является алгоритм вычисления потоков
консервативных переменных через границы разностной сетки. В оригинальном варианте метода эти потоки
вычислялись из точного решения задачи о распаде разрыва между состояниями в двух соседних ячейках. Одна-
ко решение задачи о распаде произвольного разрыва требует организации итерационного процесса и больших
затрат вычислительных мощностей. По этой причине рядом авторов были предложены методы приближенного
решения задачи Римана о распаде произвольного разрыва (см., например, [3], [4]). Строгая консервативность
схем обеспечивается дивергентным замыканием — явной аппроксимацией интегральных законов сохранения
для каждой расчетной ячейки (объема).

Вторая трудность, с которой приходится бороться, это минимизация вычислительной работы. Прежде все-
го за счет увеличения шага по времени. Если этот шаг диктуется не сложностью решения, а условиями устой-
чивости схемы, то совершается лишняя вычислительная работа. Эта проблема решается отчасти переходом к
неявным схемам, но решить систему разностных уравнений для многомерной неявной схемы, это задача того
же порядка сложности. Этим недостатком не обладают неявные схемы, которые вычисляют потоки на гранях
расчетной ячейки на основе решения одномерных задач, которые эффективно решаются методом прогонки.
К этому направлению принадлежат схемы независимых потоков [5, 6]. Но неявные схемы больше размазы-
вают имеющиеся в решении разрывы, хуже отслеживают скорость и направление распространения информа-
ции и зачастую обладают более плохими осцилляционными свойствами, чем явные схемы. Поэтому качество
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численного решения будет лучше, если использовать неявную схему только там, где это диктуется условием
устойчивости и использовать явную схему везде, где это возможно.

В данной работе представлена консервативная локально-неявная схема годуновского типа, предназначен-
ная для быстрого расчета нестационарных краевых разномасштабных газодинамических задач с особенностями
в решении, такими как газодинамические разрывы, большие градиенты, области с низким давлением и т. п. Эта
схема является развитием идеи локально неявной консервативной схемы независимых потоков с пересчетом,
разработанной Ю. Б. Радвогиным в [6] для линейных гиперболических систем уравнений. В настоящей рабо-
те мы обобщили схему Радвогина для нелинейной начально краевой задачи о закрученном потоке невязкого
сжимаемого газа в канале с центральным телом, описываемом системой уравнений Эйлера.

Мы называем эту схему локально неявной консервативной с пересчетом. Основная особенность этого ме-
тода — способность эффективно решать задачи разного масштаба. А именно, хотя в некоторых областях (или
по некоторым направлениям и т. д.) течение достаточно регулярное, можно использовать большой шаг по
пространству и использовать явную схему (что предпочтительнее из-за более высокого разрешения, лучших
свойств устойчивости и т. д.), в других областях течение может проявлять нерегулярное поведение со сложной
тонкой структурой и требует мелкого шага по пространству. Использование явной схемы в таких случаях обре-
менительно из-за жесткого ограничения на шаг по времени. В этом случае в нашей схеме используется неявный
вариант схемы и сохраняется достаточно большой шаг по времени. Такая методология позволяет эффективно
рассчитывать задачи разного масштаба в целом.

Предлагаемая нами схема для уравнений Эйлера, вслед за схемами а [6] построена на следующих принципах:

• Схема является схемой годуновского типа, т.е. решение на следующем временном слое вычисляется на
основе дивергентного замыкания, аппроксимирующего систему законов сохранения. Все разнообразие
схем такого типа определяется различными способами расчета потоков на гранях расчетных ячеек (объе-
мов).

• Потоки на гранях расчетных ячеек рассчитываются независимо для каждого направления на основе вспо-
могательных одномерных задач.

• Везде, где это возможно используется локально явная схема.

• Если число Куранта для данного направления данной характеристики в данной точке превышает единицу,
то используется локально неявная схема.

• Переключение между различными типами локальной схемы должно быть непрерывным.

• Используется принцип разностей против потока, т.е. используются характеристические свойства уравне-
ний.

Ниже подробно описана реализация предложенной методики расчета нестационарных процессов в закру-
ченных потоках в соплах нетривиальной геометрии. В качестве базовой модели мы используем уравнения Эй-
лера в цилиндрических координатах. Закрутка в сочетании с эффектами продольного течения и геометрии по-
рождает сложные нестационарные режимы с почти периодическим поведением, возможными бифуркациями
и перестройкой течения. Кроме того, такая задача, очевидно, имеет как минимум два масштаба, унаследован-
ных от геометрии: продольное направление и радиальное направление. В радиальном направлении нам нужна
гораздо более мелкая сетка, чтобы уловить особенности потока. Таким образом, задача о закрученном потоке
в трубках/соплах подходит для проверки локально неявной методики.

Наш опыт показывает, что дозвуковой режим для закрученных потоков, вообще говоря, проще сверхзвуко-
вого. Поэтому мы будем проводить демонстрационные расчеты для случаев, когда по продольной координате
возникает локально сверхзвуковое течение. Расчеты выявили колеблющуюся ударную волну и развивающиеся
вихри в диффузоре. Эти вихри могут расти, толкать ударную волну и разрушать ее. Затем ударная волна снова
возникает возле горловины сопла, приближается к диффузору и процесс повторяется.

Наша работа организована следующим образом. В разд. 1 мы строго формулируем задачу, а в разд. 2 опи-
сываем основные принципы численной схемы. Разд. 3 посвящен численному методу для уравнений Эйлера
с учетом граничных условий, а в разд. 4 мы сосредоточимся на модификации метода для случая осесиммет-
ричных течений с закруткой в канале с центральным телом. Наконец, в разд. 5 мы представляем результаты
расчетов и соответствующее обсуждение, включая возможность расчета уравнений Навье–Стокса с помощью
этого метода.
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1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим нестационарное осесимметричное течение закрученного невязкого газа в сопле с закручиваю-
щим устройством, см. фиг. 1.

Соответствующую систему дифференциальных уравнений в цилиндрических координатах (с учетом того,
что производные по углу обращаются в нуль) можно представить в следующих двух основных формах.

1. Дивергентная форма:
𝜕𝑈

𝜕𝑡
+

𝜕𝐹

𝜕𝑧
+

𝜕𝐺̂

𝜕𝑟
= 𝑄̂, (1)

где

𝑈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρ

ρ𝑢
ρ𝑣
ρ𝑤
𝑒

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρ𝑢

𝑃 + ρ𝑢2

ρ𝑢𝑣
ρ𝑢𝑤
𝐻𝑢

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝐺̂ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρ𝑣
ρ𝑢𝑣

𝑃 + ρ𝑣2

ρ𝑣𝑤
𝐻𝑣

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝑄̂ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−ρ𝑣/𝑟
−ρ𝑢𝑣/𝑟

ρ(𝑤2 − 𝑣2)/𝑟
−2ρ𝑣𝑤/𝑟
−𝐻𝑣/𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Здесь ρ обозначает плотность; 𝑃 — давление; 𝑢, 𝑣 и 𝑤 — аксиальная, радиальная и тангенциальная компоненты
скорости соответственно; 𝑐— скорость звука; 𝑒 = 𝐸+ ρ

2 (𝑢2+𝑣2+𝑤2),𝐻 = 𝑊 + ρ

2 (𝑢2+𝑣2+𝑤2);𝐸 и𝑊 = 𝐸+𝑃 —
внутренняя энергия и энтальпия единицы объема.

Будем считать, что газ совершенен, т.е. 𝐸 = 1
γ−1𝑃 , 𝑐2 = γ𝑃

ρ
, γ = const.

2. Недивергентная форма:
𝜕𝑋

𝜕𝑡
+ 𝐴

𝜕𝑋

𝜕𝑧
+ 𝐵̂

𝜕𝑋

𝜕𝑟
= 𝐷̂, (2)

где

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρ

𝑢
𝑣
𝑤
𝑃

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐷̂ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ρ𝑣/𝑟

0
𝑤2/𝑟
−𝑣𝑤/𝑟
ρ𝑐2𝑣/𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑢 ρ 0 0 0
0 𝑢 0 0 1/ρ
0 0 𝑢 0 0
0 0 0 𝑢 0
0 ρ𝑐2 0 0 𝑢

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐵̂ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑣 0 ρ 0 0
0 𝑣 0 0 0
0 0 𝑣 0 1/ρ
0 0 0 𝑣 0
0 0 ρ𝑐2 0 𝑣

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Геометрия задачи (см. фиг. 1) определяется следующими параметрами: 𝑧 = 0 — входное сечение, 𝑧 = 𝐿 —
выходное сечение; 𝑟 = 𝑅𝑤(𝑧) и 𝑟 = 𝑅𝑏(𝑧) — зависимость радиуса стенки сопла и радиуса стенки центрального
тела от 𝑧. Заметим, что центральное тело может простираться как вдоль всего сопла (𝑅𝑏(𝑧) ̸= 0), так и только
вдоль его передней части (𝑅𝑏(𝑧) ≡ 0 при 𝑧 > 𝑧*), а может отсутствовать (𝑅𝑏(𝑧) ≡ 0).

Для простоты постановки входных граничных условий полагаем, что в некоторой окрестности входного

сечения обе границы представляют собой цилиндрические поверхности, т. е.
𝑑𝑅𝑤

𝑑𝑧
=

𝑑𝑅𝑏

𝑑𝑧
≡ 0 на интервале

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧1.
На границах расчетной области задаются следующие граничные условия.
1. Во входном сечении:

𝑣 = 0, 𝑤 = 𝑘(𝑟)𝑢. (3)

Первое условие обусловлено цилиндрической геометрией входной части сопла, а второе условие имитирует за-
крутку, создаваемую закручивающим устройством лопастного типа. А именно, полагаем, что поток после про-
хождения лопаток поворачивается на угол α𝑖𝑛 : 𝑡𝑔(α𝑖𝑛) = 𝑘(𝑟). Зависимость α𝑖𝑛 от 𝑟 моделирует крутку лопаток,
т.е. зависимость угла поворота лопатки от 𝑟.

Внешняя стенка канала

1

8
2

3
4

5
6

7

Фиг. 1. Общая схема расчетной области: 1 — входная область, 2 — форкамера, 3 — горловина, 4 — диффузор, 5 — рабочая
камера, 6 — конфузор, 7 —выходная область, 8 — центральное тело.
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Мы будем предполагать, что вход в сопло дозвуковой. В дозвуковом входном сечении необходимы четыре
граничных условия. Таким образом, кроме двух кинематических условий (3) необходимо указать еще два усло-
вия. Такими условиями может быть, например, определение любой пары следующих функций:𝑃 (𝑟), ρ(𝑟), 𝑇 (𝑟),
где 𝑇 — температура. Однако зависимость этих функций от 𝑟 неизвестна и предположение о их постоянстве
относительно 𝑟 вряд ли верно. Поэтому более естественным путем является задание состояния газа, покоя-
щегося в газгольдере — резервуаре большого объема, из которого газ поступает к лопаткам закручивающего
устройства. Такое состояние можно определить через два параметра покоя: либо (𝑃0, 𝑇0), либо (𝑃0, ρ0), либо
(ρ0, 𝑇0). Поскольку процесс истечения газа из газгольдера к лопаткам можно рассматривать как стационарный
и адиабатический, будем считать, что на входе в сопло энтропия 𝑆 = 𝑃ρ−γ и интеграл Бернулли 𝐵 = 1

ρ
𝐻 рав-

ны своим значениям в критической точке, т.е. равны известным значениям 𝑆0 и 𝐵0. Следовательно, к двум
линейным граничным условиям (3) необходимо добавить два нелинейных условия:

𝑃ρ−γ = 𝑆0, (4)

𝑐2

γ− 1
+

𝑢2
[︀
1 + 𝑘2(𝑟)

]︀
2

= 𝐵0 (5)

где 𝑆0 = 𝑃0ρ
−γ
0 , 𝐵0 =

𝑐20
γ− 1

(условие (3) учитывается в граничном условии (5)).

2. В выходном сечении возможны два случая. Первый случай — выходная секция сверхзвуковая. Тогда
граница не требует никаких граничных условий. Второй случай — дозвуковое выходное сечение. Тогда для
корректной постановки задачи необходимо наложить одно граничное условие (предполагается положитель-
ность 𝑢out). Обычно в качестве такого граничного условия задается постоянное давление:

𝑃 = 𝑃out. (6)

3. На стенке сопла и на поверхности центрального тела ставятся условия непротекания:
𝑣𝑤
𝑢𝑤

= 𝑅′
𝑤(𝑧),

𝑣𝑏
𝑢𝑏

= 𝑅′
𝑏(𝑧). (7)

Здесь и далее штрих обозначает дифференцирование по 𝑧.
Заметим, что на оси 𝑧 (где нет центрального тела) никаких дополнительных граничных условий не требуется

(точнее, требуется только ограниченность решения). Из-за осевой симметрии имеем для 𝑟 = 0

𝜕𝑃

𝜕𝑟
=

𝜕ρ

𝜕𝑟
=

𝜕𝑢

𝜕𝑟
= 𝑣 = 𝑤 = 0.

Эти соотношения можно использовать в численном алгоритме, чтобы избежать потери аппроксимации, свя-
занной с особенностью координат.

Для проведения расчетов используется расчетная система координат. Геометрия задачи позволяет легко пе-
рейти к простой расчетной области, введением нормирующей координаты ξ:

𝑟 = ξ𝑅𝑤(𝑧) + (1 − ξ)𝑅𝑏(𝑧).

Теперь область расчета представляет собой прямоугольник Ω : {0 ≤ ξ ≤ 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿}.
В координатах (𝑧, ξ) система (1) принимает форму

𝜕𝑈

𝜕𝑡
+

𝜕𝐹

𝜕𝑧
+

𝜕𝐺

𝜕ξ
= 𝑄, (8)

где

𝐹 = 𝐹 , 𝐺 = 𝑐𝐵𝐺̂− 𝑐𝐴𝐹 , 𝑄 = 𝑄̂− 𝜕𝑐𝐴
𝜕ξ

𝐹 ,

𝑐𝐵 = 1/(𝑅𝑤 −𝑅𝑏), 𝑐𝐴 = 𝑐𝐵
[︀
ξ𝑅′

𝑤 + (1 − ξ)𝑅′
𝑏

]︀
,

𝜕𝑐𝐴
𝜕ξ

= 𝑐𝐵 [𝑅′
𝑤 −𝑅′

𝑏].

Для недивергентной формы (2) имеем в новых координатах:

𝜕𝑋

𝜕𝑡
+ 𝐴

𝜕𝑋

𝜕𝑧
+ 𝐵

𝜕𝑋

𝜕ξ
= 𝐷, (9)

где
𝐴 = 𝐴, 𝐵 = 𝑐𝐵𝐵̂ − 𝑐𝐴𝐴, 𝐷 = 𝐷̂. (10)

Итак, мы рассматриваем решение начально-краевой задачи для системы (8) (или (9)) с граничными усло-
виями (3)–(7).
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2. ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ

Особенностью рассматриваемой задачи является вытянутая вдоль оси 𝑧 геометрия сопла, что приводит к
различию геометрических масштабов вдоль оси 𝑧 и вдоль оси 𝑟, что в свою очередь приводит к необходимости
использовать по радиусу более мелкую сетку. К тому же требованию приводит наличие закрутки потока газа:
при приближении линий тока к оси 𝑧 возникают большие градиенты в потоке из-за резкого роста тангенциаль-
ной скорости. Таким образом, естественно использовать для решения этой задачи неявную схему по 𝑟 (по ξ) и
явную по 𝑧. Последняя дешевле и лучше разрешает движущиеся ударные волны. Практика численных расчетов
показывает, что неявные схемы имеют меньшую разрешающую способность, чем явные, и поэтому желательно
минимизировать объем их использования.

Приемлемый компромисс может быть достигнут при использовании следующего принципа: использовать
неявную схему в тех и только тех ситуациях, когда модуль соответствующего числа Куранта превышает еди-
ницу. Схемы, удовлетворяющие этому условию, можно назвать локально-неявными. Понятно, что такие схемы
нелинейны и их структура зависит от локальных свойств решений. Что касается продольной координаты 𝑧,
структура течения диктует выбор явной схемы.

Таким образом, эффективная для этой задачи схема должна обладать следующими свойствами:
1) явная по направлению координаты 𝑧;
2) локально-неявная по направлению координаты ξ, т.е. в зависимости от значения числа Куранта стано-

виться либо явной, либо неявной;
3) переключение между явной и неявной схемами должно быть непрерывным.
Опыт использования различных локально-неявных схем подтвердил их эффективность [7], [6].
Мы будем пользоваться технологией конструирования локально-неявных консервативных схем с пересче-

том, предложенной в [6] для системы линейных двумерных гиперболических уравнений. Там же доказана аб-
солютная устойчивость этой схемы. Если использование неявного варианта схем ограничить только одним на-
правлением (в нашем случае поперек оси 𝑧, то схема будет устойчива при числе Куранта по явному направле-
нию меньше 1. Поскольку устойчивость разностной схемы в признаке устойчивости Неймана (спектральный
признак) применяется к линеаризованным уравнениям с замороженными коэффициентами, доказательство
устойчивости приведенное в [6] применимо и к предлагаемой здесь схеме для уравнений Эйлера.

3. РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ЭЙЛЕРА

Следуя методологии понятия конечных объемов, мы разбиваем расчетную область в пространстве (𝑡, 𝑧, ξ) на
объемы координатными поверхностями 𝑡 = 𝑡𝑛 ≡ τ𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .; 𝑧 = 𝑧𝑚+1/2 ≡ ℎ𝑧𝑚, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . ,𝑀 , ℎ𝑧 =
= 𝐿/𝑀 ; ξ = ξ𝑘+1/2 ≡ ℎξ𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,𝐾, ℎ𝑧 = 1/𝐾. Значения сеточных функций 𝑈𝑛

𝑚,𝑘 на верхнем и нижнем
слоях по времени будем относить к центрам этих пространственных ячеек 𝑧𝑚 = ℎ𝑧(𝑚−1/2), 𝑚 = 0, 1, 2, . . . ,𝑀 ,
ξ𝑘 = ℎξ(𝑘 − 1/2), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,𝐾 т.е. 𝑈𝑛

𝑚,𝑘 = 𝑈(𝑡𝑛, 𝑧𝑚, ξ𝑘).
Предлагаемый алгоритм использует обе формы основной системы: недивергентную (9) и дивергентную (8).

Основным элементом алгоритма является расчет потоков 𝐹 и 𝐺 на боковых сторонах расчетной ячейки, т.е.
𝐹𝑚+1/2,𝑘, 𝐺𝑚,𝑘+1/2 (см. фиг. 2).
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Фиг. 2. Расчетная ячейка.
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Начнем с 𝑧-направления, для которого потоки можно вычислить по явной схеме. При построении этой

схемы используются левые собственные векторы ψ𝐴 матрицы Якоби
𝜕𝐹

𝜕𝑈
и ее собственные значения λ𝐴. Пусть

ϕ𝐴 — левый собственный вектор матрицы 𝐴: ϕ𝐴𝐴 = λ𝐴ϕ𝐴. Поскольку ψ𝐴 𝜕𝐹

𝜕𝑈
= λ𝐴ψ𝐴 и

𝜕𝐹

𝜕𝑈
=

𝜕𝑈

𝜕𝑋
𝐴

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑋

)︂−1

,

то ψ𝐴 = ϕ𝐴

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑋

)︂−1

.

Матрица 𝐴 имеет следующие собственные значения и векторы:

λ
𝐴
1 = λ

𝐴
2 = λ

𝐴
3 = 𝑢, λ

𝐴
4 = 𝑢 + 𝑐, λ

𝐴
5 = 𝑢− 𝑐,

φ
𝐴
1 = (𝑐2, 0, 0, 0,−1), φ

𝐴
2 = (0, 0, 1, 0, 0), φ

𝐴
3 = (0, 0, 0, 1, 0), φ

𝐴
4 = (0, ρ𝑐, 0, 0, 1), φ

𝐴
5 = (0, ρ𝑐, 0, 0,−1).

Матрица
𝜕𝑈

𝜕𝑋
имеет вид:

𝜕𝑈

𝜕𝑋
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
𝑢 ρ 0 0 0
𝑣 0 ρ 0 0
𝑤 0 0 ρ 0
𝑉 2

2
ρ𝑢 ρ𝑣 ρ𝑤

1

γ− 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑉 2 = 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2. Тогда в качестве ψ𝐴
𝑖 имеем следующие векторы:

ψ
𝐴
1 =

(︂
𝑐2

γ− 1
− 𝑉 2

2
, 𝑢, 𝑣, 𝑤,−1

)︂
;

ψ
𝐴
2 = (−𝑣, 0, 1, 0, 0) ;

ψ
𝐴
3 = (−𝑤, 0, 0, 1, 0) ;

ψ
𝐴
4 =

(︂
− 𝑢𝑐

γ− 1
+

𝑉 2

2
,

𝑐

γ− 1
− 𝑢,−𝑣,−𝑤, 1

)︂
;

ψ
𝐴
5 =

(︂
− 𝑢𝑐

γ− 1
− 𝑉 2

2
,

𝑐

γ− 1
+ 𝑢, 𝑣, 𝑤,−1

)︂
.

Определим неизвестные потоки 𝐹 из следующей одномерной системы:

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+

𝜕𝐹

𝜕𝑈

𝜕𝐹

𝜕𝑧
= 0. (11)

Заморозим матричные коэффициенты и после преобразования (11) к диагональному виду получим для инва-
риантов 𝐼𝐴𝑖 = ψ𝐴

𝑖 𝐹 следующую систему:
𝜕𝐼𝐴𝑖
𝜕𝑡

+ λ
𝐴
𝑖

𝜕𝐼𝐴𝑖
𝜕𝑧

= 0. (12)

Затем на основании вышеизложенного выводится алгоритм расчета 𝐹𝑚+1/2,𝑘.
1) Расчет 𝑋𝑚+1/2,𝑘 на боковой стороне с помощью простого усреднения по точкам (𝑚, 𝑘) и (𝑚 + 1, 𝑘).
2) Расчет

(︀
ψ𝐴
𝑖

)︀
𝑚+1/2,𝑘

и
(︀
λ𝐴𝑖

)︀
𝑚+1/2,𝑘

по 𝑋𝑚+1/2,𝑘 для всех 𝑖 = 1, . . . , 5.

3) Определение 𝐹𝑚+1/2,𝑘 из системы линейных уравнений, 𝑖 = 1, . . . , 5:

(︀
ψ
𝐴
𝑖

)︀
𝑚+1/2,𝑘

𝐹𝑚+1/2,𝑘 =

{︃(︀
ψ𝐴
𝑖 𝐹

)︀
𝑚,𝑘

,
(︀
λ𝐴𝑖

)︀
𝑚+1/2,𝑘

> 0(︀
ψ𝐴
𝑖 𝐹

)︀
𝑚+1,𝑘

,
(︀
λ𝐴𝑖

)︀
𝑚+1/2,𝑘

< 0
. (13)

Чтобы изменение знака λ𝐴𝑖 не приводило к нефизическим решениям, в алгоритм включен анализ знаков
λ𝐴𝑖 в точках, соседних с данной гранью (по 𝑚). В случае

(︀
λ𝐴𝑖

)︀
𝑚,𝑘

(︀
λ𝐴𝑖

)︀
𝑚+1,𝑘

< 0 соответствующее уравнение в
системе (13) необходимо изменить следующим образом:(︀

ψ
𝐴
𝑖

)︀
𝑚+1/2,𝑘

𝐹𝑚+1/2,𝑘 =
(︀
ψ
𝐴
𝑖

)︀
𝑚+1/2,𝑘

𝐹𝑚,𝑘 + 𝐹𝑚+1,𝑘

2
.

Для входного сечения четыре уравнения системы (13), соответствующие положительным λ𝐴𝑖 , заменяются
граничными условиями. Для дозвукового выхода последнее уравнение из (13) заменяется граничным условием
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𝑃 = 𝑃out. В случае сверхзвукового выхода правая часть в (13) полностью определена (ввиду положительности
всех λ𝐴𝑖 на такой границе).

Собственные векторыψ𝐴
𝑖 , необходимые для расчета граничных потоков, вычисляются не путем усреднения

по соседним точкам (это невозможно), а путем простой экстраполяции или даже переноса значений ψ𝐴
𝑖 из

соседней внутренней точки.
Теперь давайте обратимся к направлению ξ. Как и в случае направления 𝑧 потоки 𝐺 на гранях расчетной

ячейки определим из одномерной системы. Но поскольку в рассматриваемой задаче поперечные этому направ-
лению скачки отсутствуют, расчет соответствующих потоков 𝐺 можно провести, используя одномерную часть
недивергентной формы основной системы (9):

𝜕𝑋

𝜕𝑡
+ 𝐵

𝜕𝑋

𝜕ξ
= 0. (14)

Это заметно сокращает время расчета, так как упрощает формулы. Согласно (10) матрица имеет вид:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑐𝐵𝑢− 𝑐𝐴𝑣 −𝑐𝐴ρ 𝑐𝐵𝑣 0 0

0 𝑐𝐵𝑢− 𝑐𝐴𝑣 0 0 −𝑐𝐴
ρ

0 0 𝑐𝐵𝑢− 𝑐𝐴𝑣 0
𝑐𝐵
ρ

0 0 0 𝑐𝐵𝑢− 𝑐𝐴𝑣 0
0 −𝑐𝐴ρ𝑐

2 𝑐𝐵ρ𝑐
2 0 𝑐𝐵𝑢− 𝑐𝐴𝑣

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Собственные значения матрицы 𝐵 имеют вид:

λ
𝐵
1 = λ

𝐵
2 = λ

𝐵
3 = −𝑐𝐴𝑢 + 𝑐𝐵𝑣, λ

𝐵
4 = λ

𝐵
1 + 𝑑, λ

𝐵
5 = λ

𝐵
1 − 𝑑,

где 𝑑 =
√︀
𝑐2𝐴 + 𝑐2𝐵 .

Им соответствуют следующие собственные векторы ϕ𝐵
𝑖 :

ϕ
𝐵
1 = (𝑐2, 0, 0, 0,−1),

ϕ
𝐵
2 = (0, 𝑐𝐵 ,−𝑐𝐴, 0, 0),

ϕ
𝐵
3 = (0, 0, 0, 1, 0), (15)

ϕ
𝐵
4 = (0,αρ𝑐, βρ𝑐, 0, 1),

ϕ
𝐵
5 = (0,αρ𝑐, βρ𝑐, 0,−1),

где α = −𝑐𝐴/𝑑, β = 𝑐𝐵/𝑑.
Поскольку теперь искомый вектор не 𝑈 , а 𝑋 (см. (9)), аналогом (12) является

𝜕𝐼𝐵𝑖
𝜕𝑡

+ λ
𝐵
𝑖

𝜕𝐼𝐵𝑖
𝜕ξ

= 0, 𝑖 = 1, . . . , 5, (16)

где 𝐼𝐵𝑖 = φ𝐵
𝑖 𝑋, т. е. инварианты не уравнения для потоков (11), а уравнения для неконсервативных величин (14).

Локально-неявная по ξ схема строится в виде разностной системы вида:

𝐴𝑘+1/2𝐼
𝐵
𝑘−1/2 + 𝐵𝑘+1/2𝐼

𝐵
𝑘+1/2 + 𝐶𝑘+1/2𝐼

𝐵
𝑘+3/2 = 𝐷𝑘+1/2, 𝑘 = 0, . . . ,𝐾, (17)

где 𝐼𝐵 — вектор-столбец с компонентами 𝐼𝐵𝑖 , 𝐴,𝐵,𝐶 являются (5 × 5) матрицами.
Каждое уравнение (𝑖-я строка) этой системы является разностной аппроксимацией соответствующего урав-

нения системы (16) (индекс 𝑚 опущен для упрощения написания):

(𝑎𝑖)𝑘+1/2

(︀
𝐼𝐵𝑖

)︀
𝑘−1/2

+ (𝑏𝑖)𝑘+1/2

(︀
𝐼𝐵𝑖

)︀
𝑘+1/2

+ (𝑐𝑖)𝑘+1/2

(︀
𝐼𝐵𝑖

)︀
𝑘+3/2

= (𝑑𝑖)𝑘+1/2, 𝑘 = 0, . . . ,𝐾,

То есть аппроксимация уравнения (14) приводит к диагональным матричным коэффициентам 𝐴,𝐵,𝐶. Ко-
эффициенты 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖 стоят на диагонали в 𝑖-й строке матриц𝐴,𝐵,𝐶, а коэффициент 𝑑𝑖 стоит в 𝑖-й строке векто-
ра правых частей 𝐷. Эти коэффициенты вычисляются по следующему правилу в соответствии с направлением
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распространения (знаком собственного числа) соответствующего инварианта и величиной соответствующего
числа Куранта: (︀

𝑞𝐵𝑖
)︀
𝑘+1/2

≥ 1 : 𝑎𝑖 = 1 −
(︀
𝑞𝐵𝑖

)︀
𝑘
, 𝑏𝑖 =

(︀
𝑞𝐵𝑖

)︀
𝑘
, 𝑐𝑖 = 0, 𝑑𝑖 =

(︀
𝐼𝐵𝑖

)︀
𝑘
;

0 <
(︀
𝑞𝐵𝑖

)︀
𝑘+1/2

≤ 1 : 𝑎𝑖 = 0, 𝑏𝑖 = 1, 𝑐𝑖 = 0, 𝑑𝑖 =
(︀
𝐼𝐵𝑖

)︀
𝑘
;

− 1 ≤
(︀
𝑞𝐵𝑖

)︀
𝑘+1/2

< 0 : 𝑎𝑖 = 0, 𝑏𝑖 = 1, 𝑐𝑖 = 0, 𝑑𝑖 =
(︀
𝐼𝐵𝑖

)︀
𝑘+1

;(︀
𝑞𝐵𝑖

)︀
𝑘+1/2

≤ −1 : 𝑎𝑖 = 0, 𝑏𝑖 = −
(︀
𝑞𝐵𝑖

)︀
𝑘+1

, 𝑐𝑖 = 1 +
(︀
𝑞𝐵𝑖

)︀
𝑘+1

, 𝑑𝑖 =
(︀
𝐼𝐵𝑖

)︀
𝑘+1

.

(18)

Числа Куранта 𝑞𝐵𝑖 = λ𝐵𝑖 κξ и инварианты 𝐼𝐵𝑖 вычисляются на нижнем слое 𝑡 = 𝑡𝑛. Все значения газодинамиче-
ских величин, относимые к боковым сторонам расчетной ячейки, т.е. имеющие дробный индекс по отношению
к 𝑘, рассчитываются по усредненным значениям базовых величин 𝑋𝑛

𝑘+1/2 = 1
2 (𝑋𝑛

𝑘 + 𝑋𝑛
𝑘+1).

Система (17) замыкается граничными условиями непротекания при ξ = 0 и ξ = 1:

−𝑐𝐴𝑢 + 𝑐𝐵𝑣 = 0,

которое можно выразить через инварианты 𝐼𝐵4 и 𝐼𝐵5 как

𝐼𝐵4 + 𝐼𝐵5 = 0. (19)

Напомним, что 𝐼𝐵4,5 = (−𝑐𝐴𝑢+ 𝑐𝐵𝑣)ρ𝑐/𝑑±𝑃 . Следовательно, на обеих этих границах λ𝐵1,2,3 = 𝑞𝐵1,2,3 = 0, 𝐼𝐵4 = 𝑃 ,
𝐼𝐵5 = −𝑃 , и

𝐺 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

−𝑐𝐴𝑃
𝑐𝐵𝑃

0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Видно, что для вычисления 𝐺 на границе необходимо иметь ровно одно скалярное условие. На границе ξ = 0
этим условием является значение приходящего из расчетной области инварианта с 𝐼𝐵5 , на границе ξ = 1 —
инварианта с 𝐼𝐵4 . Поэтому

𝐺
⃒⃒
ξ=0

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

𝑐𝐴𝐼
𝐵
5

−𝑐𝐵𝐼
𝐵
5

0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐺
⃒⃒
ξ=1

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

−𝑐𝐴𝐼
𝐵
4

𝑐𝐵𝐼
𝐵
4

0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Таким образом, для вычисления 𝐺 на границе нет необходимости вычислять там же инварианты 𝐼𝐵1 , 𝐼𝐵2 , 𝐼𝐵3 ,
и можно назначить им любые значения, например, 0. А для того, чтобы эти величины не возникали в разност-
ных уравнениях на соседних с границей гранях мы наложим ограничения на шаг по времени τ:⃒⃒

𝑞11+1/2

⃒⃒
≤ 1,

⃒⃒
𝑞1𝐾−1/2

⃒⃒
≤ 1.

Это условие не является стеснительным, поскольку на соседних гранях (на границах области)
⃒⃒
𝑞11−1/2

⃒⃒
= 0,⃒⃒

𝑞1𝐾+1/2

⃒⃒
= 0 и является естественным, так как сигнализирует о недостаточном количестве точек. Кроме того,

мы потребуем, чтобы на противоположных гранях одной ячейки числа 𝑞𝑘 с одинаковыми номерами инвари-
антов 𝑘 не лежали по разные стороны от отрезка [−1, 1], что также сигнализирует о недостаточном количестве
точек.

В результате уравнения для первых трех инвариантов отщепляются от общей системы уравнений (17) в виде
трех скалярных трехдиагональных разностных уравнений, решение которых можно найти с помощью эконо-
мичного метода скалярной прогонки.

Что касается оставшихся инвариантов 𝐼𝐵4 , 𝐼𝐵5 , то эти инварианты можно найти из соответствующей подси-
стемы (17) для 2-векторов 𝐼(2) = (𝐼𝐵4 , 𝐼𝐵5 ). В этой подсистеме на каждой границе разностное уравнение, соот-
ветствующее входящей в расчетную область характеристике (т.е. для ξ = 0 — четвертое уравнение, а для ξ = 1 —
пятое уравнение), должно быть заменено граничным условием (13). В результате на нижней границе матрич-
ный коэффициент 𝐴 подсистемы для 2-вектора 𝐼(2) гарантированно обращается в нуль, а на верхней границе
то же происходит с матричным коэффициентом 𝐶. Таким образом, полученная подсистема для 𝐼𝐵4 и 𝐼𝐵5 имеет
стандартную трехдиагональную структуру и для ее решения можно использовать метод векторной прогонки для
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двумерных векторов, которая гораздо эффективнее, чем прогонка для пятимерных векторов. Дополнительное
ускорение расчета можно получить, если учесть, что на всех гранях расчетных ячеек, кроме крайних, матрицы
𝐴,𝐵,𝐶 являются диагональными.

Решение обеих подсистем дает на всех гранях полный набор инвариантов 𝐼𝐵1 , . . . , 𝐼𝐵5 . После этого компо-
ненты вектора 𝑋 на тех же гранях находятся по формулам (см. (15) и (16)):

𝑃 = (𝐼𝐵4 − 𝐼𝐵5 )/2,

ρ = (𝐼𝐵1 + 𝑃 )/(𝑐2)𝑓 ,

𝑢 =
(βρ𝑐)𝑓𝐼

𝐵
2 − (𝑐𝐴)𝑓 (𝐼𝐵4 + 𝐼𝐵5 )/2

(βρ𝑐)𝑓 (𝑐𝐵)𝑓 − (αρ𝑐)𝑓 (𝑐𝐴)𝑓
,

𝑣 =
(αρ𝑐)𝑓𝐼

𝐵
2 − (𝑐𝐵)𝑓 (𝐼𝐵4 + 𝐼𝐵5 )/2

(αρ𝑐)𝑓 (𝑐𝐴)𝑓 − (βρ𝑐)𝑓 (𝑐𝐵)𝑓
,

𝑤 = 𝐼𝐵3 ,

где индекс 𝑓 означает, что это величины, вычисленные на соответствующей грани путем усреднения по значе-
ниям в соседних целочисленных точках нижнего слоя (аналогично расчету

(︀
𝑞𝐵𝑖

)︀
𝑘+1/2

в (18)).

Далее по 𝑋 вычисляется 𝑈 , а по нему 𝐺. На этом процедура расчета потоков закончена.
Описанный выше метод расчета потоков 𝐹 (по явной схеме) и 𝐺 (по локально неявной схеме) составляет

основу алгоритма перехода на следующий слой. Как и в скалярном случае (см. разд. 2), эта процедура выпол-
няется в два этапа, которые можно назвать предиктором и корректором.

На этапе предиктора вычисляются потоки 𝐹 и 𝐺̃ по описанному выше алгоритму и значениям консерватив-
ных величин на нижнем временном слое:

𝐹 = 𝐹 (𝑈𝑛), 𝐺̃ = 𝐺(𝑈𝑛),

и с помощью дивергентного замыкания вычисляются предварительные значения консервативных величин на
верхнем слое:

𝑈̃𝑛+1
𝑚,𝑘 = 𝑈𝑛

𝑚,𝑘 − κ𝑧(𝐹𝑚+1/2,𝑘 − 𝐹𝑚−1/2,𝑘) − κξ(𝐺̃𝑚,𝑘+1/2 − 𝐺̃𝑚,𝑘−1/2) + τ𝑄𝑛
𝑚,𝑘, 𝑚 = 1, . . . ,𝑀 ; 𝑘 = 1, . . . ,𝐾;

и, в свою очередь, 𝑋̃𝑚,𝑘:

ρ = 𝑈1, 𝑢 = 𝑈2/𝑈1, 𝑣 = 𝑈3/𝑈1, 𝑤 = 𝑈4/𝑈1, 𝑃 = (γ− 1)
[︁
𝑈5 − ρ(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2)/2

]︁
.

Этап корректора отличается от первого только заменой вектора 𝑈𝑛, участвующего в вычислении 𝐹 и 𝐺, на
взвешенное значение

𝑈 ν = ν𝑈̃ + (1 − ν)𝑈𝑛.

По этим значениям вычисляются уточненные значения потоков

𝐹 = 𝐹 (𝑈 ν), 𝐺 = 𝐺(𝑈 ν),

и уточненные значения консервативных величин на верхнем слое:

𝑈𝑛+1
𝑚,𝑘 = 𝑈𝑛

𝑚,𝑘 − κ𝑧(𝐹𝑚+1/2,𝑘 − 𝐹𝑚−1/2,𝑘) − κξ(𝐺𝑚,𝑘+1/2 −𝐺𝑚,𝑘−1/2) + τ𝑄𝑛
𝑚,𝑘, 𝑚 = 1, . . . ,𝑀 ; 𝑘 = 1, . . . ,𝐾;

Нужно брать величину ν = 0.25, так как только это значение обеспечивает устойчивость при любых числах
Куранта 𝑞𝐵𝑖 .

Подчеркнем, что в этом методе этап коррекции делается не для повышения точности схемы, а для повы-
шения области ее устойчивости: в результате этапа корректора схема становится устойчивой при всех числах
Куранта по оси 𝑧, не превосходящих по модулю 1, и при всех числах Куранта по оси ξ, т. е. поперек канала.

4. ОСОБЕННОСТИ В ЗАКРУЧЕННЫХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ПОТОКАХ

Поскольку рассматриваемое течение не зависит от угловой координаты, четвертое уравнение системы (1)
дает

𝑑Ω

𝑑𝑡
= 0,

𝑑

𝑑𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑧
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑟
, (20)
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где Ω = 𝑤𝑟. Это уравнение выражает сохранение циркуляции вдоль траектории жидкой частицы потока. Под
траекторией мы понимаем ее след на плоскости (𝑧, 𝑟). (Настоящая траектория — спиральная.)

Рассмотрим некоторые следствия закона сохранения циркуляции и начнем со стационарного течения в соп-
ле с центральным телом, см. фиг. 1. Предположим, что 𝑤 ̸= 0 во входном сечении в точке 𝐶, расположенной
на поверхности (образующей) центрального тела. При движении вперед вдоль поверхности тела частица опус-
кается к оси 𝑧, т.е. ее 𝑟-координата уменьшается. Но Ω = const вдоль линии тока. Поэтому 𝑤 вдоль этой линии
увеличивается. Таким образом, эта линия тока не может достичь оси 𝑧, так как при 𝑟 → 0 𝑤 → ∞, и должна
существовать точка, в которой линия тока отрывается от тела и идет вниз по каналу, оставаясь на конечном
расстоянии от оси симметрии. В этом случае под такой линией должна возникнуть зона застоя.

В нестационарном течении ситуация та же, поскольку при приближении жидкой частицы к оси 𝑟 = 0 ази-
мутальная скорость будет неограниченно расти, что противоречит ограниченности скорости потока. Вообще,
закон сохранения циркуляции запрещает любые линии тока с Ω ̸= 0, простирающиеся до оси 𝑧. Этот факт
фактически делает некорректной задачу о невязком течении закрученного газа в сопле с центральным телом
конечной длины. Местоположение точки отрыва и структура течения, строго говоря, существенно зависят от
исходных данных.

Эту трудность можно преодолеть двумя способами. Во-первых, можно задать такие условия на входе, что-
бы закрутка на центральном теле равнялась нулю. На практике такое требование может быть выполнено путем
изменения угла поворота закручивающих лопаток по радиусу так, чтобы на центральном теле закрутка не воз-
никала. Во-вторых, можно ввести тонкую трубку, например цилиндрическую, радиусом ε, не позволяющую
линиям тока доходить до оси 𝑟 = 0. Разумеется, толщина этой трубки должна быть достаточно малой, чтобы не
оказывать существенного влияния на основную часть потока.

Для оценки толщины области отрыва в окрестности оси симметрии или, что практически то же самое, ра-
диус искусственной трубки, продлевающей центральное тело на весь диапазон изменения 𝑧, рассмотрим сле-
дующую модельную задачу. Предположим, что течение изоэнтропическое, изоэнергетическое, стационарное и
не зависит от продольной координаты 𝑧. Тогда 𝑣 = 0 и все остальные функции, зависящие только от 𝑟, удовле-
творяют следующей системе уравнений:

𝑃 = 𝑆0ρ
γ, (21)

γ

γ− 1

𝑃

ρ
+

𝑢2 + 𝑤2

2
= 𝐻0, (22)

𝑟
𝑑𝑃

𝑑𝑟
= ρ𝑤2, (23)

где 𝑆0 =
𝑃0

ρ
γ

0

, 𝐻0 =
γ

γ− 1

𝑃0

ρ0
.

Вводя скорость звука 𝑐2 = γ𝑃/ρ, перепишем (22) в следующей форме:

𝑐2 +
γ− 1

2
(𝑢2 + 𝑣2) = (γ− 1)𝐻0. (24)

Из (21) и (23) следует, что

𝑟
𝑑𝑐2

𝑑𝑟
= (γ− 1)𝑤2. (25)

Исключение 𝑤2 из (24) и (25) дает
𝑟

2

𝑑𝑐2

𝑑𝑟
+ 𝑐2 = 𝑓(𝑟), (26)

где

𝑓(𝑟) = (γ− 1)

[︂
𝐻0 −

𝑢2(𝑟)

2

]︂
,

решением (26) является

𝑐2(𝑟) =
2

𝑟2

𝑟∫︁
ε

𝑠𝑓(𝑠)𝑑𝑠,

где ε — произвольная постоянная.
Предположим, что 𝑢(𝑟) = const = 𝑢0. Обозначая через 𝑓0 > 0 соответствующее значение 𝑓 , получим

𝑐2(𝑟) = 𝑓0

(︂
1 − ε2

𝑟2

)︂
.
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Тогда

𝑤(𝑟) =

√︃
2𝑓0
γ− 1

ε

𝑟
,

ρ(𝑟) =

[︂
𝑓0
γ𝑆0

(︂
1 − ε2

𝑟2

)︂]︂ 1
γ−1

,

𝑃 (𝑟) = 𝑆0

[︂
𝑓0
γ𝑆0

(︂
1 − ε2

𝑟2

)︂]︂ 1
γ−1

.

Для продольного числа Маха 𝑀𝑧 получим

𝑀𝑧 = 𝑢0

[︂
𝑓0

(︂
1 − ε2

𝑟2

)︂]︂ 1
2

.

И окончательно

Ω = 𝑤𝑟 = ε

√︃
2

γ− 1
𝑓0 = const. (27)

Следовательно, рассматриваемое течение существует только за пределами ε-окрестности оси 𝑧, т.е. только
для 𝑟 > ε. При 𝑟 → ε+ 0, значения 𝑃 и ρ стремятся к нулю, а значения 𝑤 и 𝑀𝑧 — к бесконечности.

Из (27) следует, что
ε = Ω(2𝐻0 − 𝑢2

0)−1/2, (28)

что и является искомой оценкой ε. Переменность 𝑢(𝑟) не приводит к принципиальному изменению картины
течения, а лишь усложняет формулы.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ И ОБСУЖДЕНИЕ

Расчеты проводились для различных форм канала и различных параметров потока, но сценарий расчета для
всех случаев был общим: вначале рассчитывалось стационарное течение без закрутки (𝑘(𝑟) = 0 в формуле (3)),
а затем мгновенно или за короткий промежуток времени закручивающие лопатки поворачивались на задан-
ный угол. При этом геометрия канала и параметры потока были таковы, что в минимальном сечении в стаци-
онарном течении достигалась звуковая скорость потока и ниже его течение было сверхзвуковым (по крайней
мере на некотором участке). Это позволяет разделить до некоторой степени исследование течения в форка-
мере (область от конца центрального тела до критического сечения, или горловины) и в области диффузора
(расширение канала за горловиной).

Коснемся еще раз вопроса о роли центрального тела. Ряд численных экспериментов, выполненных с помо-
щью представленного алгоритма, позволяет утверждать, что стационарное течение в соплах без центрального
тела даже при наличии закрутки существует и без специальных ухищрений может быть получено установлением
по времени. Требуемое время установления соответствует примерно 3–5-кратному прохождению возмущения
через форкамеру вниз и вверх по потоку. То же самое справедливо и для незакрученных течений в соплах с
центральным телом.

Однако любая закрученность течения на входе в сопло на поверхности центрального тела принципиально
меняет картину течения. В частности, например, стационарное течение становится невозможным. Действи-
тельно, величина Ω = 𝑟𝑤 переносится вдоль линии тока (см. уравнение (20)). Таким образом, из ограниченно-
сти скорости следует, что линия тока при движении вниз по течению обязана соскочить с центрального тела.
Более того, по той же причине эта линия раздела не может подойти к оси 𝑧.

Если предположить, что вблизи оси 𝑧 образуется застойная зона со скоростью близкой нулю и с постоянным
давлением, то это противоречит структуре течения в окрестности критического сечения.

Из сказанного следует, что через определенное время после включения закрутки на входе в сопло должен
образоваться отрыв в некоторой точке центрального тела и зона слабого возвратного течения. Дальнейшая эво-
люция течения в окрестности оси симметрии полностью определяется свойствами численной схемы и, в част-
ности, схемной вязкостью.

Уже первые расчеты течения в форкамере подтвердили теоретические выводы о том, что структура потока
существенно зависит от характера закрутки. В случае задания входной закрученности в (3) в виде 𝑘(𝑟) = 𝑘𝑤(𝑟−
−𝑅𝑏)/(𝑅𝑤−𝑅𝑏), т. е. линейно меняющейся от нуля на центральном теле до максимального значения на стенке
канала), особая точка на поверхности центрального тела не возникает, и течение быстро стабилизируется.
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Фиг. 3. Сравнение профиля 𝑤(𝑟) в сечении 𝑧 = 140 мм для трех расчетов: 175 × 20 (пунктирная линия), 350 × 40 (кружки)
и 350 × 80 (сплошная линия).

Принципиально другая ситуация возникает, если на входе 𝑘(𝑟) = 𝑘𝑤, т. е. угол поворота закручивающих
лопаток постоянен по радиусу. При таком способе задания закрученности течение визуально довольно быст-
ро стабилизируется, после чего начинается медленный квазистационарный процесс, в котором чрезвычайно
медленно вымывается тонкая осевая струя незакрученного течения.

В форкамере азимутальная скорость непрерывно растет с увеличением 𝑟 от нуля на оси симметрии до своего
максимума в некоторой точке 𝑟*, а потом убывает.

На нисходящей поверхности центрального тела возникает особая точка, разбивающая течение в форкаме-
ре на внешнюю и внутреннюю области, отличающиеся распределением скорости 𝑤 по радиусу. Во внутренней
области азимутальная скорость растет от нуля на оси симметрии до своего максимума на границе областей, а во
внешней области убывает (см. фиг. 3). Из этого следует, что, схемная вязкость позволяет проникать закрутке в
область под контактной поверхностью, разделяющей эти области. Увеличение числа расчетных точек приводит
к уменьшению схемной вязкости, уменьшению толщины внутренней области и к увеличению максимальной
величины скорости𝑤. В дальнейшем при достаточной подробности сетки эта конфигурация разваливается: ли-
бо давление становится отрицательным, либо развиваются осцилляции, которые в конце концов тоже приводят
к отрицательному давлению и/или плотности.

Поэтому все остальные расчеты проводились в модифицированной области, как предлагалось в предыду-
щем разделе: в область течения помещалась тоненькая трубочка (иголка), которая отделяла область течения от
оси 𝑟 = 0. Радиус иголки подбирался двумя способами. Либо проводился предварительный расчет без иголки,
определялась точка отрыва линии тока на поверхности центрального тела и затем делался основной расчет с
трубочкой, содержащей эту точку отрыва. Либо радиус оценивался по формуле (28). Оба способа дают близ-
кие результаты. Величина вносимого иголкой возмущения зависит от параметров задачи — чем интенсивнее
закрутка, тем толще должна быть игла. Если величина возмущения оказывается неприемлемой, то, очевидно,
нужно менять постановку задачи (учитывать вязкость, допускать обратное течение на выходной границе и т.д.).
В наших расчетах площадь иголки составляла около 1% от площади минимального (критического) сечения.

Для оценки точности метода была проведена серия расчетов для канала с центральным телом, геометрия
которого показана на фиг. 4, с углом поворота закручивающих лопаток 45° и толщиной иглы 0.001 (радиус кри-
тического сечения равен 0.01). На этом же рисунке приведены изолинии давления установившегося течения,
отнесенного к давлению торможения 𝑝0. Видно резкое падение давления к оси сопла. На фиг. 5, 6 и 7 приве-
дены профиль 𝑃 (𝑟)/𝑃0, и профили 𝑢(𝑟) и 𝑤(𝑟), отнесенные к местной скорости звука, (числа Маха) в сече-
нии 𝑧 = 0.180, полученные в расчетах этой конфигурации на четырех сетках: 55 × 30, 110 × 60, 220 × 120 и
440 × 240 точек. Видна неравномерная сходимость решения по числу точек: решение практически не меня-
ется около наружной стенки сопла и достаточно медленно сходится около оси. Этот факт объясняется, по-
видимому, резким изменением величин в окрестности оси (иголки).
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Фиг. 4. Изолинии давления при угле поворота лопаток 45° (толщина иглы 0.001).
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Фиг. 5. Профили 𝑃 (𝑟) при 𝑧 = 180: на четырех сетках: кружки — 55 × 30 точек, штрих-пунктир — 110 × 60, штриховая
линия — 220 × 120, сплошная линия — 440 × 240.

Обращают на себя внимание еще два факта. Во-первых, около оси сопла заметно наличие достаточно мощ-
ной скоростной струи, в которой скорость более чем в 2 раза превосходит скорость в основном потоке. Это
объясняется, по-видимому, тем, что около оси давление существенно ниже, чем в основном потоке, и перепад
давления по отношению к давлению на входе около оси больше. И, во-вторых, любопытно, что азимутальная
скорость становится сверхзвуковой в некоторой окрестности оси еще до прохождения потоком критического
сечения. В диффузоре (канал после горловины) отмеченные особенности также имеют место.

Цель следующего численного эксперимента состояла в оценке возможностей алгоритма при расчете тече-
ния с внутренними, в том числе висячими ударными волнами. В качестве исследуемого течения был выбран
сверхзвуковой поток в трубе переменного сечения. Геометрия трубы представлена на фиг. 8. (Масштаб иска-
жен: реальные поперечные размеры следует уменьшить в 20 раз.) На входе в трубу слева сверхзвуковое течение
с 𝑀 = 1.1. Горизонтальные и наклонные стенки сопряжены гладким образом. Центральное тело в расчетной
области отсутствует (поэтому отсутствует и искусственная игла).

Расчеты проводились на последовательности разностных сеток; представленные расчеты получены для сет-
ки 960 × 640. Такая подробная сетка потребовалась, чтобы получить известный теоретический результат для
осесимметричных (незакрученных) потоков, что регулярное Маховское отражение ударных волн от оси невоз-
можно, обязательно образуется лямбда-скачок (ударная волна подходит к оси по нормали). На этом же рисунке
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штрихпунктир — 110 × 60, штриховая линия — 220 × 120, сплошная линия — 440 × 240.

приведено распределение радиальной скорости v, на котором хорошо видна структура скачков. Отчетливо вид-
на система косых ударных волн, причем первая волна — висячая. Хорошо видно, что при прохождении через
очередную ударную волну v меняет знак, и что в решении отсутствуют паразитные осцилляции.

На фиг. 9 представлено распределения давления 𝑃 на стенке трубы. Отчетливо видно, что первая ударная
волна висячая. Причем точка формального зарождения скачка располагается довольно близко к стенке, что
порождает на поверхности трубы излом производной по 𝑧 (не скачок). Но уже вторичная волна, пришедшая
на стенку в точке 𝑧 ≈ 0.127 на фиг. 9 отчетливо видна как скачок, размытый в силу разностных эффектов.
Следующий скачок на стенке также хорошо виден, хотя его размытие больше.

Следующий расчет посвящен расчету закрученного течения в канале с дозвуковым выходом. Геометрия соп-
ла показана на фиг. 10 и 11. Трудность постановки задачи при дозвуковом выходе заключается в том, что в закру-
ченных потоках давление сильно меняется поперек канала, поэтому задавать на выходе из канала постоянное
давление, как это обычно делается, неестественно и приводит к неудовлетворительным последствиям: в луч-
шем случае течение в окрестности выхода очень сильно искажается, и это искажение возмущает всю область
течения. Но, как правило, этим дело не ограничивается: на выходе в приосевой области возникает втекание,
что требует других граничных условий и другой постановки задачи. Чтобы избежать этих трудностей мы поме-
стили выход из расчетной области достаточно далеко от оси. Так, чтобы закрутка уже была незначительной, и
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чтобы можно было задавать граничное условие в виде 𝑃 = const. Но и в этом случае получить стационарное
течение достаточно сложно. В большинстве случаев течение выходит на квазипериодический режим с боль-
шой амплитудой перемещения ударной волны вдоль канала. При этом в области диффузора (расширение ка-
нала после горловины) возникает крупномасштабный, бурно эволюционирующий, вихрь. Он возникает либо
в верхней части сопла, либо в нижней, но в некоторых расчетах время от времени происходит перескакивание
вихря снизу на верх и наоборот. Найти какую-нибудь закономерность в этом процессе не удалось. На фиг. 10
и 11 изображены линии тока для двух моментов времени одного из расчетов — векторные линии поля (𝑢, 𝑣),
полученные интегрированием по времени системы уравнений {𝑑𝑧/𝑑𝑡 = 𝑢, 𝑑𝑟/𝑑𝑡 = 𝑣} с фиктивным временем
𝑡 при разных начальных данных (𝑧(0), 𝑟(0)). На полученных линиях тока через равные промежутки фиктив-
ного времени 𝑡 нанесены точки, что позволяет видеть скорость жидкости вдоль линии тока (по длине отрезка
между точками). На тех же рисунках штриховой линией нанесено положение ударной волны (точнее, линия
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Фиг. 11. Линии тока и ударная волна при нижнем расположении вихря.

𝑀 = 1). Видно заметное перемещение ударной волны. В других расчетах оно может быть еще больше (вплоть
до разрушения ударной волны и временный переход на чисто дозвуковое течение). Эволюция ударной волны
не связана непосредственно с размером и положением вихря — течение носит существенно нестационарный
характер (это видно также из незамкнутости линий тока).

ВЫВОДЫ

В целом, представленный численный метод позволяет эффективно проводить расчеты как стационарных,
так и нестационарных закрученных потоков в канале с центральным телом (и без него). Такие течения могут
иметь достаточно сложную структуру: приосевая струя, резкие перепады давления, сверхзвуковая закрутка уже
в камере предварительного смешения, система скачков в диффузоре, нетривиальная и неоднородная эволюция
положения ударной волны в центральной части канала. и т. д. На типичной сетке отношение шагов по радиусу и
вдоль оси канала достигало 1/25 и не было ограничительным для алгоритма. В результате проведенных числен-
ных расчетов продемонстрирована специфика постановки задач для закрученных потоков в каналах сложной
геометрии: закрутка на входе определяется моделированием угла лопаток; запуск сопла осуществляется посте-
пенно; центральное тело, если оно есть, не должно заканчиваться, если около него есть закрутка, оно должно
быть продолжено вспомогательной трубочкой подходящего радиуса; если выход дозвуковой, то он должен на-
ходиться достаточно далеко от оси и т. д. Также можно отметить особенности закрученных потоков в каналах
с центральным телом: стационарное решение, если оно есть, как правило, не является притягивающим; в те-
чении возникают крупномасштабные движущиеся вихри; ударная волна может распространяться на большие
расстояния, если для этого достаточно места и т. д.

Таким образом, предложенная методология расчета достаточно хорошо работает для показанного сложного
многомасштабного потока. Примененный здесь метод независимых потоков, рассчитываемых на основе ло-
кально неявных схем с пересчетом, позволяет конструировать алгоритмы второго порядка точности при сохра-
нении абсолютной устойчивости алгоритма. Эта же техника позволяет строить абсолютно устойчивые схемы и
для параболических уравнений и систем (см. [5]). На основании этого можно предположить, что аналогичный
подход окажется эффективным и для задач, связанных с уравнениями Навье–Стокса.
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Abstract. A new class of numerical schemes for calculating unsteady swirling flows in nozzles and pipes based
on compressible inviscid gas equations is presented. The main advantage of these schemes is their ability to
efficiently handle unsteady problems with multiple scales. The construction of such schemes is based on
the well-known Godunov approach, which involves calculating fluxes at the faces of computational cells
(volumes) by solving auxiliary one-dimensional problems in the vicinity of each face and approximating
conservation laws. The scheme switches from an explicit method to an implicit one for flux calculation
based on an analysis of the current solution near the cell face. The scheme is absolutely stable and does not
generate spurious oscillations. Its effectiveness is demonstrated in the calculation of unsteady swirling flows
in nozzles and pipes. Specifics of setting up problems of this type are investigated, and options for proper
problem formulation are proposed. Properties of the solution for swirling flows with a central body covering
only part of the symmetry axis in the computational domain are also studied.

Keywords: conservative locally implicit scheme with recalculation, Godunov-type scheme, swirling gas flow
in a nozzle, supersonic flow, shock waves, multi-scale problems.
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В настоящей работе предлагается новый подход к численному моделированию течения газа около стационар-
ных и движущихся твердых тел, который позволяет использовать эйлеровы сетки, не связанные с геометрией
тела. Тела предполагаются абсолютно жесткими и недеформируемыми, их упругие свойства не учитываются.
Газ является невязким и нетеплопроводным и описывается в рамках уравнений сжимаемой жидкости. Пред-
лагаемый подход основывается на осреднении уравнений исходной модели по малому пространственному
фильтру. В результате получается система осредненных уравнений, включающих дополнительную величи-
ну — параметр объемной доли твердого тела, пространственное распределение которого дает цифровое пред-
ставление геометрии тела (аналог функции порядка). Эта система уравнений действует во всем пространстве.
При таком подходе стандартная краевая задача в части пространства (занятого газом) сводится фактически
к задаче Коши во всем пространстве. Для одномерной модели рассматривается численное решение осред-
ненных уравнений методом Годунова. При этом в пересекаемых ячейках вводится разрывное восполнение
решения, что приводит к рассмотрению составной задачи Римана, описывающей распад начального разрыва
при наличии ограничивающей стенки. Доказывается, что аппроксимация численного потока на решении со-
ставной задачи Римана обеспечивает перенос функции порядка без численной диссипации. Библ. 25. Фиг. 6.

Ключевые слова: газовая динамика около движущейся поверхности твердого тела, осредненные уравнения
Эйлера, составная задача Римана, численный метод Годунова.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Численное моделирование взаимодействия течения сжимаемой жидкости со стационарными или движу-
щимися твердыми телами является важной задачей, имеющей большое прикладное значение и в то же время
остающейся весьма актуальной в научном плане. Стандартным классическим подходом к решению этой задачи
является применение лагранжево-эйлеровых методов, когда геометрия поверхности тела отслеживается явным
образом движущимися вместе с телом узлами сетки. Граничные условия при этом естественным образом вы-
ставляются на поверхности тела [1]. Применительно к сложной меняющейся во времени геометрии подходы,
основанные на согласованных с геометрией сетках, становятся неэффективными, поскольку требуют много-
кратной генерации или перестройки сетки. Последнее является затратной вычислительной процедурой, что в
ряде случаев может приводит к практически невыполнимым задачам.

Альтернативой лагранжево-эйлеровых подходов могут служить развиваемые в последнее время чисто эйле-
ровы методы, когда геометрия тела рассматривается как свободная, не связанная с пространственной дискре-
тизацией расчетной области. Сетка при таких подходах никак не связана с телом и, как правило, не меняется в
процессе счета. Можно выделить две группы эйлеровых методов. К первой относятся методы, которые основа-
ны на явной реконструкции геометрии тела на заданной несогласованной сетке. При этом используется циф-
ровое представление геометрии посредством параметра доли объема сеточного элемента, занимаемого газом,
т.н. VOF (volume of fluid)-методы [2,3], или функции расстояния от узла сетки до поверхности тела, LS (level-set)-
методы [4,5]. Для выполнения граничных условий на реконструированной поверхности обычно применяется
метод окаймляющих границу тела фиктивных ячеек (ghost cells), в которых параметры течения доопределяются
надлежащим образом [6,7].

Вторую группу представляют методы диффузной границы. Эти методы изначально строились для числен-
ного моделирования многофазных сред, состоящих из различных материалов, разделенных межфазными гра-
ницами [8]. Пространственное распределение каждого материала (фазы) здесь задается характеристической
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функцией — функцией Хевисайда соответствующей области, которая является решением уравнения переноса в
поле скорости среды. Таким образом, в отличие от методов первой группы, в методе диффузной границы рекон-
струкция геометрии в процессе расчета не производится. Вся информация о положении границы содержится
в распределении функции порядка. При численном интегрировании в силу численной диссипации характери-
стическая функция теряет разрывный тип и размазывается по пространству так, что граница представляется
узкой переходной областью, где значения характеристической функции плавно меняются от 0 до 1. Недостат-
ком такого подхода является переходная (смесевая) область, которая требует специального моделирования.

В работах [9–11] метод диффузной границы применяется для численного моделирования взаимодействия
течения газа с упругопластической средой при больших деформациях. В этих работах рассматривается специ-
альная модель переходной зоны вблизи границы, включающей как газовую, так и твердую компоненту. Вывод
этой модели проводится на основе вариационного принципа и принципа термодинамической согласованно-
сти.

В [12] модель диффузной границы используется для численного моделирования невязких сжимаемых тече-
ний около твердых тел произвольной формы на простых равномерных декартовых сетках. Геометрия тела пред-
ставляется в этой работе скалярным полем, которое задает распределение объемной доли газа в ячейках сетки.
Уравнение переноса на объемную долю численно решается вместе с модифицированной системой уравнений
газовой динамики, учитывающей присутствие твердой компоненты. Модифицированная система представляет
собой фактически редуцированную модель Байера–Нунциато [8]. Система определяющих уравнений решает-
ся сквозным образом во всей области, включая твердое тело. Несмотря на высокоточные пространственные и
временные расчетные схемы — DG и ADER, граница тела, тем не менее, обязательно размазывается в пере-
делах нескольких ячеек из-за численной вязкости. Важные для практических приложений данные, такие как,
например, распределения параметров течения по поверхности тела, при этом теряются. Это является одним
недостатком метода. Другой состоит в том, что система определяющих уравнений, хотя и гиперболическая,
становится неконсервативной из-за членов с градиентом объемной доли. Ее решение, вообще говоря, не един-
ственно и определяется конкретным видом соотношений на сильном разрыве, которые зависят от выбора пути
в фазовом пространстве [13].

В вычислительной аэродинамике следует отметить также семейство эйлеровых методов, которые также
не требуют сеточной привязки к расчетной области, но используют явным образом ее геометрическое пред-
ставление для постановки граничных условий. В литературе они называются методами погруженных границ
(Immersed Boundary Method) [6, 14]. Граничные условия либо рассчитываются непосредственно путем рассмот-
рения усеченных ячеек сетки (cut-cell method), либо моделируются посредством добавления в правую часть
определяющих уравнений специальных источниковых членов. К ним относятся метод штрафных функций [15,
16], метод компенсационных потоков [17, 18] и ряд других.

В настоящей работе предлагается эйлерова методика для задач взаимодействия течения газа с поверхностью
твердого тела, которая объединяет методы диффузной границы и VOF. Математическая модель строится по ана-
логии с моделями многофазных сред. Система газ-твердое тело рассматривается как двухфазная среда. Опре-
деляющая система уравнений выводится путем осреднения исходных газодинамических уравнений по малому
пространственному фильтру. Для численного интегрирования получающейся в результате системы мы исполь-
зуем метод Годунова [19]. Чтобы исключить численную диффузию границы тела, аппроксимация численного
потока для пересекаемых ячеек выполняется на решении составной задачи Римана [20]. В этой задаче распад
произвольного разрыва развивается в ограниченном границей тела полупространстве. С этой целью на каж-
дом временном шаге мы переходим в пересекаемых ячейках от диффузного к геометрическому представлению
границы. Численная реализация предложенной методики демонстрируется в настоящей работе пока только
на одномерной модели. Показывается, что в этом случае получается бездиссипативный перенос геометрии по
эйлеровой сетке. Обобщение на многомерный случай будет предметом последующих публикаций.

2. МОДЕЛЬ ОСРЕДНЕННЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассматривается течение газа около замкнутой области 𝐷(𝑡), занятой твердым телом. Движение тела ха-
рактеризуется в общем случае вектором поступательной скорости V0(𝑡) и вектором мгновенной угловой ско-
рости Ω(𝑡). Поле скорости, индуцированное движением тела, определяется во всем пространстве как V𝑠 =
= V0(𝑡) + [Ω(𝑡)× (x− x0)], где x — радиус-вектор, x0 — радиус-вектор центра масс тела (см. фиг. 1). Заметим,
что это поле скорости бездивиргентно, (∇,V𝑠) = 0. Для дальнейшего поле скорости считается известным.

Введем характеристическую функцию геометрии тела:

χ = χ(𝑡,x) =

{︃
0, если x ∈ 𝐷(𝑡),

1, если x /∈ 𝐷(𝑡).
(1)
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D(t)

Ω(t)R3

∂D(t)

x0

X

Sv Vs(t)

V = V(x) = Vg(x) ∪ Vs(x)

V(t)

Фиг. 1. Поле скорости движения твердого тела и пространственный фильтр для вывода осредненных уравнений.

Эта функция будет удовлетворять уравнению переноса

𝜕χ

𝜕𝑡
+ V𝑠∇χ = 0, (2)

которое может также быть записано в дивергентной форме,

𝜕χ

𝜕𝑡
+ div(V𝑠χ) = 0. (3)

Будем предполагать, что течение газа описывается системой уравнений Эйлера (невязкий и нетеплопровод-
ный газ), которая записывается в векторной консервативной форме как

𝜕q

𝜕𝑡
+

𝜕f𝑚
𝜕𝑥𝑚

= 0, (4)

где q = [ρ, ρ𝑢𝑘, ρ𝐸]Т — вектор консервативных переменных, f𝑚 = [ρ𝑢𝑚, ρ𝑢𝑚𝑢𝑘 + 𝑝δ𝑚𝑘, ρ𝑢𝑚𝐻]Т — потоковый
вектор, 𝑘 = 1, 2, 3. Решение этой системы ищется в области 𝑥 ∈ 𝑅3∖𝐷(𝑡) с граничными условиями непротека-
ния на границе тела, 𝑢𝑚𝑛𝑚 = 𝑉𝑠𝑚𝑛𝑚 для x ∈ 𝜕𝐷(𝑡). Здесь 𝐸 = 1

2𝑢𝑚𝑢𝑚 + 𝑝
ρ(γ−1) — удельная полная энергия,

𝐻 = 𝐸 + 𝑝
ρ

- удельная полная энтальпия, n = [𝑛𝑘] — вектор единичной внешней к 𝐷(𝑡) нормали (т.е., направ-
ленной в сторону газа), остальные обозначения являются общепринятыми.

Для выведения модели диффузной границы для рассматриваемого течения газа введем фильтр — малый
элемент пространства 𝑉 (x) с опорной точкой x. В общем случае он состоит из подобласти, занимаемой газом,
и подобласти, занимаемой телом, 𝑉 (x) = 𝑉𝑔(x) + 𝑉𝑠(x) (фиг. 1). Определим средние для выбранного фильтра:

𝑉𝑔 =

∫︁
𝑉

χ𝑑𝑉,

ϕ =
1

𝑉𝑔

∫︁
𝑉

χϕ𝑑𝑉, (5)

α =
𝑉𝑔

𝑉
=

1

𝑉

∫︁
𝑉

χ𝑑𝑉,

где ϕ = ϕ(𝑡,x) — некоторый параметр течения. Очевидно, 𝑉𝑔 имеет смысл объема подобласти 𝑉𝑔(x), занимае-
мого газом, а α— объемной доли газа. Здесь мы используем одно обозначение 𝑉 для области 𝑉 (x) и ее объема.
Предполагается, что эта область геометрически фиксирована, так что объем 𝑉 есть константа, не зависящая
от x. При этом объемы 𝑉𝑔 и 𝑉𝑠 = 𝑉 − 𝑉𝑔 переменные и зависят от опорной точки x. Отметим, что введенные
в (5) средние значения определены только в точках, для которых α > 0, т.е., когда фильтр целиком находится в
газовой подобласти или пересекается границей тела.

Для дальнейшего рассмотрения нам понадобятся следующие утверждения.
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Лемма 1. Для произвольной пробной функции ϕ = ϕ(𝑡,x) справедливы следующие соотношения:∫︁
𝑉

ϕ
𝜕χ

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = −

∫︁
𝑆𝑉

ϕ(V𝑠,n)𝑑𝑆,

∫︁
𝑉

ϕ∇χ𝑑𝑉 =

∫︁
𝑆𝑉

ϕn𝑑𝑆,

(6)

где 𝑆𝑉 = 𝑉 ∩𝜕𝐷(𝑡) — часть поверхности твердого тела 𝜕𝐷(𝑡) внутри фильтра 𝑉 , n — единичная внешняя нормаль
к 𝑆𝑉 , направленная в сторону газа.

Доказательство. Пусть граница тела 𝜕𝐷(𝑡) определяется уравнением Φ(𝑡,x) = 0. Путем надлежащей норми-
ровки функцию Φ можно выбрать так, чтобы выполнялись условия Φ(𝑡,x) < 0 при x ∈ 𝐷(𝑡), Φ(𝑡,x) > 0 при
x /∈ 𝐷(𝑡), |∇Φ(𝑡,x)| = 1. Тогда характеристическая функция χ(𝑡,x) = 𝐻[Φ(𝑡,x)], где𝐻(·) — функция Хевисайда,
а соответсвующие производные вычисляются через δ-функцию Дирака:

𝜕χ

𝜕𝑡
= δ[Φ(𝑡,x)]

𝜕Φ

𝜕𝑡
, ∇χ = δ[Φ(𝑡,x)]∇Φ = δ[Φ(𝑡,x)]n. (7)

Учитывая, что производные Φ(𝑡,x) связаны со скоростью V𝑠 уравнением

𝜕Φ

𝜕𝑡
+ (V𝑠,∇Φ) = 0, (8)

приходим к искомым соотношениям (6).

Лемма 2. Для произвольной пробной функции ϕ = ϕ(𝑡,x) справедливы следующие соотношения:

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

ϕ𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉

𝜕ϕ

𝜕𝑡
𝑑𝑉,

∇
∫︁
𝑉

ϕ𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉

∇ϕ𝑑𝑉.
(9)

Доказательство. Первое соотношение очевидно в силу того, что фильтр 𝑉 = 𝑉 (x) = const. Второе справед-
ливо, так как

𝜕

𝜕𝑥𝑘

∫︁
𝑉

ϕ𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

ϕ𝑛𝑘𝑑𝑆

по определению производной, и ∫︁
𝑉

𝜕ϕ

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

ϕ𝑛𝑘𝑑𝑆

в соответствии с теоремой Остроградского–Гаусса. Здесь 𝑛𝑘 обозначают компоненты единичной внешней нор-
мали на границе фильтра.

Поделим уравнение (2) на 𝑉 и проинтегрируем по фильтру 𝑉 (x). Тогда с учетом леммы 1 и 2 получим

𝜕α

𝜕𝑡
+

1

𝑉

∫︁
𝑆𝑉

(Vs,n)𝑑𝑠 = 0. (10)

Аналогичным образом можно получить осредненные уравнения Эйлера, умножая (4) на характеристиче-
скую функцию χ и интегрируя по объему 𝑉 (x). Результатом будет следующая система уравнений:

𝜕αq

𝜕𝑡
+

𝜕αf𝑚
𝜕𝑥𝑚

− 1

𝑉

∫︁
𝑆𝑉

[︀
𝑛𝑘f𝑘 − q(Vs,n)

]︀
𝑑𝑠 = 0, (11)

которая с учетом граничных условий на поверхности тела, запишется в виде

𝜕αq

𝜕𝑡
+

𝜕αf𝑚
𝜕𝑥𝑚

− 1

𝑉

∫︁
𝑆𝑉

G𝑑𝑠 = 0,

G =

⎛⎝ 0
𝑝𝑛𝑘

𝑝V𝑠,n

⎞⎠ .

(12)
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Вектор G фактически является компенсационным потоком, который вводится в методе внутренней границы,
описанном в работе [17, 18]. Заметим, что давление в векторе G соответствует давлению на поверхности тела;
оно не совпадает со средним давлением в векторах q и f𝑚 и служит для обеспечения граничного условия на
теле.

Лемма 3. Справедливо следующее соотношение между объемной долей и внешней нормалью границы тела:

𝜕α

𝜕𝑥𝑘
=

1

𝑉

∫︁
𝑆𝑉

𝑛𝑘𝑑𝑠. (13)

Доказательство. По определению и леммам 1 и 2 имеем

𝜕α

𝜕𝑥𝑘
=

𝜕

𝜕𝑥𝑘

⎛⎝ 1

𝑉

∫︁
𝑉

χ𝑑𝑉

⎞⎠ =
1

𝑉

∫︁
𝑉

𝜕χ

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑉 =

1

𝑉

∫︁
𝑆𝑉

𝑛𝑘𝑑𝑆. (14)

В силу этой леммы мы будем рассматривать вместо уравнения (10) для объемной доли его дифференциаль-
ный аналог —

𝜕α

𝜕𝑡
+ V𝑠,∇α = 0.

Это уравнение удобнее рассматривать в консервативном виде, так как поле V𝑠 бездивергентное:

𝜕α

𝜕𝑡
+∇(αV𝑠) = 0.

Система уравнений (10), (11) справедлива, в принципе, для любого фильтра. Уменьшая фильтр и стягивая
его фактически к точке, можно получить предельное выражение для интеграла по поверхности тела:

lim
𝑉→0

1

𝑉

∫︁
𝑆𝑉

ϕn𝑑𝑆 = ϕ∇α. (15)

Тогда система (10)–(12) запишется в следующем виде:

𝜕α

𝜕𝑡
+ V𝑠,∇α = 0,

𝜕αq

𝜕𝑡
+

𝜕αf𝑚
𝜕𝑥𝑚

− Ĝ = 0,

Ĝ =

⎛⎜⎝ 0

𝑝
𝜕α

𝜕𝑥𝑘
𝑝V𝑠,∇α

⎞⎟⎠ .

(16)

Здесь мы опускаем черту над вектором консервативных переменных и вектором потоков и предполагаем, что
компоненты этих векторов и уравнение состояния такие же, как в исходной задаче (4).

Система уравнений (16) является эквивалентной постановкой задачи об обтекании твердого тела газовой
сжимаемой средой. Она совпадает с системой уравнений, которая рассматривалась в работе [12] для описания
альтернативной модели течения сжимаемого газа около движущегося твердого тела. В этой работе авторы берут
в качестве основы своих рассуждений неравновесную модель Байера–Нунзиато для двухфазного сжимаемого
течения и затем переходят к предельному случаю, когда одна из фаз становится твердым телом.

В области, где α = 1 система уравнений (16) переходит в классическую систему уравнений Эйлера. В об-
ласти твердого тела α = 0 она вырождается. Вектор Ĝ, включающий неконсервативные члены, играет роль
штрафной функции в методе погруженной границы [15, 16]. Фактически он представляет собой компенсаци-
онный поток в методе свободной границы [17, 18], который определяет взаимодействие газа с твердой поверх-
ностью обтекаемого тела и обеспечивает выполнение граничных условий на поверхности тела. Ниже мы будем
придерживаться этой терминологии и называть неконсервативные члены компенсационными потоками. От-
метим, что в [12] доказывается, что для решений (16) нормальные скорости тела и газа совпадают, 𝑢𝑘𝑛𝑘 = V𝑠n,
в точках, где α скачком изменяется от 1 до 0.

Модель диффузной границы не связана с реальной областью течения газа и может рассматриваться во всем
пространстве, т.е. не требует постановки граничных условий. Это позволяет свести краевую задачу в ограни-
ченной области к начальной задаче Коши во всем пространстве. Движение тела при таком подходе полностью
определяется пространственным распределением одного скалярного параметра α.
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При численном решении это распределение задается дискретным образом на достаточно простой декар-
товой сетке. Для более точного представления может быть применена технология AMR локальной сеточной
адаптации. При таком подходе можно полностью исключить задачу генерации сетки в области течения, кото-
рая в стандартных сеточных численных методах является достаточно затратной для задач со сложной простран-
ственной и меняющейся во времени геометрией. Вся информация о геометрии тела полностью содержится в
скалярной функции α, которая определяется решением уравнения переноса (16). Решение искомой задачи об-
текания сводится к решению системы уравнений (16) во всем пространстве. Для исключения вырождения си-
стемы уравнений предполагается, что в твердом теле объемная доля газа не обращается точно в ноль, а имеет
малое ненулевой значение α ≈ 10−2–10−3 (см. [12]).

При численном решении (16) разрывное распределение объемной долиα становится сглаженным из-за чис-
ленной вязкости, и граница представляется узкой переходной зоной. Точные данные о геометрии поверхности
тела теряются. Это является основным недостатком подхода, так как в приложениях требуются не только ин-
тегральные данные аэродинамических характеристик, но и локальные, представляющие распределение газо-
динамических параметров по поверхности исследуемого объекта. Тем не менее, метод диффузной границы по-
казывает хорошую точность описания внешнего течения. В частности, он успешно применяется для решения
FSI задач (сопряженные задачи газовой динамики и динамики деформируемого твердого тела) [9–11].

В отличие от упомянутых выше работ построение численного метода проводится в настоящей работе на ос-
нове осредненных уравнений (10) и (12). Мы применяем метод конечного объема для дискретизации этих урав-
нений, что позволяет на подсеточном уровне учесть компенсационные потоки на поверхности твердого тела𝑆𝑉

в пересекаемых ячейках. Для этого на каждом временном шаге делается подсеточная реконструкция геометрии
интерфейса (поверхности тела) на основе дискретного распределения объемной доли. Тогда при вычислении
потоков через грани ячейки можно явно учесть эффект твердой стенки вблизи грани, а также должным образом
аппроксимировать компенсационные потоки. Для этого используется метод Годунова [19] и решение составной
задачи Римана, решение которой описывает распад произвольного разрыва в газе при наличии дополнитель-
ного контактного разрыва [20–22]. Это позволяет фактически убрать численную диссипацию при численном
интегрировании уравнения для объемной доли. Ниже рассмотрим предлагаемую методику на примере одно-
мерных уравнений.

3. ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ

Основные элементы дискретной модели и численного метода рассмотрим на простой одномерной моде-
ли. Обобщение на пространственный случай будет предметом последующих публикаций. В одномерной моде-
ли граница тела представляется точкой 𝑥𝑠, расчетная область — интервалом, на котором введена сетка. Будем
предполагать ее равномерной с шагом ℎ.

Одномерный аналог системы уравнений (11) получается, если считать все параметры зависящими только
от времени и одной пространственной координаты 𝑥 = 𝑥1, компоненты скорости тела V𝑠 = (𝑣𝑠, 0, 0), ско-
рость газа U = (𝑢, 0, 0), 𝑉 = ℎ, 𝑆𝑣 = 𝑥𝑠. Интегрируя при этих предположениях (11) по времени на интервале
[𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1], 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + ∆𝑡, и по ячейке сетки [𝑥𝑖−1/2, 𝑥𝑖+1/2], 𝑥𝑖+1/2 = 𝑥𝑖−1/2 +ℎ получаем дискретные уравнения
следующего вида:

Q𝑛+1
𝑖 = Q𝑛

𝑖 −
1

ℎ

⎡⎢⎣ 𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

F𝑖+1/2(𝑡)𝑑𝑡−
𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

F𝑖−1/2(𝑡)𝑑𝑡−
𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

G
(︀
𝑥𝑠(𝑡)

)︀
𝑑𝑡

⎤⎥⎦ , (17)

где Q = (α,αq)Т — расширенный вектор состояния, F = (α𝑣𝑠,αf)
Т — расширенный вектор потока, G = (0, f −

− 𝑣𝑠q)Т — компенсационный поток на границе. Здесь q и f — стандартные векторы консервативных перемен-
ных и потока одномерной газодинамики. Вектор Q = 0 и соответствующий вектор потока F = 0 отвечают телу
(α = 0).

Таким образом, изменение вектора решения определяется вектором потока через грань ячейки F𝑖+1/2 =

=
𝑡𝑛+1∫︀
𝑡𝑛

F𝑖+1/2(𝑡)𝑑𝑡 и вкладом компенсационных потоков. При этом надо иметь в виду, что на временном шаге

граница тела может пересечь грань ячейки и переместиться в соседнюю ячейку (фиг. 2). Поэтому вклад ком-
пенсационного потока должен быть перераспределен между двумя соседними ячейками. Если 𝑡1 — момент вре-
мени, когда граница тела пересекает грань ячейки, то часть потока, отвечающая интервалу [0, 𝑡1], представляет
собой вклад в 𝑖-ю ячейку, а другая часть ([𝑡1,∆𝑡]) — вклад в 𝑖 + 1.
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i + 1/2

∆t

vs

xs

Gj + 1/2

Fj + 1/2
−

t1

+

Gi + 1/2
−

Gas

Фиг. 2. Численный и компенсационный поток на гране ячейки: 𝑡1 — момент времени, когда граница тела пересекает грань
ячейки.

Чтобы учесть эффект компенсационного потока, введем на каждой грани два вектора —

G−
𝑖+1/2 =

𝑡1∫︁
0

G
(︀
𝑥𝑠(𝑡)

)︀
𝑑𝑡, G+

𝑖+1/2 =

Δ𝑡∫︁
𝑡1

G
(︀
𝑥𝑠(𝑡)

)︀
𝑑𝑡. (18)

Тогда разностная схема может быть записана в следующем виде:

Q𝑛+1
𝑖 = Q𝑛

𝑖 −
1

ℎ

[︁(︀
F𝑖+1/2 −G−

𝑖+1/2

)︀
−
(︀
F𝑖−1/2 + G+

𝑖−1/2

)︀]︁
. (19)

Компенсационные потоки G±
𝑖+1/2 возникают на гранях, разделяющих ячейки, одна из которых является

пересекаемой. Они обеспечивают перенос массы, импульса и энергии при переходе границы тела через грань
ячейки. В остальных случаях эти потоки равны нулю, и схема редуцируется в базовую газодинамическую схему.
Необходимо также отметить, что компенсационные потоки должны учитывать направление нормали. Так, для
случая на фиг. 2 потоки должны браться со знаком минус.

Аппроксимация численного потока F𝑖+1/2 и компенсационных потоков G±
𝑖+1/2 выполняется методом

С.К. Годунова на основе решения возникающей на грани составной (пристеночной) задачи Римана (СЗР). Эта
задача в общем случае описывает распад произвольного разрыва вблизи твердой стенки. Подробно ее поста-
новка, решение и аппроксимация численного и компенсационного потоков рассматриваются в разд. 4.

Возможны 4 типа СЗР в зависимости от того, находится грань в газе или теле, а также от паттерна — взаим-
ного расположения газа и тела. Будем называть левосторонним паттерном расположение, когда газ находится
слева от тела, и правосторонним, когда справа. Введем следующие условные обозначения для типов СЗР: СЗР_g
для задачи, когда грань в газе, СЗР_s, когда грань в теле.

Решение первой задачи зависит от паттерна (*), координаты границы твердого тела (𝑥𝑠), ее скорости (𝑣𝑠)
и начальных параметров газа слева и справа от разрыва (Q𝑙,Q𝑟): СЗР_g = СЗР_g(*, 𝑥𝑠, 𝑣𝑠,Q𝑙,Q𝑟), а реше-
ние второй — от паттерна, координаты границы, ее скорости и начальных параметров газа (Q): СЗР_s =
= СЗР_s(*, 𝑥𝑠, 𝑣𝑠,Q). Здесь Q обозначает расширенный вектор решения, Q = (α,αq), *= 𝑙 для левосторон-
него паттерна, *= 𝑟 для правостороннего.

Численный поток на гране σ строится либо на решении СЗР, либо на решении стандартной ЗР:

α𝑙 = 0, 0 < α𝑟 ≤ 1 — Fσ = F
[︀
СЗР_s(𝑟, 𝑥𝑠, 𝑣𝑠,Q𝑟)

]︀
,

α𝑟 = 0, 0 < α𝑙 ≤ 1 — Fσ = F
[︀
СЗР_s(𝑙, 𝑥𝑠, 𝑣𝑠,Q𝑙)

]︀
,

α𝑙 = 1, 0 ≤ α𝑟 < 1 — Fσ = F
[︀
СЗР_g(𝑙, 𝑥𝑠, 𝑣𝑠,Q𝑙,Q𝑟)

]︀
,

α𝑟 = 1, 0 ≤ α𝑙 < 1 — Fσ = F
[︀
СЗР_g(𝑟, 𝑥𝑠, 𝑣𝑠,Q𝑙,Q𝑟)

]︀
,

α𝑟 = 1, α𝑙 = 1 — Fσ = F
[︀
ЗР(Q𝑙,Q𝑟)

]︀
,

α𝑟 = 0, α𝑙 = 0 — Fσ = 0.

(20)

Здесь через ЗР(Q1,Q2) обозначается стандартное решение задачи Римана в газе, F[·] — численный поток на
решении задачи Римана.

4. СОСТАВНАЯ (ПРИСТЕНОЧНАЯ) ЗАДАЧА РИМАНА

Аппроксимация численного потока строится методом С.К. Годунова на основе решения составной (при-
стеночной) задачи Римана. При этом, как было сказано выше, необходимо рассмотреть четыре типа задач —
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СЗР_s(𝑙), СЗР_s(𝑟), СЗР_g(𝑙) и СЗР_g(𝑟), которые различаются взаимным расположением газа, твердого тела
и точки начального разрыва (𝑥 = 0). Фактически, достаточно рассмотреть один тип паттерна, например, ле-
восторонний. Решение для правостороннего паттерна тогда можно получить, сведя задачу к левостороннему
заменой знака координаты и скорости на противоположный.

Математическая постановка СЗР_g (𝑙, 𝑥𝑠, 𝑣𝑠,Q𝑙,Q𝑟) и СЗР_s (𝑙, 𝑥𝑠, 𝑣𝑠,Q𝑙) сводится к решению задачи Коши
для расширенной системы уравнений газовой динамики

𝜕Q

𝜕𝑡
+

𝜕F

𝜕𝑥
= 0, (21)

где Q = [α,αρ,αρ𝑢,αρ𝐸]Т и F = [α𝑣𝑠,αρ𝑢,αρ𝑢
2 + α𝑝,αρ𝐻]Т c начальными данными при 𝑡 = 0

для СЗР_g — α =

{︃
1, 𝑥 ≤ 𝑥𝑠,

0, 𝑥 ≤ 𝑥𝑠,
Q =

⎧⎪⎨⎪⎩
Q𝑙, 𝑥 ≤ 0,

Q𝑟, 0 < 𝑥 ≤ 𝑥𝑠,

Q𝑠, 𝑥 > 𝑥𝑠,

(22)

для СЗР_s — α =

{︃
1, 𝑥 ≤ 𝑥𝑠,

0, 𝑥 ≤ 𝑥𝑠,
Q =

{︃
Q𝑙, 𝑥 ≤ 𝑥𝑠,

Q𝑠, 𝑥 > 𝑥𝑠.
(23)

Здесь Q𝑠 = 0 — вектор решения в области тела. Граница твердого тела движется с постоянной скоростью 𝑣𝑠.
Мы также полагаем, что F(Q𝑠) = 0, и примитивный вектор для определенности принимает некоторые рефе-
ренсные значения, например, ρ𝑠 = 1, 𝑢𝑠 = 𝑣𝑠, 𝑝𝑠 = 1, при α = 0.

Первая задача, (21), (22), не является автомодельной. Ее решение описывает множественное взаимодей-
ствие разрывов, являющихся результатом распада начального разрыва (𝑥 = 0) и их последующих взаимодей-
ствий с поверхностью твердого тела. Характерная структура волн в этой задаче показана на фиг. 3a. Она опреде-
ляется взаимодействием двух возмущенных зон, образующихся в результате распада начального разрыва (𝑥 = 0)
с начальными параметрами Q𝑙, Q𝑟 и воздействия потока Q𝑠 на движущуюся со скоростью 𝑣𝑠 поверхность тела.

Первая возмущенная зона (I ) ограничена волнами 𝑠0𝑙 и 𝑠0𝑟, вторая (II ) — поверхностью тела 𝑣𝑠 и волной 𝑠1𝑙.
Взаимодействие первичных возмущенных зон начинается в момент времени 𝑡𝐼 , когда пересекаются траектории
волн 𝑠0𝑟 и 𝑠1𝑙. Результатом является формирование вторичной возмущенной зоны (III ), ограниченной волнами
𝑠2𝑙 и 𝑠2𝑟. В момент времени 𝑡II правосторонняя волна 𝑠2𝑟 сталкивается с поверхностью тела, формируя третич-
ную возмущенную зону (IV ), ограниченную телом 𝑣𝑠 и волной 𝑠3𝑙. Вектор состояния в возмущенных зонах
обозначается верхним индексом * на фиг. 3.

В последующие моменты времени волны сталкиваются друг с другом и с телом, образуя новые волны и
возмущенные зоны. Этот каскадный волновой процесс описать точно в общем случае не представляется воз-
можным. Поэтому для аппроксимации численного потока мы воспользуемся приближенным решением, ко-
торое строится на основе методов HLL и HLLC [23]. Решение HLL используется для описания возмущенных
областей I и III, HLLC — для пристеночных областей II и IV. Ниже кратко приведем эти решения для случая
формирования возмущенной зоны I (HLL) и II (HLLC).

Начальными данными для HLL-приближения являются значения вектора состояния и вектора потока слева
и справа от разрыва, Q𝑙, Q𝑟 и F𝑙, F𝑟. Заметим, что в общем случае необязательно, что F𝑙 = F(Q𝑙) и F𝑟 = F(Q𝑟).
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Фиг. 3. Волновая конфигурация в составной (пристеночной) задаче Римана: a — для случая СЗР_g, б — для случая СЗР_s.
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Решение HLL определяется скоростями левой и правой волны, 𝑠𝑙 и 𝑠𝑟, которые ограничивают возмущенную
область, вектором состояния Q* и вектором потока F* возмущенной зоны. Эти векторы, при условии, что ско-
рости волн известны, определяются из соотношений Рэнкина–Гюгонио на разрывах 𝑠𝑙 и 𝑠𝑟:

Q* =
F𝑙 − F𝑟 + 𝑠𝑟Q𝑟 − 𝑠𝑙Q𝑙

𝑠𝑟 − 𝑠𝑙
, F* =

𝑠𝑟F𝑙 − 𝑠𝑙F𝑟 + 𝑠𝑙𝑠𝑟(Q𝑟 −Q𝑙)

𝑠𝑟 − 𝑠𝑙
. (24)

Скорости волн аппроксимируются в соответствии с [24] следующим образом:

𝑠𝑙 = min
[︀
0,min(𝑢𝑙 − 𝑎𝑙, 𝑢− 𝑎)

]︀
, 𝑠𝑟 = max

[︀
0,max(𝑢𝑟 + 𝑎𝑟, 𝑢 + 𝑎)

]︀
, (25)

где 𝑢 — скорость газа, 𝑎 — скорость звука, верхняя черта — среднее арифметическое значений слева и справа
от разрыва.

Начальными данными для HLLС-приближения, описывающего возмущенную зону при взаимодействии
газового потока с поверхностью движущегося тела, являются скорость тела 𝑣𝑙, вектор состояния потока Q𝑙 и
вектор потока F𝑙. Опять же, вектор потока может быть в общем случае аппроксимацией и не совпадать с век-
тором потока F(Q𝑙).

HLLС-приближение дает значение консервативного вектора Q* и потокового вектора F* в возмущен-
ной зоне, ограниченной поверхностью тела 𝑣𝑠 и волной 𝑠𝑙. Скорость волны определяется так же, как в HLL-
решении:

𝑠𝑙 = min(𝑢𝑙 − 𝑎𝑙, 𝑣𝑠 − 𝑎𝑙). (26)

Имея скорость волны, разделяющей возмущенную и невозмущенную области, определяем сначала вектор Q*

из законов сохранения массы, импульса и энергии —

F(Q*, 𝑝*)− F(Q𝑙) = 𝑠𝑙(Q
* −Q𝑙) (27)

и условия 𝑢* = 𝑣𝑠:

Q* =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1

𝑢𝑙 − 𝑠𝑙
𝑣𝑠 − 𝑠𝑙

⎛⎜⎜⎝
ρ𝑙

ρ𝑙𝑣𝑠

ρ𝑙𝐸𝑙 + (𝑢𝑙 − 𝑣𝑠)

(︂
𝑝𝑙

𝑢𝑙 − 𝑠𝑙
− ρ𝑙𝑣𝑠

)︂
⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (28)

𝑝* = 𝑝𝑙 + ρ𝑙(𝑢𝑙 − 𝑠𝑙)(𝑢𝑙 − 𝑣𝑠).

Аппроксимация потока в возмущенной области F* определяется после этого из условия Рэнкина–Гюгонио:

F* = F𝑙 + 𝑠𝑙(Q
* −Q𝑙). (29)

На основе HLL- и HLLC-солверов решение СЗР_g может быть построено в возмущенной области следую-
щим образом:

область I : HLL
(︀
Q𝑙,F(Q𝑙),Q𝑟,F(Q𝑟)

)︀
⇒ (𝑠0𝑙, 𝑠0𝑟,Q

*
I ,F

*
I ),

область II : HLLC
(︀
Q𝑟,F(Q𝑟), 𝑣𝑠

)︀
⇒ (𝑠1𝑙,Q

*
II,F

*
II),

область III : HLL
(︀
Q*

I ,F
*
I ,Q

*
II,F

*
II

)︀
⇒ (𝑠2𝑙, 𝑠2𝑟,Q

*
III,F

*
III),

область IV : HLLC
(︀
Q*

III,F
*
III, 𝑣𝑠

)︀
⇒ (𝑠3𝑙,Q

*
IV,F

*
IV).

(30)

Что касается СЗР_ s, хотя она является автомодельной, и ее решение может быть построено точно, для нее
также используется приближенный солвер: HLLC

(︀
Q𝑙,F(Q𝑙), 𝑣𝑠

)︀
⇒ (𝑠𝑙,Q

*,F*).
Рассмотренное выше приближенное решение СЗР_g справедливо, вообще говоря, при условии, что траек-

тории левосторонних волн 𝑠0𝑙, 𝑠2𝑙, 𝑠3𝑙 не пересекаются на временном шаге ∆𝑡. Если пересечение имеет место,
то возникают дополнительные волны, которые меняют рассмотренное выше решение. Одним из решений этой
проблемы может быть корректировка скоростей волн, например, так: 𝑠0𝑙, 𝑠2𝑙, 𝑠3𝑙 ← min(𝑠0𝑙, 𝑠2𝑙, 𝑠3𝑙) [21]. Сле-
дует отметить, что ситуация с указанным выше пересечением, хотя теоретически и возможна, практически не
возникает, как показывают многочисленные расчеты.

Численный поток, определяющий изменение консервативного вектора решения в счетной ячейке на ша-
ге ∆𝑡, вычисляется на решении рассмотренной выше составной (пристеночной) задачи Римана. В случае СЗР_g
с решением возмущенной зоны (30) поток аппроксимируется интегралом от потока F* по шагу ∆𝑡:

Fσ = [τ1F
*
I + (τ2 − τ1)F*

III + (τ3 − τ2)F*
IV] ∆𝑡, (31)

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



МЕТОД СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЫ ДЛЯ СОПРЯЖЕННЫХ ЗАДАЧ 1555

где τκ = 𝑡𝑘/∆𝑡, 𝑘 = 1, 2, 3, а 𝑡𝑘 — моменты времени, в которые волны пересекают грань ячейки (прямую 𝑥 = 0
на фиг. 3а).

Эти моменты времени определяются моментами времени 𝑡I первичного взаимодействия возмущенных об-
ластей и времени 𝑡II вторичного взаимодействия потока с поверхностью тела. Они вычисляются по координате
𝑥𝑠 и скоростям соответствующих волн:

𝑡I =
𝑥𝑠

𝑠0𝑟 − 𝑠1𝑙
, 𝑡II =

𝑥𝑠(𝑠2𝑟 − 𝑠1𝑙)

(𝑠0𝑟 − 𝑠1𝑙)(𝑠0𝑟 − 𝑣𝑠)
, (32)

а времена 𝑡𝑘 в (31) —

𝑡1 =
𝑠2𝑙 − 𝑠0𝑟

𝑠2𝑙
𝑡I, 𝑡2 =

(𝑠2𝑟 − 𝑠0𝑟)𝑡I + (𝑠3𝑙 − 𝑠2𝑟)𝑡II

𝑠3𝑙
, 𝑡3 =

(𝑠2𝑟 − 𝑠0𝑟)𝑡I + (𝑣𝑠 − 𝑠2𝑟)𝑡II

𝑣𝑠
. (33)

Выражение для потока (31) верно для волновой конфигурации, изображенной на фиг. 3а, когда все интере-
сующие нас взаимодействия волн происходят на шаге ∆𝑡. Если это не так, и какие-то волновые взаимодействия
выходят за пределы временного интервала [0,∆𝑡], формула (31) уже не работает. Чтобы сделать ее универсаль-
ной, справедливой для любых волновых конфигураций, можно скорректировать параметры τκ следующим об-
разом:

τκ ← τκ =

{︃
τκ, если 0 ≤ τκ ≤ 1,

1, если иначе.
(34)

Для СЗР_s (фиг. 3б) мы используем HLLC-решение для пристеночной возмущенной области (28), (29). Чис-
ленный поток в этом случае выражается следующим образом:

Fσ = [(τ2 − τ1)F* + (1− τ2)F𝑙] ∆𝑡, (35)

где (τκ = τκ, если τκ ∈ [0, 1], и (τκ = 1, в противном случае, τκ = 𝑡𝑘/∆𝑡, 𝑘 = 1, 2, а 𝑡1 = −𝑥𝑠/𝑣𝑠, 𝑡2 = −𝑥𝑠/𝑠𝑙 —
моменты времени, в которые поверхность тела и волна пересекают грань ячейки (прямую 𝑥 = 0 на фиг. 3б),
соответственно.

Векторы Gσ±, определяющие вклад компенсационного потока на шаге ∆𝑡 в ячейке слева (знак “–”) и спра-
ва (знак “+”) от грани в уравнении (19), вычисляются на соответствующей гране по решению СЗР_g:

G+
σ = [(F*

II − 𝑣𝑠Q
*
II)τII + (F*

IV − 𝑣𝑠Q
*
IV)(τ3 − τII)] ∆𝑡,

G−
σ = (F*

IV − 𝑣𝑠Q
*
IV)(1− τ3)∆𝑡.

(36)

Если грань приходится на тело, то потоки определяются по решению СЗР_s:

G−
σ = (F* − 𝑣𝑠Q

*)τ1∆𝑡−Gσ = −(F* − 𝑣𝑠Q
*)(1− τ1)∆𝑡,

G+
σ = (F* − 𝑣𝑠Q

*)(1− τ1)∆𝑡.
(37)

Вычитание полного потока Gσ из выражения для левостороннего потока G−
σ в (37) исключает двойной учет

компенсационного потока, поскольку этот поток считается на обеих гранях пересекаемой ячейки.
Решение правосторонней задачи пристеночной задачи Римана (тело слева, газ справа) сводится к реше-

нию рассмотренной выше левосторонней задачи заменой знака у координаты и скорости на противоположный.
Практически это сводится к следующему алгоритму.

Пусть надо определить потоки Fσ и G±
σ для случая правостороннего паттерна, т.е., на решении

СЗР_g(𝑟, 𝑥𝑠, 𝑣𝑠,Q𝑙,Q𝑟). Для этого мы рассмотрим вспомогательную задачу СЗР_g(𝑙,−𝑥𝑠,−𝑣𝑠,Q𝑙,Q𝑟), где Q𝑙 =
= I*Q𝑟, Q𝑟 = I*Q𝑙, I* = diag(1, 1,−1, 1) — диагональная матрица, и вычислим для нее соответствующие

потоки Fσ и G
±
σ . После этого искомые потоки находятся простым обратным преобразованием: Fσ = −I*Fσ,

G±
σ = −I*G

±
σ .

5. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотренный в предыдущих разделах метод численного решения сопряженной задачи динамики газа и
твердого тела на несогласованной сетке позволяет удерживать разрешение границы тела в одномерной модели
с точностью до одной расчетной ячейки при надлежащем выборе временного шага. Последний определяется
стандартным курантовским условием устойчивости. Этот шаг гарантирует также, что граница тела не проходит
за шаг по времени расстояние более одной ячейки.
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Все расчеты, представленные ниже, проводились на стационарной равномерной сетке сквозным образом
по схеме (19). Геометрия тела задавалась начальным распределением объемной доли газа в ячейках сетки. Ско-
рость тела являлась заданной величиной при форсированном движении. При свободном движении она опре-
делялась из решения уравнения движения тела под действием давления со стороны газа, которое определяется
при вычислении компенсационных потоков. Число Куранта равнялось 0.9.

Тест 1. Постановка первой задачи аналогична задаче Сода [25] с той лишь разницей, что на месте разрыва мы
ставим узкий поршень, который форсированно движется с постоянной заданной скоростью, равной скорости
контактного разрыва в оригинальной постановке, 𝑣𝑠 = 0.92745. Начальные значения приведены в табл. 1.

Таблица 1. Начальные значения для теста 1.

0 < 𝑥 < 0.5 0.5 < 𝑥 < 0.505 0.505 < 𝑥 < 1

α 1.0 0.0 1.0

ρ 1.0 0.0 0.125

𝑢 0.0 0.0 0.0

𝑝 1.0 0.0 0.1

Численные решения приведены на графиках, изображенных на фиг. 4. Здесь тело представляет собой тон-
кий плоский поршень. Его положение показано на графиках двумя вертикальными линиями. Распределение
объемной доли тела демонстрирует бездиссипативное разрешение границы; левая и правая границы поршня
разрешаются с точностью до одной ячейки. При этом распределение газодинамических параметров, положение
и амплитуды волны разрежения и ударной волны, возникающих при движении поршня, в точности совпадают
с соответствующими решениями оригинальной задачи Сода.

Тест 2. В этом тесте рассматривается свободное движение тела под действием силы давления. Постановка
задачи такая же, как в предыдущем тесте (Таблица 1). Масса поршня равна 1.5, его начальная скорость равна
нулю.

Под действием перепада давления поршень начинает перемещаться справа налево. При этом в газе обра-
зуются нарастающие по времени волны сжатия и разрежения. Этот процесс показан на фиг. 5, где приведены
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Фиг. 4. Численное решение для задачи Сода, форсированное движение: распределения объемной доли и плотности (верх-
ний ряд), давления и скорости (нижний ряд).
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Фиг. 5. Численное решение для задачи Сода, свободное движение: а — для распределения объемной доли и плотности, б,
в — для давления и скорости на три последовательные момента времени.

численные распределения объемной доли тела, давления и скорости на три последовательных момента време-
ни. Граница поршня показана вертикальными линиями. Со временем волна сжатия опрокидывается, формируя
фронт ударной волны. Скорость поршня увеличивается, амплитуда ударной волны растет, перепад давления на
поршне уменьшается. Асимптотически этот процесс выходит на автомодельные распределения предыдущей
задачи Сода. Здесь также отметим бездиссипативное разрешение границы тела (фиг. 5).

Тест 3. Этот тест представляет собой газодинамический осциллятор. В нем массивный поршень совершает
свободное колебательное движение за счет меняющегося со временем перепада давления на его границах. На-
чальное распределение параметров в газе постоянное: ρ = 1, 𝑢 = 0, 𝑝 = 1. Газ занимает область 0 ≤ 𝑥 ≤ 10,
начальное положение поршеня — 5 ≤ 𝑥 ≤ 5.1. Масса поршня равна 1.5, начальная скорость 𝑣𝑠 = 1. Левая и
правая границы области (𝑥 = 0 и 𝑥 = 1) соответствуют жестким стенкам с граничным условием 𝑢 = 0.

В этом тесте при движении поршня также происходит формирование волн сжатия и разрежения, которые
теперь при достижении границ области отражаются от стенок и повторно взаимодействуют с поршнем, замед-
ляя его скорость до нуля и разворачивая направление движения на противоположное. Этот процесс иллюстри-
руется на фиг. 6б, где показаны распределения давления на 4 последовательных момента времени. В результате
со временем возникает колебательное движение поршня с амплитудой примерно 2.5. Этот процесс показан
на фиг. 6а графиками центра поршня (красный) и скорости (зеленый) в зависимости от времени. Отметим,
что рассматриваемый процесс становится строго периодическим и не должен затухать со временем, так как
какие-либо диссипативные процессы в рассматриваемой модели отсутствуют. Этот факт хорошо подтвержда-
ется приведенными численными результатами, благодаря бездиссипативному разрешению границ тела.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложен новый подход к решению задач течения сжимаемой жидкости около стационарных и движущих-
ся тел на основе цифрового представлении геометрии и осредненных уравнений газовой динамики, действую-
щих во всем пространстве, включая область тела. Методика использует математические модели многофазных
сред, где распределение фаз задается функцией Хевисайда, а межфазный интерфейс моделируется в рамках
метода диффузной границы. Это позволило продолжить область решения на все пространство и фактически
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Фиг. 6. Газодинамический осциллятор: а — для координаты центра поршня (красный) и скорости (зеленый) в зависимости
от времени, б — для распределения давления в газе на четыре последовательных момента времени.

свести краевую задачу в ограниченной области к начальной задаче Коши во всем пространстве. Движение те-
ла при этом полностью определяется решением уравнения переноса для скалярного поля функции порядка.
Вычислительная модель строится на простейших декартовых сетках. Для решения осредненных уравнений в
рамках одномерной модели рассмотрен численный метод Годунова. При этом в пересекаемых ячейках вводит-
ся разрывное восполнение решения, что приводит к рассмотрению составной задачи Римана, описывающей
распад начального разрыва при наличии ограничивающей стенки. Построено приближенное решение состав-
ной задачи Римана на основе гибридного HLL-HLLC-метода. Показано, что аппроксимация численного по-
тока на решении составной задачи Римана обеспечивает, во-первых, перенос функции порядка без численной
диссипации, а во-вторых, устойчивость разностной схемы при стандартном курантовском ограничении на шаг
по времени.
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Abstract. This paper presents a new approach to numerical modeling of gas flow around stationary and
moving rigid bodies, allowing for the use of Eulerian grids that are not tied to the geometry of the body.
The bodies are assumed to be absolutely rigid and undeformable, with their elastic properties disregarded.
The gas is inviscid and non-heat-conducting, described by compressible fluid equations. The proposed
approach is based on averaging the equations of the original model over a small spatial filter. This results in a
system of averaged equations that includes an additional quantity — the solid volume fraction parameter —
whose spatial distribution digitally represents the geometry of the body (analogous to an order function).
This system of equations operates across the entire space. Under this approach, the standard boundary-
value problem within the gas region is effectively reduced to a Cauchy problem over the entire space. For a
one-dimensional model, the numerical solution of the averaged equations is considered using Godunov’s
method. In intersected cells, a discontinuous solution is introduced, leading to a compound Riemann
problem that describes the decay of the initial discontinuity in the presence of a confining wall. It is shown
that the approximation of the numerical flux for the compound Riemann problem solution ensures transport
of the order function without numerical dissipation.

Keywords: gas dynamics near a moving solid surface, averaged Euler equations, compound Riemann
problem, Godunov’s numerical method.
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В работе исследуется возможность применения метода С.К. Годунова построения спектрального портрета
матрицы для оценки ранга матриц специального вида, которые появляются в ряде приложений, таких, как
анализ структур графов ближайших соседей, теория конечных автоматов и оценка спектра разреженных мат-
риц. Описан вычислительный алгоритм генерации ансамбля матриц случайных расстояний и связанных с
ним графов ближайших соседей. На основе вычислительного эксперимента оценены параметры распределе-
ния степеней вершин случайных графов ближайших соседей. Оценки удается получить вследствие того, что
указанное распределение не зависит от функции распределения случайных расстояний и является многомер-
ным нормальным распределением. Доказано, что ранг матрицы инцидентности графа ближайших соседей
равен суммарному числу вершин со степенями 0 и 1 по входящим ребрам, и получено распределение ранга
такой матрицы. Показано, что в данной задаче определения ранга матрицы весьма эффективным является
также метод, основанный на анализе распределения степеней вершин. Библ. 17. Фиг. 4.

Ключевые слова: граф ближайших соседей, распределение степеней вершин, спектральный портрет, распре-
деление ранга матрицы.

DOI: 10.31857/S0044466924080189, EDN: XZTUET

1. ВВЕДЕНИЕ

Во многих задачах вычислительной линейной алгебры необходимо иметь оценки того, в каких пределах
лежит возмущение спектра матрицы при возмущении ее элементов. Это связано с тем, что на практике при
построении разностных схем для решения уравнений математической физики появляются матрицы коэффи-
циентов, характеризующих свойства системы в вычислительной ячейке. Ими могут быть, например, коэффи-
циенты теплопроводности или вязкости, получаемые в ходе физического эксперимента, и потому известные
с некоторой ошибкой. В результате может оказаться, что свойства численного решения неожиданно сильно
зависят от точности входных данных, которые можно трактовать как параметры со случайным возмущением.
Возникающие при этом проблемы были описаны в известных монографиях [1, 2].

В дальнейшем выяснилось, что исследование устойчивости спектра матрицы при случайном возмущении ее
элементов требуется проводить также в ряде статистических задач для оценки достаточности длины выборки,
корректности модели распознавания образов, оценки ранга случайной матрицы. Примеры такого использова-
ния спектральных портретов стохастических матриц содержатся в книге [3].

Современное состояние исследований представлено в монографии С.К. Годунова [4], которой мы и будем
следовать в части основных определений и методологии.

Представляет интерес использование спектральных портретов матриц, возникающих при анализе случай-
ных разреженных матриц больших размеров. Такие матрицы возникают, в частности, как матрицы инцидент-
ности графов ближайших соседей при моделировании структурных связей тех или иных множеств.

Анализ графов ближайших соседей (далее ГБС) представляет собой один из широко используемых методов
кластеризации данных [5]. Графом ближайших соседей называется ориентированный граф, определенный для
множества 𝐸 точек в метрическом пространстве. Каждая точка данного множества является вершиной графа.
Направленное ребро из точки 𝐴 в точку 𝐵 проводится для той точки 𝐵 множества, расстояние до которой от

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта 23-71-10055).
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точки 𝐴 минимально. Обозначим через ρ𝐴(𝑋) расстояние от данной точки 𝐴 ∈ 𝐸 до некоторой другой точ-
ки 𝑋 ∈ 𝐸. Тогда точка 𝐵, к которой проводится ребро из точки 𝐴, определяется условием

𝐵 = arg min
𝑋∈𝐸
𝑋 ̸=𝐴

ρ𝐴(𝑋).

В большинстве случаев целью анализа является установление структурных связей между объектами, кото-
рым были поставлены в соответствие наборы чисел и введена мера близости в некотором подходящем про-
странстве. Тогда практическую важность приобретает вопрос о вариабельности установленных эмпирических
закономерностей, поскольку разные выборки однотипных объектов будут порождать, вообще говоря, разные
графы связей. В этом смысле граф связей является случайным, поскольку случаен сам отбор объектов в анали-
зируемую группу.

Теория случайных графов развита очень подробно в части случайных графов, которые обычно трактуют-
ся в смысле Эрдёша–Реньи [6], когда вершины соединяются между собой по заданному вероятностному за-
кону. Такие графы активно изучались в контексте решения многих прикладных задач (см., например, [7–9]).
Асимптотические свойства случайных графов также анализировались в рамках конкретных вероятностных мо-
делей применительно к различным онтологиям, социальным и транспортным сетям и аналогичным объектам
(см. работы [10–13]). Однако в области статистического анализа графов конструктивных моделей и результатов
существенно меньше. Это связано с тем, что выборка графов сама по себе не имеет места, поскольку граф визуа-
лизирует свойство изучаемой группы объектов. Поэтому понятие выборки адресуется именно группе объектов,
которые должны быть однородными по изучаемому свойству в статистическом смысле.

Основная проблема состоит в том, что анализ одного конкретного графа не позволяет оценить вероятность
его реализации как элемента из определенного множества случайных графов, поскольку нужное множество
не формализовано. Исключением является граф ближайших соседей, который строится на основе матрицы
попарных расстояний между точками. В этом случае функция распределения расстояний известна, что позво-
ляет выяснить, какие графы ей отвечают. В работах [14–16] были получены результаты о статистике структур
графов ближайших соседей. В основе вычислительного метода лежит теорема о независимости распределения
этих структур от функции распределения расстояний между вершинами графа. Этот факт позволил получить
в результате численных экспериментов табличные значения вероятностей, характеризующих ансамбль ГБС:
распределение графов по числу несвязных фрагментов, фрагментов по числу вершин и вершин по степеням
входящих ребер. Используя эти результаты, можно построить распределение ранга матрицы инцидентности и
получить новый критерий независимости выборочных данных.

2. СПЕКТРАЛЬНЫЙ ПОРТРЕТ МАТРИЦЫ

Приведем здесь определения основных понятий, требующихся далее, следуя монографии С.К. Годунова [4].
Число λ принадлежит ε-спектру Λε(𝐴) матрицы 𝐴, если существует такая возмущающая ее матрица ∆, что

‖∆‖ ≤ ε‖𝐴‖ и det(λ𝐼 −𝐴− ∆) = 0, где 𝐼 — единичная матрица.
Сингулярными числами σ𝑖 матрицы 𝐴 называются собственные значения эрмитовой матрицы 𝐴+𝐴, где знак

плюс вверху означает эрмитово сопряжение. Все эти числа неотрицательны. Занумеруем их в порядке возрас-
тания, так что для матрицы порядка 𝑁 минимальное сингулярное число есть σ1, а максимальное σ𝑁 .

Числом обусловленности невырожденной матрицы 𝐴 называется величина

µ(𝐴) =
σ𝑁 (𝐴)

σ1(𝐴)
= ‖𝐴‖ ·

⃦⃦
𝐴−1

⃦⃦
. (2.1)

Имеет место оценка для числа обусловленности возмущенной матрицы:

|µ(𝐴 + ∆) − µ(𝐴)| ≤ 2µ(𝐴)

1 − µ(𝐴)‖Δ‖
‖𝐴‖

· ‖∆‖
‖𝐴‖

. (2.2)

Эта оценка означает, что при малом возмущении, когда ‖∆‖ ≪ ‖𝐴‖/µ(𝐴), число обусловленности возму-
щенной матрицы также меняется мало.

Резольвентой матрицы 𝐴 называется матрица

𝑅(λ) = (λ𝐼 −𝐴)−1. (2.3)

В терминах резольвенты ε-спектр определяется следующим образом: число λ принадлежит ε-спектру Λε(𝐴)
матрицы 𝐴, если

‖𝑅(λ)‖ ≥ 1

ε‖𝐴‖
. (2.4)
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На этой формуле основан практически применяемый численный алгоритм определения областей в ком-
плексной плоскости параметра λ, отвечающих спектральным пятнам в зависимости от величины возмущения ε.

При исследовании расположения точек спектра представляют интерес замкнутые гладкие кривые γε, пред-
ставляющие изолинии ε-спектра. Контур γε разбивает весь ε-спектр Λε(𝐴) на две части , лежащие внутри и вне
его. В этом смысле контур γε осуществляет дихотомию ε-спектра матрицы. Качество дихотомии κγ(𝐴) оцени-
вается нормой квадрата резольвенты (2.3) на данной кривой:

κγ(𝐴) =
‖𝐴‖2

𝑙γ

∮︁
γ

‖𝑅(λ)‖2𝑑λ. (2.5)

Здесь 𝑙γ есть длина контура γ. Величина κγ(𝐴) выбрана как индикатор точности разделения спектра пото-
му, что если на некоторой кривой γ нет точек спектра λ(𝐴), то норма резольвенты на такой кривой конечна:
‖𝑅(λ‖γ < ∞, как и интеграл от нее по этой кривой.

Если внутри области, ограниченной кривой γε, оказалось несколько собственных значений, то с указанной
точностью ε их естественно считать совпадающими. Тогда подпространство с базисом из собственного и при-
соединенных векторов для такого кратного собственного значения будет инвариантным подпространством для
оператора 𝐴. Проектор Π на это инвариантное подпространство определяется формулой

Πγ =
1

2π𝑖

∮︁
γ

𝑅(λ)𝑑λ. (2.6)

В частности, если контур γ охватывает все собственные значения, то всякая аналитическая функция от мат-
рицы, будучи определенной на ее спектре, имеет интегральное представление

𝑓(𝐴) =
1

2π𝑖

∮︁
γ

𝑓(λ)𝑅(λ)𝑑λ. (2.7)

Удобно рассматривать радиальную дихотомию, т.е. дихотомию, задаваемую кривой λ = 𝑟𝑒𝑖ϕ при фиксиро-
ванном значении 𝑟. Тогда параметр дихотомии κ𝑟(𝐴) является нормой эрмитовой матрицы 𝐻𝑟(𝐴), имеющей
интегральное представление

𝐻𝑟(𝐴) =
1

2π

2π∫︁
0

(𝐴+ − 𝑟𝑒−𝑖ϕ𝐼)−1(𝐴− 𝑟𝑒𝑖ϕ𝐼)−1𝑑ϕ, κ𝑟(𝐴) = ‖𝐴‖2 · ‖𝐻𝑟(𝐴)‖. (2.8)

Интеграл в (2.8) сходится только в том случае, если на окружности λ = 𝑟𝑒𝑖ϕ нет собственных значений мат-
рицы 𝐴. Это представление используется при численном нахождении ε-спектра матрицы.

3. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ГРАФОВ БЛИЖАЙШИХ СОСЕДЕЙ

Мы будем предполагать единственность ближайшего соседа для каждой точки множества. Тогда из опре-
деления ГБС следуют его основные структурные свойства: с каждой вершиной связано ровно одно выходящее
ребро, число вершин графа равно числу ребер, каждый связный ГБС содержит ровно один цикл. Для дальней-
шего существенны следующие утверждения.

Пусть 𝑛𝑝(𝑁) есть число вершин степени 𝑝 в графе ближайших соседей из 𝑁 вершин. Тогда

𝑁−1∑︁
𝑝=0

𝑛𝑝(𝑁) = 𝑁,
𝑁−1∑︁
𝑝=0

𝑝𝑛𝑝(𝑁) = 𝑁. (3.1)

Отсюда следует, что число вершин нулевой степени равно

𝑛0 =

𝑁−1∑︁
𝑝=2

(𝑝− 1)𝑛𝑝, (3.2)

а сумма числа вершин нулевой и первой степени равна

𝑛0 + 𝑛1 = 𝑁 −
𝑁−1∑︁
𝑝=2

𝑛𝑝. (3.3)

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



1564 КИСЛИЦЫН

Справедливы также следующие утверждения.

Теорема 1 (см. [14]). Вероятность реализации структуры ГБС не зависит от распределения расстояний между
точками.

Утверждение следует из того, что монотонное преобразование одного стационарного распределения веро-
ятностей в другое не меняет упорядоченности между элементами выборки, т.е. не влияет на структуру ГБС.

Теорема 2 (см. [16]). Статистика результата генерации ансамбля графов ближайших соседей не зависит от
выполнения неравенства треугольника для элементов матрицы, которые могут трактоваться как расстояния, а
могут — как независимые случайные числа.

Доказательство основано на том, что предъявляется алгоритм построения матрицы именно расстояний в
некотором метрическом пространстве, после чего, используя теорему 1, делается преобразование получающе-
гося распределения расстояний к равномерному распределению, при котором упорядоченность между элемен-
тами матрицы сохраняется, но неравенство треугольника уже не выполняется.

Новый результат, обсуждению которого посвящена настоящая работа, состоит в следующем.

Теорема 3. Сумма числа нулевых и первых степеней вершин графа ближайших соседей равна рангу соответству-
ющей матрицы инцидентности.

Доказательство. Рассмотрим ГБС, порожденный некоторой матрицей расстояний 𝑁 ×𝑁 . Сопоставим этой
матрице расстояний матрицу инцидентности для соседа порядка 𝑘. Эта матрица того же порядка 𝑁 ×𝑁 , что и
исходная матрица случайных расстояний, в которой все элементы строки 𝑖, кроме одного, отвечающего сосед-
ству вершины в строке 𝑖и вершины в столбце 𝑗, заменены нулями. Отмеченный же элемент 1𝑖𝑗 положен равным
единице. Поскольку в силу единственности соседа данного порядка в каждой строке матрицы есть ровно один
ненулевой элемент и сумма всех таких элементов равна порядку матрицы 𝑁 , то необходимым и достаточным
условием невырожденности матрицы является в данном случае отсутствие нулевого столбца. Необходимость
условия очевидна (для невырожденности необходимо отсутствие нулевого столбца), а достаточность следует из
разложения определителя по 𝑖-й строке, что сводит вычисление определителя матрицы 𝑁 × 𝑁 к вычислению
определителя матрицы (𝑁 − 1) × (𝑁 − 1) с точностью до знака (−1)𝑖+𝑗 . Совпадающих ненулевых столбцов в
матрице инцидентности нет, так как иначе это означало бы, что у некоторой точки более одного ближайше-
го соседа. Следовательно, ранг матрицы инцидентности равен ее размеру за вычетом числа нулевых столбцов.
Нулевые столбцы могут появиться только в том случае, если в каких-то других столбцах число единиц больше
одной. Наличие, например двух единиц в столбце 𝑗 означает, что вершина 𝑗 является ближайшей для некоторых
двух вершин. Следовательно, нулевых столбцов в матрице инцидентности столько, сколько имеется вершин
степени 2, 3, и т.д. Поскольку же

∑︀𝑁−1
𝑝=0 𝑛𝑝 = 𝑁 , то число ненулевых столбцов равно 𝑁 −

∑︀𝑁−1
𝑝=2 𝑛𝑝 = 𝑛0 + 𝑛1.

Это и есть порядок максимального отличного от нуля минора. Теорема 3 доказана.
Следствием этого утверждения является то, что распределение ранга матрицы инцидентности равно рас-

пределению суммы двух случайных величин — числа вершин со степенями 0 и 1 по входящим ребрам.

4. АЛГОРИТМ ГЕНЕРАЦИИ МАТРИЦ СЛУЧАЙНЫХ РАССТОЯНИЙ

Для численного анализа статистик структур ГБС был разработан алгоритм, основанный на теоремах 1 и 2.
При сборе статистик графов первых ближайших соседей были использованы следующие особенности именно
ГБС структур.

Поскольку ближайший сосед ровно один, то вместо матрицы смежности достаточно хранить всего одну
строку, в 𝑘-й ячейке которой записан номер 𝑗(𝑘) вершины 𝑗, которая является ближайшей для вершины 𝑘.

Пересчет числа фрагментов начинается с первой ячейки. В первый фрагмент попадают вершины, связанные

цепочкой: 1 → 𝑗1(1) → 𝑗2
(︀
𝑗1(1)

)︀
→ 𝑗3

(︁
𝑗2
(︀
𝑗1(1)

)︀)︁
→ · · · . Цепочка продолжается до тех пор, пока в ней не появ-

ляется номер вершины, уже отмеченный ранее. После этого найденная последовательность номеров вершин
записывается как фрагмент 1. Эти номера вычеркиваются из общей строки. Затем начинается аналогичный
процесс для ячейки, номер которой следует за 1 (с учетом вычеркивания). Если на каком-то шаге появляется
номер 𝑗(𝑘), найденный ранее, то вся эта цепочка присоединяется к соответствующему фрагменту. В результате
собираются данные о количестве вершин в каждом фрагменте, что позволяет построить по достаточно боль-
шому числу таких экспериментов распределение фрагментов по числу вершин.

Распределение вершин по степеням как для отдельного фрагмента, так и для графа в целом строится по
частотам встречаемости номеров вершин, являющихся чьими-то соседями: это количество номеров, встретив-
шихся в строке 𝑗(𝑘) 0 раз, 1 раз, 2 раза и т.д. В итоге после реализации 𝐾 экспериментов по генерации мат-
рицы 𝑁 × 𝑁 случайных равномерно распределенных чисел получаем набор (𝑛1

0, . . . , 𝑛
𝐾
0 ) вариантов для числа

вершин с нулевой степенью, что позволяет построить эмпирическое распределение вероятности количества
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таких вершин 𝑓0(𝑛), так что
∑︀𝑁

𝑛=0 𝑓0(𝑛) = 1. Из тех же экспериментов получаем набор (𝑛1
1, . . . , 𝑛

𝐾
1 ) вариантов

для числа вершин с первой степенью и соответствующее распределение 𝑓1(𝑛) и т.д.
С учетом однотипности производимых вычислительных процедур целесообразно
перейти к параллельной обработке данных. Алгоритм для параллельной реализации выглядит следующим

образом. На первом шаге задаются инициализирующие параметры. Например: количество реализаций, размер
матрицы графа, количество потоков. Далее происходит настройка главного процесса, который будет раздавать
задачи всем остальным. Инициализируется набор процессов, на которых непосредственно будут происходить
вычисления, и на них запускается реализация основного вычислительного блока. В основном вычислительном
блоке происходят следующие операции:

— генерируется стохастическая симметрическая матрица заданных размеров;
— в каждом столбце проводится упорядочение значений по близости к первому элементу столбца, что поз-

воляет для каждого первого элемента столбца получить вектор его соседей, отсортированный по удаленности;
— формируется вектор соседей заданной удаленности;
— по сформированным векторам соседей выстраивается ориентированный граф с использованием библио-

теки networkx;
— собирается статистика по количеству связных компонент и количеству вершин;
— рассчитывается распределение вершин графа по степеням.
На последнем шаге проводится проверка контрольных сумм, общего числа сгенерированных вершин и ко-

личества графов.
Подчеркнем, что в силу теоремы 2 нет необходимости генерировать расстояния между случайными точками

в евклидовом 𝑛-мерном пространстве, можно сгенерировать непосредственно матрицу случайных чисел. Это
заметно сокращает вычисления, а также позволяет проводить анализ ближайших соседей в различных квази-
нормах, таких, например, как расстояние Кульбака–Лэйблера.

5. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РАНГА МАТРИЦЫ ИНЦИДЕНТНОСТИ ГРАФОВ БЛИЖАЙШИХ СОСЕДЕЙ

Важная информация о структуре графов ближайших соседей содержится в распределении вершин по сте-
пеням. В результате численного моделирования выяснилось, что зависимость этого распределения от числа
вершин обладает определенным самоподобием, что позволяет численно найти характеризующие его констан-
ты.

На фиг. 1 приведено распределение вершин ближайших соседей по степеням для графа с числом вер-
шин 𝑁 = 100 по результатам 1 млн экспериментов. Показаны вероятности 𝑓𝑃 (𝑛) того, что число вершин со
степенью 𝑃 равно 𝑛.

Если расположить эти распределения на одной плоскости в виде поверхности 𝐹 (𝑝, 𝑛), которая есть сово-
купность распределений 𝑓𝑝(𝑛), то получим фазовое пространство возможных реализаций графа. При этом воз-
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Фиг. 1. Распределение вершин по степеням для 𝑁 = 100.
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Фиг. 2. Распределение числа вершин графа по степеням для 𝑁 = 100.

можна не любая траектория
(︀
𝑝, 𝑛(𝑝)

)︀
, а лишь такая, для которой выполняются условия (3.1). Соответствующая

поверхность 𝐹 (𝑝, 𝑛) приведена на фиг. 2 для 𝑁 = 100.
Совместное распределение степеней вершин ГБС асимптотически нормально. Это следует из того, что при

случайном размещении 𝑛 частиц по 𝑁 ячейкам вероятность 𝑃 (ξ1 = 𝑘1, . . . , ξ𝑁 = 𝑘𝑁 |ξ1 + · · ·+ξ𝑁 = 𝑛) совмест-
ного распределения заполнения ячеек есть полиномиальное распределение схемы размещения (𝑛,𝑁):

𝑃 (ξ1 = 𝑘1, . . . , ξ𝑁 = 𝑘𝑁 |ξ1 + · · · + ξ𝑁 = 𝑛) =
𝑛!

𝑁𝑛𝑘1! . . . 𝑘𝑁 !
, (5.1)

которое при больших𝑁 стремится к многомерному нормальному распределению. Важно подчеркнуть, что тео-
ретически параметры этого распределения ранее определены не были. По итогам вычислительного экспери-
мента выяснилось, что эмпирическое совместное распределение числа вершин по степеням {0, 1, . . . , 𝑝} может
быть приближенно описано распределением вида

𝑓(𝑛0, 𝑛1, . . . , 𝑛𝑝) =
1√

det𝐶

(︂
𝑁

π

)︂(𝑝+1)/2

exp

⎛⎝−𝑁

𝑝∑︁
𝑖,𝑗=0

𝐶−1
𝑖𝑗 (𝑛𝑖/𝑁 − µ𝑖)(𝑛𝑗/𝑁 − µ𝑗)

⎞⎠ , (5.2)

где det𝐶 есть определитель ковариационной матрицы, 𝐶−1
𝑖𝑗 — элементы обратной ковариационной матрицы,

𝑛𝑗 — число вершин со степенью 𝑗, µ𝑗 — средняя доля вершин, имеющих степень 𝑗. Поскольку показатель экспо-
ненты имеет порядок 𝑁 , то в силу быстрого стремления плотности распределения к нулю при малых значениях
𝑛𝑗 и при значениях порядка 𝑁 приближение нормировки по всему 𝑝-мерному пространству от −∞ до +∞ по
каждой координате допустимо, хотя формально аргументы распределения в (5.2) неотрицательны.

По результатам 1 млн генераций графов были получены следующие значения µ𝑗, не зависящие от 𝑁 :

µ0 = 0.367; µ1 = 0.367; µ2 = 0.184; µ3 = 0.061; µ4 = 0.015; µ5 = 0.003; µ6 = 0.0005. (5.3)

Статистическая достоверность предъявленных результатов выше 0.99.
Из совместного распределения (5.2) можно получить практические аппроксимации для плотностей распре-

деления числа вершин по степеням. Например, для нулевой, первой и второй степеней в графе из 𝑁 вершин
имеем формулы:

𝑓𝑝(𝑛) =

√︂
𝐴𝑝

π𝑁
exp

(︂
−𝐴𝑝

𝑁
(𝑛− µ𝑝𝑁)2

)︂
, (5.4)

𝐴0 = 4.9, µ0 = 0.37; 𝐴1 = 2.1, µ1 = 0.37; 𝐴2 = 4.5, µ0 = 0.18.
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Фиг. 3. Совместное распределение числа вершин со степенями 0 и 1 для 𝑁 = 100.

В силу условия (3.1) распределения числа вершин по степеням коррелированны. Совместное распределение
числа вершин степеней 0 и 1 для 𝑁 = 100 показано на фиг. 3.

Этот важный аспект находит свое приложение в анализе матрицы инцидентности. Такие матрицы рассмат-
риваются не только в теории графов, но и в теории конечных автоматов (см. [17]). Обычно сами матрицы для
описания конечных автоматов постоянны, а случайным является подаваемый на них сигнал, так что по анали-
зу выходного сигнала делается попытка определения указанной матрицы. В нашей задаче в некотором смысле
обратная ситуация — случайной является матрица. Также распределение числа вершин с нулевой и первой сте-
пенями по входящим ребрам имеет отношение к спектральной теории случайных графов.

Несмотря на конструктивную простоту доказательства теоремы 3, в качестве следствия из нее ниже полу-
чен результат, который следует из (5.4). Приближенными в этой формуле являются коэффициенты 𝐴𝑝 и µ𝑝,
найденные в результате численного моделирования. Сама же формула нормального распределения является
асимптотически точной по 𝑁 для распределения степеней вершин.

Носитель совместного распределения для двух случайных величин (числа вершин со степенями 0 и 1) имеет
вид эллипса, что соответствует коррелированному нормальному распределению вида:

𝑓(𝑛0, 𝑛1) =
1

2π𝑁σ0σ1
√︀

1 − ρ2
exp

(︃
−1

2𝑁(1 − ρ2)

(︂
(∆𝑛0)2

σ20
+

(∆𝑛1)2

σ21
− 2ρ

∆𝑛0∆𝑛1

σ0σ1

)︂)︃
, (5.5)

где ∆𝑛𝑗 = 𝑛𝑗 − µ𝑗𝑁 , 𝑛𝑗 — число вершин со степенью 𝑗, µ𝑗 — средняя доля вершин, имеющих степень 𝑗, ρ —
коэффициент корреляции, а σ2𝑗 — дисперсии распределений, показанных на фиг. 3. Эти дисперсии оценены в
формулах (5.4). Получим отсюда выражение для распределения 𝐹 (𝑚) суммы случайных величин 𝑚 = 𝑛0 + 𝑛1.
Поскольку совместное распределение (5.5) степеней вершин известно, то имеем

𝐹𝑚 =

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥,𝑚− 𝑥)𝑑𝑥. (5.6)

В силу быстрого убывания распределений (5.4) пределы интегрирования удобно распространить на всю чис-
ловую ось. В результате стандартного интегрирования плотностей гауссового типа получаем из (5.5), (5.6):

𝐹 (𝑚) =
1

σ0σ1𝐴
√

2π𝑁
exp

(︃
−
(︀
𝑚− (µ0 + µ1)𝑁

)︀2
2𝐴2𝑁σ20σ

2
1

)︃
, 𝐴2 =

1

σ20
+

1

σ21
+

2ρ

σ0σ1
. (5.7)
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Если случайные величины 𝑛0 и 𝑛1 независимы, то дисперсия распределения (5.7) максимальна и равна
σ2max = σ20 + σ21. Если же эти величины коррелированы, то дисперсия равна

σ
2
𝑚 = 𝐴2

σ
2
0σ

2
1 = σ

2
0 + σ

2
1 + 2ρσ0σ1. (5.8)

Минимальное значение дисперсии достигается при коэффициенте корреляции, равном ρ = −1, оно равно
σ2min = (σ0 − σ1)2. При равенстве дисперсий и линейной зависимости это распределение переходит в дельта-
функцию.

По итогам вычислительного эксперимента были получены следующие числовые значения для параметров
распределения (5.7):

σ
2
0 ≈ 0.10; σ

2
1 ≈ 0.24; ρ ≈ −0.92. (5.9)

Отсюда и из (5.8) находим, что дисперсия распределения (5.7) оказывается равной величине σ2𝑚 ≈ 0.05,
что меньше, чем дисперсия распределения нулевых степеней. Следовательно, распределение суммы в данном
случае имеет весьма малую дисперсию и может рассматриваться как приближенный закон сохранения средней
суммы степеней.

Применим теперь к матрице инцидентности метод построения спектральных портретов, чтобы понять, где
лежат точки спектра и с какой точностью требуется вычислять собственные значения. На фиг. 4 приведены
фрагменты портретов матриц для случая 100 × 100 вблизи нулевых собственных значений. Точные ранги этих
матриц равны соответственно 69, 64, 62 и 60. Границы областей, имеющих одну цветовую окраску, являются
линиями уровня для 𝐿2-нормы резольвенты

⃦⃦
(λ𝐼−𝑃 )−1

⃦⃦
. Здесь 𝑃 — матрица 𝐶−1

𝑖𝑗 из (5.2), элементы которой в
данном случае определяются из (5.5). На легендах рисунков указаны показатели степени десятки, т.е. точности,
с которой проведены расчеты спектра для данной цветовой окраски.
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Фиг. 4. Фрагменты спектральных портретов четырех матриц инцидентности ГБС для 𝑁 = 100.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 8 2024



О СПЕКТРАЛЬНЫХ ПОРТРЕТАХ МАТРИЦ ИНЦИДЕНТНОСТИ 1569

Из вида ε-спектра этих матриц можно сделать следующие выводы. Во-первых, и это весьма важно, для
более-менее корректного позиционирования нулевого собственного значения нужны вычисления с точностью
на уровне ε = 10−10 и выше (в смысле величины отрицательной степени). С точностью же 10−4 спектр занимает
некоторую область около нуля и отдельные точки не различимы. Во-вторых, с увеличением ранга (первые два
портрета) спектр распознается более детально. Поэтому, с одной стороны, при численном анализе плохо обу-
словленных матриц, элементы которых известны точно, требуется достаточно высокая точность вычислений.
В то же время эта точность, как показывают спектральные портреты, в практически важном случае не является
недостижимой, а находится на вполне реализуемом уровне.

Таким образом, что касается ранга матриц рассматриваемого специального вида, то он может быть опре-
делен точно исходя из свойств ближайших соседей. Важно, что спектр матриц инцидентности, определяемый
по методу Годунова, дает те же результаты: начиная с определенного уровня точности все ненулевые собствен-
ные значения идентифицируются как области спектрального портрета. Это означает, что вычислительные про-
цедуры, проводимые с такими вырожденными матрицами, могут осуществляться корректно при надлежащей
точности вычислений.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В представленном исследовании приведено применение метода спектральных портретов плохо обусловлен-
ных матриц для статистического анализа структур графов на примере матриц инцидентности графов ближай-
ших соседей. Показано, что точно решаемый пример с определением ранга матрицы инцидентности может
быть верно решен и численно с использованием метода Годунова анализа ε-спектра матрицы. При этом кор-
ректно определяется не только ранг матрицы, что может быть определено и более простыми вычислительными
процедурами, но и достаточно точное расположение собственных значений такой матрицы, что представляет
самостоятельную ценность.

Результаты работы могут быть использованы для построения критерия независимости выборочных данных,
поскольку найдено распределение суммы степеней вершин порядка 0 и 1 найдено с высокой статистической
точностью, причем это распределение не зависит от распределения элементов в матрице расстояний, на основе
которой проводится дальнейшее исследование.

Также следует указать о возможности применения данного метода, как и подхода с использованием спек-
тральных портретов, к задачам в области случайных конечных автоматов.
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Abstract. This paper explores the possibility of applying S.K. Godunov’s method of constructing spectral
portraits of matrices to estimate the rank of special types of matrices that appear in various applications, such
as nearest neighbor graph structure analysis, finite automata theory, and sparse matrix spectrum estimation.
A computational algorithm for generating an ensemble of random distance matrices and the associated
nearest neighbor graphs is described. Based on computational experiments, parameters of the vertex degree
distribution of random nearest neighbor graphs are evaluated. These estimates are feasible because the
distribution is independent of the random distance function and follows a multivariate normal distribution.
It is proven that the rank of the incidence matrix of a nearest neighbor graph equals the total number of
vertices with in-degree 0 and 1, and the rank distribution of such a matrix is derived. It is also shown that, in
this context, a method based on analyzing the vertex degree distribution is highly effective for determining
the matrix rank.

Keywords: nearest neighbor graph, vertex degree distribution, spectral portrait, matrix rank distribution.
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