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Предложен простой критерий оценки детализации сетки для получения сеточно-независи-
мого решения турбулентного течения в рамках статистического подхода моделирования тур-
булентности. Критерий выведен на основе апостериорной оценки локальной ошибки интер-
поляции поля кинетической энергии турбулентности. Хорошая детализация сетки должна
приводить к малым значениями ошибки интерполяции сеточного поля турбулентной энер-
гии. Использование уравнения переноса для кинетической энергии турбулентности и усло-
вия реализуемости позволили свести оценку относительной ошибки интерполяции к явной
формуле для оценки максимального шага сетки, необходимого для получения сеточно-неза-
висимого решения. В настоящей работе предложенный критерий применен к стационарной
задаче о течении за уступом и к нестационарной задаче об обтекании полукругового профи-
ля, установленного под нулевым углом атаки при числе Рейнольдса Re = 45000. В результате
численного исследования показано, что введенный критерий позволяет правильно оценить
необходимую детализацию сетки для получения сеточно-независимого решения вдали от
стенки. Критерий может быть использован как для оценки полученного решения на сеточ-
ную независимость, так и для адаптации расчетной сетки. Библ. 10. Фиг. 12. Табл. 1.

Ключевые слова: моделирование турбулентных течений, RANS подход, сеточно-независимое
решение, кинетическая энергия турбулентности, критерий сеточной детализации.

DOI: 10.31857/S0044466923040087, EDN: IPEKCA

1. ВВЕДЕНИЕ
Качество решения гидродинамической задачи, полученной с использованием методов вы-

числительной гидродинамики, определяется тремя аспектами: 1) физико-математической моде-
лью, выбранной для описания исследуемого течения, 2) сеточной и временной детализацией
(или разрешением) и 3) качеством и точностью выбранных численных методов. Последние два
критерия связаны очевидным образом: чем выше точность численных методов, тем грубее может
быть степень детализации сетки для получения решения заданной точности. Однако детализа-
ция сетки должна позволять численному методу разрешать особенности течения, диктуемые вы-
бранной моделью течения.

В инженерной практике к конечно-разностной или конечно-объемной сетке предъявляются
дополнительные требования, часто противоречащие основному критерию качества сетки (ин-
женерные критерии):

1. Степень детализации не должна ухудшать итерационную сходимость решения.
2. Сетка должна описывать характерные особенности исходной геометрии.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, Правительства Красноярского края и Красноярского крае-
вого фонда науки в рамках научного проекта № 20-41-240004.
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3. Сетка должна быть экономной. Объем данных на сетке должен “помещаться” в выделенные
на задачу вычислительные ресурсы. Расчет на сетке должен выполняться за приемлемое время.

4. Процесс построения сетки также должен быть “экономным”. Построение сетки должно
выполняться за приемлемое время.

Наиболее популярным методом в инженерной практике для моделирования турбулентных
течений является подход с использованием осреднения по Рейнольдсу (Reynolds-averaged Navi-
er–Stokes, RANS). Нестационарный вариант подхода (Unsteady Reynolds-averaged Navier–Stokes,
URANS) позволяет непосредственно разрешить только крупномасштабные когерентные вихре-
вые структуры, в то время как мелкомасштабные турбулентные пульсации моделируются с по-
мощью выбранной модели турбулентности. Как правило, при решении уравнений Рейнольдса
применяются конечно-объемные или конечно-разностные схемы второго порядка аппроксима-
ции по пространству и времени. Для аппроксимации конвективных слагаемых используются
противопоточные схемы, которые в областях больших градиентов снижают порядок аппрокси-
мации для получения гладкого решения.

Ошибки дискретизации уменьшаются при увеличении степени детализации сетки. И можно
ожидать, что при некоторой степени детализации сетки дальнейшее уменьшение шага сетки не
приведет к заметному изменению численного решения. Определить достаточную детализацию
сетки и, более того, оценить ошибки дискретизации и порядок аппроксимации численного ме-
тода можно с помощью расчетов на последовательности сеток с разной детализацией. При ис-
следовании сеточной сходимости нет необходимости определять индекс сеточной сходимости
(grid convergence index) или порядок аппроксимации численного метода, достаточно показать
монотонную сеточную сходимость интересующей величины на последовательности сеток
(см. [1]). Количество сеток должно быть не меньше трех. Простейший способ оценки сходи-
мости состоит в использовании метода Ричардсона, позволяющего сделать оценку ошибки
дискретизации путем сравнения решений, полученных на последовательности сеток с разной
детализацией.

На практике при решении индустриальной задачи у исследователя нет возможности выпол-
нять подобную оценку для всех исследуемых вариантов течений. Исследование сеточной сходи-
мости проводится для некоторых характерных случаев.

Другой подход для оценки сеточно-независимого решения может состоять в применении ал-
горитмов, развитых в методах адаптивных сеток. Один из способов обнаружения недостаточной
сеточной детализации состоит в сравнении численных результатов, полученных по схемам с раз-
ным порядком аппроксимаций. Области с большим отличием могут быть отмечены как области
с недостаточным сеточным разрешением. В этих областях и, возможно, в соседних с ними, тре-
буется детализировать сетку для получения сеточно-независимого решения. Критерии, исполь-
зуемые при построении адаптивных сеток, являются скорее способами индикации численной
ошибки и необходимости адаптации сетки, чем способами оценки необходимого размера шага
сетки или размера ячейки.

В настоящей работе развивается подход для оценки шага сетки, необходимого для получения
сеточно-независимого решения уравнений Рейнольдса, замкнутых полуэмпирической моделью
вихревой вязкости. Критерий выведен на основе апостериорной оценки локальной ошибки ин-
терполяции поля кинетической энергии турбулентных пульсаций (см. [2]) и позволяет избежать
расчетов на последовательности сеток. Хорошая детализация сетки при выбранной разностной
схеме и модели турбулентности должна приводить к малым значениями ошибки интерполяции
сеточного поля турбулентной энергии. Использование уравнения переноса для кинетической
энергии турбулентности и условия реализуемости (см. [3]) позволили свести оценку относитель-
ной ошибки интерполяции к явной формуле для оценки максимального шага сетки, необходи-
мого для получения сеточно-независимого решения.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА КРИТЕРИЯ

Рассматривается численное решение уравнений Рейнольдса, замкнутых полуэмпирической
моделью турбулентности. Предполагается, что модель турбулентности, основанная на осредне-
нии по Рейнольдсу, построена на основе гипотезы вихревой вязкости и использует уравнение
переноса кинетической энергии турбулентности в качестве одного из уравнений подсистемы
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расчета турбулентных величин. Осреднение по Рейнольдсу приводит к следующему уравнению
переноса кинетической энергии турбулентных пульсаций k:

где Pk – скорость генерации турбулентной энергии за счет скорости деформации среднего тече-
ния, ε – скорость вязкой диссипации турбулентной энергии, ν и νt – кинематические молеку-
лярная и турбулентная вязкости соответственно, ρ – плотность среды, d/dt – субстанциональная
производная. С использованием гипотезы Буссинеска для тензора рейнольдсовых напряжений
генерация турбулентной энергии описывается формулой

где Sij и  – компоненты и модуль тензора скоростей деформации среднего течения.
Для дискретизации исходной системы уравнений применяется метод конечного объема вто-

рого порядка точности по пространству. Аппроксимация производных в центре контрольного
объема находится на основе значений функции в центрах контрольных объемов. Непрерывная
аппроксимация (n + 1)-го порядка точности полевой функции f в окрестностях контрольного
объема P строится с помощью разложения в ряд Тейлора относительно центра контрольного
объема:

Оценка ошибки дискретизации для схем второго порядка определяется интегрированием
ошибки дискретизации по контрольному объему и для случая изотропной сетки с сеточным ша-
гом Δ имеет вид

Потребуем, чтобы разностное решение на данной сетке удовлетворяло условию малости относи-
тельной ошибки дискретизации

где δ – некоторая малая величина. В результате можно сформулировать условие на шаг сетки:

Применим данную апостериорную оценку локальной ошибки интерполяции к сеточному
распределению поля кинетической энергии турбулентности. Для начала рассмотрим равновес-
ный случай при доминировании генерации турбулентности, пренебрегая пространственной не-
однородностью турбулентной вязкости:

В данном случае детализация сетки должна быть достаточной для описания диффузионного пе-
реноса турбулентной энергии из области ее генерации. Условия реализуемости для тензора рей-
нольдсовых напряжений (см. [3]) позволяют сделать оценку сверху для производства турбулент-
ной энергии:

В результате для модуля лапласиана турбулентной энергии получаем оценку

Требование малости относительной ошибки локальной интерполяции приводит к неравенству
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Окончательно для шага сетки в областях с доминированием сдвига средней скорости получа-
ем неравенство

Это неравенство можно переписать для локального сдвигового числа Рейнольдса:

Рассмотрим другой предельный случай, соответствующий отсутствию или малости генерации
турбулентной энергии. В равновесном случае из уравнения переноса турбулентной энергии име-
ем следующие соотношения:

В данном случае детализация сетки должна быть достаточной для описания диффузионного
переноса турбулентной энергии в область ее диссипации. Такая ситуация реализуется в вязком
подслое пристеночного турбулентного пограничного слоя. В результате получаем для относи-
тельной ошибки следующую оценку:

и ограничение для шага сетки в области с доминированием диссипации турбулентной энергии

где  – временной масштаб турбулентности.
Объединяя два критерия для случаев доминирования генерации и диссипации турбулентной

энергии, получаем комбинированное условие на сеточный шаг:

Введем сеточный критерий Qm как отношение шага сетки к линейному некоторому масштабу Lm:

Для оценки значений коэффициентов зададим относительную ошибку δ ~ 5%, и в результате
имеем следующие значения коэффициентов:

Окончательно критерий для получения сеточно-независимого критерия формулируется в виде
неравенства

Интересно соотнести полученный критерий с существующими критериями сеточного разре-
шения для метода крупных вихрей. В развитой турбулентности вдали от стенки справедливы
формулы

в результате получаем оценку для линейного масштаба Lm:
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где  – масштаб турбулентности или характерный размер энергонесущих вихрей. Кри-
терий для RANS моделирования дает , т.е. не менее трех шагов сетки должно прихо-
диться на размер крупного турбулентного вихря. При использовании методов моделирования
крупных вихрей (Large Eddy Simulation, LES) для моделирования турбулентного течения вдали
от стенки требуется, чтобы шаг сетки удовлетворял условию (см. [3])

Таким образом, сетка для LES моделирования должна быть в 3–4 раза детальнее (в каждом на-
правлении) по сравнению с сеткой для RANS моделирования.

Менее популярный критерий оценки сеточной детализации для LES основан на локальной
величине скорости сдвига течения (см. [4]):

В случае равновесного сдвигового течения  сдвиговый масштаб турбулентности LS ока-
зывается практически равен введенному масштабу Lm:

В сделанных допущениях оказывается, что сеточные критерии для RANS и для LES моделирова-
ния совпадают.

Предложенный критерий не является строгим, так как построен для частных случаев с неко-
торыми допущениями. Для оценки работоспособности предложенного критерия выполнены
численные расчеты для некоторых тестовых задач на последовательности сеток.

3. ТЕСТОВЫЕ РАСЧЕТЫ

В качестве тестовых задач выбраны установившееся развитое турбулентное течение в плоском
канале, течение за уступом и нестационарное обтекание полусферического тела. Использова-
лись две низкорейнольдсовые RANS модели турбулентности, основанные на гипотезе вихревой
вязкости: k-ω SST с поправкой на кривизну линий тока (см. [5]) и модель с эллиптической ре-
лаксацией и k–ε–ζ–f (см. [6]). Расчеты выполнялись с использованием программы σFlow, чис-
ленный алгоритм которой базируется на методе конечного объема для пространственных урав-
нений гидродинамики на неструктурированной сетке. Программа вычислительной гидродина-
мики σFlow использовалась для решения широкого класса задач турбулентных течений (см. [7]).

3.1. Пристеночный пограничный слой

Оценим требование к сеточному шагу для моделирования пристеночного сдвигового турбу-
лентного течения без использования пристеночных функций с разрешением вязкого подслоя.
В вязком подслое, пренебрегая турбулентной вязкостью, получаем значение линейного масшта-

ба  в безразмерных вязких масштабах . Неравенство для введенного крите-

рия Qm < 1 требует, чтобы шаг сетки по направлению к стенке был меньше двух вязких масшта-
бов: Δy+ < 2, а положение первого пристеночного узла порядка единицы: y + (1) ~ 1. В использу-
емом методе контрольного объема пристеночный шаг сетки в 2 раза больше расстояния до
первого узла.

Для оценки влияния шага сетки на разрешение пристеночного слоя выполнены расчеты раз-
витого установившегося турбулентного течения в плоском канале при вязком числе Reτ = 2000.
Расчеты проводились на трех сетках с одинаковым коэффициентом сгущения узлов к стенке,
равным 1.05, и разным шагом сетки по направлению к стенке. Первый пристеночный узел имел
безразмерные координаты y + (1) = 0.36, 1.25 и 2.4. Отличие расчетного значения вязкого трения,
полученного на более грубой сетке, от значения, полученного на самой детальной сетке, растет
с увеличением пристеночного шага сетки и составляет значения 1 и 3% для модели k–ε–ζ–f
и 5 и 7% для модели k–ω SST.
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Введенный критерий совпадает с общепринятым требованием к моделированию турбулент-
ного пристеночного слоя, которое заключается в расположении первого пристеночного узла
сетки в вязком подслое y + (1) ≤ 1 (см. [8]). При нарушении критерия детализации сетки для раз-
решения пристеночных градиентов оказывается недостаточной для определения интегрального
сопротивления.

3.2. Моделирование стационарного течения за уступом

Рассматривается плоскопараллельное турбулентное течение за обратным уступом. Расчеты
выполнены в плоской постановке. Высота уступа – h = 1 м, число Рейнольдса  =
= 34000. Высота расчетной области – 9h, длина – 60h.

На входе ставится условие полностью развитого турбулентного течения в плоском канале. На
выходе заданы неотражающие граничные условия, на поверхности обтекаемого тела – условия
прилипания. Детализация сетки вблизи стенок достаточна для полного разрешения пристеноч-
ного турбулентного слоя без введения пристеночных функций (для пристеночных узлов y+ ~ 0.5).

Расчеты выполнялись на равномерной сетке c выделением пристеночного сеточного слоя.
Вне пристеночного слоя сетка квадратная. Для оценки сеточного критерия рассматривается
влияние детализации сетки непосредственно вниз по течению за уступом в области слоя смеше-
ния и рециркуляционного течения. Прямоугольная область, в которой варьируется сеточная де-
тализация, находится на расстоянии 0.2h от уступа и имеет высоту 2 h и длину 15h. Выполнены
стационарные расчеты на пяти сетках, отличающиеся детализацией в выбранной области. При-
меры сеток показаны на фиг. 1. Размеры шагов сетки Δ в выделенной области представлены в
табл. 1. Оси x и y направлены вдоль и поперек течения соответственно.

= ρ μRe /Uh

Фиг. 1. Течение за уступом. Сеток М2 (а) и M5 (б).

(a)

(б)

Таблица 1. Течение за уступом. Параметры расчетных сеток

Сетка Шаг сетки, Δ Количество ячеек, тыс.

M1 0.0145 372

M2 0.029 305

M3 0.059 280

M4 0.118 274

M5 0.23 272
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Для анализа течения было выбрано две линии. Первая линия перпендикулярна направлению
течения и расположена на расстоянии 1h от уступа по течению: x = 1h. Вторая линия расположе-
на в сдвиговой области течения, идет вдоль течения от точки отрыва потока: y = 1h. Линии про-
ходят через область максимальной генерации турбулентности в сдвиговом течении.

Для количественной оценки сходимости решения выполнен расчет изменения решения при
удвоении сетки вдоль двух выбранных линий. Относительное изменение сеточного распределе-
ния некоторого поля f на сетке с шагом Δ при измельчении сетки в два раза рассчитывается
в норме L2 следующим образом:

Изменение решения вдоль линии, перпендикулярной течению, при измельчении сетки пока-
зано на фиг. 2 для распределений турбулентной энергии k и продольной U и поперечной компо-
нент V средней скорости, полученных с использованием модели k–ε–ζ–f. Аналогичные резуль-
таты получаются и для второй RANS модели турбулентности. Решение монотонно сходится при
увеличении детализации сетки, и распределения на самых детальных сетках отличаются менее,
чем на 5%. Сходимость решения имеет первый порядок по Δ.

На фиг. 3 приведены графики турбулентной энергии и сеточного критерия вдоль линии
y = 1h. Решение на грубых сетках демонстрирует заниженное значение турбулентной энергии и
существенное смещение максимума по потоку. На этих сетках наблюдаются обширные области
со значением сеточного критерия Qm больше единицы. Решения на сетках М1 и М2 отличаются
незначительно, при этом на сетках М1 и М2 есть небольшие области с Qm > 1.

Построенные на фиг. 4 распределения коэффициента трения вдоль нижней стенки и распре-
деление энергии турбулентных пульсаций вдоль линии x = 1h показывают сходимость решения
на сетках М1 и М2 и хорошее согласование с экспериментальными данными (см. [9]).

3.3. Моделирование нестационарного обтекания полуцилиндрического тела
При моделировании нестационарного течения с крупномасштабными вихревыми структура-

ми оценка сеточного шага должна обеспечивать сеточно-независимое решение средней и разре-
шаемой пульсационной составляющих течения. В качестве теста выбрана задача обтекания про-
филя неограниченным потоком с образованием вихревой дорожки Кармана.

Моделируется обтекание полуцилиндрического тела при угле атаки, равном нулю. Число
Рейнольдса задачи Re = 45000. Для исследования сеточной сходимости нестационарного реше-
ния в ближнем следе (на расстоянии >2L от тела) построено четыре сетки с разной детализацией
в области следа. Высота расчетной области Ly = 40L, ширина в третьем направлении H = 1L (сет-

( ) = −Δ Δ Δ/2 Δ/2/ .E f f f f

Фиг. 2. Течение за уступом. Изменение решения при измельчении сетки для модели k–ε–ζ–f. Линии 1 и 2 со-
ответствуют первому и второму порядку по шагу сетки соответственно.
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ка трехмерная). Размеры вдоль течения – 4.5L от входной границы до передней кромки тела,
14.5L от задней кромки до выходной границы.

Для всех рассмотренных сеток детализация в окрестностях тела на расстоянии 1L от тела оди-
наковая. Около обтекаемого тела выделены пять слоев с последовательным уменьшением разме-
ров ячейки сетки при приближении к телу (фиг. 5а). Размер шага сетки в каждом слое постоянен
и составляет 0.00245, 0.0049, 0.0098, 0.0195 и 0.039 L соответственно. Расстояние от поверхности
профиля до внешней границы слоя составляет 0.05, 0.2, 0.6, 1.0 и 2.0 L соответственно. В непо-
средственной близости тела построен пристеночный сеточный слой толщиной 0.03L, состоящий
из 28 узлов с пристеночным шагом h = 9 × 10–5L. Сеточные линии в пристеночном слое сгуща-
ются к стенке с коэффициентом сгущения 1.10. Слой вблизи передней кромки показан на
фиг. 5б. Такая детализация пристеночного слоя дает значение y+ первого пристеночного узла
~0.2. Размер ячейки внешней сетки 0.31L.

Фиг. 3. Распределение энергии турбулентных пульсаций k (а) и критерия Qm (б) вдоль линии y = 1h. Модель
k‒ε–ζ–f.
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Фиг. 4. Распределение коэффициента трения Cf вдоль нижней стенки (а) и распределение энергии турбулент-
ных пульсаций k вдоль линии x = 1 h (б). Модель k–ε–ζ–f. Символы – эксперимент (см. [9]).
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Для оценки сеточного критерия рассматривается влияние детализации сетки вниз по те-
чению за обтекаемым телом. Для этого в области следа за телом выделяется подобласть с посто-
янной детализацией с квадратными ячейками. Высота подобласти 4L. Сетки отличаются про-
странственной детализацией в этой подобласти. Четыре сетки имеют следующие шаги сетки в
области следа: M1 – 0.02L, M2 – 0.04L, M3 – 0.08L, M4 – 0.16L. Самая детальная сетка – М1,
самая грубая сетка – М4. На фиг. 6 показаны распределения узлов вблизи обтекаемого тела для
сеток М1 и М4.

Расчеты выполнены с использованием модели k–ω SST с коррекцией на кривизну линий тока
и модели k–ε–ζ–f. Основные детали численной схемы следующие: конвективная схема на ско-
рость – QUICK; метод нестационарного шага для уравнения движения – неявная направленная
схема второго порядка; конвективная схема на турбулентные величины – UMIST TVD; метод
нестационарного шага для турбулентных величин – неявная первого порядка; шаг по времени
Δt = 0.01 L/U.

Распределения осредненного давления и вязких напряжений на стенке обтекаемого тела по-
казаны на фиг. 7. Картины осредненного течения в виде траекторий частиц жидкости представ-
лены на фиг. 8. Более детальную информацию о численном моделировании и эксперименталь-
ном исследовании обтекания полуцилиндрического тела можно найти в [10].

Фиг. 5. Обтекание профиля. Сетка М2: (а) – пять слоев сетки около тела, (б) – пристеночный слой, (в) – сетка
с областью следа.
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Для всех расчетов на разных сетках и с использованием разных моделей выполнено сравнение
интегральных сил и распределений осредненных напряжений на поверхности профиля. Для всех
моделей расчеты, выполненные на разных по детализации сетках, демонстрируют независи-

Фиг. 6. Обтекание профиля: (а) – сетка М1, (б) – сетка М4.

(а)

(б)

Фиг. 7. Обтекание профиля. Распределения осредненного давления Cp (а) и вязкого трения τ (б) на поверхно-
сти для моделей k–ω SST (линия 1) и k–ε–ζ–f (линия 2). Символы – эксперимент (см. [10]).
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мость мгновенных и осредненных напряжений на поверхности профиля от степени детализации
сетки в следе за профилем на расстоянии 2L от конечной задней точки профиля.

Для оценки влияния детализации сетки в следе проводится сравнение осредненной продоль-
ной компоненты скорости U, моделируемой кинетической энергии турбулентных пульсаций

, разрешаемой энергии пульсаций скорости  и пульсаций тензора( ) =modk k ( ) = 1 ' 'res
2 i ik u u

Фиг. 8. Обтекание профиля. Линии тока осредненного течения для моделей (а) k–ω SST с коррекцией на кри-
визну линий тока и (б) k–ε–ζ–f.

(а) (б)

Фиг. 9. Обтекание профиля. Распределения вдоль линии x1: (а) – энергия разрешаемых пульсаций, (б) – осред-
ненная моделируемая кинетическая энергия турбулентности, (в) – осредненная x-компонента скорости, (г) –
пульсации скорости деформации.
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скоростей деформации . Треугольные скобки означают осреднение по времени,
штрих относится к разрешаемой пульсации величины. Сравниваются распределения, получен-
ные на разных сетках, вдоль трех выбранных линий. Поперечные к потоку линии y1 и y2 распо-
ложены на расстоянии 5L и 10L за телом, линия x1 идет от задней кромки обтекаемого тела вдоль
направления течения.

На фиг. 9 и 10 представлены распределения осредненной моделируемой кинетической энер-
гии турбулентности и разрешаемой кинетической энергии турбулентности, полученные на раз-
ных сетках с использованием модели k–ω SST вдоль выделенных линий.

Приведенные графики демонстрируют монотонную сходимость решения при увеличении де-
тализации сетки, т.е. при уменьшении сеточного шага. Качественно можно сказать, что сетка М4
имеет очень грубую детализацию, что приводит к сильному размазыванию распределений в сле-
де и занижению разрешаемых пульсаций. Детализация сетки М3 оказывается также недостаточ-
ной для получения сеточно-независимого решения. На сетках М1 и М2 получены близкие реше-
ния, но на более грубой сетке М2 разрешаемые и моделируемые пульсации немного ниже.

Для количественной оценки сходимости решения выполнен расчет изменения решения при
удвоении сетки вдоль трех выбранных линий. Изменения распределений k(mod), k(res) и e, по-
лученные с использованием k–ε–ζ–f модели, вдоль трех пространственных линий при измель-
чении сетки показаны на фиг. 11.

Из графиков видно, что наблюдается монотонная сходимость решения при увеличении дета-
лизации сетки. Порядок сходимости по шагу сетки лежит в диапазоне от 1 до 2. Наибольший по-
рядок сходимости имеет величина разрешаемых пульсаций скорости, которая сходится со вто-

= ' '2 ij ije S S

Фиг. 10. Обтекание профиля. Распределения вдоль линии y1: (а) – энергия разрешаемых пульсаций, (б) –
осредненная моделируемая кинетическая энергия турбулентности, (в) –осредненная x-компонента скорости,
(г) – пульсации скорости деформации.
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рым порядком по пространственному шагу на линиях y1 и y2. Порядок сходимости осредненной
моделируемой энергии турбулентности составляет 1.3–2, а порядок сходимости пульсации ско-
рости деформации 1.3–1.8. Следует отметить наличие сеточной сходимости как среднего тече-
ния, так и пульсационной составляющей течения.

На всех линиях изменение k(mod) при переходе от сетки М2 к самой детальной сетке М1
меньше 5%. Для разрешенной составляющей турбулентной энергии k(res) это изменение состав-
ляет меньше 2%. Изменение осредненной продольной компоненты скорости не обладает моно-
тонной зависимостью от сеточного шага. Отклонение этой величины при переходе от сетки М2
к М1 для всех выбранных линий меньше 0.5%. Приведенные числа и графики позволяют нам
утверждать, что детализации сеток М1 и М2 являются достаточными для получения сеточно-не-
зависимого нестационарного решения.

Рассмотрим распределение критерия Qm для разных сеток. На фиг. 12 построены распределе-
ния критерия Qm вдоль линии, параллельной набегающему потоку и расположенной в области
следа. Для сеток, разрешающих нестационарные течения М1 и М2, значение критерия не пре-
восходит значения 1, а значения сеточного сдвигового числа Rem всюду меньше 3. Для самой гру-
бой сетки М4 критерий имеет значение в диапазоне от 1.5 до 4. Сетка М3, имеющая недостаточ-
ное сеточное разрешение, дает локальные максимумы критерия Qm на уровне 1.5, а числа Rem –
на уровне 9. Отсюда можно сделать следующий вывод. Значение критерия Qm для получения се-
точно-независимого RANS решения должно быть меньше единицы, а значение сеточного сдви-
гового числа Rem – меньше 4. Возможно наличие локальных небольших областей со значением
критерия Qm, превышающего 1, не приведет к ухудшению численного решения. Однако, если

Фиг. 11. Обтекание профиля. Изменение решения при измельчении сетки для модели k–ε–ζ–f. Линии 1 и 2
соответствуют первому и второму порядку по шагу сетки соответственно.
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размеры этих областей будут сопоставимы с характерным размером задачи, то численное реше-
ние на такой сетке однозначно будет недоразрешенным, и потребуется детализация сетки в этих
областях для получения сеточно-независимого решения.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложен простой критерий оценки сеточной детализации сетки для получения сеточно-
независимого численного решения турбулентного течения в рамках RANS подхода с использо-
ванием полуэмпирической модели турбулентности. Критерий применен к стационарному тече-
нию за уступом и к нестационарному отрывному турбулентному течению периодического типа.
Оценка приемлемости критерия сеточной детализации основывается на исследовании сеточной
сходимости течений в выделенных областях. Показано, что предложенный критерий позволяет
правильно оценить необходимую детализацию сетки для получения сеточно-независимого ре-
шения вдали от стенки. Если значение критерия ~1, то измельчение сетки в 2 раза приводит к из-
менению численного решения меньше, чем на 5%. Тестовые расчеты были ограничены прибли-
жением плоскопараллельного турбулентного течения и сетками с квадратными ячейками в ис-
следуемой области.

Критерий может быть использован как для оценки полученного решения на сеточную неза-
висимость, так и для локальной адаптации сетки. Поскольку предложенный критерий позволяет
оценить сеточную детализацию для получения URANS решения, то критерий может быть ис-
пользован и как ограничитель в моделях с частичным разрешением турбулентного спектра, на-
пример, в моделях частично осредненных уравнений Навье–Стокса, (Partially Averaged Navier–
Stokes, PANS). Критерий может быть индикатором для переключения модели турбулентности с
переменным разрешением в вихреразрешающую ветку при достаточной для URANS модели се-
точной детализацией.
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Изучается метод Тихонова в применении к некорректным задачам минимизации гладкого
невыпуклого функционала. При условии истокопредставимости искомого решения получе-
на оценка точности метода Тихонова в терминах параметра регуляризации, ранее известная
только при условии выпуклости минимизируемого функционала или при наложении струк-
турного условия на его нелинейность. Также получена новая оценка точности метода Тихо-
нова в случае приближенно заданного функционала. Библ. 10.

Ключевые слова: некорректная экстремальная задача в гильбертовом пространстве, метод Ти-
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1. ВВЕДЕНИЕ
Изучается задача минимизации

(1)

нелинейного функционала  на вещественном гильбертовом пространстве . Эта за-
дача заключается в нахождении точки , доставляющей глобальный минимум функциона-
лу . Существование решения  ниже предполагается. Потребуем, чтобы функционал  был
дважды непрерывно дифференцируем по Фреше и его вторая производная Фреше удовлетворяла
условию Липшица

(2)

с некоторой константой . Под  здесь и далее понимается норма пространства . Отме-
тим, что из (2) с применением формулы Тейлора для отображений в нормированных простран-
ствах [1, с. 658] следуют оценки

(3)

(4)

которые понадобятся нам ниже.
Задача оптимизации (1) в общем случае является некорректной [2]. Это означает, что она не

может быть решена классическими методами минимизации: даже если с их помощью получена
минимизирующая последовательность , такая что , эта последователь-
ность не обязательно сходится к искомому решению  в норме . Для решения некорректных
экстремальных задач используются методы регуляризации, такие как метод Тихонова и методы

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 22-71-10070).
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итеративной регуляризации [2, гл. 2]. В случае точно заданного функционала  метод Тихонова
заключается в минимизации регуляризованного функционала

с параметром . Если функционал  является слабо полунепрерывным снизу, существует
точка глобального минимума  функционала  [2, теорема 1.3.2] и ее можно принять в ка-
честве приближения к искомой точке . Слабая полунепрерывность снизу функционала 
означает, что для любой последовательности , слабо сходящейся к некоторой точке

, справедливо . В общем случае, если слабая полунепрерывность снизу

функционала  не гарантируется, используется следующая модификация описанной выше про-
цедуры. Наряду с параметром , задают значение  и в качестве приближения к решению

 выбирают точку  такую, что

(5)

Оценки точности метода Тихонова и других методов регуляризации устанавливаются обычно
при некоторых дополнительных условиях на искомое решение . Мы будем предполагать, что
выполнено условие истокопредставимости

(6)

с некоторым априори заданным элементом . При дополнительном условии выпуклости
функционала  известна оценка точности  (см. [3, теорема 3.9]). В [4] такая же по
порядку  оценка установлена для невыпуклых функционалов , удовлетворяющих структурно-
му условию

(7)

Это равенство должно выполняться для любых элементов , обладающих достаточно ма-
лой нормой, с отображением , на которое наложены некоторые дополнительные
требования. В [5] при анализе схемы Лаврентьева в применении к операторным уравнениям вида

 с монотонным оператором  применялось структурное условие, которое можно полу-
чить из (7), если положить . Фактически, рассмотренная в [5] задача является задачей (1)
с выпуклым функционалом , удовлетворяющим (7). Особенностью работ [4], [5] является полу-
чение оценок точности изучаемого метода в зависимости от показателя гладкости искомого ре-
шения. Без использования структурных условий, подобных (7), для метода Тихонова в примене-
нии к некорректным задачам оптимизации с гладкими невыпуклыми функционалами  в [6]
установлена оценка . В настоящей статье впервые устанавливается оценка

 для произвольных гладких невыпуклых функционалов .
Изучается также случай, когда вместо точного функционала  в методе Тихонова использует-

ся его приближение . В подобных исследованиях обычно предполагается, что функционалы 
и  связаны соотношением

(8)

с известным уровнем погрешности  (см., например, [6], [7]), а параметры  и  выбираются по
определенным правилам в зависимости от . В настоящей статье исследуется другой критерий
близости приближенного функционала к точному, который также использовался в [4] наряду с (8):

(9)

Таким образом, предполагается, что функционал  всюду дифференцируем по Фреше. При
подходящем выборе ,  мы получим оценку точности метода Тихонова с прибли-
женным функционалом, удовлетворяющим условию (9).

Оценки точности метода Тихонова и вычислительных алгоритмов на его основе в примене-
нии к задачам в банаховых пространствах приведены, например, в [8–10]. В этих исследованиях

J
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функционал  имеет специальный вид , , с наложением дополнительных
структурных условий на нелинейность оператора .

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ

Пусть функционал  на гильбертовом пространстве  имеет точку глобального минимума
, причем выполнены условие гладкости (2) и условие истокопредставимости (6). Пусть вместо

 известен приближенный функционал  и для него справедливо соотношение (9). Рассмотрим
функционал

Метод Тихонова в применении к задаче (1) заключается в нахождении точки , та-
кой что

(10)

с параметрами , выбранными подходящим образом в зависимости от . Такая точка  все-
гда существует. Конкретный способ выбора параметров ,  будет уточнен позже.

Из (10) следует, что для произвольного элемента  справедливо неравенство

а значит, в силу (9),

(11)

В ходе дальнейших рассуждений мы будем подставлять вместо  в неравенство (11) и его след-
ствия разные элементы пространства .

Следуя [6], для оценки величины  запишем неравенство (11) с :

С учетом неравенства  отсюда следует, что

(12)

Потребуем, чтобы выполнялись соотношения

(13)

Пусть  таково, что

(14)

Далее предполагается, что , так что неравенства (14) выполнены.
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Заметим, что в случае, если выполнено неравенство

(15)
для левой части (12) в силу (14) справедлива оценка

так что в этом случае

Вновь используя (13), получаем оценку

(16)
Поясним смысл сделанного вывода. Здесь и далее мы считаем фиксированными функционал J,

константу , элементы  и , зависимости  и  (точный вид этих зависимостей бу-
дет указан позже). Через  мы будем обозначать константы, не зависящие от  и  – в
частности, это значит, что они не зависят также от  и , хотя могут различаться для разных
функционалов  или при разном выборе точки . Мы доказали оценку (16) в предположении
(15), однако легко видеть, что она справедлива и без этого предположения, поскольку правая
часть (15) является константой в указанном выше смысле. Оценка (16) означает, что при любом
выборе  и функционала , удовлетворяющего неравенству (9), соответствующая
точка , определяемая соотношениями (10), не может покидать некоторого круга.

В силу (11) и (16), для произвольного элемента  справедливо

(17)

Используя легко проверяемое равенство

и условие истокопредставимости (6), получаем отсюда

(18)

Заметим теперь, что в силу (3) справедливо представление

(19)

Здесь , поэтому

Подставим полученное равенство в (18):

(20)

Докажем, что элемент  в (20) допускает следующее представление.
Лемма 1. Пусть выполнены соотношения (2), (9), (10), (13). Тогда справедливо представление

(21)
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Доказательство. Запишем неравенство (17) в виде

(22)
Напомним, что здесь

Заметим, что , где  – единичный оператор в , поэтому вторая производ-
ная  удовлетворяет условию Липшица (2) с той же константой , что и , и, значит, справед-
лива оценка (4) с заменой  на . Положим , , в (22) и с учетом этой оценки
получаем

В силу (2), (3), (14) и (16), здесь

поэтому

(23)
Если выполнено неравенство

(24)

то  и из (23) следует

Выберем теперь параметр  так, чтобы

Специально отметим, что выбранное значение  не зависит от  или . Получаем

Эта оценка получена нами в предположении (24). Поэтому без данного предположения будет
справедлива такая оценка:

или, что то же самое,
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Отсюда сразу следует представление (21). Лемма доказана.
Подставим теперь полученное представление (21) в (20). Тогда с использованием (19) и (6) по-

лучаем

справедливой для любого . Потребуем теперь, чтобы выполнялось дополнительное условие

(25)
Тогда

Положим здесь  и с учетом (13), (16) получим

(26)

Оценим величину  в (26). Справедлива
Лемма 2. Пусть выполнены соотношения (2), (6), (9), (10), (13). Тогда справедлива оценка

(27)
Доказательство. С использованием соотношения (4) получаем

(28)

Следующие рассуждения справедливы для любого самосопряженного линейного непрерывного
оператора  в пространстве . Конкретный выбор оператора  будет осуществлен позже и не
будет зависеть от . Имеем

В силу (13), (16) и (21), , поэтому получаем

Вновь используем представление (21):
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В последнем переходе мы использовали соотношения (13) и неравенство (16). Комбинируя по-
лученную оценку с (28), получаем

(29)

где

(30)

Если , то условие (6), а значит, и все дальнейшие выводы из него, справедливы с ,
поэтому  в (30). Предположим, что . Отметим, что все последние рассуждения спра-
ведливы для любого самосопряженного оператора . Подберем его теперь так, чтобы

, что опять же влечет  в (30). Если , то подходит оператор , за-

данный формулой , а если  – то заданный формулой

.

Теперь из (29) следует оценка (27). Лемма доказана.

3. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ МЕТОДА ТИХОНОВА

Перейдем теперь к получению искомой оценки точности метода Тихонова. Подставим (27)
в (26):

(31)

Заметим, что для любого  справедливо неравенство

( )( )
( )( )

( )( )

+ − α − ξ − + − α − + +

+ − α − + − + − α − + +

+ α α + − ≤ α − ξ − + − ξ +



 



2

2 2

2 2
13

12 2 ( * ), ''( *) ( 2 ( *) )
2

1( 2 ( *) ), ''( *) ( 2 ( *) )
2

1( * ) 4 * , ''( *) ( * )
2

x B BJ x B x x S

x x S B BJ x B x x S

C x x x B BJ x B x

( )( )
+ α α − + δ + ε + α − + δ + ε + α α + − ≤

≤ α − ξ − + − ξ + α + α − + αδ

  



2 2
14

2 3 2
15

( ( * ) ( * ) ( * ))
14 * , ''( *) ( * ) ( * ).
2

C x x x x x x

x B BJ x B x C x x

( )( )
( ) ( )

− α − ≤ α + α − ξ − + − ξ +

+ α α + δ + α − α Δ + α α + δ + α −



 

2 2

2 2 2
16 16

1( * 2 ) ( ) 2 ( ''( *) , ) 4 * , ''( *) ( * )
2

* = 2 * ,

J x w J x J x w w x B BJ x B x

C x x C x x

( )( ) ( )Δ + − ξ − + − ξ +1/2 1/21= ( ''( *) , ) 2 * , ''( *) ( * ) = ''( *) , ''( *)
2

J x w w x B BJ x B x J x w J x w

( )( )
( )( )

+ − + − +

+ −

1/2 1/2 1/2

21/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

12 ''( *) , ''( *) ''( *) = ( ''( *) ,( 2 ''( *) ''( *)
2

''( *) ''( *) ''( *) ) ''( *) ) = ''( *) , ''( *) ''( *) ''( *) =

J x w B BJ x B J x w J x w E J x BJ x

J x BJ x BJ x J x w J x w E J x BJ x J x w

( )− − − ξ
2 21/2 1/2 1/2 1/2 1/2= ''( *) ''( *) ''( *) = ''( *) ''( *) ( * ) .E J x BJ x J x w J x w J x B x

ξ* =x = 0Hw
Δ = 0 ≠ ξ*x

∈ ( )B L H
− ξ( * ) =B x w Δ = 0 − ξ ≠( * , ) 0x w B

− ξ
( , )=

( * , )
x wBx w

x w
− ξ( * , ) = 0x w

− ξ −
− − ξ −

− ξ 2

( , * )
= ( * )

*

x x w
Bx x x w

x

( )( )δ− ≤ α + δ + α + −
α

 2 2
17* * .x x C x x

e > 0

( ) ( ) δα + δ αα + − ≤ + − 
α   

 

 e
e

2

22
2

1* * .
2

x x x x



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 4  2023

УЛУЧШЕННАЯ ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ МЕТОДА ТИХОНОВА 555

Комбинируя его с (31) и выбирая  так, чтобы , приходим к оценке

(32)

Наконец, выберем

(33)

с произвольными . Отметим, что эти зависимости удовлетворяют соотношениям (13).
Приходим к окончательной оценке

(34)

Для сравнения, в [6], [7] установлена оценка  в случае, если связь между точ-
ным и приближенным функционалами определяется соотношением (8). При этом рассматри-
вался как априорный, так и апостериорный способ выбора параметра  в зависимости от уровня
погрешности .

Мы доказали следующую теорему.

Теорема 1. Пусть вместо точного функционала  известно его приближение , выполнены
условия (2), (6), (9), (25) и параметры ,  в (10) выбираются по правилу (33). Тогда для точности
приближения , доставляемого методом Тихонова (10) в применении к задаче (1), справедлива
оценка (34).

Рассмотрим теперь случай, когда известен точный функционал  и метод Тихонова имеет вид
(5). Нетрудно видеть, что тогда выполнено условие (9) с , . При отсутствии погреш-
ности в минимизируемом функционале параметр  в методе Тихонова следует выбирать в зави-
симости от значения . В соответствии с условием (13) примем  с произвольным

. При этом все проведенные здесь рассуждения вплоть до (32) остаются справедливыми, а
сама оценка (32) принимает вид

(35)

Если же функционал  слабо полунепрерывен снизу, можно положить  в (5) и получить
оценку

(36)

для . Тем самым, доказана

Теорема 2. Пусть выполнены условия (2), (6), (25). Тогда при выборе параметра  в методе Тихо-
нова (5) с точно заданным функционалом  по правилу ,  справедлива оценка (35).
Если, кроме того, функционал  слабополунепрерывен снизу, то для точки , доставляющей гло-
бальный минимум функционалу Тихонова , справедлива оценка (36).

Подчеркнем, что теорема 2 относится к случаю точно заданного функционала  и не связана
с введенным в настоящей статье предположением (9). Установленные в этой теореме оценки ра-
нее были известны только при условии выпуклости функционала  или при наложении струк-
турного условия на его нелинейность. Теорема 2 усиливает оценку , получен-
ную в [6] без использования подобных условий. Кроме того, теоремы 1 и 2 усиливают результа-
ты, полученные в [4], в случае, когда показатель истокопредставимости равен . А именно, в
[4] получены те же самые оценки (34) и (36), что и в настоящей статье, однако мы при доказа-
тельстве теоремы 1 накладываем на погрешность функционала  только условие (9), а в [4] ис-
пользуются сразу оба условия (8), (9) и еще структурное условие на нелинейность. Отметим так-
же, что в [4] доказана невозможность существенного улучшения обсуждаемых оценок точности
метода Тихонова.
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При моделировании физических и технологических процессов исследователи часто сталки-
ваются с решением жестких начальных задач. Нахождение их точного аналитического реше-
ния в большинстве случаев затруднительно. В то же время применение численных схем для
их решения не всегда позволяет получить достаточно точное решение за приемлемое расчет-
ное время. Более того, для некоторого класса задач численные схемы решения оказываются
непригодными из-за недостаточной устойчивости. В статье рассматриваются численные ме-
тоды на основе продолжения решения по аргументам различного вида, которые позволяют
увеличить устойчивость явных численных схем. Наиболее часто используемый наилучший
аргумент оказывается малоприменим для решения задач, скорость роста интегральных кри-
вых которых является сверхстепенной или близка к экспоненциальной. Авторами ранее была
предложена модификация наилучшего аргумента, которая позволила сгладить указанные не-
достатки. В настоящей работе получена оценка области абсолютной устойчивости явной схе-
мы метода Эйлера при решении задач, преобразованных к модифицированному наилучшему
аргументу специального вида, и уточнено доказательство аналогичной оценки для начальных
задач, преобразованных к наилучшему аргументу. Проведена апробация полученных теоре-
тических оценок и дан анализ применения модифицированного наилучшего аргумента про-
должения решения на примере тестовой начальной задачи. Библ. 41. Фиг. 2. Табл. 1.

Ключевые слова: абсолютная устойчивость, область устойчивости, задача Коши, явная схема
Эйлера, задача Далквиста, метод продолжения решения, наилучший аргумент, модифициро-
ванный наилучший аргумент.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Жесткие начальные и краевые задачи возникают во многих областях науки и техники: аэро-
и гидродинамика, химическая кинетика, теория горения и теория управления (см. [1]).
Л. Прандтль был одним из первых, кто обнаружил эффект пограничного слоя, рассматривая
движение вязкой жидкости с малым трением, описываемое системой уравнений Навье–Стокса
(см. [2]). К подобным задачам относится приближенное решение уравнений с малым парамет-
ром при старшей производной. Они получили название сингулярно возмущенных уравнений и
также относятся к классу жестких задач. Методы решения подобных задач получили развитие в
работах А.Н. Тихонова [3] и А.Б. Васильевой [4]. В дальнейшем, в работах В.Ф. Бутузова, А.Б. Ва-
сильевой, Н.Н. Нефедова и их учеников (см., например, [5–7]) были рассмотрены задачи не
только с пограничным слоем, но и с внутренними слоями. Последние получили название задач
с контрастными структурами.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 20-31-90054).

УДК 519.622

ОБЩИЕ ЧИСЛЕННЫЕ
МЕТОДЫ
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Вычислительные проблемы численного решения жестких задач были отмечены уже в конце
40-х годов прошлого века (см. [8]). Позже было разработано множество специализированных
подходов, которые подробно описаны в [9] и монографии Э. Хайрера и Г. Ваннера [10]. Вопросы
устойчивости методов семейства Рунге–Кутты для жестких начальных задач подробно рассмот-
рены в монографии К. Деккера и Я. Вервера [11]. Отметим основные и новые работы, связанные
с численным решением жестких задач. Одним из первых применил формулы дифференцирова-
ния назад к решению жестких систем американский исследователь Гир (см. [12]), что привело к
развитию целого ряда неявных схем. Созданию эффективных неявных схем посвящены циклы
работ Н.Н. Калиткина и соавт. [13, 14], Г.Ю. Куликова и соавт. [15–20] и Л.М. Скворцова [21–
24]. В статьях Н.Н. Калиткина исследуются особенности численного интегрирования нелиней-
ных обыкновенных дифференциальных и дифференциально-алгебраических уравнений и пред-
ложен класс обратных (диагонально-неявных) схем Рунге–Кутты, а также неявные схемы для
задач химической кинетики. В работах Г.Ю. Куликова разработан новый класс неявных (диаго-
нальных и симметричных) гнездовых схем численного решения жестких задач, в том числе, с
глобальным контролем точности. Показана эффективность гнездовых методов на ряде тестовых
задач. Помимо этого, исследована устойчивость симметричных формул Рунге–Кутты при реше-
нии гамильтоновых задач, а также при квадратичной экстраполяции численного решения.
Предложенные Л.М. Скворцовым эффективные реализации неявных схем и модификации диа-
гонально-неявных схем показали свою применимость к решению жестких начальных задач как
для дифференциальных, так и для дифференциально-алгебраических уравнений. Указанные ра-
боты показывают, что неявные схемы дают высокую точность и устойчивость при решении
жестких задач, но по быстродействию они намного уступают явным схемам.

Применению явных методов к решению жестких задач посвящена монография Е.А. Новико-
ва [25] и его учебное пособие в соавторстве с Ю.В. Шорниковым [26]. К этой же тематике отно-
сятся статьи этого же автора [27–29] и Л.М. Скворцова [30], [31]. В статьях Е.А. Новикова при-
водятся результаты сразу по нескольким областям исследования: настройка (адаптация) числен-
ной схемы на основе критерия L-устойчивости по схеме Ческино, конструирование явных схем
с расширенными областями устойчивости, решение жестких задач явными схемами с малой и
умеренной точностью. Явным адаптивным (настраиваемым на конкретную задачу) схемам се-
мейства Рунге–Кутты посвящены указанные выше работы Л.М. Скворцова. В работах В.И. Ле-
бедева [32], [33] рассматривается применение многочленов Чебышева к решению жестких задач
явными методами. Отмеченные статьи ярко указывают на недостатки применения явных схем к
решению жестких задач. Большинство явных схем дают только малую или умеренную точности.
При расширении области устойчивости в большинстве случаев явная схема усложняется, сокра-
щается ее быстродействие. То же самое относится и к адаптивным явным методам, в которых
возникают также трудности подбора структуры численной схемы. Тем не менее явные схемы
предпочтительнее неявных, особенно для задач большой размерности.

Для устранения указанного недостатка и возможности использования явных схем, которые
значительно проще алгоритмически и менее требовательны к вычислительным ресурсам, для ре-
шения жестких задач в монографии В.И. Шалашилина и Е.Б. Кузнецова [34] было предложено
использовать метод продолжения решения по наилучшему аргументу. Ими же было доказано,
что данный метод позволяет расширить область абсолютной устойчивости для явной схемы ме-
тода Эйлера. Отметим также значение наилучшей параметризации (позволяющей в ряде случаев
улучшить ситуацию с применением методов с фиксированным размером шага интегрирования)
для адаптивности квазисогласованных методов Нордсика и явных численных схем со свойством
двойной квазисогласованности при решении умеренно жестких задач (см. [35], [36]).

Однако при решении жестких задач, в которых скорость роста интегральных кривых сверх-
степенная или близка к экспоненциальной, наилучший аргумент может оказаться малоэффек-
тивным. В [37] авторами был предложен новый подход к решению таких задач. Он основан на
модификации наилучшего параметра таким образом, чтобы снизить показатель жесткости ис-
ходной задачи. В настоящей работе получена оценка изменения области абсолютной устойчиво-
сти явного метода Эйлера для исходной задачи при преобразовании ее наилучшим аргументом и
модифицированным наилучшим аргументом специального вида. Проведена апробация полу-
ченных теоретических оценок и дан анализ применения модифицированного наилучшего аргу-
мента продолжения на примере решения тестовой задачи.
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2. МЕТОД НАИЛУЧШЕЙ ПАРАМЕТРИЗАЦИИ
Рассмотрим задачу

(1)

с начальным условием

(2)

где  – начальное значение аргумента задачи,  – значение искомой функции  в начальной
точке,  – заданное значение правой границы отрезка изменения аргумента задачи,  –
функция правой части, которая, в общем случае, может иметь особенности, такие как предель-
ные особые точки или точки бифуркации, а также содержать множитель, принимающий боль-
шие абсолютные значения.

Применение метода продолжения решения по наилучшему аргументу, называемому иначе
методом наилучшей параметризации или методом длины дуги, для решения задач Коши осно-
вывается на переходе к новому аргументу.

2.1. Наилучший аргумент
Наилучший аргумент , рассматриваемый В.И. Шалашилиным и Е.Б. Кузнецовым в моно-

графии [34], отсчитывается по касательной вдоль интегральной кривой рассматриваемой задачи
Коши, квадрат дифференциала дуги интегральной кривой имеет для задачи (1)–(2) вид

(3)
Используя аргумент , задаваемый соотношением (3), применительно к задаче (1)–(2), полу-

чим преобразованную систему относительно нового аргумента  следующего вида:

(4)

В [34, 38] было изучено влияние такого преобразования на область абсолютной устойчивости
явного метода Эйлера. Доказано, что переход к наилучшему аргументу увеличивает область аб-
солютной устойчивости явного метода Эйлера для задачи (4), что уменьшает вычислительные
трудности, характерные для жестких систем.

2.2. Экспоненциальный наилучший аргумент
В [37] предложен новый подход к решению жестких и сверхжестких начальных задач. Он ос-

нован на использовании вместо наилучшего аргумента его модификации следующего вида:

(5)
где  – заданный параметр, выбираемый из условия его превосходства над показателем жестко-
сти решаемой задачи.

Задача (1), преобразованная к новому аргументу  задаваемым соотношением вида (5), при-
мет вид

(6)

В [37] на тестовых примерах была показана численная эффективность разработанного подхо-
да в сравнении с традиционными методами и наилучшей параметризацией, когда скорость роста
интегральных кривых рассматриваемой задачи является экспоненциальной. В настоящей статье
будет дана оценка области абсолютной устойчивости явного метода Эйлера при решении преоб-
разованной экспоненциальным модифицированным наилучшим аргументом задачи (6). Будет
доказано и продемонстрировано на тестовой задаче, что применение нового подхода увеличива-
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ет область абсолютной устойчивости явного метода Эйлера и дает возможность более эффектив-
но использовать явный метод Эйлера при решении жестких начальных задач.

3. УСТОЙЧИВОСТЬ ЯВНОЙ СХЕМЫ МЕТОДА ЭЙЛЕРА

Исследование области устойчивости и спектральных характеристик дифференциальных опе-
раторов, как было предложено в [39], рассматривают на примере задачи, получившей название
задачи Далквиста:

(7)

где  – некоторая, в общем случае комплексная, константа. В стандартной задаче Далквиста
константа  предполагается действительной и отрицательной. Но рассматривая возможность
комплексных значений константы , можно области абсолютной устойчивости придать ясный
геометрический смысл, как это показано ниже в замечании 2.

Задача (7) моделирует локальное поведение решения дифференциального уравнения (1) в том
смысле, что в окрестности любой точки  решение уравнения (1) ведет себя так, как реше-
ние линеаризованного уравнения

в окрестности нуля. Тогда, если  – собственное значение линеаризованной задачи, то по пове-
дению решений разностного метода на уравнении (7) можно предсказать их поведение на про-
извольном дифференциальном уравнении.

Теорема 1. Разностная схема явного метода Эйлера для задачи (7) является абсолютно устойчи-
вой, если шаг интегрирования удовлетворяет неравенству

(8)

Доказательство. Применяя явную схему метода Эйлера к задаче (7) в окрестности точки
, получим разностное уравнение вида

(9)

где  – шаг интегрирования.
По определению разностный метод абсолютно устойчив, если все корни характеристического

уравнения не превосходят по модулю единицу (см. [11], [40]). Для схемы (9) собственное значе-
ние .

При положительных значениях  неравенство  может быть справедливо только при
. В этом случае условие устойчивости схемы (9) примет вид

В случае отрицательных значений  неравенство  может быть справедливо только
при . В этом случае условие устойчивости схемы (9) перепишется в виде

Объединяя два этих неравенства, получим условие (8).

В тривиальных случаях при  или  абсолютная устойчивость также имеет место. В
обоих случаях максимальное собственное значение . Однако при практических расчетах
случай  исключается.
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3.1. Область устойчивости метода Эйлера для задачи, 
преобразованной к наилучшему аргументу

Задачу (7) можно преобразовать к наилучшему аргументу  вида (3). Преобразованная задача
примет вид

(10)

Условие абсолютной устойчивости для нее получено в статье Е.Б. Кузнецова и В.И. Шалашили-
на [38]. Откуда следует

Теорема 2. Разностная схема явного метода Эйлера для преобразованной к наилучшему аргументу
 вида (3) задачи (10) является абсолютно устойчивой, если шаг интегрирования удовлетворяет не-

равенству

(11)

Здесь  – решение задачи (10), полученное на -м шаге явным методом Эйлера.
Доказательство. Приведем уточненное доказательство теоремы. Обозначим правые части

уравнений задачи (10) как

В общем случае, правые части системы (10) могут зависеть от аргумента исходной задачи , но в
данном случае такой зависимости нет, поэтому представим функции  и , используя раз-
ложение по формуле Тейлора до первой степени включительно в окрестности . Рассмот-
рим сначала первое уравнение задачи (10), разложив его правую часть

Рассмотрим линеаризованное первое уравнение вида

(12)

Введем замену

(13)

где  – координата точки покоя линеаризованной системы, получаемая из решения уравнения

и равная

Используя замену (13), преобразуем уравнение (12) к виду
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Линеаризуем второе уравнение задачи (10):

Разложим первый множитель по формуле Тейлора до членов первого порядка в окрестности
точки :

Подставляя это разложение в выражение для , получим

Используя полученное разложение, перейдем к линеаризованной системе для задачи (10),
преобразованной к переменной :

(14)

Явная схема метода Эйлера для системы (14) имеет вид:

(15)

Поскольку линеаризованная система (14) получена использованием линейной замены и пра-
вая часть системы уравнений задачи (10) ограничена, то условие абсолютной устойчивости раз-
ностной схемы (15) будет эквивалентно условию абсолютной устойчивости для линеаризован-
ной системы исходной задачи (10).

Найдем собственные значения , рассмотрев характеристическое уравнение

Получим собственные значения

(16)

Поскольку , разностная схема (15) будет абсолютно устойчивой, если второе собствен-
ное значение  не превосходит по модулю единицу, т.е.

(17)

При значениях шага  абсолютная устойчивость схемы (15) возможна только при значе-
ниях параметра . Разрешая неравенство (17) относительно шага , полагая , получим
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При отрицательных значениях шага  абсолютная устойчивость схемы (15) возможна только
при значениях параметра . Разрешая неравенство (17) относительно шага , полагая ,
получим

Объединяя два этих неравенства, получим условие (11).
В тривиальных случаях при  или  абсолютная устойчивость также имеет место. В

обоих случаях максимальное собственное значение . Однако при практических
расчетах случай  исключается.

Замечание 1. Приводимое выше доказательство теоремы, сформулированной в работе
Е.Б. Кузнецова и В.И. Шалашилина [34], является новым, обобщая доказательство, приводимое
в статье [34]. Е.Б. Кузнецовым и В.И. Шалашилиным принималось, что второе уравнение систе-
мы задачи (10) вносит пренебрежимо малый вклад в характер устойчивости приближенного ре-
шения, что является верным только в окрестности предельной особой точки. Вследствие чего
второе уравнение исключалось из рассмотрения. В приведенном здесь доказательстве этот ма-
лый недостаток устранен.

Замечание 2. Известно, что областью устойчивости явного метода Эйлера для исходной зада-
чи (7) является круг единичного радиуса с центром в точке . В [34] доказано, что для пре-
образованной задачи (10) областью устойчивости будет круг радиуса  с центром в точке

, где . При комплексных значениях  выражение для  можно переписать в
виде

где  и  – действительная и мнимая части параметра . Доказательство данного утверждения
здесь опускается.

Замечание 3. Само доказательство теоремы 2 дает множество интересных следствий. Одно из
них заключается в том, что одно из собственных значений . Это означает, что даже при вы-
боре значения шага из условия (11) максимальное значение , т.е. разностная схема нахо-
дится в пограничном состоянии между абсолютной устойчивостью и ее потерей. Даже для лине-
аризованной системы абсолютная устойчивость может быть потеряна при наложении ошибок
округления. При линеаризации системы уравнений задачи (10) отбрасываются нелинейные чле-
ны, учет которых также может привести к потере абсолютной устойчивости. Данное наблюдение
позволяет объяснить тот факт, что для ряда жестких начальных задач для автономных систем
дифференциальных уравнений преобразование к наилучшему аргументу либо не дает вычисли-
тельных преимуществ, либо эти преимущества минимальны.

Замечание 4. Представленное выше замечание показывает, что для анализа области абсолют-
ной устойчивости разностных схем решения начальных задач, преобразованных к наилучшему
аргументу, недостаточно рассмотрения тестовой задачи Далквиста вида (7). Более целесообраз-
но исследовать область абсолютной устойчивости для обобщенной неавтономной задачи Дал-
квиста вида

(18)

Решение данной задачи является предметом дальнейших исследований.

3.2. Область устойчивости метода Эйлера для задачи,
преобразованной к модифицированному наилучшему аргументу

Применение экспоненциального наилучшего аргумента вида (5) призвано, с одной стороны,
упростить вид преобразованной системы и уменьшить трудозатраты, возникающие при реше-
нии преобразованных начальных задач. С другой стороны, экспоненциальный наилучший аргу-
мент может позволить расширить область абсолютной устойчивости и снять ограничения, при-
сущие наилучшему аргументу, отмеченные в замечании 3.

λh
> 0a λh =a a

( )
λ

+
− ≤

3/22 22 1
< 0.

ma y
h

a

λ = 0h = 0a
ξ ξ ξmax 1 2= = = 1

λ = 0h

−( 1,0)
ρ3/2

ρ3/2( ,0) ρ + 2 2= 1 ma y a ρ

ρ + α β + α β2 2 2 2 2 2 4= (1 ( ) ) 4 ,m my y

α β a

ξ1 = 1
ξmax = 1

+ 0= , (0) = .dy ay bt y y
dt



564

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 4  2023

КУЗНЕЦОВ и др.

Рассмотрим преобразованную к экспоненциальному наилучшему аргументу  вида (5) за-
дачу (7):

(19)

Теорема 3. Разностная схема явного метода Эйлера для преобразованной к экспоненциальному
наилучшему аргументу  вида (5) задачи (19) является абсолютной устойчивой для значений пара-
метра , удовлетворяющих условию

(20)

если шаг интегрирования удовлетворяет неравенству

(21)

где  и  – решение задачи (19), полученное на -м шаге явным методом Эйлера,

Доказательство. Линеаризуем правые части уравнений задачи (19), используя разложение по
формуле Тэйлора в окрестности точки с координатами  и  до членов первой степени:

Запишем линеаризованную систему уравнений для задачи (19):

(22)

В линеаризованной системе проведем замену
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где  – точка покоя линеаризованной системы, координаты которой имеют значения

Получим новую линеаризованную систему уравнений

(23)

Поскольку линеаризованная система (23) получена использованием линейной замены, и пра-
вая часть системы уравнений задачи (19) ограничена, то условие абсолютной устойчивости раз-
ностной схемы (22) будет эквивалентно условию абсолютной устойчивости для линеаризован-
ной системы (23).

Введем обозначения

Тогда явная схема метода Эйлера для преобразованной системы (23) имеет вид

(24)

Найдем собственные значения схемы (24), рассмотрев характеристическое уравнение

Получаем следующие собственные значения:

Выражение для собственных значений зависит от значений двух параметров  и . Проведе-
ние анализа на большее собственное значение может оказаться трудоемким, поскольку оно за-
висит от знаков входящих параметров.

Ограничимся случаем, когда параметры  и  удовлетворяют условию (20), гарантирующему
неотрицательность подкоренных выражений в . Тогда наибольшее собственное значение це-
ликом зависит от последнего множителя. Тогда обозначим

(25)

Вычислим максимальное значение

(26)

Таким образом, получаем, что абсолютная устойчивость разностной схемы явного метода Эй-
лера для преобразованной модифицированным наилучшим аргументом  вида (5) системы (19)
возможна только при выполнении неравенства

(27)

( , )* *t y

γ − γ −
γ

2 2 exp(2 ) 1* = , * = .m m m
m

t a y ty y t

γ γ γ+
μ + γ + γ

− γ γ γ+
μ + γ + γ

2 2 3/2 2 2 3/2

2

2 2 3/2 2 2 3/2

exp( ) exp( )= ,
(1 exp(2 )) (1 exp(2 ))

exp(3 ) exp( )= .
(1 exp(2 )) (1 exp(2 ))

m m m

m m m m

m m m

m m m m

a t a y tdy y t
d a y t a y t

a y t tdt y t
d a y t a y t

γ γ γα α
+ γ + γ1 22 2 3/2 2 2 3/2

exp( ) exp( )= , = ,
(1 exp(2 )) (1 exp(2 ))

m m m

m m m m

a t a y t
a y t a y t

− γ γ γβ β
+ γ + γ

2

1 22 2 3/2 2 2 3/2
exp(3 ) exp( )= , = .

(1 exp(2 )) (1 exp(2 ))
m m m

m m m m

a y t t
a y t a y t

( ) ( )+ μ + μ+ α + α + β + β1 1 2 1 1 2= , = .m m m m m m m my y h y t t t h y t

μ μ

μ μ

+ α − ξ α
β + β − ξ

1 2

1 2

1
= 0.

1
h h
h h

( )μ
γξ + + γ ± − γ − γ γ

+ γ
2 3 2

1,2 2 2 3/2
exp( )1= 1 ( ) 4 exp(2 ) .

2(1 exp(2 ))
m

m m
m m

t h a a a y t
a y t

a γ

a γ
ξ1,2

+ γ + − γ − γ γ + γ − − γ − γ γ2 3 2 2 3 2
1 2= ( ) 4 exp(2 ), = ( ) 4 exp(2 ).m m m mD a a a y t D a a a y t

μ

μ

 + γ+ γ ≥ − γ= 
+ γ + γ −

 γ

2 2 3/2

1

max 2 2 3/2

2

2(1 exp(2 )), ,
exp( )

2(1 exp(2 )), < .
exp( )

m m

m

m m

m

a y tD a
h t

D
a y tD a
h t

μ

μ
γ+ ≤

+ γ max2 2 3/2
exp( )11 1.

2(1 exp(2 ))
m

m m

t h D
a y t



566

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 4  2023

КУЗНЕЦОВ и др.

В стоящем под модулем выражении знак может менять только . При значениях шага
 абсолютная устойчивость схемы (24) возможна только при значениях параметра .

Разрешая неравенство (27) относительно шага , полагая , получим

При отрицательных значениях шага  абсолютная устойчивость схемы (24) возможна только
при значениях параметра . Разрешая неравенство (27) относительно шага , полагая

, получим

Объединяя два этих неравенства, получим условие (21).
В тривиальных случаях, при  или  (т.е. ) абсолютная устойчивость так-

же имеет место. В обоих случаях максимальное собственное значение . Однако при прак-
тических расчетах случай  исключается.

Сформулируем некоторые следствия из теоремы 3.
Следствие 1. При значении параметра  экспоненциальный аргумент продолжения реше-

ния (5) становится наилучшим аргументом, принимая вид (3), а условия устойчивости разност-
ных схем явного метода Эйлера для задач (19) и (10) будут совпадать.

Доказательство. Очевидно, что при  задачи (19) и (10) совпадают. Значит, должны совпа-
дать и условия абсолютной устойчивости разностной схемы явного метода Эйлера для этих за-
дач. Докажем это.

При  условие (21) примет вид

Учитывая выражения для  (26) и  (25), при  получим

что доказывает следствие 1.
Замечание 5. Следствие 1 устанавливает связь между наилучшим аргументом и его модифи-

кацией. Экспоненциальный наилучший аргумент (5) является обобщением наилучшего аргу-
мента (3). Экспоненциальный наилучший аргумент нацелен на повышение эффективности чис-
ленного решения жестких начальных задач. Варьируя значение параметра , можно добиться
увеличения области абсолютной устойчивости разностной схемы явного метода Эйлера для пре-
образованной задачи.

Следствие 2. При значении параметра  условие устойчивости разностной схемы явного
метода Эйлера для задачи  принимает вид

(28)

Доказательство. При  условие (21) примет вид

(29)

Вычислим значение . При  оно примет вид
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Подставляя найденное выражение для  в неравенство (29), перепишем его в виде

упростив правую часть неравенства, получим условие (28).
Замечание 6. Условие абсолютной устойчивости (28) зависит от значения параметра . Рас-

смотрим функцию

которая получена как частное правых частей неравенств (28) и (11). Функция  ограничена
снизу, положительная и удовлетворяет условию

Это означает, что существуют такие значения  и , для которых справедливо нера-
венство

т.е. условие абсолютной устойчивости (28) при указанных условиях определяет большую область
абсолютной устойчивости, чем при условии (11). Проанализируем этот факт.

При значениях  и , равных нулю, согласно следствию 1, . Однако в окрестности
нуля функция  может вести себя следующим образом: сначала возрастать до некоторого зна-
чения больше единицы, затем убывать до значения меньше единицы, после чего монотонно воз-
растать. Поэтому, как правило, значения  и  полагаются отличными от нуля. В зависимости
от рассматриваемой точки  значения  и  могут быть как умеренными, так и больши-
ми по модулю.

Следовательно, выбор  хорошо подходит для решения жестких и сверхжестких началь-
ных задач и менее пригоден для начальных задач с малыми значениями параметра . Однако при
больших значениях параметра  возникают вычислительные трудности с проведениями расче-
тов, поскольку значения  могут достигать очень больших значений.

4. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЙ ТЕСТ

В статье [37] на примере экспоненциального теста, предложенного Н.Н. Калиткиным и
А.А. Беловым в [41], показаны преимущества использования наилучшего и модифицированного
наилучшего аргументов. Рассмотрим экспоненциальную тестовую задачу

(30)

имеющую точное решение

(31)

где , , , . Жесткость задачи регулируется параметром :
чем больше , тем уже зоны пограничных и внутренних слоев (см. фиг. 1).

Проведем анализ результатов численного решения исходной задачи (30), а также задачи, пре-
образованной к наилучшему аргументу  вида
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имеющей вид

(32)

и задачи

(33)

преобразованной к модифицированному наилучшему аргументу :

В [37] были представлены численные расчеты задач (30), (32) и (33) явным методом Эйлера с
переменным шагом интегрирования, вычисляемым по правилу Рунге–Ромберга–Ричардсона.
Эти результаты приведены в табл. 1, где  – значение локальной погрешности. Начальный шаг
имеет значение , а параметр модифицированного наилучшего аргумента .

Проведем анализ изменения шага интегрирования в процессе численного решения задач
(30), (32) и (33) явным методом Эйлера.

На фиг. 2б изображены значения шага интегрирования в каждой точке решения задач (30),
(32) и (33). Для исходной задачи (30) и задачи, преобразованной к наилучшему аргументу (32),
наблюдается уменьшение шага интегрирования при прохождении пограничных и внутренних
слоев. При решении задачи (33), преобразованной к модифицированному наилучшему аргумен-
ту, шаг практически не уменьшается на протяжении всего процесса вычисления, только при-
останавливая свое увеличение при прохождении участков быстрого изменения интегральной
кривой. Отметим, что параметр модифицированного наилучшего аргумента здесь имеет значе-
ние , в отличие от расчетов, приведенных в табл. 1. Это сделано, чтобы более наглядно
представить полученные результаты. Согласно полученным авторами результатам, при 
шаг интегрирования задачи (33) увеличивается еще значительнее, что делает графики изменения
шага интегрирования для задач (30), (32) менее информативными.
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Также стоит обратить внимание: на фиг. 2а видно, что решение задачи, преобразованной к
модифицированному наилучшему аргументу, наиболее близко к точному решению (31). И хотя
численное решение заняло больше времени – 22 с, чем при решении задач (30) – 6 с и (32) – 4 с,
его точность на несколько порядков выше. Увеличение времени счета для задачи (33) связано с
необходимостью вычисления экспоненты с большими значениями аргументов.

Таблица 1. Средняя ошибка и время счета явного метода Эйлера решения задач (30), (32) и (33) с перемен-
ным шагом интегрирования

Исходная
задача

Наилучший
аргумент

Модифицированный
наилучший аргумент

1 10–4 0.0072 0.01 0.02 0.02 0.33
10–5 0.02 0.05 0.02 0.03 0.8
10–6 0.006 0.11 0.01 0.18 2.5
10–7 0.3 0.002 0.4 8.2
10–8 0.8 1.25 25

10 10–6 – – – – 2.3
10–7 – – – – 7.2
10–8 – – – – 22

50 10–6 – – – – 0.006 2
10–7 – – – – 0.003 6.6
10–8 – – – – 22

ξ0 θ
εavg ,t c εavg ,t c εavg ,t c

−× 41.1 10
−× 52 10
−× 63.6 10

−× 48.5 10 −× 76.3 10
−× 41.4 10 −× 42.3 10 −× 71.1 10

−× 47.9 10
−× 48.5 10
−× 42.1 10

−× 41.6 10

Фиг. 2. (а) –Численное решение задач (30), (32) и (33) для  явным методом Эйлера с переменным шагом,

рассчитанным по правилу Рунге–Ромберга–Ричардсона с допустимой погрешностью , начальным

шагом  и параметром модифицированного наилучшего аргумента . (б) – Соответствующие
значения шага интегрирования в каждой точке решения задач (30), (32) и (33).
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Таким образом, преобразование исходной задачи к наилучшему и модифицированному наи-
лучшему аргументам позволяет увеличить шаг интегрирования при использовании явного мето-
да Эйлера, что соответствует полученным теоретическим результатам. При этом применение
модифицированного наилучшего аргумента в некоторых случаях практически освобождает от
необходимости подбора начального шага при использовании явного метода Эйлера с перемен-
ным шагом.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
При численном решении жестких задач традиционно отдается предпочтение неявным раз-

ностным схемам. Однако метод продолжения решения по наилучшему аргументу уже давно по-
казал свою эффективность, делая возможным применение явных схем к решению жестких за-
дач. Экспоненциальная модификация наилучшего аргумента была разработана с целью повы-
сить эффективность применения явных численных методов при решении задач со
сверхстепенной или близкой к экспоненциальной скоростью роста интегральных кривых и ра-
нее хорошо себя показала на ряде тестовых и прикладных задач.

В настоящей работе исследовалась область абсолютной устойчивости явного численного ме-
тода Эйлера при решении задач, преобразованных к наилучшему аргументу и его модификации.
Исследование проводилось на тестовой начальной задаче Далквиста, так как она моделирует ло-
кальное поведение интегральной кривой в окрестности каждой точки линеаризованной решае-
мой задачи.

Теорема об увеличении области абсолютной устойчивости явного метода Эйлера для задачи,
преобразованной к наилучшему аргументу, была сформулирована и доказана ранее в работах
Е.Б. Кузнецова и В.И. Шалашилина. Однако в их доказательстве были сделаны следующие до-
пущения, которые были устранены в текущей работе: шаг интегрирования принимался исклю-
чительно больше нуля и последнее уравнение преобразованной системы не рассматривалось,
так как считалось, что оно не оказывает существенного влияния на размер области абсолютной
устойчивости.

Для экспоненциального модифицированного наилучшего аргумента подобного исследова-
ния ранее не проводилось. Полученные теоретические результаты показывают, что преобразо-
вание к такому аргументу позволяет расширить область абсолютной устойчивости явного метода
Эйлера при корректном выборе параметра . Однако полученные теоретические результаты
трудно применять при выборе значения параметра  на практике. Разработка более удобного
способа оценки значения параметра , входящего в экспоненциальный аргумент, является на-
правлением дальнейших исследований.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе [1] мы рассмотрели абстрактную задачу Коши следующего вида:

(1.1)

где операторы  и  линейные, а операторы  и  нелинейные. Отметим, что уравнение
(1.1) содержит некоэрцитивный источник

что сильно усложняет получение достаточных условий разрушения задачи Коши (1.1) за конеч-
ное время.

В работе [2] была рассмотрена следующая абстрактная задача Коши для интегродифференци-
ального уравнения с нелинейными операторными коэффициентами:

(1.2)

где операторы  и    линейные, а операторы  и   нелинейные. Для доказа-
тельства существования сильного решения этой задачи Коши мы применим метод монотонных
операторов Браудера–Минти (см. [3]), а для доказательства разрушения за конечное время при-
меним метод энергетических оценк, развитый в [4].

В настоящей работе мы докажем существование непродолжаемого во времени классического
решения задачи Коши

(1.3)
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при некоторых условиях на операторные коэффициенты и получим достаточные условия разру-
шения решения за конечное время. Уравнение (1.3) отличается от уравнения (1.1) наличием не-
линейного слагаемого

которое в приложениях имеет, например, следующий вид:

Отметим, что задача Коши (1.3) существенно отличается от задачи Коши (1.2) в силу условий на
функцию  при которых рассматривалась задача (1.2).

Подробная библиография и приложения изложены в работе [1].

2. УСЛОВИЯ НА ОПЕРАТОРНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

Рассмотрим банаховы пространства    при  и при  относительно соответ-
ствующих норм

и с сопряженными банаховыми пространствами , ,  относительно соответствующих ско-
бок двойственностей

и соответствующих норм

Предположим, что банаховы пространства    при  и при  являются рефлек-
сивными и сепарабельными. Предположим также, что

Условия A0.
(i) Оператор  является линейным, непрерывным и симметричным, причем имеет

место неравенство

(ii) оператор  является коэрцитивным, причем имеет место неравенство

Замечание 1. Из условий (i) и (ii) вытекает, что величина  является эквивалентной
нормой на .

Условия A.
(i) Оператор  является монотонным и непрерывным;
(ii) оператор  дифференцируем по Фреше, причем его производная Фреше

является непрерывным, симметричным, монотонным и неотрицательно определенным опера-
тором при любом фиксированном  и ;

(iii) оператор  является положительно-однородным
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(iv) справедливы следующие неравенства сверху и снизу:

Замечание 2. Из условия (iv) вытекает, что величина  является эквивалентной нор-
мой на банаховом пространстве 

Условия F.

(i) Оператор  является ограниченно липшиц-непрерывным, т.е. имееет место
неравенство

где   есть ограниченная но всяком компакте неубывающая функция
своего аргумента;

(ii) оператор  является положительно-однородным, т.е.

(iii) оператор  имеет симметричную производную Фреше

(iv) оператор  удовлетворяет неравенству сверху

Условия DP.
(i) Оператор  является линейным и непрерывным, причем

(ii) оператор  является ограниченно липшиц-непрерывным, т.е.

где функция  – ограниченная на всяком компакте неубывающая функция своего ар-
гумента, ;

(iii) справедливо неравенство сверху

(iv) для всех  имеет место неравенство

(v) оператор  имеет производную Фреше

Условия L.
(i) Оператор  является линейным, непрерывным и симметричным, причем

(ii) оператор  является коэрцитивным, причем

Замечание 3. Из условий (i) и (ii) вытекает, что величина  является эквивалентной
нормой на .

Рассмотрим теперь используемые нами банаховы пространства    при  и .
Пусть  – это некоторое сепарабельное гильбертово пространство, отождествленное со своим
сопряженным. Предположим, что выполнены следующие условия:
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Условия H.

Имеют место следующие цепочки плотных и непрерывных вложений:

Заметим, что в силу условий  имеют место следующие свойства:

(2.1)

(2.2)

3. РАЗРУШЕНИЕ РЕШЕНИЙ ОДНОГО
ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО НЕРАВЕНСТВА

Пусть функционал  и удовлетворяет интегродифференциальному неравенству

(3.1)

при   и ,   . Справедлива следующая теорема (см. [1]).

Теорема 1. Пусть  и удовлетворяет дифференциальному неравенству (3.1) и

(3.2)

причем начальные условия  и  таковы, что существует  – наименьший положительный
корень уравнения

(3.3)

то  удовлетворяет следующему неравенству:

(3.4)

для всех  где

(3.5)

Доказательство. Все утверждения теоремы в целом доказаны. Отметим только, что в силу яв-
ного вида функции  и неравенства (3.3) выполнены неравенства

Поэтому имеют место неравенства

для всех . Значит, функция в правой части неравенства (3.4) является неограниченной
при  и .

⊂ ⊂ ⊂ ⊂0 0* * при = 1, ,
ds ds ds ds

j jV V H V V j n

⊂ ⊂ ⊂ ⊂0 0* * при = 1,3.
ds ds ds ds

i iV W H W V i

H

    ∈ ∈0 0*, = , для всех , , при = 1, ,j jf u f u f V u V j n

  ∈ ∈0 0*, = ( , ) для всех , , при = 1,3.i if u f u f W u V i

Φ ∈ C
(2)( ) [0, ]t T

+λΦΦ − α Φ + βΦ + γ Φ + γ Φ Φ + γ Φ ≥ ∈2 2 1
1 2 3

0

'' ( ') ( ) ( ) ( ) ( ) 0, [0, ],
t

t T s ds t t t T

α > 1, λ > 1 β ≥ 0 γ ≥1 0, γ ≥2 0, γ ≥3 0

Φ ∈ (2)
0( ) [0, )t T

Φ Φ α λ α −(0) > 0, '(0) > 0, > 1, 1 < < 2 1,

Φ(0) ′Φ (0) 1T

( ) ( ) ( ) +λγβ + γ γ′Φ Φ + Φ + Φ + Φ
α − α − α − δα −

2
2 2 12 32 1 1

2 2
1

221(0) = ( (0)) (0) (0) (0) ,
1 2 1 ( 1)( 1)
T

T

Φ( )t

α−−α
Φ ≥

 Φ − 
1/( 1)1 1/2

1

1( )
(0) ( )

t
A T t

∈ 1 0[0,min{ , }),t T T

( ) +λ− α γβ + γ γα − Φ Φ − Φ − Φ − Φ
α − α − α − δ

2
12 2 2 2 32 1 1

1
22( ) = ( 1) (0)[( '(0)) ( (0)) (0) (0) ] > 0.

1 2 1 ( 1)
TA T

= ( )A A T

≥ ∈1 1( ) ( ) > 0 для всех [0, ].A T A T T T

α− α−−α −α
Φ ≥ ≥

   Φ − Φ −   
1/( 1) 1/( 1)1 1/2 1 1/2

1

1 1( )
(0) ( ) (0) ( )

t
A T t A T t

∈ [0, ]t T
1=T T ∈ 1[0, )t T



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 4  2023

РАЗРУШЕНИЕ РЕШЕНИЙ И ЛОКАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ 577

4. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И СУЩЕСТВОВАНИЕ 
НЕПРОДОЛЖАЕМОГО РЕШЕНИЯ

Пусть выполнены все условия, сформулированные в разд. 2. Рассмотрим следующую задачу
Коши для абстрактного дифференциального уравнения второго порядка:

(4.1)

(4.2)

Дадим определение классического решения этой абстрактной задачи Коши.

Определение 1. Функция  называется классическим решением задачи Коши
(4.1), если

(4.3)

равенство (4.1) справедливо для каждого  и понимается в смысле банахового простран-
ства , причем

(4.4)

Пусть  – классическое решение задачи (4.1). Пусть  – произ-
вольная функция. Рассмотрим следующую функцию:

(4.5)

Заметим, что  и . Справедливы следующие формулы интегрирования по ча-

стям для интегралов Бохнера в :

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Теперь, умножив обе части равенства (4.1) на функцию , с учетом (4.6)–(4.8) мы получим сле-
дующее равенство:
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для всех  где

(4.11)

Полученное равенство (4.10) позволяет сформулировать определение сильного решения задачи
Коши (4.1).

Определение 2. Функция  называется сильным решением задачи Коши (4.1),
если для любой функции  выполнено равенство (4.10), причем  

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть банахово пространство  сепарабельно, тогда в классе сильных решений задачи
Коши (4.1) равенство (4.10), выполненное для любых  эквивалентно равенству

(4.12)

для всех .
Замечание 4. С учетом равенства скобок двойственности (2.1) и (2.2) равенство (4.12) можно

переписать в следующем эквивалентном виде:
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для всех . Теперь в равенстве (4.13) возьмем ,   и
получим следующее равенство:
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Теперь рассмотрим абстрактную задачу Коши

(4.19)

(4.20)
Дадим определение классического решения задачи Коши (4.19), (4.20).

Определение 3. Классическим решением задачи Коши (4.19), (4.20) называется функция
 удовлетворяющая уравнению (4.19) для каждого  в смысле , при-

чем  и .
Совершенно понятно, что классическое решение задачи Коши (4.19) является сильным реше-

нием задачи Коши (4.1).
Справедлива следующая теорема.
Теорема 3. Пусть выполнены все условия разд. 2 на операторные коэффициенты     и

. Тогда при дополнительном условии, что операторы  дважды непрерывно дифференцируемы
по Фреше для всех  для любых  и  из  найдется такое  что существует

единственное классическое решение задачи Коши (4.1) класса  причем либо
, либо  и в последнем случае имеет место предельное свойство

(4.21)

Доказательство. Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 6.4 работы [1].

5. РАЗРУШЕНИЕ СИЛЬНОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (4.1) ПРИ 

Пусть  – классическое решение задачи (4.19). Прежде всего введем обо-
значения

(5.1)

(5.2)

Справедлива следующая лемма.
Лемма 1. Имеет место следующее неравенство:

(5.3)

Доказательство. Доказательство приведено в лемме 7.1 работы [1].
Заметим, что определение 2 сильного решения задачи Коши (4.1) эквивалентно равенству (4.18).

Положим сначала в равенстве (4.18)  из определения (5.1) функционала
 и свойства (iv) условий , получим следующее первое энергетическое равенство:

(5.4)

Теперь положим в равенстве (4.18)  и с учетом определения (5.2) функци-
онала  получим второе энергетическое равенство

(5.5)
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где мы воспользовались равенством

Выразим из равенства (5.4) величину , подставим его в равенство (5.5) и после элемен-
тарных преобразований получим следующее выражение для функционала :

(5.6)

Для дальнейшего мы воспользуемся неравенством Коши–Буняковского с произвольным :

Справедливы следующие неравенства:

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

Итак, из равенства (5.6) с учетом неравенств (5.7)–(5.9) получим оценку

(5.11)

Пусть . Тогда из неравенств (5.3) и (5.11) получим следующее обыкновенное диффе-
ренциальное неравенство второго порядка:

(5.12)

которое перепишем в общем виде, сделав замену :

(5.13)

где

(5.14)

(5.15)
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Потребуем выполнения условия  Отсюда получим неравенства

(5.16)

Кроме того, имеем

(5.17)

Выберем параметр  входящий в коэффициенты (5.14), таким образом, чтобы коэффициент

равенства (3.3) принял минимальное значение:

(5.18)

для любого малого . Теперь подставим это значение  в коэффициенты (5.14). Прове-
рим выполнимость условий теоремы 1.

Пусть  и  – произвольные фиксированные, а  – единственное решение
следующего уравнения в :

(5.19)

Решение  этого уравнения действительно существует в силу теоремы Браудера–Минти. В
нашем случае функционал  имеет вид (5.1). Поэтому при  имеем

(5.20)

а производная Фреше функционала  имеет следующий вид:

(5.21)

Отсюда получаем, что

(5.22)

С учетом равенства (5.19) и свойства (iv) условия  получим следующее выражение:

(5.23)

Перепишем уравнение (3.3) в эквивалентном виде

(5.24)

где

(5.25)

(5.26)
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Введем следующие функции:

(5.27)

(5.28)

Подставим теперь в правые части равенств (5.25) и (5.26) вместо  элемент  при  Пусть,
кроме того, . Тогда биквадратное уравнение примет вид

(5.29)
Прежде всего, заметим, что в силу условий

(5.30)

и формул (5.27) и (5.28) коэффициент  окажется отрицательным при достаточно большом
 и при условии . Дискриминант

является положительным при достаточно большом  Итак, при достаточно большом 
существует положительный корень уравнения (5.29)

Таким образом, нами доказана следующая теорема.
Теорема 4. Пусть выполнены неравенства

,  и  является решением уравнения (5.19), причем

Тогда при достаточно большом  для начальной функции  функционал  определенный
формулой (5.1), удовлетворяет неравенству (3.4).

Справедливо следующее утверждение (см. лемму 7.4 работы [1]):
Лемма 2. Имеет место двустороннее неравенство

(5.31)

где постоянные   и  больше нуля и не зависят от 

Из этой леммы вытекает следующая теорема.
Теорема 5. Пусть выполнены неравенства

в качестве начальной функции  взята функция  а  – решение уравнения (5.19) при
, в котором вместо  нужно подставить  Тогда при достаточно большом  время

 существования классического решения задачи (4.1) конечно и имеет следующее предельное
свойство:

(5.32)

а также справедлива оценка сверху  на время разрушения решения, где число  является поло-
жительным решением биквадратного уравнения (3.3).
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6. ПРИМЕРЫ
Приведем примеры начально-краевых задач, для которых справедливы полученные в работе

результаты. Пусть  – ограниченная область с достаточно гладкой границей .
Пример 1. Рассмотрим начально-краевую задачу

(6.1)

(6.2)

(6.3)

где    При этом рассматриваются следующие банаховы пространства:

(6.4)

Пример 2. Рассмотрим начально-краевую задачу

(6.5)

(6.6)

(6.7)

где     и  При этом рассматриваются следующие банаховы про-
странства:

(6.8)

(6.9)

Пример 3. Рассмотрим начально-краевую задачу

(6.10)

(6.11)

(6.12)

где    При этом рассматриваются следующие банаховы пространства:

(6.13)

(6.14)
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ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена исследованию единственности классических решений первой и второй на-
чально-краевых задач для одномерных по пространственной переменной  параболических си-
стем второго порядка в полуограниченной области с негладкой боковой границей.

В случае одного уравнения единственность классического решения первой начально-краевой
задачи следует из принципа максимума (см., например, [1, с. 27]), а единственность классиче-
ского решения второй начально-краевой задачи установлена в [2], [3] с помощью теоремы о зна-
ке косой производной. Заметим, что для систем, в отличие от уравнений, принцип максимума,
вообще говоря, не имеет места (см. [4]).

Из [1, с. 706], [5] следует единственность классических решений параболических начально-
краевых задач в пространстве Гёльдера  если боковая граница рассматри-

ваемой области – достаточно гладкая кривая, а именно – из класса , т.е. функция, задаю-
щая указанную границу, обладает первой производной из пространства .

Особый интерес указанные задачи представляют в случае областей с негладкими боковыми
границами. Единственность решений первой и второй начально-краевых задач в ограниченных
областях с боковыми границами из класса Жевре  для одномерных по пространственной
переменной  параболических систем второго порядка c гёльдеровыми коэффициентами в про-
странстве  функций, непрерывных и ограниченных, вместе со своей пространственной
производной первого порядка, в замыкании указанных областей, доказана в [6], [7]. В случае об-
ласти с боковыми границами из класса  для параболических систем с гёльдеровыми ко-
эффициентами, не зависящими от временной переменной , в [8] доказана теорема существова-

x
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ния и единственности классического решения первой начально-краевой задачи из пространства

В [9]– [11] доказаны теоремы о существовании классических решений из пространства 
первой и второй начально-краевых задач для параболических систем с Дини-непрерывными ко-
эффициентами в полуограниченных областях на плоскости с боковой границей из класса Дини-
Гёльдера  Здесь и до конца введения  – некоторый модуль непрерывности, удовлетворя-
ющий условию Дини (см. ниже (1)). В [12] установлена единственность классического решения
первой начально-краевой задачи для параболической системы второго порядка с дифференци-
руемыми коэффициентами в полуограниченной области на плоскости с боковой границей из
класса  в пространстве  при дополнительном условии на старшую производную 
этого решения и на характер его гладкости по временной переменной. В [13] доказана теорема о
единственности классического решения из пространства  второй начально-краевой зада-
чи для параболических систем с постоянными коэффициентами в полуограниченной области с
боковой границей из класса Жевре .

В настоящей работе рассматриваются первая и вторая начально-краевые задачи для парабо-
лических систем с дини-непрерывными коэффициентами в плоской полуограниченной области
с негладкой боковой границей из класса Дини-Гёльдера  и доказывается единственность
их классических решений из пространства . Заметим, что, как следует из работ [14], [15],
рассматриваемое условие на характер непрерывности боковой границы является точным для
классической разрешимости первой начально-краевой задачи в пространстве .

Параболические системы уравнений находят свое приложение, в частности, при описании
эволюционных процессов в многокомпонентных средах (см., например, [16]– [21]).

Работа состоит из четырех разделов. В разд. 1 приводятся необходимые определения и форму-
лируются основные теоремы. В разд. 2 доказывается вспомогательная лемма о единственности
классического решения второй начально-краевой задачи для системы с дифференцируемыми
коэффициентами. В разд. 3 и 4 доказываются основные теоремы.

Основные результаты статьи анонсированы в [22].

1. НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ 
И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Пусть фиксировано число . Через   обозначим пространство непре-
рывных вектор-функций   с нормой . Положим

.

Здесь и далее для числового вектора  (числовой матрицы ) под  (соответственно ) пони-
маем максимум из модулей его компонент (ее элементов).

Следуя [23, c. 147], модулем непрерывности называем непрерывную, неубывающую, полуадди-
тивную функцию , для которой . Говорят, что модуль непрерывности 
удовлетворяет условию Дини, если для него выполняется соотношение

(1)

Через  обозначим линейное пространство, состоящее из модулей непрерывности, которые
удовлетворяют условию Дини (1).

В полосе  выделяется область  с боко-
вой границей , где функция  удовлетворяет следующему условию:

(2)
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Обозначим через  пространство вектор-функций , непрерывных, вместе со
своими производными   в . Через  обозначим пространство непрерывных

и ограниченных вектор-функций  с нормой . Положим

Под значениями функций и их производных на границе произвольной области  понимаем
их предельные значения “изнутри” .

Пусть  – некоторый модуль непрерывности. Введем пространства:

где , .

Пусть

есть оператор дробного дифференцирования порядка 1/2. Следуя [24], [25], введем пространство

Замечание 1. Если , то  (см. [26]). Обратное, вообще говоря,
неверно (см. [25]).

В полосе  рассматривается равномерно параболический по Петровскому (см. [27]) оператор

где   суть -матрицы, элементами которых являются вещественные

функции, определенные в  и удовлетворяющие следующим условиям:

(a) собственные числа  матрицы  подчиняются неравенствам  для
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(б)  где  – модуль непрерывности такой, что

Положим  Известно (см. [28], если , и [29], если ), что
при выполнении условий (a) и (б) у системы  существует фундаментальная матрица реше-
ний (ФМР)  и справедливы оценки

Здесь и далее через  обозначаем положительные постоянные, зависящие от чисел , ко-
эффициентов оператора  и модуля непрерывности .

Основное содержание настоящей работы составляют следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (a), (б) и (2). Предположим, что вектор-функция
 – решение задачи

(3)

(4)

Тогда  в .

Теорема 2. Пусть выполнены условия (a), (б) и (2). Предположим, что вектор-функция
 – решение задачи

(5)

Тогда  в .

Замечание 2. Из результатов [15] следует, что если  причем модуль непрерыв-
ности  не удовлетворяет условию (1), то классическое решение первой начально-краевой зада-
чи из пространства  может не существовать.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ

Лемма 1. Пусть выполнены условия (2), (a) и, кроме того, (б)   
.

Предположим, что  и вектор-функция  – решение задачи (3), (4), удо-
влетворяющее условиям

(6)

(7)

где  – некоторый модуль непрерывности. Тогда  в .

Доказательство. Пусть вектор-функция  удовлетворяет условиям леммы. Тогда  является
решением первой начально-краевой задачи
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где , . При этом функция  принадлежит пространству . Из
[10–12], [30] следует, что функция  может быть представлена в виде векторного потенциала про-
стого слоя

(8)

где  — единственное в  решение граничного интегрального уравнения Вольтерра
I рода

Подставляя функцию (8) в граничное условие (4) и пользуясь формулой “скачка” для простран-
ственной производной параболического потенциала простого слоя (см. [29]), получаем, что век-
тор-функция  одновременно является решением граничного интегрального уравнения Воль-
терра II рода

(9)

В силу единственности в  решения уравнения (9) (см. [9]) получаем, что  Подставляя
найденное решение  в представление (8), приходим к выводу, что  в . Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть выполнены условия (a), (б) и  Тогда для векторного объемного потен-
циала

справедливы оценки

Лемма 2 доказывается методом из [31], где рассматривается случай , .

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1
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Для любого числа  положим

и определим матричный оператор  со “сглаженными” коэффициентами:

где . Заметим, что коэффициенты операторов  ограничены и бесконечно диф-
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u Ω D 1,0

0
C

≤ Ω1,0 1,0;̂ ; .u D C u

u

∈ˆ( , ) = ( , ), ( , ) ,u x t u x t x t D

∈ ∈R Rˆ( , ) = 0, , < 0, ( , ) = ( , ), , > ,u x t x t u x t u x T x t T

u Ω R
2 1,0C

≤ ΩR
1,0 1,02; ; .u C u

> 0s

− − τ ρ τ τ ∈
R

2

( , ) = ( , ) ( , ) , ( , ) .su x t u x sy t s y dyd x t D

ε > 0 Ω1,0 1,0= ;u u
00 < < 1s 00 < <s s

− ε0 0 0 0( , ) ( , ) < ,su x t u x t



590

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 4  2023

БАДЕРКО, САХАРОВ

то для доказательства теоремы достаточно показать, что существует число  такое, что
для любого числа  имеет место неравенство

(17)

Пусть  – функция со следующими свойствами:

(18)

(19)

где число
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(23)

Здесь вектор-плотность  – единственное в  решение граничного ин-
тегрального уравнения Вольтерра II рода

(24)

где

Оценим потенциалы из представления (23). Рассмотрим сначала потенциал Пуассона 
Пусть  Для любых   и  в силу (18) справедливо равенство

(25)

1 00 < <s s
10 < <s s

ε0 0( , ) < .su x t

∞ζ ∈ R( )R C

≤ ζ ≤ ∈ ζ ≡ ≤ ζ ≡ ≥R0 ( ) 1, , 1, | | , 0, | | 2 ,R R Rx x x R x R

−ζ ≤( ) , = 1,2,
l

lR
l

d x CR l
dx

∈
≥ +0 0 [0, ]

= max(2| |, 2 max | ( ) |, 1).
t T

R R x g t d

ζ, ( , ) = ( , ) ( ).s R s Ru x t u x t x

0 < < ,s d 00 < <r r ≥ 0R R ,s Ru

Ω ≥ +v v
( ) ( )

, , ,= в , ( , ) = ( ), ( ) ,r r
s R d s R dL f x d h x x g d d

∂ + θ ∈ −v , ,( ( ) , ) = ( ), [ , ],x s R dg t d t t t d T d

( ) ( )
, ,( , ) = ( , ),r r

s R s Rf x t L u x t , , ,( ) = ( , ),s R d s Rh x u x d θ ∂ +, , ,( ) = ( ( ) , )s R d x s Rt u g t d t

∂ + θ, , , ,( ( ) ) = ( ).x s R d s R dh g d d d

( )
, , ,,r

s R s R df h θ , ,s R d

,s Ru 0 < <s d ≥ 0R R

+∞ +∞

−∞ τ +

Γ ξ ξ ξ + τ Γ ξ τ ξ τ ξ +

+ Γ τ + τ ϕ τ τ ≡ + +

  



( ) ( ) ( )
, , , ,

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , , , , , ,

( , ) = ( , ; , ) ( ) ( , ; , ) ( , )

( , ; ( ) , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ).

t
r r r

s R s R d s R
d g d

t
r r r r r

s R d s R d s R d s R d
d

u x t x t d h d d x t f d

x t g d d P x t V x t U x t

ϕ ∈ −( )
, , 0

[ , ]r
s R d C d T d −[ , ]C d T d

−− + ϕ + ∂ Γ + τ + τ ϕ τ τ θ ∈ −( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )
2 , , , , , ,

ˆ(2 ( ( ) , )) ( ) ( ( ) , ; ( ) , ) ( ) = ( ), [ , ],
t

r r r r r
s R d x s R d s R d

d

A g t d t t g t d t g d d t t d T d

θ θ − ∂ + − ∂ + ≡
≡ ∂ + − ∂ + − ∂ +

( ) ( ) ( )
, , , , , , , ,

( ) ( )
, , , ,

ˆ ( ) = ( ) ( ( ) , ) ( ( ) , )

( ( ) , ) ( ( ) , ) ( ( ) , ).

r r r
s R d s R d x s R d x s R d

r r
x s R x s R x s R d

t t V g t d t P g t d t

u g t d t V g t d t P g t d t

( )
, , .r

s R dP
∈ Ω( , ) .dx t 0 < < ,s d 00 < <r r ≥ 0R R

ξ

Γ ξ ξ ξ( ) ( )
, , , ,

| |<2

( , ) = ( , ; , ) ( ) .r r
s R d s R d

R

P x t x t d h d



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 4  2023

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 591

Используя (10), (11), (15) и (16), получаем (см. обозначения (13), (14)):

(26)

Отсюда и из оценок (12) вытекает неравенство

где 
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системы  может быть представлена в виде
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Оценим  В силу (26) и (28) получаем

Таким образом, справедлива оценка

(29)

Рассмотрим объемный потенциал . Оценим . Имеем

(30)

В силу соотношений (18), (19), (30) и условия (б) получаем
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Здесь и далее обозначаем 
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Следовательно,

(33)

Из (22), (29), (31)–(33) следует, что  и выполнены неравенства

Отсюда заключаем, что для решения  уравнения (24) имеет место оценка

и, следовательно,

Отсюда и из неравенств (29), (32) при  находим

где постоянная  не зависит от  и , а  – от  и . Выбирая последовательно доста-
точно большое , а затем – достаточно малые ,  и

, получаем неравенство (17). Теорема 1 доказана.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2
Пусть вектор-функция  удовлетворяет условиям теоремы 2. Тогда  является решением вто-

рой начально-краевой задачи

где , , . Из теоремы 1 и результатов [9] следует, что вектор-

функция  может быть представлена в виде потенциала простого слоя (8), где  — един-
ственное в  решение интегрального уравнения Вольтерра II рода

Подставляя вектор-функцию (8) в граничное условие задачи (5), получаем, что вектор-плот-
ность  одновременно является решением интегрального уравнения Вольтерра I рода

(34)

В силу единственности в  решения уравнения (34) (см. [11]) получаем, что . Подстав-
ляя найденное решение  в представление (8), приходим к выводу, что  в . Теорема 2 до-
казана.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Работа посвящена классификации нелинейных интегрируемых эволюционных систем тре-

тьего порядка с двумя независимыми переменными и двумя неизвестными функциями вида

(1.1)

где , , , .
Некоторые системы вида (1.1) впервые были представлены в [1]:

(1.2)

с постоянными  вида .
Спустя более 40 лет после первого упоминания опубликовано сравнительно небольшое коли-

чество работ, посвященных изучению различных свойств (1.2) (см., например, [2–4]). Однако на
сегодняшний день полный перечнь интегрируемых методом обратной задачи рассеяния систем
вида (1.1) отсутствовал. Вместе с тем метод построения интегрируемых уравнений и систем, ос-
нованный на исследовании законов сохранения (см. [5]), применялся при решении достаточно
большого числа классификационных задач (см. [6–12]). Так, в [10] получены рекуррентные со-
отношения для канонических сохраняющихся плотностей систем вида (1.1). Мы не будем вос-
производить здесь все выполненные в [10] выкладки, а отметим лишь основные моменты.

По сложившейся практике введем стандартные обозначения , ,
, . Число  назовем порядком переменных  и , а порядком функции –

наибольший из порядков переменных , от которых она зависит. Частные производные

функций обозначим нижними индексами, например, ,  и т.д.

2. ДОПУСТИМЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
В процессе классификации выполнялись, когда это было необходимо, некоторые преобразо-

вания, не выводящие систему из заданного класса. Например, точечные преобразования
 приведут к уравнениям, зависящим от , тогда как в (1.1)  отсутствует.

Точно так же замена  приведет к тому, что в обоих уравнениях (1.1) по-
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явятся слагаемые с  и  (см., например, [4]), что неприемлемо в рамках данной классификаци-
онной задачи. Отметим точечные преобразования, не изменяющие типа системы (1.1):

– масштабные преобразования

(2.1)
– преобразование Галилея

(2.2)
– точечное преобразование с диагональной матрицей Якоби

(2.3)
– инволюция

(2.4)

Эти преобразования переводят систему (1.1) в систему , . Поскольку
, , добавив к инволюции преобразование , получаем из (1.1) систе-

му ,  с той же сепарантой, что и в системе (1.1).
Интегрируемые системы вида (1.1) часто содержат уравнения следующего вида:

(2.5)

где  – оператор полного дифференцирования по ,  и  – произвольные функции, завися-
щие от . Выполнив замену переменной  по формулам

получаем

Далее, разделив уравнение на , имеем

Поскольку слагаемое , то все члены первого

порядка можно включить в , а  – в . Таким образом, остается слагаемое , ко-
торое можно уничтожить с соответствующим членом в уравнении при , подобрав нужное .

В итоге получаем уравнение

Обозначив , замечаем, что , так как  не зависит от , т.е. точечное преоб-
разование  не изменяет тип уравнения (2.5).

Если, к примеру, в (2.5) , то, положив , получим . Разумеет-
ся, есть и другие ситуации, когда функцию  можно упростить с помощью преобразования

.
Кроме точечных преобразований некоторые системы (1.1) допускают обратимые дифферен-

циальные подстановки. Например, система

допускает подстановку  , приводящую к следующей системе вида (1.1):
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Некоторые интегрируемые системы вида (1.1) допускают и необратимые дифференциальные
подстановки

где  и  – новые неизвестные функции. Подставляя  и  в заданную интегрируемую систему
(1.1), иногда удается получить новую интегрируемую систему.

В процессе проверки условий интегрируемости для (1.1) очень часто встречались системы вида

которые мы называем треугольными. Их отличает наличие независимого уравнения в системе.
Как правило, независимое уравнение – это уравнение Кортевега–де Вриза (КдВ), модифициро-
ванное уравнение Кортевега–де Вриза (мКдВ) или линейное уравнение. При этом второе урав-
нение, в нашем примере – уравнение для , может быть произвольным. Но, если потребовать,
чтобы система имела бесконечное множество высших законов сохранения, то уравнение для 
получалось, как правило, линейным. По крайней мере, исключения из этого правила нам неиз-
вестны. Канонические плотности в треугольных системах – это плотности независимого урав-
нения. Если уравнение для  линейное, то канонические плотности тривиальны, за исключени-
ем одной или двух плотностей нулевого порядка. Помимо этого, существуют системы, приводи-
мые к треугольному виду подходящей треугольной дифференциальной подстановкой. В
процессе классификации все треугольные системы отбрасывались.

3. УСЛОВИЯ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ 
И ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ КЛАССИФИКАЦИИ

Основным объектом в симметрийном подходе к интегрируемости являются канонические за-
коны сохранения:

(3.1)

где  и  – функции, от переменных  . Функции  называются плотностями зако-
на сохранения, а  – соответствующими плотностям токами. Для практических исследований
важно, что канонические плотности выражаются рекуррентными формулами в терминах правых
частей системы (1.1), которая не является заведомо интегрируемой. Поэтому, исходя из (3.1), мы
получаем систему уравнений для  и их производных – необходимые условия интегрируемо-
сти, которые называем -условиями. Разумеется, можно проверить лишь конечное число усло-
вий, но, как показывает опыт известных классификационных работ, системы, обладающие дву-
мя-тремя высшими законами сохранения, оказываются интегрируемыми. Достаточными же
условиями интегрируемости являются, например, существование представления Лакса или пре-
образования Беклунда.

Алгоритм вывода рекуррентных формул для канонических плотностей системы (1.1) изложен
подробно в [10] и воспроизведен в [11] с использованием следующих формул:

(3.2)
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(3.3)

Здесь введены следующие обозначения:  – символ Кронекера и нестандартный символ сум-
мирования

где  может быть любым символом, в том числе , например,

Начальные элементы последовательности плотностей и вспомогательных функций  для си-
стемы (1.1) имеют следующий вид:

Дальнейшие элементы значительно усложняются и мы их не приводим. Формулы для  содер-
жат токи . Легко понять, что  зависит от , поэтому, прежде чем исследовать -усло-
вие, следует вычислить токи .

В [10] показано, что интегрируемая система (1.1) должна иметь вид

(3.4)

где  и  – функции не выше первого порядка.

Из -условий  для системы (3.4) были получены следующие уравнения:

(3.5)

(3.6)

Итак, если , то из первого уравнения (3.5) следует , а второе уравнение дает
. Оставшиеся уравнения выполнены автоматически, и мы получаем  и

. Пусть наоборот, , тогда  и . Третья возможность
  также приводит к  и . Таким образом, обе части уравне-

ний (3.5) обращаются в нули, поэтому первое из уравнений (3.6) принимает вид .
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Таким образом, получаем три случая:

(3.7)

Функции  и  доставляют больше всего трудностей вычислительного характера, поэтому
выделим варианты, к которым приводит уравнение :

Случаи A, B и C – это вершины графа развилок, а три ветви, введенные выше для  и , будем
обозначать цифрами: A.1, C.2 и т.д.

Заметим, что в случаях A и B исследуемые системы переходят одна в другую при инволюции
(2.4), поэтому достаточно исследовать случаи A и C.

3.1. Cлучай A

A.1. Из уравнений (3.6) определяются частично функции  и 
. Это позволяет получить дополнительную информацию из условий интегрируемости. В

рассматриваемом подслучае -условие привело к противоречию: .
A.2. С учетом некоторых следствий из -условия, система (3.4) принимает следующий вид:

(3.8)

где  ,   . При этом функция  вошла во многие урав-
нения, возникшие из условий интегрируемости. Поэтому естественно рассмотреть подслучаи

 и . В первом из них оказалось, что , const. Последующие вычисления
привели к тому, что  , а функция  выразилась через . Далее мы пришли
к противоречиям в условиях интегрируемости во всех развилках, где .

В подслучае  удалось найти вид функции . Функция  ча-
стично определилась, и система приняла вид

(3.9)

где  и  для . Далее для упрощения рассмотрены случаи:
1) ; 2)  ; 3) .

В случаях 1) и 2) система (3.9) приводится к треугольному виду с независимым уравнением
для . В случае 3) в -условии получено противоречие.

A.3. По условию имеем , а функция  определилась из дополнительных -усло-
вий: . В итоге система (3.4) записывается в виде

(3.10)

Здесь  , а функции  зависят от , и, кроме того,  .
Приведем наиболее простые следствия из -условий для :

(3.11)
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(3.12)

(3.13)

(3.14)

Из уравнений (3.11) и (3.12) ясно, что

где  – постоянная,    – произвольные функции, но они не могут
быть все нулями.

Последнее из уравнений (3.11) приводит к решению , где  – произвольная

функция, а второе из уравнений (3.13) сводится к , следовательно, .

Если , то без ограничения общности . Привлекая дополнительные условия, уда-
лось найти . В итоге (3.10) приняла вид

(3.15)

где функции  и  зависят от .
Анализ различных форм функции  основывается на первом из уравнений (3.13), которое

приводит к системе

Отсюда получаем три подслучая:

A.3.1. В соответствии с предыдущим анализом . Далее из рассмотренных
ранее условий интегрируемости получилось  и , т.е. система (3.15) – треуголь-
ная.

A.3.2. Поскольку , то из -условий c  появились уравнения
,  . Вслед за этими формулами появилась еще одна ,

следовательно, система (3.15) – треугольная.
A.3.3. Благодаря простоте функции , из полученных ранее следствий из условий ин-

тегрируемости без труда получаем   . Таким образом, первое из урав-
нений системы (3.10) не содержит функции , следовательно, система (3.15) снова треугольная.

Итак, исследование случая A, начатое в п. 3.1, полностью завершено. Это исследование пока-
зало, что в случае A условия интегрируемости приводили либо к противоречиям, либо к тре-
угольным системам, которые мы исключили из рассмотрения.

3.2. Случай C
Согласно нашей классификации, система, подлежащая исследованию, приняла вид

(3.16)

где  – функции не выше первого порядка. Кроме того,  и  могут быть трех ти-
пов (3.7). Так как (3.16) симметрична, то в (3.7) случаи 1) и 2) переходят один в другой при инво-
люции, а 3) разбивается на четыре подслучая:
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Однако 3b) и 3c) переходят один в другой при инволюции, поэтому достаточно исследовать толь-
ко 3b). Учитывая изложенное, мы выделяем для рассмотрения следующие варианты:

C.1. Из -условия вытекают следующие уравнения:

(3.17)

(3.18)

Подстановка  приводит (3.17) к следующим уравнениям:  

. Это означает , где ,  – произвольная функ-
ция,  – постоянная. Дальнейшие несложные вычисления приводят к треугольной системе с не-
зависимым уравнением для .

Проделанные в C.1 вычисления показали, что для упрощения вычислений следует записы-
вать систему в виде

(3.19)

C.2. Из - и -условий вытекают следующие уравнения:

(3.20)

(3.21)

Уравнения (3.20) означают, что  и  – многочлены не выше второй степени:

(3.22)

где  – постоянные,  . Не ограничивая общности, параметры  можно счи-
тать равными 1 или 0.

Кроме того, из условий интегрируемости получается большое число уравнений с общими
множителями  и . Например, имеются уравнения  . Это означает, что возни-
кают развилки

Случай   переходит в C.2.2 при инволюции, поэтому мы его опускаем.

C.2.1. Здесь мы имеем , а также  . Это означает (a)

, если , или (b) , если . Если выполнить преобразова-

ние  и выбрать должным образом , то в любом случае мы получаем .
Если , то мы можем нормировать  на 1, а  будет произвольным параметром. Если ,
а , то мы можем нормировать  на 1 или положить .

Преобразованием  можно точно упростить функцию , и (3.19) принимает вид

где  и , а  и  – параметры. Проверив вновь -условиe, мы
получили, что  и , т.е. система распалась на два независимых уравнения.
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C.2.2. Здесь мы вновь имеем уравнение , поэтому, выполнив преобразования
 и , получаем  и . Затем, также как и в предыду-

щем случае, , и далее из -условия, следует, что , значит, система треугольная
с независимым уравнением для .

C.2.3. В формулах (3.22)  по условию. Поэтому преобразованиями  и 
мы нормируем  и  на 1. Таким образом, в (3.19) имеем  и .

Из -условия возникают уравнения    . Это дает нам

(3.23)

Следующие уравнения получаем из -условия:   , а также

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Решение уравнений (3.24) имеет вид   с учетом того, что
. Дальнейшие вычисления позволяют найти

где  и  определяются однородными уравнениями в (3.25) и (3.26):

Вид функций  и  определяется уравнениями, содержащими  или  в правых частях. Оче-
видно, уравнение  имеет три решения:

Поскольку рассматриваемая система имеет вид

(3.27)

то ясно, что подслучаи C.2.3.a и C.2.3.b переходят друг в друга при инволюции. Поэтому случай
C.2.3.b можно не рассматривать.

Подслучай C.2.3.a. Из двух первых условий интегрируемости получилось, что функции  и 
зависят только от  и , а  по условию. Таким образом, приходим к треугольной системе с
независимым уравнением для .

Подслучай C.2.3.c. Из (3.25) и (3.26) определяются функции 
, где . Рассмотрев -условия при , мы получили, что

все  и  – постоянные, а система приняла вид

Следует пояснить, что выписать все следствия условий интегрируемости сразу невозможно. И
только если система не содержит произвольных функций, то мы можем получить сколь угодно
большое число таких следствий. Для данной системы были получены все следствия -условий
при . Полученные следствия имеют вид полиномиальных уравнений для параметров

, входящих в дифференциальную систему. Иногда полиномиальные уравнения достаточно
сложны, и их приходится решать с помощью пакета Gröbner в Maple или в какой-то аналогичной
системе. В данном случае уравнения решались вручную. Получены два решения: 1)  и
2) . В обоих случаях получаются треугольные системы.
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C.3. Здесь имеем   . Из -условий при  вытекают
простые уравнения

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Из (3.28) следует , где  – постоянная, . Уравнения (3.29) теперь
принимают вид

(3.31)

Если , то  по условию, и мы получаем  , при этом, положив
, можно записать . С помощью преобразования  нормируем 

на 1 и получаем окончательно .

Пусть теперь , тогда можем положить  без потери общности. Первое из уравнений
(3.31) дает . Подставив  во второе уравнение, получаем . Отсюда по-
лучаем несколько случаев:

Можно заметить, что в случае 2 при  получается то же самое, что и в 1 при . Если же в
случае 2 , то эту же функцию  можно найти из 3 при . В 3 мы можем нормировать 
на . Таким образом, приходим к следующим вариантам:

В каждом из этих вариантов исследование условий интегрируемости приводит к очень боль-
шому числу развилок, которые приводили либо к противоречиям, либо к треугольным системам.
Изложение в статье всех вычислений лишено смысла, тем не менее, приведем пример:

(3.32)

Здесь  – произвольная функция,    – параметры. Система (3.32)
имеет высшие законы сохранения. Однако, если выполнить подстановку  , то
приходим к следующей треугольной системе:

Таким образом, первое уравнение является линейным неоднородным уравнением с переменны-
ми коэффициентами, зависящими от . Второе уравнение – это мКдВ, если , или КдВ,
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если  и . Высшие законы сохранения преобразованной системы зависят только от .
Начало последовательности канонических плотностей имеет вид

где  – многочлен степени .
C.4. Поскольку  и , то исследуемая система принимает вид

(3.33)

функции  зависят от переменных .
Из - и -условий нетрудно получить следующие простые уравнения:

(3.34)

Из -условий при  было получено 66 уравнений, среди которых 20 уравнений с чис-
лом членов . В частности, большое число уравнений содержат только четыре функции: 
и . Из уравнений (3.34) имеем

где . Подставив  и  в уравнения, не содержащие  или , получаем следующие ре-
зультаты:

(3.35)

Отсюда вытекают случаи

Можно заметить, что при инволюции случаи C.4.1 и C.4.2 переходят один в другой, поэтому вто-
рой случай не рассматривался.

C.4.1. В силу уравнений (3.35) мы получаем   . Точечным преоб-
разованием  нормируем  на 1, что упрощает дальнейшие вычисления. Проверка усло-
вий интегрируемости в данном случае достаточно проста, хотя и требует анализа нескольких раз-
вилок. Во всех этих развилках получены только треугольные системы.

C.4.3. Функции  и  теперь имеют вид  , где ,
 . Благодаря этим упрощениям удалось получить дополнительные про-

стые уравнения из -условий при :

(3.36)

Здесь  и  – некоторые билинейные функции от  и их производных по  и .
Из уравнений (3.35) мы вновь получаем три случая:

Очевидно, что случаи a и b симметричны относительно инволюции, поэтому случай b можно не
рассматривать.

Подслучай C.4.3.a. В этом случае мы имеем   и . Последняя формула
означает, что функцию  можно нормировать на 1 точечным преобразованием . Более
того, ввиду полученных упрощений все следствия условий интегрируемости существенно упро-
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стились. Например, одно из громоздких уравнений приняло вид . Это означает, что
, а так как , мы можем нормировать  на 1. Это равносильно то-

му, чтобы принять .
Далее условия интегрируемости привели к большому числу развилок, которые в большинстве

привели к противоречиям, и в нескольких случаях были получены треугольные системы. Боль-
шое число противоречий объясняется тем, что функция  – это многочлен второй степени по ,
что приводит к члену  в первом уравнении системы. Указанный член имеет вес 4, тогда как
член  имеет вес 3. В символическом методе исследования полиномиальных интегрируемых
уравнений показано, что все члены интегрируемого уравнения должны иметь одинаковые веса.
Так как мы рассматриваем произвольные уравнения, а не только полиномиальные, то анализу
подвергаются все случаи, вытекающие из условий интегрируемости.

Подслучай C.4.3.c. Теперь система имеет следующий вид:

(3.37)

где  и  – функции, зависящие от  и . Функции  и  частично определяются из -
условия

Здесь  .
Для упрощения дальнейшей нумерации случаев переобозначим C.4.3.c. как D.

3.3. Случай D
Рассматриваемая система имеет вид

(3.38)

где функции  зависят от  и .
Условия интегрируемости для (3.38) очень громоздкие, поэтому мы рассмотрели -условия

только для . В результате было получено около 140 уравнений для функций, входящих в
систему, простейшие из которых имеют вид
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(3.45)

(3.46)

(3.47)

Уравнения (3.47) приводят к следующим случаям:

D.1. По условию имеем  и  . Это означает, что существует точеч-
ное преобразование  , которое нормирует  и  на единицу. Это влечет 
в силу уравнения (3.44), например. При этом , следовательно,  в силу
уравнений (3.41) и (3.42). Таким образом, мы получаем систему

где  и   в силу уравнений (3.39).
Дальнейший анализ условий интегрируемости заключался в рассмотрении большого числа

развилок, которые всегда приводили к тому, что  и  должны быть полиномами не выше тре-
тьей степени по переменным  и  соответственно, т.е. мы получали противоречие. Данный
факт подтверждается тем, что в символическом методе исследования полиномиальных уравне-
ний показано, что все члены интегрируемого уравнения должны иметь одинаковые веса, и, по-
скольку член  имеет вес 3, то тот факт, что , является ожидаемым. Тем не ме-
нее при классификации мы рассматривали произвольные уравнения, а не только полиномиаль-
ные, поэтому анализировали абсолютно все случаи, вытекающие из условий интегрируемости.

Как и выше, отметим, что случаи D.2. и D.3. симметричны относительно инволюции, поэто-
му мы исследовали только D.3.

D.3. Учитывая (3.39)–(3.47), система (3.38) приняла вид

где    и .
Несмотря на то что в первом уравнении системы зависимость от переменных первого порядка

полностью определилась, вместо функции  во все уравнения, полученные из условий интегри-
руемости, вошли новые неизвестные , что привело к значительному росту числа вариантов при
дальнейшем анализе. Тем не менее, рассмотрев все возможные случаи, мы приходили либо к
треугольной системе с независимым уравнением для , либо к противоречию .

D.4. Указанный вариант оказался самым трудоемким. Фактически мы удовлетворили лишь
уравнениям (3.47), и исследуемая система приняла вид

где все неизвестные функции зависят только от переменных нулевого порядка.
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Поскольку из (3.40)–(3.46) никаких дополнительных условий не возникло, а число неизвест-
ных функций сильно выросло, то потребовалось колоссальное количество времени на построе-
ние и анализ системы уравнений для них. Попытка даже схематично описать проведенные
расчеты потерпела фиаско, поскольку выделение подслучаев сводилось к множественному пе-
ребору вариантов – равенство/неравенство нулю различного рода множителей. Результат этих
громоздких вычислений сформулируем в виде теоремы.

Теорема. Не приводящиеся к треугольному виду системы (1.1), удовлетворяющие семи условиям
интегрируемости (3.1), приводятся подходящими преобразованиями (2.1)–(2.4) к одной из следую-
щих систем:
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(3.57)
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(3.70)

где , , , .

4. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Системы (3.48)–(3.50) впервые были представлены в [1]. Если в (3.60)–(3.70) положить
, то получим систему (2.4) из [10], которую можно записать в дивергентном виде:

Дополнительные исследования позволили найти несколько дифференциальных подстано-
вок, связывающих (3.48)–(3.50) с другими системами теоремы. Приведенные ниже формулы ви-
да  означают, что решение  системы  связано с решени-
ем  системы :

(3.48) → (3.51), (3.49) → (3.52)

(3.50) → (3.53)

(3.50) → (3.54)

(3.50) → (3.55)

(3.50) → (3.56)

(3.50) → (3.57)

(3.50) → (3.58)

(3.50) → (3.59)

(3.50) → (3.60)
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(3.50) → (3.64)

(3.50) → (3.65)

(3.50) → (3.66)

(3.50) → (3.67)

(3.50) → (3.68)
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Интересен тот факт, что (3.48) и (3.49) допускают подстановку

Подобрав нужные точечные преобразования в полученных системах для  и , снова приходим
к (3.48) и (3.49) соответственно.

Автор выражает благодарность А.Г. Мешкову за постановку задачи, предоставление пакета Jet
для симметрийного анализа эволюционных уравнений и систем, а также за полезные рекомен-
дации по ходу вычислений.
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В работе для уравнения колебаний прямоугольной пластинки изучены начально-граничная
и обратные задачи по отысканию правой части (источника колебаний). Решения задач по-
строены в явном виде как суммы рядов и доказаны соответствующие теоремы единственно-
сти и существования. При обосновании существования решения обратной задачи по опреде-
лению сомножителя правой части, зависящей от пространственных координат, возникает
проблема малых знаменателей от двух натуральных переменных, в связи с чем установлены
оценки об отделенности от нуля с соответствующей асимптотикой. Эти оценки позволили
доказать существование решения этой задачи в классе регулярных решений, накладывая
определенные условия гладкости на данные граничные функции. Библ. 21.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ
Поперечные колебания тонкой однородной прямоугольной пластины толщины , при этом

толщина ее полагается малой по сравнению с другими размерами, со сторонами  и , описыва-
ется дифференциальным уравнением в частных производных четвертого порядка [1, с. 394]

(1)

где ,  – жесткость пластинки,  – плотность пластинки,  – модуль упругости
материала,  – момент инерции, ,  – непрерывная внешняя сила, рассчи-
танная на единицу площади пластинки,  – смещение точки  пластинки в момент
времени .

Отметим, что многие задачи о колебаниях мембран, пластинок и оболочек имеют важное
прикладное значение в строительной механике, машиностроении, авиастроении, судостроении,
ядерных энергетических установках и т.д. Во многих случаях использование пластин связано с
условиями закрепления на отдельных участках их контура. Такие задачи изучены в известных ра-
ботах [2, с. 444–449], [3, с. 132–133], [4, с. 35–69] и многих других.

Рассмотрим уравнение (1) в области

здесь  и  отмечены выше, размеры пластинки,  – заданная положительная постоянная, и по-
ставим следующие задачи.

Задача 1. Найти определенную в области  функцию , удовлетворяющую условиям:

(2)

h
p q

≡ + α Δ2 2 = ( , , ),ttLu u u F x y t

α ρ2 = /( )EJ h EJ ρ E
J Δ += xx yyu u u ( , , )F x y t

( , , )u x y t ( , )x y
t

×= (0, ), где = {( , ) |0 < < , 0 < < },Q D T D x y x p y q

p q T

Q ( , , )u x y t

∈ 4,2
,( , , ) ( );xy tu x y t C Q

УДК 517.95
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(3)

(4)

(5)

где ,  и  – заданные достаточно гладкие функции.
Здесь граничные условия (4) означают, что все стороны пластинки подперты, т.е. свободно

могут двигаться вокруг точек закрепления.
Задача 2. Пусть . Найти функции  и , удовлетворяющие усло-

виям (2)–(5), и, кроме того,
(6)

(7)

где  и  – заданные достаточно гладкие функции,  – заданная точка из области .
Задача 3. Пусть . Найти пару функций  и , удовлетворяю-

щих условиям (2)–(5) и, кроме того,

(8)

(9)

где  и  – заданные достаточно гладкие функции,  – заданная точка из полуинтервала
.

Из постановок этих задач видно, что задача 1 представляет собой прямую начально-гранич-
ную задачу для неоднородного уравнения колебаний прямоугольной пластинки. Задачи 2 и 3 яв-
ляются обратными, поэтому здесь условия (7) и (9) являются дополнительными для определения
сомножителей  и  правой части  уравнения (1).

Данная работа является продолжением исследований автора [5–9], посвященных обоснова-
нию корректности постановки начально-граничных и обратных задач для одномерного уравне-
ния балки. Постановка обратных задач 2 и 3 исходит из работ [10–15], где аналогичные задачи
изучены для уравнений теплопроводности, струны и операторных уравнений. Решения постав-
ленных задач построены в явном виде как суммы рядов и доказаны соответствующие теоремы
единственности и существования решений. Отметим, что при обосновании сходимости рядов,
представляющих решение задачи 3, возникает проблема малых знаменателей [16], [17], которая
создает дополнительные трудности. В связи с чем установлены оценки об отделенности от нуля
с соответствующей асимптотикой. На основе этой оценки обоснована сходимость рядов в классе
регулярных решений уравнения (1).

2. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ 1
2.1. Энергетическое неравенство. Единственность решения

Теорема 1. Если существует решение начально-граничной задачи (2)–(5), то при любом 
для решения справедливо неравенство

(10)

Отметим, что интеграл

представляет собой закон сохранения энергии свободных колебаний однородной пластинки при
нулевых граничных условиях (4).
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Действительно, кинетическая энергия движущейся пластинки состоит из поступательного
движения элемента  параллельно смещению  и определяется интегралом

где  есть масса единицы площади пластинки.
Потенциальная энергия колебаний пластинки зависит от жесткости  при изгибе и нахо-

дится интегралом [2, с. 446]

Следовательно, интеграл  представляет собой полную энергию свободных по-
перечных колебаний пластинки.

Доказательство теоремы. Рассмотрим тождество

и интегрируя его по области

будем иметь

(11)

где

 – грани параллелепипеда , лежащие соответственно на плоскостях  
 .

Пусть выполнены граничные условия (4), т.е.  при  и , и  при
 и . Тогда  при  и , поэтому интегралы . Анало-

гично  при  и , в силу чего, интегралы .
Тогда из равенства (11) следует, что

(12)
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Отсюда, следуя [18, с. 77], получим

(13)

Тогда из неравенств (12), (13) следует оценка (10).
Следствие 1. Если в условиях теоремы 1 правая часть  уравнения (1) равна нулю, то

при любом  справедливо равенство

(14)

т.е. равенство (14) означает, что полная энергия собственных колебаний однородной пластины
остается в течение всего процесса колебаний постоянной и равной ее начальной энергии.

Справедливость равенства (14) следует из соотношения (11).
Следствие 2 (теорема единственности). Если существует решение задачи (2)–(5), то оно един-

ственно.
Доказательство. Пусть существуют две функции  и , удовлетворяющие усло-

виям следствия 2. Тогда их разность  принадлежит классу (2),
удовлетворяет однородному уравнению  в , нулевым начальным условиям

 и граничным условиям (4). Для такого решения из равенства (14) имеем

при любом . Данное равенство возможно только тогда, когда    и
 в области . Из этих условий следует, что , где  и  – произволь-

ные постоянные. По условию эта функция должна удовлетворять одному из граничных условий
(4) и нулевым начальным условиям. Из граничных условий (4) следует, что . Сле-
довательно,  в .

2.2. Колебания пластины, шарнирно опирающейся на все края

Разделяя переменные  в уравнении (1) при , относительно
функции  получим следующую спектральную задачу:

(15)

(16)

В качестве решения спектральной задачи (15), (16) возьмем функции

(17)

которые соответствуют собственным значениям

(18)

Отметим, что система собственных функций (17) задачи (15), (16) является полной и ортонор-
мированной в пространстве  и образует там базис.

Следуя работам [5], [6], введем функции

(19)

где  – решение начально-граничной задачи (2)–(5).
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Дифференцируя равенство (19) дважды по  и учитывая уравнение (1), получим

(20)

Интегрируя по частям с учетом граничных условий (4) и (16), будем иметь

Подставляя значения этих интегралов в равенство (20), получим

(21)

здесь

(22)

Общее решение дифференциального уравнения (21) находится по формуле

(23)

где  и  – произвольные постоянные. Для определения неизвестных  и  воспользуемся
начальными условиями (5) и формулой (19):

(24)

(25)

Удовлетворив функции (23) начальным условиям (24) и (25), найдем

Подставляя найденные значения  и  в формулу (23), получим явный вид функций

(26)

где

(27)

На основании частных решений (26) и (17) решение задачи (2)–(5) можно определить в виде
суммы ряда Фурье:

(28)
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В дальнейшем правую часть  уравнения (1) представим в виде: ,
так как в задачах 2 и 3 используется такое представление. Тогда функции (22) и (26) прини-
мают вид:

(29)

(30)

где

(31)

(32)

Лемма 1. При любом  справедливы оценки

(33)

(34)

где  – здесь и далее положительные постоянные, зависящие, вообще говоря, от  и .
Справедливость оценок (33) и (34) следует из формул (26), (27) и (29).
Формально из ряда (28) почленным дифференцированием составим ряды

(35)

(36)

(37)

(38)

Ряды (28), (35)–(38) при любых  на основании леммы 1 мажорируются рядом

(39)

Лемма 2. Если ,  = 
, ,   ,

; ,  , , 
, , , 

, ,  , , 
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(41)

(42)

где  , – коэффициенты Фурье соответствующих производных

по системам функций , при этом следующие ряды сходятся:

(43)

(44)

(45)

Доказательство. Следуя аналогично работе [19, с. 335], интегрируя по частям в интегралах
формул (24), (25), (22), получим искомые представления (40)–(42), а оценки (43)–(45) являются
аналогами неравенств Бесселя для двойных рядов Фурье.

На основании леммы 2 обоснуем сходимость ряда (39). Из равенства (18) следует, что

(46)

Тогда ряд (39) мажорируется рядом

который в силу сходимости рядов (43)–(45) и неравенства

сходится при любом . Отсюда следует, что ряды (28), (35)–(38) сходятся равномерно на
. Тогда сумма ряда (28) удовлетворяет всем условиям задачи (2)–(5).

Следовательно, нами доказана следующая
Терема 2. Если функции  ,  и  удовлетворяют условиям леммы 2, то суще-

ствует единственное решение задачи (2)–(5), которое определяется суммой ряда (28).
Теперь установим устойчивость решения поставленной задачи от начальных функций 

 и правой части .
Терема 3. Для решения (28) задачи (2)–(5) имеют место оценки:

(47)
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Доказательство. Поскольку система (17) ортонормирована в , то из формулы (28) на ос-
новании оценки (33) получим

Отсюда и получим оценку (47).
Пусть  – произвольная точка из . Тогда из (28) с учетом оценки (33) имеем

(49)

По условию коэффициент  можно представить

(50)

Тогда из неравенства (49) с учетом (50) и (46) и используя неравенство Коши–Буняковского, по-
лучим

что и доказывает справедливость оценки (48).
Таким образом, нами полностью доказана корректность постановки задачи (2)–(5). При этом
отметим, что при доказательстве теоремы 2 существования решения задачи на начальные усло-
вия (5) наложены достаточно сильные условия гладкости. Если ввести понятие обобщенного ре-
шения этой задачи, то эти условия можно значительно ослабить.

3. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 2
На основе прямой задачи исследуем задачу 2 по отысканию пары функций  и .
Для этого удовлетворим функцию (28) граничному условию (7):

(51)

Заменив в (51) функцию  ее выражением (30), получим интегральное уравнение Вольтерра
I рода

(52)
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здесь

(53)

(54)

В силу условий теоремы 1 функция  должна удовлетворять условиям:

(55)

В силу условий (55) ряд (53) и ряды, полученные из него почленным дифференцированием
по  первого и второго порядков, сходятся равномерно на , поэтому функции

 и  непрерывны на указанном множестве.
Если функции  и  удовлетворяют условиям теоремы 1, то ряд в правой части ра-

венства (54) равномерно сходится на  и допускает там почленное дифференцирование по 
дважды. Следовательно, при условии  функция  также принадлежит .

Теперь, продифференцировав интегральное уравнение (52) по , получим

(56)

Из равенства (53) следует, что . Тогда, дифференцируя уравнение (56) еще раз по , бу-
дем иметь

(57)

На основании соотношения (53) вычислим

(58)

Отсюда видно, что если , то уравнение (57) представляет собой интегральное уравне-
ние Вольтерра II рода с непрерывным ядром и непрерывной правой частью. Следовательно, ин-
тегральное уравнение (57), стало быть, и интегральное уравнение (52), имеют единственное ре-
шение  в классе . Таким образом, приходим к следующему утверждению.

Теорема 4. Пусть функции  удовлетворяют условиям теоремы 1, функция  удо-

влетворяет условиям (55), , , . Тогда, если ,
то задача (2)–(7) имеет единственное решение. Это решение определяется по формуле (28), в кото-
рой функция  находится из интегрального уравнения (57).

Теперь выясним, насколько существенно условие  в теореме 4. Пусть при некото-
рых ,  или ,  выполняется равенство

Ясно, что такие  и  существуют. Пусть выполнено первое из этих равенств. Тогда для функ-

ции  при любой функции  существует ненулевое решение
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4. ИССЛЕДОВАНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 3

Решение (28) прямой задачи 1 удовлетворим граничному условию (9). Тогда получаем уравне-
ние

(59)

здесь

(60)

а  определяется равенством (30), где коэффициенты  пока неизвестны и подлежат на-
хождению. Из уравнения (59) найдем

(61)

при условии, что при всех 

(62)

где  определяется по формуле (32).
Подставляя (61) в равенство (30), построим в явном виде функции

(63)

Тогда решение задачи 3 определится как сумма рядов

(64)

(65)

где коэффициенты  и  находятся соответственно формулами (63) и (61).

Теперь докажем единственность решения задачи. Пусть  и вы-
полнены условия (62) при всех . Тогда из равенств (24), (25), (60), (61) и (63) следует, что

 и . Отсюда в силу равенств (19) и (31) получаем, что при всех  и 

Эти равенства в силу полноты системы функций (17) в пространстве  означают, что
 почти всюду на  при любом  и  почти всюду на . Отсюда в силу

условий (2) и (8) следует, что  в  и  в  при любой непрерывной на 
функции .

Если при некоторых ,  или  выражение  или , то однород-
ная задача 3 (где ) при любой непрерывной функции  имеет не-
нулевое решение

где  – произвольная постоянная.
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Теперь возникает вопрос о существовании нулей функций . Пусть функция  моно-
тонная на . Тогда на основании второй теоремы о среднем имеем

(66)

Теперь уточним монотонность функции  на . Пусть она возрастающая и неотрицатель-
ная. Тогда , . Тогда из равенства (66) получим

(67)

Отсюда видно, что при 

т.е. при этих значениях  нарушается единственность решения задачи 3.
Следовательно, нами установлен критерий единственности решения задачи 3.
Теорема 5. Если существует решение задачи , то оно единственно тогда и только тогда, когда

при всех m,  выполнены условия (62).
Поскольку выражение  может иметь счетное множество нулей, то возникает проблема

малых знаменателей [16], [17], [18, с. 112–118] и поэтому необходимо установить оценки об отде-
ленности от нуля с соответствующей асимптотикой.

Выражение  представим в следующем виде:

(68)

где

Поскольку  зависит от  и , то в зависимости от данных задачи , ,  и  выражение 
может принимать только рациональные или иррациональные значения. Если  принимает
только рациональные значения, то выражение (68) будет иметь счетное множество нулей. По-
этому остается рассмотреть случай, когда  принимает иррациональные значения. Также за-
метим, что множество значений  ограничено

Предварительно из теории чисел приведем утверждение, которое является аналогом теоремы
Рота [20, с. 268].

Утверждение. Для любого иррационального алгебраического числа  степени  и произвольного
положительного числа  найдется положительное число  такое, что при любых целых  и
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Лемма 3. Если  является иррациональным алгебраическим числом степени , то при любом
 существует постоянная  такая, что при всех  имеет место оценка

(70)

где  зависит от  и .
Доказательство. Для всякого  можно подобрать  так, чтобы имело место неравен-

ство

(71)

Действительно, следуя [21], число  можно взять таким:

где  и  – целая и дробная части иррационального числа .
Пусть , такое, что выполняется неравенство (71). Тогда в силу известного неравенства

(72)

и оценки (69) из соотношения (68) будем иметь

так как множество значений  от  и  ограничено снизу постоянной  в силу ограничен-
ности множества значений .

Отметим, что если  является иррациональным числом с неограниченным множеством эле-
ментов при разложении в цепные дроби [18, с. 115], [19, с. 267], то для любого числа  найдет-
ся бесконечное множество чисел  таких, что

Тогда на основании этого неравенства имеем

Отсюда следует, что для таких чисел  выражение , которое является знаменателем,
может быть сделано сколь угодно малым. Поэтому для таких иррациональных чисел  решение
обратной задачи в виде рядов (64) и (65) не существует.

Если же множество элементов числа  ограничено, то существует число , такое, что
для всех  выполняется неравенство

Как известно из теории чисел, что алгебраические числа степени 2, т.е. квадратические ирраци-
ональности, имеют ограниченное множество элементов. В этом случае имеет место оценка (70),
где только .

Для обоснования сходимости рядов (64) и (65) в соответствующих классах (2) и (8) установим
оценки для коэффициентов этих рядов.

Лемма 4. Пусть функции  возрастающая и положительная на сегменте  и  является
алгебраическим иррациональным числом степени . Тогда при любом  справедливы оценки

(73)
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(74)

где ,  – здесь и далее положительные постоянные, зависящие, вообще говоря, от ,

, ,  и .
Доказательство. Из равенства (18) следует, что

где , . Тогда из левой части неравенства (67) следует оценка (73). На
основании леммы 1 с учетом правой части соотношения (67), получим оценку (74):

Лемма 5. Пусть  является алгебраическим числом степени . Тогда при любом  и
 справедливы оценки:

(75)

(76)

(77)

Доказательство оценок (75)–(77) непосредственно следует из формул (63) и (61) на основе
леммы 4.

Формально из ряда (64) почленным дифференцированием составим ряды

(78)

(79)

(80)

(81)

Ряды (64), (65), (78)–(81) при любых  на основании леммы 5 мажорируются рядом

(82)

Для сходимости ряда (82) достаточно потребовать выполнение следующих условий :
, ,  , ,

 , , ; ,

, , , , .
При выполнении этих условий на основании работы [19, с. 335] нетрудно показать справед-

ливость следующих оценок:

(83)
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В ряде (82) число членов с заданным  имеет порядок . Тогда на основании оценок (83) ряд
(82) мажорируется сходящимся рядом

Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 6. Пусть функции , ,  удовлетворяют условиям  и непрерывная

функция  и числа  удовлетворяют условиям леммы . Тогда существует единственное решение
задачи  и оно определяется рядами (64) и (65).

Отметим, что с решением задачи 3 можно было поступить иначе. Уравнение (59) равносильно
интегральному уравнению Фредгольма I рода

(84)

где

(85)

(86)

Ядро , определяемое рядом (85), по крайней мере, непрерывно дифференцируемо
на замкнутом множестве , правая часть уравнения (84), т.е. функция , определяемая
рядом (86), принадлежит классу .

Как известно, интегральные уравнения Фредгольма I рода трудно разрешимы и они относят-
ся к классу некорректных задач. В данном случае при выполнении условий теоремы 3 интеграль-
ное уравнение (84) имеет единственное решение, которое определяется по формулам (65) и (61).
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В работе исследуется кинетика агрегации седиментирующих частиц аналитически и числен-
но при использовании уравнения переноса-диффузии. Агломерация, вызванная этими меха-
низмами (диффузией и переносом), важна как для мелких частиц (например, для первичных
частиц пепла или сажи в атмосфере), так и для крупных частиц одинакового или близкого
размера, где пространственная неоднородность менее выражена. Аналитические результаты
можно получить для малых и больших чисел Пекле, определяющих относительное соотноше-
ние диффузии и переноса. При малых числах (пространственная неоднородность существует
преимущественно из-за диффузии), мы получаем выражение для скорости агрегации через
разложение чисел Пекле. При больших числах Пекле, когда перенос является основным ис-
точником пространственной неоднородности, мы получаем скорость агрегации из баллисти-
ческих коэффициентов. Комбинируя эти результаты, предлагается аппроксимация рацио-
нальной функцией для всего диапазона чисел Пекле. Оцениваются скорости агрегации,
численно решая уравнение переноса-диффузии. При этом результаты численного моделиро-
вания хорошо согласуются с аналитической теорией для большого диапазона рассматривае-
мых чисел Пекле (разница между минимальным и максимальным рассматриваемыми числа-
ми составляет 4 порядка). Библ. 26. Фиг. 2.

Ключевые слова: ядро коагуляции, пространственная неоднородность, число Пекле.
DOI: 10.31857/S0044466923040051, EDN: IPBWKP

1. ВВЕДЕНИЕ
Осаждение коагулирующих частиц происходит в многочисленных природных и промышлен-

ных процессах, см., например, [1–5]. В качестве ярких примеров можно назвать агрегацию пы-
ли, пепла или сажи, попадающих в воздух, коагулирующих органических частиц, оседающих в
воде (озера, реки, моря). Частицы, падающие в жидкость, подвергаются действию движущей си-
лы (силы тяжести и силе Архимеда) и силы трения. После короткого переходного периода эти
силы уравновешиваются, что приводит к установившейся скорости падающей частицы. Различ-
ные установившиеся скорости приводят к столкновению частиц, если их траектории пересека-
ются. Если частица достаточно мала, становится важной стохастическая сила, возникающая из-
за молекулярных флуктуаций в окружающей жидкости. Она порождает случайную, диффузион-
ную составляющую движения частиц. Например, диффузионное движение сравнимо с балли-

1)Работа Н. Бриллиантова, Р. Загидуллина, А. Смирнова (вывод уравнений, постановка задачи, численное решение)
выполнена при финансовой поддержке РНФ (21-11-00363), и С. Матвеева (построение рациональной аппроксима-
ции) – РНФ (19-11-00338).

УДК 519.63
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стическим для частиц размером менее  микрометра [6–8] в воздухе, что соответствует первич-
ным частицам сажи [9].

Точно так же диффузия частиц может вызвать столкновения. Если частицы связаны, что все-
гда имеет место для мелких частиц из-за молекулярных поверхностных сил, они слипаются, об-
разуя совместный агрегат. Эти агрегаты могут в дальнейшем сталкиваться с другими агрегатами
или частицами. По мере эволюции системы появляются все более крупные кластеры, и распре-
деление агрегатов по размерам в системе постоянно расширяется. Будем характеризовать агре-
гаты, состоящие из  частиц (мономеров), их концентрацией  и радиусом , считая их сфе-
рическими. Соответственно, концентрация первичных частиц (мономеров) радиуса  равна

.
Скорость процесса коагуляции, т.е. количество агрегатных столкновений в единицу времени

и единицу объема агрегатов размера  и , можно записать как  [10–12]. Она пропорцио-
нальна концентрации частиц  и  и константе скорости , которая зависит от природы ча-
стиц, их размера и конкретного процесса агрегации. В классическом случае Смолуховского для
диффундирующих частиц, равномерно распределенных в пространстве и в отсутствие внешних
сил, эти константы имеют вид , где  и  – соответственно коэффи-
циенты диффузии агрегатов  и  [10–12]. Следовательно, агрегация обусловлена взаимной диф-
фузией частиц.

Если все агрегаты будут двигаться с одинаковой установившейся скоростью, то кинетические
константы, естественно, не изменятся. Однако разница в установившихся скоростях меняет ме-
ханизм агрегации, поскольку частицы могут сталкиваться, обгоняя друг друга. Если частицы до-
статочно велики, чтобы диффузионным движением можно было пренебречь, константы скоро-
сти следуют из чисто баллистических траекторий частиц, что дает , где

 и  – суммарные установившиеся скорости, соответствующие скоростям агрегации Смолу-
ховского для сдвигового течения [13], [14]. Для учета гидродинамических взаимодействий между
падающими частицами эти скорости модифицируются с помощью коэффициента эффективно-
сти столкновения , из которых получаем: [6], [15], [16],

(1)

Множитель  может быть получен в результате численного решения сложной гидродина-
мической задачи для двух обтекаемых сфер. К сожалению, в настоящее время отсутствует явное
выражение для этого фактора; он доступен в виде таблиц со значениями  для различных разме-
ров частиц и давления воздуха [6].

Для случая осаждения мелких частиц важны оба механизма – диффузионный и за счет разно-
сти скоростей. Кроме того, даже для крупных частиц уравнение (1) предсказывает исчезающие
скорости агрегации для частиц одинакового размера, для которых установившиеся скорости
равны. Для частиц близкого размера скорости также малы, так что нельзя пренебрегать механиз-
мом диффузии.

Относительная важность адвективного движения и диффузионного движения количественно
определяется числом Пекле  (см. определение ниже). В [17], [18] аналитически исследована
кинетика агрегации седиментирующих частиц с сильным преобладанием диффузионной со-
ставляющей (малые значения ), а в работе [19] рассмотрен другой предел сильного преоблада-
ния адвективного движения (большие значения ). В работе [4] было проведено обширное чис-
ленное моделирование с использованием метода решеточных уравнений Больцмана в сочетании
с методом больших вихрей. Однако во всех этих работах не было дано аналитического выраже-
ния для ядра скорости , адекватного для всего диапазона .

Целью настоящей работы является построение явных выражений для ядра коагуляции ,
описывающих агрегацию седиментирующих частиц, которые можно использовать для произ-
вольных значений числа Пекле. Такие коэффициенты скорости особенно важны для процесса
агломерации, когда значения  очень малы для первичных частиц и становятся большими для
зрелых агрегатов. Для получения этих выражений рассмотрим отдельно два предельных случая
малого и большого . Затем мы строим простое рациональное приближение, которое точно
описывает кинетику агрегации для всего диапазона числа Пекле. В этом подходе мы пренебре-

2
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гаем гидродинамическими взаимодействиями между частицами; для учета последних взаимо-
действий мы предлагаем простое обобщение нашей аппроксимации.

Статья организована следующим образом. В разд. 2 мы развиваем теоретический подход к
рассматриваемой задаче, разд. 3 посвящен численному анализу, а также сравнению результатов
теории и моделирования. Наконец, в разд. 4 приводится заключение.

2. МОДЕЛЬ АГРЕГАЦИИ СЕДИМЕНТИРУЮЩИХ ЧАСТИЦ
Рассмотрим седиментацию частиц при малых числах Рейнольдса, что подразумевает справед-

ливость линейной гидродинамической теории. Проблема многочастичной седиментации очень
сложна, поэтому мы предполагаем, что система очень разбавлена, и важны только парные взаи-
модействия между соседними частицами; мы также пренебрегаем гидродинамическими взаимо-
действиями между частицами.

Рассмотрим первую осевшую одиночную частицу массы , радиуса  и плотности . Если
частица достаточно мала, она совершает случайное движение, которое подчиняется уравнению
Ланжевена:

(2)

Здесь сила вязкого трения равна  с , где  – вязкость жидкости. Она действует вме-
сте с силой , объединяющей гравитацию и плавучесть , где  – плотность
жидкости,  – ускорение свободного падения. Стохастическая сила  имеет нулевое среднее
значение и дисперсию в соответствии с теоремой диссипации-флуктуации (FDT) [10]:

(3)

где ,  – постоянная Больцмана,  – температура. Для малых частиц инерционные
эффекты, связанные с членом , пренебрежимо малы, что приводит к передемпфированному
уравнению движения:

(4)
В приведенном выше уравнении Ланжевена рассматривается случайная величина – координата
частицы , а роль стохастической силы играет . Соответственно коэффициент  в рамках
флуктуационно-диссипационной теоремы следует заменить на . Соответ-
ствующая функция распределения  дает вероятность пребывания частицы в точке  в
момент времени  при условии, что в начальный момент времени  находился в точке . Она
подчиняется уравнению Фоккера–Планка [10], [20]:

(5)

где  – скорость установившегося движения частицы под действием силы  и

есть коэффициент диффузии.
Теперь применим приведенный выше анализ для двух частиц с массами  и  и соответству-

ющими радиусами  и . Соответствующие уравнения Ланжевена с избыточным демпфирова-
нием получаются следующие:

(6)

где, как и ранее,  и объединенные силы  и стохастические силы  подчиня-
ются тем же соотношениям, что и выше, при соответствующих значениях параметров частиц.
Мы предполагаем, что эти стохастические силы не скоррелированы, .
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Из уравнений (6) получаем уравнение Ланжевена для межчастичного расстояния :

(7)
где

(8)
это относительная установившаяся скорость со стохастической силой

(9)

Аналогично, как и для случая одной частицы, мы можем записать уравнение Фоккера-Планка
для плотности вероятности  межчастичного расстояния :

(10)

где  – относительный коэффициент диффузии для пары частиц. Отметим,

что это уравнение получено без учета гидродинамических взаимодействий между частицами.
Теперь мы будем использовать уравнение (10), чтобы найти скорость агрегации. Сначала вы-

берем направление силы тяжести по оси  и запишем  как ,
где  и  – единичный вектор в направлении . Далее рассмотрим поток частиц ра-
диуса  (частиц сорта “2”) на поверхность частиц радиуса  (частиц сорта “1”). Пусть частица
сорта 1 находится в начале координат и  дает вероятность нахождения частиц сорта 2
на расстоянии  от центра частиц сорта 1 в момент времени . Удобно работать с концентрацией

 частиц сорта 2, которая просто пропорциональна плотности вероятности. Чтобы найти
скорость агрегации, необходимо вычислить стационарное течение частиц сорта 2 на поверхно-
сти частицы сорта 1 в начале координат [10], [17], [18]. Мы предполагаем, что как только частицы
касаются друг друга в точке , мгновенно образуется совместный агрегат, и частицы
сорта 2 исчезают. Это означает, что концентрация частиц 2 на поверхности  равна
нулю. С другой стороны, на очень большом расстоянии от частицы сорта 1 концентрация частиц
сорта 2 равна . Тогда уравнение (10) может быть преобразовано в стационарном состоянии в
форму

(11)

Чтобы не загромождать обозначения, мы опускаем здесь все нижние индексы (т.е. ,
, ,  и ) и используем сокращенную запись . Далее введем

безразмерные переменные  и , сохранив для простоты те же обозначения, что и
для размерных величин. Тогда в сферических координатах с осью  по силе тяжести (т.е. по
скорости ) безразмерное уравнение имеет вид

(12)

где константа

(13)

соответствует числу Пекле. Также, используя замену

мы преобразуем приведенное выше уравнение в форму,
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(16)

где мы выбираем сферические координаты с осью  вдоль скорости  и используем симмет-
рию системы относительно азимутального угла .

Разделение переменных  дает два уравнения:

(17)

(18)

где  – угловая часть лапласиана и . Решение первого уравнения (17) можно предста-
вить в виде , что является модифицированной функцией Бесселя II рода раз-

деленной на квадратный корень из . Решение второго уравнения (18) – многочлены Лежандра,
. Следовательно, общее решение уравнения (14) имеет вид

(19)

где коэффициенты  следуют из граничных условий уравнений (15) и (16) [21]. Разлагая гранич-
ное условие (16) по полиномам Лежандра и используя  в уравнении (19), находим

(20)

(21)

Радиальная часть потока

(22)

где  – единичный вектор в радиальном направлении. На границе  получаем поток

(23)

где  обозначает производную функции. Коэффициент коагуляции можно получить, инте-

грируя радиальный поток по поверхности контакта двух частиц. Отсюда получаем

(24)

где

(25)

Единичная ступенчатая функция Хевисайда  в подынтегральном выражении уравнений (24)
и (25) гарантирует, что только радиальная составляющая потока, направленная к центру части-
цы, дает вклад в скорость коагуляции . Используя соотношение ,
легко проверить, что в случае, когда  получается стандартный результат Смолуховского
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Трудности вычисления коэффициентов  связаны с множителем  под интегралом.
Наш численный анализ показал, что при малых числах Пекле , когда преобладает диффу-
зия, поток отсутствует, т.е.  для всех углов . Это позволяет убрать множитель 
в уравнении (25) для малых . Более того, при малых  можно также использовать в уравне-
ниях (21) и (25) для  и  разложения Тейлора, . Это дает следующее
аналитическое выражение для  при малых :

(26)

Для очень больших , когда преобладает перенос, можно пренебречь диффузионным движени-
ем и аппроксимировать поток выражением  с . Тогда из уравнения (24)
получаем

(27)

Стоит найти экстраполяционное выражение, которое могло бы описать не только предельные
случаи  и , но и весь диапазон . Это можно сделать, применив приближение, кото-
рое правильно воспроизводит предельные случаи и, как мы надеемся, обеспечивает приемлемую
точность для промежуточных значений .

Стоит отметить, что выбранный вид рациональной аппроксимации может оказаться неопти-
мальным с точки зрения точности приближения искомой функции, однако целью данной работы
мы считаем в первую очередь корректное качественное соответствие построенного аппроксиман-
та асимптотикам исходного ядра в нуле и на бесконечности. Необходимость подбора подобных
аппроксимаций часто встречается в математической физике [22]. Поэтому мы воспользуемся
стандартным методом ее получения [23]. Составим аппроксиманту следующего вида:

(28)

Если поделить числитель и знаменатель на  и допустить, что . Тогда для выполнения
условия (27) надо, чтобы

(29)

Для получения других уравнений, которые позволили бы однозначно определить коэффициен-
ты, разложим знаменатель в ряд Тейлора до квадратичного члена. Тогда при соответствующих
степенях и в соответствии с (26) получаем следующие соотношения:
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Тогда мы находим соответствующие коэффициенты и подставляем их в ядро коагуляции:

(33)

Также стоит записать ядро коагуляции в начальных размерных обозначениях:
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где

(36)

(37)

суть коэффициент взаимной диффузии и стоксова относительная скорость седиментирующих
частиц, при этом , . Функция  определена в уравнении (33).

При выводе аналитического выражения (34) мы пренебрегаем гидродинамическими взаимо-
действиями между агрегирующими частицами. Для количественной оценки гидродинамиче-
ской коррекции необходимо решение уравнений гидродинамики для двух сфер в жидкости. Это
сложно сделать даже численно. В то время как поправочный коэффициент  для балли-
стических столкновений представлен в виде нескольких таблиц, анализ коэффициента взаим-
ной диффузии был выполнен аналитически, см., например, [17], [18], [24]. К сожалению, все эти
исследования основаны на разложениях гидродинамических сил при большом межчастичном
расстоянии; аналитические выражения для сил для малых расстояний в настоящее время отсут-
ствуют. Однако наиболее важным является воздействие гидродинамических сил в условиях
близкого расположения частиц, непосредственно перед столкновением. Поэтому получение на-
дежных аналитических оценок представляется маловероятным. Хотя вывод соответствующих
гидродинамических поправок является сложной задачей, возможно, стоит получить хотя бы гру-
бую аналитическую оценку этого влияния на кинетику агломерации.

Мы предлагаем следующую феноменологическую модификацию (34) с гидродинамическими
поправками:

(38)

где  – коэффициент эффективности столкновений [6]. Для больших , когда
диффузией можно пренебречь, приведенное выше уравнение даст кинетические скорости (1). В
то же время при  скорости (38) будут совпадать со скоростями (34) с точностью до членов

порядка . Обратите внимание, что уравнение (38) не учитывает гидродинамические по-
правки для коэффициентов взаимной диффузии из-за отсутствия надежных аналитических вы-
ражений для гидродинамических сил ближнего поля.

Мы ожидаем, что приведенное выше выражение (38) будет особенно полезно для описания
кинетики агрегации для частиц близкого размера, когда , так как стандартное соотноше-
ние (1) дает нулевые скорости агрегации, что не может быть верно. Потому что при малой разно-
сти плотностей  диапазон разности радиусов , приводящий к малым относительным
скоростям , может быть достаточно большим.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
Чтобы проверить точность нашей теории для коэффициентов коагуляции, когда присутству-

ют как диффузия, так и перенос, мы численно решаем уравнение (11) для различных чисел Пекле
. Мы используем неявный метод конечных разностей для видоизмененных радиаль-

ной и угловой операторов. А именно:

(39)
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 и  (нижние индексы относятся к узлам сетки), которые могут уменьшить
дестабилизирующий эффект больших  за счет применения меньших шагов дискретизации [25].

Таким образом получается следующая численная схема:

(42)

(43)

(44)

где , ,  – шаг по радиальной переменной,  – шаг по угловой
переменной. При ,  схема заменяется граничными условиями для уравнения (11).
Если разбить сетку по  таким образом, что  ( ) и  ( ), благодаря
множетилям  и , угловой оператор остается в границах расчетной области по 
без необходимости явно определять граничные условия для численной схемы по угловой пере-
менной.

Наконец, из полученной схемы мы строим систему линейных уравнений с разреженной мат-
рицей размера  на , где  – количество точек по ,  – количество точек по , решение
которой дает нам численное решение уравнения (11). Для решения систем линейных уравнений
мы использовали стандартный прямой решатель из пакета umfpack [26] через интерфейс
scipy.sparse.linalg на языке программирования Python3.

Мы численно исследуем следующий диапазон числа Пекле, , используя сетку
из 100 точек для угловой координаты  и 500 точек для радиальной координаты . Погрешность
численной схемы по норме Чебышёва во всех расчетах не превышала . Результат для распре-
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Фиг. 1. Численное решение стационарного уравнения переноса-диффузии (11) для различных чисел Пекле
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деления концентрации  показан на фиг. 1 для трех различных чисел Пекле. Мы видим, что диф-
фузионное “гало” исчезает при больших  и существует при меньших . Данный результат соот-
носится с интуитивными ожиданиями, что при больших числах Пекле диффузия не дает ника-
кого вклада в коагуляцию.

На фиг. 2 представлены результаты для скорости агрегации , полученные прямым числен-
ным решением уравнения (11), сравнивается с аналитическим результатом (33). Фигура демон-
стрирует близость аналитического приближения для всего диапазона чисел Пекле, охватываю-
щего четыре порядка величины .

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы численно и аналитически исследовали кинетику агломерации седиментирующих частиц
на основе уравнения переноса-диффузии. Оба транспортных механизма – диффузия и перенос –
важны для агрегации в двух случаях. Во-первых, для мелких частиц, таких как, например, пер-
вичные частицы пепла или сажи в атмосфере. Во-вторых, для крупных частиц одинакового или
близкого размера, такие частицы осаждаются почти с одинаковой скоростью, что делает адвек-
тивный механизм агрегации слабым, сравнимым или даже слабее диффузионного. Следователь-
но, желательно иметь скорости агрегации для таких систем, где относительная значимость пере-
численных выше механизмов (скажем, диффузионных) колеблется от преобладающего до пре-
небрежимо малого. В нашем анализе мы не рассматривали явно гидродинамические
взаимодействия между агломерирующими частицами: для доминирующей адвекции мы исполь-
зовали феноменологический фактор эффективности столкновения. Для доминирующей диффу-
зии мы пренебрегали гидродинамическими силами из-за отсутствия надежных выражений для
этих сил при близких межчастичных расстояниях.

Для малых чисел Пекле мы получили аналитическое выражение для скоростей агрегации в
виде разложения чисел Пекле. При очень больших числах Пекле мы использовали соответству-
ющее выражение для чисто баллистического относительного движения частиц. Используя эти
результаты, мы построили аппроксимацию рациональной функцией для большого диапазона
чисел Пекле. Мы также решали уравнение переноса-диффузии численно, применяя прием, по-
вышающий точность численной схемы. Результаты численного моделирования находятся в со-
гласии с аналитической теорией для всех исследованных чисел Пекле, варьирующихся на четыре
порядка.

n
μ μ

K

μ

Фиг. 2. Приведенная скорость агрегации  как функция числа Пекле . Результат, получен-
ный прямым численным решением уравнения переноса-диффузии (11) (сплошная зеленая линия), очень бли-
зок к аналитической аппроксимации (33) для всего диапазона . Также показаны асимптотики (26) для 
(сплошная синяя линия) и (27) для  (сплошная коричневая линия). Аналитическое выражение близко
аппроксимирует численные результаты.
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Изучаются обобщенные решения системы уравнений газовой динамики без давления в слу-
чае двух пространственных измерений. Работа имеет теоретический характер и рассматрива-
ет указанную систему уравнений с точки зрения общей математической теории законов
сохранения. Сделан акцент на важной отличительной особенности данной системы уравне-
ний – возникновении сильных особенностей плотности вдоль многообразий разной размер-
ности. Данное свойство характеризовано как возникновение иерархии особенностей. В более
ранних работах прикладной направленности (например, А.Н. Крайко и др., в том числе, и для
более сложных случаев трехмерных течений двухфазных сред) указанное свойство изучалось
на физическом уровне строгости. В настоящей статье возникновение иерархии особенностей
рассмотрено с математической точки зрения, поскольку строго обосновать, например, суще-
ствование решения с сильной особенностью в точке (для двумерного случая) оказывается не
так просто. Поэтому для формирования математических гипотез о поведении решения ис-
пользуется специальный численный алгоритм. С теоретической точки зрения рассмотрены
подходы к построению вариационного принципа для обобщенных решений. С вычислитель-
ной точки зрения реализован алгоритм на основе варианта приближенной динамики прили-
пания в многомерном случае. Алгоритм верифицирован на ряде примеров (двумерная задача
Римана) с точки зрения внутренней сходимости и сравнения с математическими результата-
ми, в том числе, и других авторов. Библ. 30. Фиг. 8. Табл. 4.

Ключевые слова: законы сохранения, газовая динамика без давления, вариационный прин-
цип, динамика прилипания, соотношения Ренкина–Гюгонио, иерархия особенностей.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Интерес к средам с отсутствием собственного перепада давления (кратко: среды без давления)
возник при попытках описания сложных физических явлений, таких как эволюция
многофазных потоков, движение дисперсных сред, в частности пылевых частиц или капель,
взаимодействие гиперзвуковых потоков в некоторых предельных случаях и т.п. В работе
А.Н. Крайко [1], касавшейся указанных прикладных задач, было показано, что в средах без
давления возникает новый тип скачков с концентрацией вещества на, вообще говоря,
гиперповерхностях. В этой работе также были получены законы эволюции подобных
гиперповерхностей на физическом уровне строгости.

Основным прикладным аспектом моделей сред без собственного давления являются течения
в твердотопливных ракетных двигателях с двухфазными продуктами сгорания, где одна фаза яв-
ляется обычным газом, а другая – средой твердых частиц с нулевым давлением. Здесь имеется
обширная литература, посвященная как описанию возникновения, в том числе, специфических
особенностей различных типов в среде без давления, обозначаемых как “пелены” и “шнуры”, в
более сложной ситуации взаимодействия с газом и в трехмерной постановке, так и соответству-
ющему численному моделированию. Направленность статьи не предполагает какого-либо обзо-
ра прикладных работ, поэтому, для примера, в дополнение к [1] упомянем только работы [2, 3].

УДК 517.956
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Подчеркнем, что настоящая работа имеет теоретический характер и рассматривает систему
уравнений газовой динамики без давления с точки зрения общей математической теории зако-
нов сохранения. В этом отношении все особенности, возникающие вследствие пересечения ка-
ких-либо полей характеристик, мы будем называть “ударными волнами”, не останавливаясь на
выделении каких-либо их типов. Работа практически не касается прикладных аспектов, разве
только с иллюстративной целью. Представленный ниже специальный численный метод исполь-
зуется только для формирования математических гипотез о поведении решения и в данном ва-
рианте не предназначен для практических расчетов.

Отметим, что еще одной существенной областью приложения моделей сред без давления яв-
ляется астрофизика. А именно, законы крупномасштабного распределения вещества во Вселен-
ной (см., например, [4]).

Система уравнений газовой динамики без давления представляет собой обычную систему
уравнений газовой динамики, в которой формально давление положено равным нулю. Ниже мы
явно запишем данную систему в случае двух пространственных переменных. Исследование за-
дачи Римана для этого случая при условии образования особенностей не только вдоль поверхно-
стей, но и вдоль кривых в пространстве , как с теоретической, так и численной точек зре-
ния, является основной целью настоящей статьи. Пусть , тогда интересующая
нас система уравнений выглядит следующим образом:

(1)

где  – плотность, а  – вектор скорости.
Система (1) представляет собой нестрого гиперболическую систему законов сохранения с тре-

мя совпадающими собственными значениями и неполным набором собственных векторов.
Вследствие этого в (1) образуются сильные -особенности на поверхностях разной коразмерно-
сти в пространстве . Мы будем рассматривать задачу Коши для (1) с начальными условиями

(2)

где функции  являются произвольными ограниченными измеримыми функциями, но
ниже будут принадлежать гораздо более узкому классу кусочно-постоянных функций. Более
конкретно, нас будет интересовать решение задачи Римана для (1). Оговорим заранее, что обоб-
щенные решения системы (1) будут, вообще говоря, пониматься в смысле мер Радона и, соответ-
ственно, также будут пониматься начальные данные. А именно, начальные данные Коши будут
задаваться как меры Радона   , определенные на борелевских под-

множествах . При этом  и в смысле Радона–Никодима существуют  и
. В случае начальных условий (2) соответствующие меры  будут абсо-

лютно непрерывными относительно стандартной меры Лебега.
Работа [5] обозначила новый всплеск роста интереса к математическому осмыслению моде-

лей сред без давления. С этого времени появилось достаточно много публикаций, изучающих
систему типа (1), но, главным образом, в случае одного пространственного переменного. Нико-
им образом не претендуя на полноту обзора, отметим несколько характерных работ. В [6] и [7]
разными методами было доказано существование обобщенных решений в пространстве мер, и
далее в [8] развернуто описан вариационный принцип, который использовался для доказатель-
ства существования решения. Вариационный подход будет активно обсуждаться и в настоящей
статье. Из-за вырожденного характера системы уравнений газовой динамики без давления усло-
вия единственности решений имеют неоднозначный характер. Вопросы, связанные и с суще-
ствованием, и с единственностью обобщенных решений в случае одной пространственной пере-
менной рассматривались, например, в [9], [10], где единственность обеспечивалась выполнени-
ем условия типа , предложенного в свое время О.А. Олейник, и той или иной формой запрета
распада вещества. Наконец, в недавних работах [11], [12] рассмотрено влияние внешних сил и
обобщен вариационный подход на системы без давления с нетривиальной правой частью.

В отличие от одномерного случая случай многих пространственных переменных гораздо ме-
нее изучен. Это, по-видимому, связано с тем, что, вообще говоря, при эволюции начальных
функций возникает иерархия особенностей плотности, сосредоточенных на многообразиях раз-
ной размерности. Опять же не претендуя на полноту, отметим ряд публикаций на эту тему. В [13]
для случая двух пространственных переменных было получено обобщение соотношений Ренки-
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на–Гюгонио в дифференциальной форме на случай сильных особенностей на поверхностях в
пространстве  системы уравнений газовой динамики без давления, и исследованы реше-
ния двумерной задачи Римана, которые такие особенности содержат. Это было сделано в рамках
изучения решений двумерной задачи Римана для уравнений газовой динамики в целом. В [14] и
более развернуто в [15] были также получены формулы для соотношений Ренкина–Гюгонио при
возникновении концентраций плотности на поверхностях, но и в форме интегральных соотно-
шений, отражающих процессы концентрации вещества, и в дифференциальной форме на осно-
ве теории новых обобщенных функций Ж.Ф. Коломбо (см., например, [16]). Дополнительно был
сделан вывод о существовании концентрации вещества не только вдоль поверхностей, но и
вдоль кривых в пространстве . Подробное исследование решений двумерной задачи Рима-
на для системы уравнений газовой динамики без давления, включающей также и уравнение для
энергии, представлено в [17]. Однако там также не была рассмотрена возможность возникнове-
ния концентрации плотности вдоль кривых.

В многомерном случае концентрация вещества на гиперповерхностях коразмерности один
изучалась, например, в [18–20]. Форма вариационного принципа в многомерном случае анонси-
рована в [21]. Также в [22], [23] рассмотрены тонкие вопросы распространения векторного поля
скоростей на пространственно-временные точки, находящиеся внутри особенностей разных
размерностей, в ситуации, когда система (1) может быть записана как уравнение Гамильтона–
Якоби.

В отличие от большинства работ по данной тематике настоящая публикация акцентирует
внимание на важности построения иерархии особенностей на поверхностях разных размерно-
стей при построении решений многомерных систем уравнений газовой динамики без давления.
При этом мы ограничимся двумерным случаем, уже для которого построение точных решений с
особенностями разного типа приводит к заметным трудностям. Поэтому мы рассмотрим эври-
стический метод построения оценок, описывающих качественное поведение обобщенных ре-
шений, на основе вариационного подхода, а также предложим численный метод решения дву-
мерной системы уравнений газовой динамики без давления. При построении численного метода
будем руководствоваться принципом наибольшей простоты и робастности даже в ущерб мини-
мизации вычислительных затрат. Вследствие достаточной сложности возникающих иерархий
особенностей, особенно в многомерном случае, на который в дальнейшем планируется обоб-
щить предлагаемую методику, необходимо иметь алгоритм, с наибольшей вероятностью воспро-
изводящий реальную структуру решений, в которых важную роль может играть, например, ди-
намика отдельных точек на плоскости . Возможная иерархическая структура системы урав-
нений газовой динамики без давления в двухмерном и трехмерном случаях была описана в [24],
а в более ранней работе [25] приведен эвристический вывод условий согласования особенностей
в двумерном случае.

Статья организована следующим образом. Раздел 2 посвящен теоретическому описанию эв-
ристического метода построения оценок, демонстрирующих качественное поведение обобщен-
ных решений задачи Римана в двумерном случае, на основе вариационных техник, предложен-
ных в [24]. Применение данной методологии в определенных случаях приводит к появлению
иерархии особенностей в отличие от, например, [17], где подобная ситуация не рассматривалась.
Однако на данном этапе разработанный метод касается только процесса возникновения особен-
ностей при отсутствии вакуума. В разд. 3 приведено детальное описание численного алгоритма
расчета для обобщенных решений системы уравнений газовой динамики без давления, постро-
енного на основе результатов [26]. Расчету обобщенных решений задачи Римана без образования
вакуума и их верификации с помощью признака внутренней сходимости и сравнения с теорети-
ческими формулами и с расчетами в [17] посвящен разд. 4. В разд. 5 приводятся численные рас-
четы задачи Римана и верификация их качественного поведения в соответствии с [17] в случае
образования вакуума. Также приводится расчет, демонстрирующий возможность отображения
крупномасштабной структуры Вселенной. Наконец, в Заключении полученные результаты ре-
зюмируются и намечаются направления дальнейших исследований.

2. ОПИСАНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ РИМАНА 
В ДВУМЕРНОМ СЛУЧАЕ ПРИ ОТСУТСТВИИ ВАКУУМА

Вначале проведем ряд предварительных рассмотрений. Обозначим , ,
, .

( ), ,t x y

( ), ,t x y

( ),x y

( )≡ ,x yx ( )≡ ,d dx dyx
( ) ( ) ( )( )≡ v, , , ,t u t tu x x x ( ) ( ) ( )( )≡ , , ,t t td I dx dy J dx dyI x
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Определение 1. Пусть ,  – семейства мер Радона, определенные на борелевских

подмножествах , слабо непрерывные по , и, кроме того, , а мера  абсолютно непрерыв-
на относительно  для почти всех . Определим вектор-функцию  как производную
Радона–Никодима . Тогда  назовем обобщенным решением задачи Коши (1),

(2), если: 1) для любых функций  и любых 

(3)

где  обозначает интегрирование по ; 2) в слабом смысле при , , .

В случае одной пространственной переменной (см. [8], [9]) обобщенное решение задачи (1),
(2) можно строить с помощью следующего вариационного принципа. Вначале следует найти
глобальный минимум  по переменной  у функции

(4)

Если такой минимум единственный, то  и является непрерывной, а мера
 является абсолютно непрерывной по отношению к мере Лебега и имеет плотность  та-

кую, что . Если же минимумов  несколько, то имеет место разрыв скорости

, и . Отметим для полноты, что в [27] и [28] рассматривались некласси-

ческие решения одномерной системы уравнений газовой динамики без давления, которые не
удовлетворяют описанному выше вариационному принципу.

В многомерном случае особенности плотности могут возникать на поверхностях в простран-
стве , а также вдоль кривых. При эволюции особенности вдоль поверхности характеристи-
ки системы (1) должны приходить на эту поверхность с разных ее сторон. Обозначим эти сторо-
ны как “+” и “–”. Пусть поверхность концентрации плотности задается параметрически как

, . Приходящие характеристики определяют соответствующие точки в
лагранжевых координатах как , , . Как показано в [14],
[15], справедлива следующая интегральная форма для обобщенных соотношений Ренкина–Гю-
гонио на особых поверхностях для системы (1):

(5)

где равенства (5) выполняются покомпонентно,  – фиксированный момент времени, а  –
некоторый параметр вдоль сечения поверхности плоскостью . То есть в двумерном случае
справедливы два соотношения, определяющие поверхность концентрации вещества.

В [25] в случае двух пространственных измерений фактически приведено схематическое до-
казательство следующей теоремы.
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Теорема 1. Пусть имеется только конечное число кусочно-непрерывно дифференцируемых поверх-
ностей, а также конечное число кусочно-непрерывно дифференцируемых кривых концентрации меры

. Пусть вне этих поверхностей и кривых меры ,  кусочно абсолютно непрерывны
по отношению к мере Лебега с кусочно-непрерывно дифференцируемой плотностью. Тогда указанные
меры являются обобщенными решениями системы (1) в смысле oпределения 1 прямой, если: а) вне
многообразий концентрации меры  уравнения (1) удовлетворяются в обычном обобщенном
смысле; б) на поверхностях концентрации меры  выполняются соотношения (5); в) вдоль кри-
вых концентрации меры , заданных в виде , выполняются соотношения

(6)
Условие (5) в интегральной форме является прямым обобщением условия равенства миниму-

мов функции  в (4). Однако проверять выполнение этого условия часто удобнее, когда оно за-
писано в дифференциальной форме (об эквивалентности этих форм см. [15])

(7)

где , и для любой величины  обозначено .
Теперь перейдем к построению эвристических оценок для решений задачи Римана. Во-пер-

вых, отметим, что при изучении возникновения иерархии особенностей оказывается важным
следить за эволюцией в координатах Лагранжа. В [25], [24] было показано, что в двумерном слу-
чае вместо функции (4) следует рассмотреть вектор-функцию

(8)

где  – некоторая область в лагранжевых переменных ,  – параметризация этой
области, а . Там же сформулирован следующий признак возникновения
концентрации плотности , т.е. меры , вдоль некоторой поверхности . Пусть

на некотором компакте  определены кусочно-непрерывно дифференцируемые функции
 в пространстве лагранжевых переменных. Определим следующую вектор-функцию:

(9)

где  определена в (8). Тогда условие возникновения особенности на поверхности  выглядит
следующим образом. Для любого  существуют такие , , что

(10)

Замечание 1. При соответствующих ограничениях на рост функций  условия (10) можно
интерпретировать как поиск покомпонентных глобальных экстремумов функции  из (9), кото-
рая является аналогом функции (4). Таким образом, условия (10) предполагают процедуру поис-
ка обобщенных решений с концентрацией особенностей, обобщающую соответствующий вари-
ационный принцип в случае одной пространственной переменной.

Далее, условие возникновения особенности вдоль кривой в пространстве  предполагает,
что на плоскости лагранжевых координат существует область , ограниченная частями границ
областей  для разных , и таких, что

(11)

где в функцию  из (8) подставлена траектория особенности .
Замечание 2. Только что кратко изложенные подходы работы [24] обусловлены, в том числе,

тем фактом, что произвольно построенная система движущихся частиц, которая в одномерном
случае использовалась для построения приближенного решения, в двумерном случае ведет себя
довольно нерегулярным образом. Так, например, возможны ситуации не существования и не-
единственности (см. [29]), а также скрещивания большинства траекторий для полного по неко-
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торой мере набора начальных расположений частиц (см. [30]). Фактически в [24] сделана попыт-
ка сформулировать альтернативный принцип построения решений.

Рассмотрим задачу Римана для (1). Задачей Римана называется такая задача Коши, когда в
каждом квадранте начальной плоскости  при  начальные функции  постоянны,
т.е. координатные оси служат линиями разрыва начальных данных. В дальнейшем будем нуме-
ровать квадранты плоскости стандартным образом с помощью индекса , и этим же
индексом будем отмечать значения соответствующих величин, в частности, начальных данных.

Предварительно рассмотрим более простую задачу, для которой конкретизируем приведен-
ные выше соотношения (9), (10). А именно, пусть при  имеется прямая  с поло-
жительной нормалью . В соответствии с направлением положительной нормали данная

прямая делит  на две полуплоскости: положительную , которую будем обозначать индексом
“+”, и отрицательную , которую будем обозначать индексом “–”. Пусть 

 при  и   при . При 
плоскость  является плоскостью Лагранжевых координат, которую мы для удобства будем

обозначать как . Введем в полуплоскостях  наборы аффинных координат  по форму-
лам

(12)

Определение 2. Системы координат (12) называются а) допустимыми, если

и б) согласованными, если

Теорема 2. Существуют такие допустимые и согласованные системы координат (12), что вы-
полняются условия (10), а поверхность  и плотность сконцентрированного вещества  задаются
формулами

(13)

Замечание 3. В отличие от, например, [13], [17], для вывода формул (13) в теореме 2 не исполь-
зовалось никаких дифференциальных соотношений. Это свойство лежит в основе возможности
использования результатов теоремы 2 для получения эвристических оценок в более сложных си-
туациях с возникновением концентрации вещества вдоль кривой. Дополнительно можно ви-
деть, что соотношения (13) удовлетворяют системе (7), а значит, и (5), т.е. в соответствии с тео-
ремой 1 вектор-функция , представляющая собой области постоянных значений плотности
и скорости, разделенные поверхностью (13), является обобщенным решением системы (1).

Доказательство. Введем обозначения , . Тогда, учитывая структуру началь-
ных данных, функция  из (9) имеет вид

(14)

Непосредственные вычисления дают следующие условия наличия экстремумов у функций
:
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(15)

В соответствии с условиями (10) концентрация вдоль поверхности возникает при выполнении
следующих соотношений:

(16)

Введем обозначения , . Тогда соотношения (16) примут вид

(17)

Из (17) следуют соотношения

(18)

Принимая во внимание тот факт, что (18) должно выполняться при всех , окончательно полу-
чаем из (17)

(19)

Непосредственно проверяется, что  и из последнего соотношения (19) следует урав-
нение для :

(20)

Решая квадратное уравнение (19), придем к следующему выражению:

(21)

Из условий согласованности рассматриваемых систем координат из определения 2 следует, что

(22)

Выполнение начального условия  предполагает, что

(23)

Принимая во внимание неравенства в (15) и учитывая (22), (23), придем к формулам для  в (13).
С учетом ориентации масса, которая будет сконцентрирована на поверхности , может

быть вычислена так:

(24)

Далее, используя соотношение (23), придем к формуле для  из (13).
Теорема доказана.
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Теперь вернемся к рассмотрению двумерной задачи Римана и сформулируем эвристический
метод получения оценок, описывающих качественное поведение решений задачи Римана при
отсутствии зон вакуума, т.е. зон, где .

Как следует из постановки задачи Римана, которая была приведена выше, в начальный мо-
мент времени имеют место разрывы начальных функций на прямых  и . Поскольку в
каждом квадранте  заданы свои постоянные значения , то при , вообще гово-
ря, возникнет попарное взаимодействие между всеми квадрантами с образованием поверхно-
стей разрыва в соответствии с формулами теоремы 2. Обозначим эти поверхности разрыва как

, где  – номера соответствующих квадрантов. При этом на лагранжевой плоскости  воз-
никнут области  точек, которые концентрируются на поверхностях  до возникновения
взаимодействий этих поверхностей. Наличие соприкосновения областей  свидетельствует о
возникновении новой поверхности концентрации, эволюция которой определяется более слож-
ными законами, чем формулы (13) теоремы 2 (скорее всего, решения будут автомодельными).
Этим поверхностям также будут соответствовать некоторые области  на плоскости . Если же
найдется еще одна область, которая будет охватываться (см. [24]) областями , то это сигнали-
зирует о возникновении концентрации на линии, т.е. возникновении иерархии особенностей.

Конкретные примеры качественного описания обобщенных решений на основе выделенных
выше признаков будут приведены в разд. 4. Упор будет сделан на ситуации с возникновением
иерархии особенностей, поскольку в отсутствие такой иерархии достаточно подробное исследо-
вание было выполнено в [13], [17].

3. ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ДИНАМИКИ ПРИЛИПАНИЯ
И ОБЩИЙ АЛГОРИТМ РАСЧЕТА

Для задачи Коши (1), (2) в одномерном случае обоснован метод слипающихся частиц (adhe-
sion dynamics) (см. [6–8]), выражающий входящие в систему (1) законы сохранения массы и им-
пульса. Этот метод состоит в рассмотрении эволюции набора отдельных частиц, претерпеваю-
щих абсолютно неупругие столкновения, т.е. слипающихся при столкновениях. В одномерном
случае рассмотрение слипающихся частиц позволяет доказать теоремы существования и един-
ственности энтропийных решений, а также получить компактное представление этих решений
(вариационный принцип), описывающее все типичные особенности. Как уже отмечалось, в дву-
мерном случае поведение соответствующей системы частиц не обладает теми свойствами, кото-
рые присущи ей в одномерном случае (см. [29], [30]). Однако сложности, возникающие при
строгом математическом описании, можно преодолеть, перейдя к приближенному описанию и
используя его для построения численного алгоритма. Динамика прилипания сохраняется, про-
сто она описывается более сложным образом (см., например, [24]).

Таким образом, в настоящей работе используется численная реализация метода слипающих-
ся частиц для двумерного случая, основанная на подходе, описанном в [26]. Выбор численного
метода (без построения сеток и использования конечно-разностных аппроксимаций) обуслов-
лен возникновением иерархии сильных особенностей и, соответственно, необходимостью полу-
чения точной картины взаимодействия ударных волн. Здесь мы сконцентрируемся, в основном,
на воспроизводстве качественного поведения обобщенных решений задачи Римана. Для точно-
го воспроизводства количественных закономерностей необходимо существенно увеличить ко-
личество исходных частиц и использовать параллельную реализацию на высокопроизводитель-
ных вычислительных системах, что предполагается сделать в дальнейшем. Кроме того, мы при-
ведем пример расчета, качественно демонстрирующего возможность получения картины
крупномасштабного распределения вещества во Вселенной. Для подобных расчетов, основан-
ных на физических данных, также необходимо привлечение суперкомпьютерных мощностей.
В этом разделе мы опишем основные этапы алгоритма получения численного решения задачи
Коши (1), (2) с помощью указанной выше реализации метода слипающихся частиц.

Во всех экспериментах, результаты которых будут обсуждаться в следующих разделах, расчет-
ная область  представляет собой прямоугольник. Для получения начального распределения ча-
стиц в  строится вспомогательная прямоугольная сетка с количеством ячеек . Затем в
каждой ячейке начальная плотность  (см. (2)), интегрируется с помощью двумерной
формулы трапеций, результирующая масса присваивается частице, помещенной в центр ячейки,
и компоненты ее скорости выбираются равными значениям функций  и  в центре
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ячейки. Таким образом, количество частиц в начальный момент времени равно . Отметим,
что в данной работе все численные эксперименты (кроме эксперимента 6) представляют собой
решения двумерной задачи Римана, т.е. соответствующие начальные данные составлены из кон-
стант, поэтому выбор, например, квадратурной формулы для получения массы не играет роли.

Далее мы рассчитываем эволюцию полученной системы частиц. Частица движется во време-
ни  по прямой в соответствии с имеющейся скоростью. Каждая итерация цикла продвижения
по времени устроена следующим образом: находятся попарные расстояния между траекториями
частиц как функции времени, вычисляется их минимум при : если он меньше, чем критиче-
ское значение , то частицы считаются столкнувшимися. Выбирается ближайшее по времени
столкновение и обрабатываются все частицы, столкнувшиеся в этот момент в этой или других
точках области . Все столкновения считаются абсолютно неупругими, т.е. масса, скорость и ко-
ордината результирующей точки для каждого столкновения вычисляются следующим образом:

где  обозначает массу,  – скорость,  – положение частицы, а суммирование ведется по всем
частицам, столкнувшимся в данной точке. Затем для полученного набора новых частиц описан-
ный процесс начинается с начала.

Одной из сложностей численной реализации двумерного метода слипающихся частиц явля-
ется обеспечение достаточно высокой вероятности взаимодействия отдельных частиц. Дело в
том, что на плоскости вероятность столкновения двух геометрических точек (не имеющих пло-
щади и линейных размеров) равна нулю, и чтобы это изменить, необходимо присвоить им некий
эффективный “размер”. Обычно для этого вводится критическая величина расстояния , опи-
санная выше. Существуют способы дополнительного увеличения вероятности взаимодействия
частиц, например, специальное восстановление скорости (см. [26]). Однако мы провели серии
отдельных расчетов, чтобы подобрать оптимальное  для рассматриваемого класса задач. По-
дробнее об этом будет сказано в следующем разделе.

Чтобы получить поле плотности в заданный момент времени, его необходимо восстановить
из распределения частиц. Основной интерес представляют -особенности плотности, т.е. кон-
центрация вещества вдоль поверхностей или кривых в пространстве . Для восстановления
этих особенностей в выбранный момент времени среди частиц выделяются два класса: как ми-
нимум на порядок более тяжелые и как минимум на три порядка более тяжелые, чем самая лег-
кая частица при . Первый класс считается относящимся к особенности вдоль поверхности,
а второй класс – к особенности вдоль кривой. Значение плотности восстанавливается следую-
щим образом:

где  – координаты частицы с массой , а  для частицы первого класса равно расстоянию до
ближайшей частицы первого или второго класса, а для частицы второго класса .

С теоретической точки зрения представляют интерес области начальных данных, с которых
масса собирается со временем в -особенности плотности. Для нахождения и отображения этих
областей на каждой итерации алгоритма (т.е. для каждого обработанного столкновения) прово-
дятся дополнительные операции и сохраняется дополнительный массив данных.

4. ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ РЕШЕНИЙ БЕЗ ОБРАЗОВАНИЯ ВАКУУМА
В этом разделе мы рассмотрим результаты численного решения задач Коши (1), (2) для ряда

начальных данных, не приводящих к образованию областей с .
Во всех численных экспериментах ниже расчетная область  представляет собой прямоуголь-

ник , где  – выбранный масштаб длины. Количество частиц в начальный мо-
мент времени по направлениям  и  выбирается одинаковым, будем обозначать его через

. Во всех случаях, кроме эксперимента 6, решается задача Римана, т.е. начальные
данные в каждой четверти координатной плоскости составлены из констант. Компоненты на-
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чальных данных будем обозначать через , где  – номер четверти. Четверти нумеруются
традиционно: с первой по четвертую против часовой стрелки, начиная с правой верхней. Для
фиксированного  будем называть для краткости -особенности плотности вдоль поверхности и
вдоль кривой в пространстве  “тяжелой линией” и “тяжелой точкой” соответственно,
имея в виду проекции соответствующих поверхностей и кривых на плоскости  const. Через 
будем обозначать массу тяжелой точки. Таких тяжелых точек во всех рассмотренных экспери-
ментах наблюдается не более одной.

Конкретный выбор масштаба длины  не имеет значения в качественном смысле, а лишь на-
кладывает ограничение на максимальное время , для которого результаты расчета могут трак-
товаться как приближенное решение задачи Коши (1), (2) в некой части расчетной области .
Оценка сверху для этого максимального времени имеет следующий вид:

При  все частицы из начального распределения для как минимум одной из четвертей рас-
четной области заведомо покинут эту четверть либо столкнутся с другими частицами. Во всех
рассмотренных экспериментах  выбиралось равным , и все рассмотренные фиксированные
моменты времени удовлетворяли .

Теоретические оценки этого раздела основаны на методике, описанной в разд. 2.

4.1. Эксперимент 1

Вначале рассмотрим симметричный пример концентрации массы в неподвижной точке, рас-
положенной в начале координат. Начальные данные имеют следующий вид: ,

, , , .
С теоретической точки зрения формулы (13) приводят к возникновению неподвижной иерар-

хии особенностей. При этом плотность концентрации вещества на поверхностях равна , а мас-
са, сосредоточенная на кривой, равна .
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Фиг. 1. Для эксперимента 1 и  изображены: (а) – -особенности плотности (тяжелая точка черным
цветом, тяжелые линии другими цветами), (б) – области начальных данных, соответствующие этим особенно-
стям (теми же цветами).
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На фиг. 1 изображены рассчитанные в соответствии с описанным выше алгоритмом -осо-
бенности плотности, а также области начальных данных, с которых масса собралась в эти осо-
бенности.

В табл. 1 для разных значений  представлены масса тяжелой точки, а также величина  –
постоянная линейная плотность тяжелой линии, разделяющей -ю и -ю четверти расчетной
плоскости. Из-за симметрии задачи все расчетные плотности вдоль тяжелых линий получаются
одинаковые. Видно, что полученные данные согласуются с приведенными выше формулами, и
наблюдается сходимость с увеличением .

Отметим, что этот эксперимент был использован для поиска оптимального  – критическо-
го расстояния слипания частиц. Для этого в симметричное расположение частиц в начальный
момент времени вводились возмущения (разные в различных четвертях расчетной области) и
сравнивалось, насколько полученные данные были близки к полученным аналитически значе-
ниям. В результате серии экспериментов было выбрано значение , где  – мини-
мальное расстояние между частицами в начальный момент времени. Такое  использовалось во
всех экспериментах, которые будут рассмотрены далее. Можно рассмотреть и более сложные
подходы к подбору , например, связывая эту величину с массой образующегося кластера, од-
нако расчеты показали, что для рассмотренных примеров такой выбор позволяет получить до-
статочно устойчивые и согласующиеся с теоретическими оценками результаты.

4.2. Эксперимент 2

Начальные данные имеют следующий вид: , , , ,
.

В данной вырожденной ситуации область  имеет две компоненты, которые пересекаются
в одной точке. То есть возможно появление автомодельного решения. Такое решение существу-
ет, и его можно получить из системы (7). Оно имеет вид

(25)

где  – параметр вдоль сечения поверхности концентрации вещества плоскостью const. Фор-
мулы (13) теоремы 2 дают оценку плотности, равную , лишь в окрестности точки .

На фиг. 2 изображена рассчитанная в соответствии с описанным выше алгоритмом -особен-
ность плотности, а также области начальных данных, с которых масса собралась в эту особен-
ность. В данном случае образуется одна тяжелая линия без тяжелой точки. На фиг. 3 сравнивает-
ся плотность вдоль тяжелой линии, полученная с помощью формул (25) (при этом плотность бы-
ла выражена через величину , которая играла роль параметра), c полученными численно при
разных количествах частиц в начальный момент времени. Видно, что с увеличением количества
начальных частиц расчетные данные приближаются к аналитическому решению. Интеграл от
модуля разности между численным и аналитическим решением для количества частиц в началь-
ный момент времени ,  и  равен ,  и  соответственно. В данном
случае плотность была восстановлена следующим образом: диапазон значений  был разбит точ-
ками на равномерные отрезки, плотность в каждой точке полагалась равной отношению массы,
заключенной в двух соседних отрезках, и их суммарной длины.
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Таблица 1. Сходимость различных величин с увеличением количества частиц в начальный момент време-
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4.3. Эксперимент 3

Рассмотрим начальные данные, записанные в следующем виде:  
, , , , ,  .

Для таких начальных данных рассмотрим более подробно расположение областей  на
лагранжевой плоскости . Обозначим

При данной конфигурации начальных данных области  можно не рассматривать, по-
скольку частицы, расположенные в соответствующих квадрантах, не успеют взаимодействовать
между собой. Рассмотрим области , они имеют вид
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Фиг. 3. Для эксперимента 2 и  изображена плотность вдоль тяжелой линии, полученная аналитически
(зеленый) и рассчитанная при количестве частиц в начальный момент времени  (красный),  (синий) и 
(черный).
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Этим областям соответствуют поверхности концентрации вещества в пространстве  со-
гласно формулам (13). А именно, области  соответствует  ; области  соответ-
ствует  ; области  соответствует  ; области  соответствует

 .

Далее на плоскости  можно выделить области :

которые формируют предположительно автомодельные поверхности концентрации вещества. В
соответствии с законами сохранения можно дать оценку общей массы  и интегрального им-
пульса , , этих поверхностей:

Для возникающей линии концентрации вещества справедливы следующие оценки величин мас-
сы и вектор-импульса соответственно:

Дополнительно подчеркнем, что полученные выше выражения являются только оценками для
описания качественной структуры решения. Получить аналитическое решение данной задачи
на основе уравнений (7) и (6) неожиданно оказывается довольно сложно.

Для численных экспериментов были выбраны следующие начальные данные: 
 , , , , . На фиг. 4 изображены

рассчитанные в соответствии с описанным выше алгоритмом -особенности плотности, а также
области начальных данных, с которых масса собралась в эти особенности. В табл. 2 приведено
сравнение рассчитанных величин массы и компонент импульса с полученными по приведенным
выше формулам. Индекс  соответствует тяжелой линии, расположенной ниже тяжелой точки
(желтый цвет на фиг. 4), индекс  соответствует тяжелой линии, расположенной выше тяжелой
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Фиг. 4. Для эксперимента 3 и  изображены: (а) – -особенности плотности (тяжелая точка черным
цветом, тяжелые линии другими цветами), (б) – области начальных данных, соответствующие этим особенно-
стям (теми же цветами).
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точки (бирюзовый цвет на фиг. 4). Видно, что с увеличением  полученные численно значения
приближаются к теоретическим оценкам.

5. ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ РЕШЕНИЙ С ОБРАЗОВАНИЕМ ВАКУУМА

В этом разделе будут рассмотрены результаты численного решения задачи Коши (1), (2) для
начальных данных, приводящих к образованию областей с . Как уже было сказано во Вве-
дении, качественное поведение решений совпало с теоретическими построениями из [17].

Также приводится пример расчета, который достаточно хорошо отображает современные
представления о крупномасштабной структуре Вселенной (см., например, [4]).

5.1. Эксперимент 4

Начальные данные имеют следующий вид: , , , , , ,
, , . Такие значения подходят под п.  работы [17], в которой аналитиче-

ски исследовалось качественное поведение решений задачи Коши, эквивалентной задаче (1), (2)
в смысле переменных . Поведение полученного нами численного решения (см. фиг. 5) ка-
чественно согласуется со структурой решения, схематически приведенного в [17] (см. фиг. 6а). В
табл. 3 для этого эксперимента показана сходимость характерных величин с увеличением коли-
чества частиц в начальный момент времени. Индекс  относится к вертикальной линии между

N

= 0
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−v2 = 1 v3 = 1 −v4 = 2 4.2( )i

v( , , )u

12

Фиг. 5. Для эксперимента 4 и  изображены: (а) – -особенности плотности (тяжелые линии) различ-
ными цветами, (б) – области начальных данных, соответствующие этим особенностям (теми же цветами).
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Таблица 2. Сравнение массы и импульса частей особенности при разном количестве точек в начальный
момент времени со значениями, полученными аналитически, для эксперимента 3 при 

Примечание. Все значения нормированы на .

75 9.934 –0.07305 0.4967 0.5654 0.3550 0.4003 0.7641 –0.3842 –0.7217
150 9.983 –0.08782 0.7232 0.2880 0.1813 0.1991 0.6805 –0.3996 –0.5163
299 9.781 –0.2633 0.4330 0.5324 0.2622 0.5063 0.5380 –0.3029 –0.4339

Теория 9.805 –0.2282 0.4565 0.4626 0.2070 0.4788 0.4626 –0.2394 –0.4139

= 0.0035t

N hM ℑx
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−× 51 10
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первой и второй четвертями (черный цвет на фиг. 5), индекс  относится к горизонтальной ли-
нии между второй и третьей четвертями (красный цвет),  – к вертикальной линии снизу (зеле-
ный цвет). В последних двух столбцах приведены интегралы от модуля разности координаты  и
плотности  как функций , восстановленных на этой и предыдущей по мелкости сетках, вдоль
верхнего криволинейного участка особенности (светло-голубой цвет на фиг. 5). Координата 
приближалась полиномом третьей степени в смысле наименьших квадратов, а плотность была
восстановлена так же, как описано для эксперимента 2.

5.2. Эксперимент 5

Начальные данные имеют следующий вид: , , , , ,
, , , . Такие значения подходят под п.  работы [17]. Поведение по-

лученного нами численного решения (см. фиг. 7) качественно согласуется со структурой реше-
ния, схематически приведенного в [17] (см. фиг. 6б). В табл. 4 для этого эксперимента также по-
казана сходимость характерных величин с увеличением количества частиц в начальный момент
времени. Индекс  относится к вертикальной линии между третьей и четвертой четвертями
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Фиг. 6. Качественное поведение решения, приведенное в [17] для случаев, соответствующих эксперименту 4 (а)
и эксперименту 5 (б).
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Фиг. 7. Для эксперимента 5 и  изображены: (а) – -особенности плотности (тяжелые линии) различ-
ными цветами, (б) – области начальных данных, соответствующие этим особенностям (теми же цветами).
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(красный цвет на фиг. 7), индекс  относится к горизонтальной линии между четвертой и пер-
вой четвертями (синий цвет). В последних двух столбцах приведены интегралы от модуля разно-
сти координаты  и плотности  как функций , восстановленных на этой и предыдущей по мел-
кости сетках, вдоль нижнего криволинейного участка особенности (черный цвет на фиг. 7). В
данном случае была взята лишь часть этого участка, чтобы сохранить однозначность упомянутых
функций. Координата  приближалась полиномом третьей степени в смысле наименьших квад-
ратов, а плотность была восстановлена так же, как описано для эксперимента 2.

5.3. Эксперимент 6

Наконец, приведем результат расчета, который имеет отношение к моделированию форми-
рования крупномасштабной структуры Вселенной.   

Начальные плотность и компоненты скоростей задавались следующим образом:
, , , где  – случайная величина, имеющая нормаль-

ное распределение с математическим ожиданием  и дисперсией . Крайние значения распре-
делений были “обрезаны” так, чтобы , , . На фиг. 8 изображено рас-
пределение частиц для различных моментов времени, масса отражена размером точек. Видно,
что начальные данные в виде случайных распределений приводят с течением времени к форми-
рованию структур, состоящих из массивных кластеров, соединенных связями, имеющими вид
кривых.

41

y  x

y

= (1,0.3)N = (0,0.3)u N v = (0,0.3)N μ σ( , )N
μ σ

∈ [0,2] ∈ −[ 1,1]u ∈ −v [ 1,1]

Таблица 3. Сходимость различных величин с увеличением количества частиц в начальный момент време-
ни для эксперимента 4 при 

75 – – –

150 –

299 –

= 0.002t

N 12 23 34x upper( )y x upper( )x

−× 33.78 10 −× 34.32 10 −× 34.94 10
−× 34.00 10 −× 34.00 10 −× 35.00 10 −× 89.71 10 −× 65.98 10
−× 34.03 10 −× 34.03 10 −× 35.00 10 −× 81.63 10 −× 64.81 10

Фиг. 8. Распределение частиц для эксперимента 6 при разных значениях времени . Размер точек пропорцио-
нален их массе.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена двумерная система уравнений газовой динамики без давления как с тео-
ретической, так и с численной точек зрения. В отличие от многих других работ в данном направ-
лении в настоящей публикации сделан акцент на важной отличительной особенности данной
системы уравнений – возникновении особенностей плотности не только вдоль поверхностей,
но и вдоль кривых в пространстве . Образование такой иерархии особенностей, т.е. осо-
бенностей, сосредоточенных на многообразиях разной размерности, по-видимому, характерно
для общего многомерного случая и не имеет аналогов в случае одной пространственной пере-
менной.

В многомерном случае для строгого математического анализа нет возможности опираться на
систему движущихся частиц, по аналогии с одномерным случаем, так как столкновения таких
частиц оказываются редкими для большинства начальных данных. В настоящей работе показа-
но, что, тем не менее, можно искать обобщения на уровне вариационных принципов, по край-
ней мере, для специальных видов течений. Полученные обобщения качественно характеризуют
ситуацию возникновения иерархии особенностей и позволяют делать эвристические оценки.

Вследствие трудностей теоретического описания в настоящей статье также предложен чис-
ленный метод на основе реализации динамики прилипания (adhesion dynamics), который позво-
ляет получать достаточно сложные структуры взаимодействия волн при наличии особенностей
на поверхностях различной коразмерности. Приведен достаточно представительный набор экс-
периментов, подтверждающий робастность разработанного метода. А именно, для ряда расчетов
(двумерная задача Римана) показана сходимость результатов с увеличением количества частиц в
начальный момент времени, а также их приближение к значениям, полученным теоретически.
Для более сложных структур, связанных с образованием вакуума (областей с плотностью, равной
нулю), показано совпадение качественного поведения численного решения с известными ре-
зультатами. Это позволяет обосновать высокую вероятность воспроизведения с помощью пред-
ложенного численного метода реальной структуры решений исследуемой системы. Также в ка-
честве направления непосредственных дальнейших приложений приведен пример расчета, от-
ражающий современные представления о крупномасштабной структуре Вселенной.

В дальнейшем предполагается расширить имплементацию предложенного метода на архи-
тектуры высокопроизводительных вычислительных средств, в частности, с использованием гра-
фических плат, что позволит значительно увеличить количество частиц в начальный момент
времени и достичь таким образом более точного воспроизведения мелкомасштабной структуры
особенностей решений, что, в свою очередь, играет важную роль для углубления теоретического
анализа многомерной системы уравнений газовой динамики без давления.

В заключение авторы приносят благодарность А.И. Аптекареву за полезные замечания и об-
суждение результатов.
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ной математики им. Г.И. Марчука РАН, рассматривается задача вариационного усвоения
данных наблюдений с целью восстановления потоков тепла на поверхности моря. Исследо-
вана чувствительность функционалов от решения к входным данным о потоке тепла в рас-
сматриваемой задаче вариационного усвоения и приведены результаты численных экспери-
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ВВЕДЕНИЕ
В последние годы методы исследования и численного решения задач вариационного усвое-

ния данных, представляющих собой конкретные задачи оптимального управления, получили
большое развитие в метеорологии и океанографии, где данные наблюдений усваиваются в моде-
лях атмосферы и океана с целью получения начальных, граничных условий или других парамет-
ров модели для последующего моделирования и прогноза (см. [1–9]).

При исследовании задач вариационного усвоения данных наблюдений важную роль играет
анализ чувствительности оптимального решения и его функционалов по отношению к входным
данным (см. [10–17]). Настоящая работа обобщает результаты предыдущих работ авторов на слу-
чай задачи вариационного усвоения данных с целью восстановления потоков тепла на поверх-
ности моря при одновременном использовании ковариационных матриц ошибок данных на-
блюдений и ошибок начального приближения (бэкграунда). Проведено исследование чувстви-
тельности функционалов от оптимального решения задачи вариационного усвоения данных о
температуре поверхности для модели термодинамики моря по отношению к входным данным о
потоке тепла. С учетом свойств гессиана функции стоимости доказана теорема о представлении
градиента функционала по отношению к данным бэкграунда, сформулирован алгоритм вычис-
ления градиента функционала и приведены результаты численных экспериментов для модели
динамики Черного моря, разработанной в ИВМ РАН.

1. ЗАДАЧА ВАРИАЦИОННОГО УСВОЕНИЯ ДАННЫХ 
ДЛЯ МОДЕЛИ ТЕРМОДИНАМИКИ МОРЯ

Рассмотрим задачу термодинамики моря в виде (см. [18], [19])

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 20-11-20057, исследования в разд. 1 и 2), а также при
поддержке Отделения Московского центра фундаментальной и прикладной математики в ИВМ РАН (Соглашение
с Минобрнауки РФ № 075-15-2022-286).
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(1.1)

где  – неизвестная функция температуры, , ,
,  – функция рельефа дна,  – суммарный приток тепла,

, , , ,  – заданные функ-
ции. Скорости  зависят в общем случае от пространства и времени, а коэффициенты 
предполагаются зависящими только от пространственных переменных на рассматриваемом ин-
тервале по времени. Граница области  представляется как объединение четырех непере-
секающихся частей , , , , где  (невозмущенная поверхность моря),  –
жидкая (открытая) часть вертикальной боковой границы,  – твердая часть вертикальной бо-
ковой границы,  – дно моря. Другие обозначения и детальное описание постановки задачи
можно найти в работах [20–22].

Запишем задачу (1.1) в форме операторного уравнения в :

(1.2)

где равенство понимается в обобщенном смысле, а именно,

(1.3)

а операторы ,  определяются интегральными соотношениями

при этом функции , , ,  таковы, что равенство (1.3) имеет смысл.
Рассмотрим задачу об усвоении данных о температуре поверхности моря, следуя [21], [23].

Предположим, что в задаче (1.1) функция  не известна. Пусть задана функция
данных наблюдений  на  при , которая по своему физическому
смыслу есть приближение к функции поверхностной температуры на , т.е. к . Считаем, что

. Допускается случай, когда  имеется лишь на некотором подмножестве из
, характеристическую функцию которого обозначим через . Вне этого подмножества

для определенности считаем  нулевой.
Будем предполагать, что данные наблюдений  заданы с ошибками, а именно,

где  – точное решение задачи (1.1) при некотором , а  рассмат-
ривается как ошибка наблюдений в пространстве наблюдений . Предполагается, что ошибки

 случайные и они распределены по нормальному закону (гауссовские) с нулевым математи-
ческим ожиданием и ковариационным оператором , , где  – ма-
тематическое ожидание. Ковариационные матрицы ошибок наблюдений играют важную роль
при вариационном усвоении данных: обратные к ним матрицы включаются в качестве весовых
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операторов в исходный функционал стоимости [8]. В дальнейшем мы будем предполагать, что 
положительно определен и, значит, обратим.

Рассмотрим следующую задачу вариационного усвоения данных: найти  и  такие, что

(1.4)

где

 – заданная функция,  – ковариационный оператор ошибок бэк-
граунда. Функция  обычно выбирается в качестве начального приближения для неизвестного
потока  (так называемый бэкграунд или фоновый поток). Цель вариационного усвоения дан-
ных – используя , найти лучшую оценку для , согласованную с решением модели и наблю-
дениями для дальнейшего моделирования и прогноза.

Слагаемое с весовым оператором  играет роль регуляризации по Тихонову (см. [24]), он
считается заданным при рассмотрении задачи. Если оператор  положительно определен, то
поставленная задача вариационного усвоения данных имеет единственное решение. Существо-
вание оптимального решения следует из классических результатов теории экстремальных задач
(см. [2]), так как можно показать, что решение задачи (1.2) непрерывно зависит от потока 
(имеют место априорные оценки в соответствующих функциональных пространствах).

Необходимое условие оптимальности , которое определяет решение сформулиро-
ванной задачи вариационного усвоения данных, приводит к так называемой системе оптималь-
ности (см. [2]):

(1.5)

(1.6)

(1.7)

где  – операторы, сопряженные к  соответственно.

2. ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ К ДАННЫМ О ПОТОКЕ ТЕПЛА
Рассмотрим функцию , зависящую от , которая предполагается вещественнознач-

ной и может рассматриваться как функционал на . Нас интере-
сует чувствительность функционала  к данным бэкграунда  при условии, что  по-
лучены после вариационного усвоения из системы оптимальности (1.5)–(1.7). Как известно из
[1], [25], чувствительность функционала определяется градиентом по , который является
производной Гато:

(2.1)

Обозначим через  вариацию функции . Из (1.5)–(1.7) выводим систему оптимально-
сти для вариаций:

(2.2)
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(2.3)

(2.4)

Отметим, что данные наблюдений  уже не входят в систему (2.2)–(2.4), в отличие от (1.5)–
(1.7). Система (2.2)–(2.4) эквивалентна следующей задаче усвоения данных для определения

 таких, что

(2.5)

где

(2.6)

Справедлива
Лемма 1. Гессиан  функционала (2.6) определяется на  последовательным ре-

шением задач

(2.7)

(2.8)

(2.9)
Доказательство. Согласно системе оптимальности (2.2)–(2.4), градиент функционала (2.6)

определяется по формуле

где  – решение сопряженной задачи (2.3). Продифференцируем последнюю формулу еще
раз по , чтобы получить правило действия гессиана:

где  – вариация , а  – решение сопряженной задачи (2.8), которая есть не что иное, как
продифференцированная задача (2.3). При этом  – решение задачи (2.7), которая получена из
(2.2) дифференцированием по . Лемма доказана.

Используя (2.7)–(2.9), нетрудно видеть (см. [26]), что система (2.2)–(2.4) эквивалентна урав-
нению для вариации оптимального решения :

(2.10)

Гессиан  действует в  с областью определения , он ограни-
чен, самосопряжен и неотрицательно определен. Если  положительно определен, то  поло-
жительно определен, поскольку . В последнем случае уравнение (2.10) имеет
единственное решение

(2.11)
Формула (2.11) дает в явном виде выражение для вариаций оптимального решения  через ва-
риацию функции начального приближения (бэкграунда) . Уравнение вида (2.11) может быть
положено в основу исследования чувствительности оптимального решения и его функционалов
к ошибкам бэкграунда.
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Справедлива

Теорема 1. Градиент функционала  по  имеет вид

(2.12)

где

(2.13)

 – гессиан, определенный формулами (2.7)–(2.9), а  – решение сопряженной задачи

(2.14)

Доказательство. Рассмотрим значение градиента (2.1) на вариации :

(2.15)

где  – вариация функции , ,  – решения системы (2.2)–

(2.4), .
Задача (2.14) является сопряженной по отношению к (2.2), поэтому в силу соотношения со-

пряженности

(2.16)

Из (2.15)–(2.16) получаем

(2.17)

где  определяется по формуле (2.13).
Уравнение для  определяется формулой (2.11), отсюда

(2.18)

Таким образом, из (2.15)–(2.18) заключаем, что

(2.19)

откуда следует утверждение теоремы.
Реальное (практическое) использование теоремы 1 может быть сформулировано в виде сле-

дующего алгоритма для вычисления градиента функционала. Градиент  определяется
последовательным выполнением следующих шагов:

1) решить сопряженную задачу

(2.20)
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2) найти  как решение уравнения с гессианом

(2.21)

3) вычислить градиент функционала по формуле

(2.22)

Алгоритм (2.20)–(2.22) с учетом конкретного вида производных  использовал-
ся при численных расчетах для оценки чувствительности функционалов, связанных с темпера-
турой после усвоения данных наблюдений, по отношению к изменениям функции бэкграунда

.

Отметим, что в процессе отыскания градиента функционала нет необходимости вычислять
обратный гессиан , который фигурирует в (2.12), достаточно просто решить задачу 
вида (2.21), например, итерационным методом.

Отметим также, что данные наблюдений  предполагаются случайными величинами, их
случайность учитывается в функции стоимости  через ковариационный оператор , кото-
рый входит в дальнейшем в определение гессиана (2.7)–(2.9).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Численные эксперименты проводились с использованием трехмерной численной модели
гидротермодинамики Черного и Азовского морей, разработанной в ИВМ РАН на основе метода
расщепления (см. [22]) и дополненной процедурой усвоения температуры поверхности моря
(ТПМ) для восстановления тепловых потоков  с учетом ковариационных матриц ошибок на-
блюдений и ошибок бэкграунда.

Объектом моделирования является акватория Черного и Азовского морей. Параметры
рассматриваемой области и ее географические координаты можно описать следующим образом:

-сетка  (широта, долгота и глубина соответственно). Первая точка “сетки C”
(см. [27]) имеет координаты  E и  N. Шаги сетки по  и  постоянны и равны 0.05 и
0.036 градуса соответственно. Шаг по времени равен  = 2.5 мин.

Данные наблюдений ТПМ предоставлены спутниковой службой “See the Sea”, входящей в
состав ЦКП “ИКИ Мониторинг”, которая занимается сбором и обработкой различных данных
о состоянии земной поверхности и ориентируется на работу со спутниковыми наблюдениями
(см. [28]). В качестве  в данном эксперименте были выбраны данные ТПМ спектрометра
VIIRS на спутнике SNPP и спектрометра MODIS на спутнике Aqua (несколько измерений в сут-
ки в определенные моменты времени). Данные ТПМ за период с 1 января по 30 июня 2019 г. бы-
ли пересчитаны на сетку численной модели (см. [29]). Для расчета атмосферного воздействия в
модели использовались метеорологические характеристики, в том числе, балк-формулы для рас-
чета турбулентных течений на поверхности моря. Рассчитанные таким же образом значения
среднего климатического теплового потока  использовались в процедуре усвоения данных в
качестве начального приближения (бэкграунда).

Для расчета диагональных элементов ковариационной матрицы  были получены данные о
тепловом потоке на поверхности моря. Поток тепла на поверхности моря рассчитан по данным
реанализа Era 5 (www.ecmwf.int/en/forecasts/datasets/reanalysis-datasets/era5) (см. [30]) за период с
1979 по 2020 г. Данные Era 5 загружались с временным разрешением 12 ч, что позволяет учиты-
вать суточный ход изменений, разделять дневные и ночные потоки тепла. По данным за 1979–
2020 гг. рассчитаны средние значения и дисперсии теплового потока по дневным и ночным дан-
ным для каждого дня года. Полученные дисперсии представляют собой диагональные элементы
ковариационной матрицы ошибок бэкграунда . Аналогичным образом (см. [31]) на основе
данных сервиса Copernicus (период с 1982 по 2019 г.) и данных ЦКП “ИКИ Мониторинг” о тем-
пературе поверхности моря рассчитывались элементы ковариационной матрицы ошибок дан-
ных наблюдений .
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В численных примерах рассматривались функционалы вида

(3.1)

где  – некая весовая функция, связанная с полем температуры на поверхности .
Так, для определения средней температуры в избранной акватории океана  при  в интер-
вале  в качестве  выбирается функция

(3.2)

где  означает площадь района . В этом случае функционал (3.1) представляется в виде

(3.3)

С использованием обозначений, введенных выше, функционал (3.1) записывается в виде ска-
лярного произведения

В силу

производные от  по , входящие в (2.20)–(2.22), определяются по формулам

(3.4)

Приведем результаты численных расчетов. При реализации алгоритма усвоения данных ис-
пользовалась система (1.5)–(1.7). Расчет чувствительности выбранного функционала происхо-
дил на одном шаге по времени , где . На каждом из таких шагов была рас-
считана чувствительность функционала к данным бэкграунда. Были выбраны два момента вре-
мени для расчета чувствительности функционала к данным бэкграунда: 31 мая 2019 г. 10 ч 25 мин
(86 655 временных шагов модели) и 1 июля 2019 г. 23 ч 30 мин (104 820 временных шагов модели).
Выбор данных моментов времени обусловлен тем, что в эти моменты времени данные со спут-
ников покрывали почти всю исследуемую акваторию Черного и Азовского морей.

На фиг. 1 представлены значения диагональных элементов матрицы  в разные моменты
времени. Так, диагональные элементы, рассчитанные на 31 мая 2019 г., показаны на фиг. 1а, а
1 июля 2019 г. – на фиг. 1б.

Значения диагональных элементов  на эти же даты приведены на фиг. 2. Результаты расче-
та чувствительности к данным бэкграунда для 31 мая и 1 июля 2019 г. представлены на фиг. 3а и
3б соответственно, где даны градиенты функции отклика в разные моменты времени.

Стоит отметить, что результаты, полученные в эксперименте в рассматриваемые моменты
времени, не сильно отличаются друг от друга. Характерной особенностью является малая чув-
ствительность функционала к данным бэкграунда в центральной, наиболее глубокой, области
Черного моря. В областях с меньшей глубиной прослеживается возрастание чувствительности,
которая принимает максимальные значения в некоторых точках на границе области как в Чер-
ном, так и в Азовском морях.

В целом чувствительность рассматриваемого функционала к данным бэкграунда намного
меньше, чем чувствительность к данным наблюдений, исследованная в [23].

Этот результат подтверждается прямым вычислением функционала  в соответствии с
(3.3), полученным после вариационного усвоения, путем введения возмущений в данные бэк-
граунда , следуя работе [23].
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Фиг. 1. Значения диагональных элементов матрицы  в численном эксперименте для различных моментов
времени.
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Фиг. 2. Значения диагональных элементов матрицы  в численном эксперименте для различных моментов
времени.
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Фиг. 3. Градиент функционала  в различные моменты времени.
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Таким образом, сформулированный алгоритм (2.20)–(2.22) позволяет оценивать чувстви-
тельность функционалов, связанных с температурой поверхности моря после усвоения, по отно-
шению к ошибкам данных бэкграунда.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
С использованием трехмерной модели гидротермодинамики Черного моря, разработанной в

ИВМ РАН, в настоящей работе проведено исследование чувствительности функционалов от ре-
шения задачи вариационного усвоения данных с восстановлением потоков тепла на поверхно-
сти моря. Разработанный алгоритм позволяет вычислять градиенты функционалов от решения
задачи после усвоения по отношению к входным данным о потоке тепла. Вычисление градиента
функционала требует однократного решения уравнения с гессианом функции стоимости и ре-
шения сопряженной задачи. Для решения этого уравнения нет необходимости вычислять обрат-
ный гессиан в явном виде, тем не менее, было бы интересно в будущем провести аналитические
оценки обратного гессиана, например, через собственные значения, и использовать их для оцен-
ки чувствительности. Численные эксперименты для модели динамики Черного моря подтвер-
ждают работоспособность предложенного алгоритма. Проведенные исследования могут быть
полезны для решения проблемы определения районов моря, в которых функционалы от опти-
мального решения являются наиболее чувствительными к произвольным возмущениям в исход-
ных данных бэкграунда при использовании процедуры вариационного усвоения, в том числе в
случаях, когда значения этих возмущений заранее не известны.

Авторы благодарны рецензенту за полезные замечания, которые позволили улучшить пред-
ставление результатов и изложение материала в статье.
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Методом Монте-Карло (стохастическая аппроксимация) выполнен расчет относительных
значений плотности состояний молекулы циклогексена в пространстве координат Кремера–
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ВВЕДЕНИЕ
Много лет конформационный анализ успешно применяется в изучении изменений физико-

химических свойств и реакционной способности молекул, сопровождающих взаимопревраще-
ния стереоизомеров [1]. Работы в этой области проводятся и экспериментальными, и теоретиче-
скими методами. В последние десятилетия, благодаря взрывному росту производительности вы-
числительной техники, компьютерное моделирование с использованием методов квантовой
химии, классической молекулярной динамики и Монте-Карло [2–4] находит широкое примене-
ние в исследованиях конформационного пространства молекул. В связи с этим особую важность
приобретает поиск эффективных решений “обратной задачи”, состоящей в определении пара-
метров силовых полей молекулярных моделей, позволяющих с высокой точностью воспроизво-
дить имеющиеся экспериментальные данные.

В предыдущей работе [5], посвященной параметризации торсионных потенциалов ковалент-
ных связей в молекулах углеводородов, мы столкнулись с серьезными трудностями при опреде-
лении высоты потенциальных барьеров, разделяющих конформеры. Дело в том, что в этой рабо-
те мы использовали стандартную процедуру Метрополиса и др. [6] для расчета структурных и
энергетических характеристик молекул путем усреднения по статистически значимой выборке
из канонического ансамбля молекулярных конфигураций при комнатной температуре. При та-
кой постановке “вычислительного эксперимента” вероятность выбора конфигурации пропор-
циональна соответствующему ей больцмановскому фактору. Ясно, что репрезентативность вы-
борки в области переходных состояний может оказаться очень низкой, поэтому для того чтобы
поднять точность оценок высоты потенциальных барьеров до приемлемого уровня, необходимо
либо работать с очень большими выборками, либо выбрать иное, наиболее подходящее для ре-
шения этой задачи средство, обратившись к богатому арсеналу методов вычислительной стати-
стики [7], применяемых в современном молекулярном моделировании [8], [9]. Так, в работе [5],
чтобы избежать задержки при подготовке данных к публикации, нам пришлось отказаться от ис-
пользования алгоритма Метрополиса и др. [6] для расчета характеристик молекулы циклогексе-
на, воспользовавшись более подходящей в данном случае процедурой Ванга–Ландау [10], [11].

Тем не менее, следует отметить, что метод Ванга–Ландау [10], [11] имеет несколько серьезных
недостатков, ограничивающих его применение. Так, установлено (см. [12]), что после некоторо-
го числа итераций статистическая точность оценок этим методом перестает улучшаться, по-
скольку из-за очень быстрого уменьшения величины модификационного фактора вклад всей
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оставшейся части выборки становится несущественным. Как было показано в работах [13], [14],
эту проблему можно устранить, применив другое правило для изменения модификационного
фактора, а именно после выполнения некоторого числа итераций метода [10], [11] вместо экспо-
ненциального закона использовать формулу 1/t. К сожалению, в этом случае алгоритм вычисле-
ний не только усложняется, но и появляются дополнительные параметры, чьи величины иначе
как методом проб и ошибок определить не получится. Следует отметить, что и сам термин “вре-
мя t”, фигурирующий в статьях [13], [14], допускает множественное толкование. Добавим также,
что для перехода к очередной стадии вычислений алгоритмы [10], [11] и [13], [14] требуют про-
верки “критерия плоскостности”, устанавливаемого опытным путем. Помимо всего этого необ-
ходимо задать точные границы заполняемых в процессе расчетов гистограмм, а в случае много-
мерных гистограмм, такую работу сделать очень сложно.

В [15] предложен более простой метод, основанный на теории процедур стохастической ап-
проксимации [16–18]. В настоящее время этот подход, обозначаемый в текстах статей аббревиа-
турой SAMC, активно используется в изучении строения и физико-химических свойств полиме-
ров [19–21]. Цель настоящей статьи – продемонстрировать возможности метода SAMC [15] для
решения задач конформационного анализа и разработки наборов параметров силовых полей мо-
лекулярных моделей. В последующих разделах будет дано описание выбранной нами модели мо-
лекулы циклогексена, рассмотрены основные этапы вычислительного алгоритма SAMC и пред-
ставлены данные о высотах энергетических барьеров, полученные в результате исследования
конформационного пространства этой молекулы.

1. МЕТОДИКА МОДЕЛИРОВАНИЯ

Как и прежде [5], [22], наша модель молекулы циклогексена представляет собой систему кон-
фигурационно жестких фрагментов (четыре CH2-группы и CH=CH, о фрагментах и фрагмента-
ции молекул подробно рассказано в работе [22]) соединенных одинарными связями в соответ-
ствии с химической структурой этой молекулы. Для длин химических связей CH и C=C взяты
значения 1.085 и 1.34 Å (экспериментальные данные [23]: |HCsp3| = 1.092 Å, |HCsp2| = 1.083 Å,
|Csp2 = Csp2| = 1.326 Å), угол HCH равен 109.47°, а HC = C – 120° (стандартные значения для sp3 и
sp2-гибридизации).

Потенциальная энергия, характеризующая конформацию молекулы циклогексена, приобре-
тается за счет невалентных взаимодействий атомов ее фрагментов (потенциалы Леннард-Джон-
са и Кулона), энергии деформации межфрагментных ковалентных связей и смежных с ними ва-
лентных углов, а также торсионных потенциалов, затрудняющих вращение молекулярных фраг-
ментов вокруг этих связей. Параметры потенциальных функций Леннард-Джонса такие же, как
в работе [22], парциальные заряды на атомах (в единицах элементарного заряда: фрагмент
CH=CH qC = –0.094, qH = 0.057, у соседних с ним CH2-групп qC = –0.084, qH = 0.058, а у дальних
CH2-групп – qC = –0.103, qH = 0.054) и параметры торсионных потенциалов взяты из работы [5].
Энергия деформации пропорциональна квадрату отклонения длин связей и величин углов от их
равновесных значений с коэффициентами 310 ккал/моль/Å2 и 40 ккал/моль/рад2 соответствен-
но. Для равновесных длин химических связей Csp3–Csp3 и Csp3–Csp2 взяты значения 1.526 и
1.51 Å, а для углов – 109.47° (Csp3) и 120° (Csp2). Такой выбор был в значительной степени моти-
вирован параметрами силовых полей, представленных в статьях [24], [25]. Атомы соседних фраг-
ментов, соединенные ковалентной связью друг с другом или через третий атом, не участвуют во
взаимодействиях, описываемых потенциалом Леннард-Джонса.

Размерность конфигурационного пространства нашей модели молекулы циклогексена в си-
стеме координат одного из ее фрагментов равна 24 (5 × 6–6), поэтому проводить конформаци-
онный анализ в терминах декартовых координат и углов Эйлера, по меньшей мере, не рацио-
нально. В подобных ситуациях следует перейти от описания в системе большого числа эквива-
лентных координат к представлению с помощью обобщенных координат, причем таких, что
только одна-две из них (в крайнем случае, три), сублимировав большой объем структурной ин-
формации, позволяют уверенно локализовать все особые точки гиперповерхности потенциаль-
ной энергии и обратным преобразованием с высокой точностью восстановить декартовы коор-
динаты всех атомов любого из конформеров. Для циклогексена такая возможность может быть
реализована на основе концепции псевдовращения [26], если в рамках формализма Кремера–
Попла [27–29] перейти к описанию конформационного многообразия молекулы в сферических
координатах Q, θ и ϕ (см. [30]).
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В общем случае конформационный анализ в редуцированном до трех измерений простран-
стве может оказаться весьма трудоемким, но для циклогексена работа сильно упрощается из-за
обособленности первой координаты в этой тройке. В самом деле, амплитуда Q характеризует
степень складчатости молекулы циклогексена, выражая свое среднее значение как радиус “кон-
формационного глобуса” (см. [31, фиг. 3.19]), а оставшиеся две: фазовые углы θ и ϕ – определяют
тип конформации и задают ее положение на этом глобусе. Таким образом, одну сложную задачу
мы разделим на несколько более простых задач, чьи решения допускают прямое сопоставление
с экспериментальными данными. К таковым можно отнести расчет зависимости конформаци-
онной энергии от амплитуды складчатости Q, построение поверхности потенциальной энергии
в координатах θ и ϕ и др.

Потенциальную энергию, которой обладает молекула циклогексена в состоянии теплового
равновесия при температуре T в моменты, когда амплитуда складчатости равна Q, можно выра-
зить статистическим интегралом по всему диапазону значений конформационной энергии E,
реализующихся в соответствующем каноническом ансамбле:

Здесь  – статистический вес конформационных состояний с амплитудой Q и энергией в ин-

тервале (E, E + dE), R – универсальная газовая постоянная, а  –

нормировочная константа.
Так как символьное выражение для функции  нам не известно, будем вычислять отно-

шение этих интегралов численно по формуле трапеций. Для этого разобьем выбранный для ана-
лиза диапазон энергий на N смежных интервалов и сопоставим каждому из них Ei – среднее
арифметическое величин энергии на концах соответствующего интервала (i – его порядковый
номер). Вообще, при выборе границ диапазона полезно ориентироваться на уже известные дан-
ные о высотах потенциальных барьеров, иначе придется действовать методом проб и ошибок, а
задавая N, следует искать разумный баланс между точностью и трудоемкостью вычислений. Да-
лее, после преобразования в дискретную форму имеем для практического применения следую-
щую формулу:

из которой следует, что статистические веса  достаточно знать с точностью до постоян-
ного множителя. Здесь , а . Переход к логарифму стати-
стического веса и введение константы C необходимы для исключения ошибок переполнения в
процессе расчетов на компьютере.

В этом месте, отдавая дань уважения труду первопроходцев, нельзя не упомянуть работу [32],
авторы которой, смоделировав на компьютере случайное блуждание в той части конфигураци-
онного пространства, где потенциальная энергия изучаемой системы не превышает заданного
уровня, смогли оценить относительные значения статистических весов и рассчитать с их помо-
щью термодинамические характеристики газофазного аргона.

Для определения значений g мы будем использовать многостадийную процедуру стохастиче-
ской аппроксимации [15]. В ее основе лежит общая для методов [10], [13], [15] идея организовать
в конфигурационном пространстве изучаемой модели случайное блуждание с переходными ве-
роятностями обратно пропорциональными итерационно уточняемым статистическим весам

 макросостояний в исследуемой области значений энергии. В терминах статистической
механики это макросостояния, каждому из которых соответствует огромное число микрососто-
яний в конфигурационном пространстве молекулярной модели. Для контроля можно построить
гистограмму, где каждый столбик показывает количество случаев, когда мгновенная потенци-
альная энергия молекулы оказывалась в диапазоне значений соответствующего интервала.
Вычисления считаются успешно завершенными, если на некоторой итерации значения конфор-
мационной энергии станут появляться с примерно равной частотой во всех интервалах. В этом
случае огибающая вершин столбцов гистограммы для {Ei} будет выглядеть как ровная горизон-
тальная линия.
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Стохастическая процедура [15], реализуемая на дискретном множестве состояний, не являет-
ся цепью Маркова в строгом смысле [33], но имеет с ней много общего. Более того, на заверша-
ющих стадиях, когда модифицирующий фактор практически равен единице, их можно считать
эквивалентными. Учитывая это обстоятельство, необходимую для наших расчетов и общую для
методов [10], [13], [15] формулу переходной вероятности, можно вывести из теорем теории цепей
Маркова [34], используя логическую схему [35], [36] и аргументацию, представленную в ориги-
нальных работах [6], [37], [38].

Выберем в качестве прототипа цепи Маркова, обладающие свойством обратимости [34]. Це-
пи этого класса следуют принципу детального баланса [36], связывающему общим уравнением 
(инвариантное распределение состояний) и p – вероятность переходов между ними:

. Функциональное уравнение такого вида имеет много реше-
ний для заданного (целевого) распределения . Как было показано в работе [39], оптимальным
среди них является функция Метрополиса и др. (см. [6]) . В нашей
задаче, как и в работах [10], [13], [15], целевое распределение вероятностей можно выразить фор-
мулой , где Z – неизвестная нормировочная константа. Таким обра-
зом, для вычисления значений переходных вероятностей мы будем использовать выражение

в котором неизвестные константы сократились.
В целом кривую, изображающую зависимость конформационной энергии от амплитуды Q,

можно построить, разбив весь диапазон вариации Q на M смежных интервалов и сопоставив
каждому из них Qj – среднее арифметическое значений на концах соответствующего интервала.
Средние энергии в этом случае рассчитываются по формуле:

Здесь , i = 1, …, N, а  j = 1, …, M. Чтобы оценить входящие в эту формулу
величины , необходимо реализовать процедуру [15] уже в двумерном пространстве макро-
состояний {Eij,Qj}. Напомним, что состояние с амплитудой Qj может реализоваться для многих
сочетаний фазовых углов θ и ϕ.

Ядро алгоритма для расчета {g(i, j)} состоит из двух этапов, выполняемых последовательно в
цикле: реализация очередного макросостояния (Eij,Qj) в конфигурационном пространстве изу-
чаемой модели и модификация значения соответствующего элемента двумерного массива g(i, j).
Эти два этапа составляют один шаг вычислительной процедуры.

В начале первого этапа готовится пробная конформация молекулы: случайно выбранный
фрагмент сдвигается на случайный вектор и поворачивается на случайный угол (вместо поляр-
ного угла используется случайное значение его косинуса) вокруг своего геометрического центра
как твердое тело. “Случайные” величины, упомянутые здесь, имеют равномерное распределе-
ние и вычисляются с помощью алгоритма для генерации псевдослучайных чисел [40]. Амплитуда
перемещений (0.025 Å на каждую координату) и поворотов (1.3° на каждый угол Эйлера) за один
шаг процедуры постоянна в течение всего вычислительного эксперимента.

Далее рассчитывается потенциальная энергия молекулы E и определяется амплитуда склад-
чатости Q. Пробная конформация принимается в качестве реализации макросостояния s2 на
этом шаге вычислительной процедуры, если  или, в противном случае, если

. Здесь  – случайное число, равномерно распределенное в интервале
(0,1), а s1 – макросостояние на предыдущем шаге. Если эти условия не выполнены, а также в слу-
чаях, когда величины E и Q выходят за границы заданного диапазона или когда длины ковалент-
ных связей отклоняются от равновесных значений больше чем на 0.12 Å, а валентные углы –
больше чем на 12°, переход в новое макросостояние не осуществляется, но еще раз используется
s1. Амплитуда перемещений и поворотов молекулярных фрагментов за один шаг процедуры (см.
выше) подбирается заранее так, чтобы принималось около 35% пробных конформаций.

На втором этапе выполняется модификация элемента массива g(i, j), соответствующего мак-
росостоянию, реализованному на первом этапе этого шага вычислительной процедуры:

. Здесь  – логарифм модифицирующего фактора. Напомним, что перед нача-
лом расчетов массив g необходимо инициализировать, присвоив всем его элементам значение 0

π
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(как и в [10], мы считаем, что в этот момент статистические веса всех макросостояний одинаковы
и равны 1). Величина  определяется по формуле (см. [15]): , где  – по-
рядковый номер итерации. Для выбора конкретного значения параметра  в [15] не оставили ка-
кого-либо рецепта, ограничившись указанием, что его величина должна соответствовать слож-
ности задачи, а также количеству элементов массива g(i, j). В то же время еще одна неопределен-
ность, заключающаяся в том, как соотносятся “итерации” и “шаги” вычислительной процедуры
[15], дает стимул к разработке оптимальных алгоритмов. В этой ситуации большую помощь мо-
жет оказать информация об условиях, влияющих на сходимость процессов стохастической ап-
проксимации [41].

Учитывая случайный характер модификаций, вычислительная процедура должна работать
так, чтобы в среднем изменения g(i, j) происходили в правильном направлении. Для этого необ-
ходимо выполнить два условия [16], [41]. Во-первых, фактор случайности не должен быть на-

столько сильным, чтобы происходило накопление ошибок, следовательно, ряд  дол-
жен сходиться. Во-вторых, величина  не может уменьшаться слишком быстро, иначе элементы
массива g(i, j) перестанут существенно изменяться задолго до того, как они приблизятся к иско-

мым значениям (основной недостаток метода [10]). Таким образом, ряд  должен расхо-
диться. Нетрудно убедиться, что зависимость типа  (см. [13], [15]) вполне удо-
влетворяет этим условиям.

Несмотря на концептуальную простоту, практическое применение метода SAMC [15] для изу-
чения молекулярных моделей сопряжено с некоторыми неудобствами. Затруднения возникают
не только на этапе планирования общей стратегии проведения вычислительного эксперимента,
но и в конкретных ситуациях, из-за аномалий при заполнении массива g(i, j). Различные спосо-
бы решения этих проблем рассмотрены в статье [20].

В нашей работе параметр  равен 10. Диапазон конформационных энергий E (0–
100 ккал/моль) разбит на 200, а диапазон амплитуд Q (0–1.12 Å) – на 120 интервалов. Таким обра-
зом, 24 тысячи элементов массива g(i, j) хранят всю необходимую информацию об относитель-
ных значениях плотности состояний. В соответствии с рекомендациями [15], на каждой итера-
ции выполнялось 120 тысяч шагов вычислительной процедуры (см. выше). Здесь мы учли, что
наша модель молекулы циклогексена состоит из пяти фрагментов. Всего для расчета  было

выполнено 33 миллиона итераций, при этом  уменьшился от 1 до . На самом деле для
этой задачи достаточно 1 миллиона итераций, но мы решили убедиться в надежности результа-
тов. Поверхность, изображающая функцию g(E, Q) после завершения итераций, показана на
фиг. 1. На фиг. 2 представлена двумерная гистограмма, высота каждого столбца которой равна
количеству случаев, когда реализовывалось соответствующее ему макросостояние (Eij, Qj). Эти
данные собраны на последних 250 тысячах итераций. Хорошо видно, что гистограмма стала
практически плоской, за исключением отдельных пиков в областях, не оказывающих суще-
ственное влияние на результат.

Чтобы определить, как конформационная энергия E зависит от фазовых углов θ и ϕ, был про-
веден новый вычислительный эксперимент для расчета значений логарифма статистических ве-
сов в трехмерном пространстве макросостояний . В этот раз параметр  снова равен
10. Диапазон конформационных энергий E (0–100 ккал/моль) разбит на 200 интервалов, а диа-
пазоны фазовых углов θ (0°–180°) и ϕ (0°–360°) – на 36 и 72 интервала соответственно. Массив
g(i, j, k) состоит из 518400 элементов, поэтому на каждой итерации выполнялось 2592 тысяч шагов
вычислительной процедуры. Для расчета  было выполнено 6.7 миллиона итераций, при
этом  уменьшился от 1 до . Контроль сходимости осуществлялся путем построения и
визуального анализа 36 двумерных гистограмм, отображающих количество случаев, когда в слое

 реализовывалось макросостояние с Eijk и .

Карту средних значений амплитуды  в координатах θ и ϕ, необходимую для полного описа-
ния, также можно построить с помощью g(i, j, k), но для этого нужна дополнительная информа-
ция об амплитудах Qijk. Такие данные были получены нами на последних 50 тысячах итераций
простым усреднением величин  у конформеров, соответствующих конкретному макросостоя-
нию .
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Фиг. 1. Зависимость логарифма плотности состояний g от конформационной энергии E и амплитуды складча-
тости Q.
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Фиг. 2. H – количество реализаций макросостояний с энергией E и амплитудой складчатости Q на заключи-
тельных итерациях.
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2. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
В результате экспериментальных исследований циклогексена [42–45] установлено, что наи-

более стабильный его конформер – полукресло, перекрученная форма, обладающая симметрией
C2 (фиг. 3). Благодаря тепловым флуктуациям молекула способна осуществить инверсию шести-
членного кольца, временно трансформировавшись в энергетически невыгодную конфигурацию
типа ванны (симметрия CS). Активационная энтальпия этого процесса (энергетический барьер
инверсии) занимает диапазон 5.3–10.3 ккал/моль по экспериментальным данным [42], [46] или
5.2–6.28 ккал/моль согласно квантово-химическим расчетам [47–49]. Помимо этого, переход в
еще одну неустойчивую форму (симметрия C2V) с плоским шестичленным кольцом требует по
разным оценкам 10.4 [47] –13.4 [46] ккал/моль.

В рамках формализма Кремера-Попла [27–29] инверсионная пара стабильных конформеров
циклогексена (форма C2) может быть отображена на гиперповерхности потенциальной энергии
парой точек с координатами θ = 52.7°, ϕ = 210°, Q = 0.4574 Å и θ = 127.3°, ϕ = 30°, Q = 0.4574 Å, а
соответствующая пара переходных структур (CS-ванны) точками θ = 90°, ϕ = 300°, Q = 0.634 Å и
θ = 90°, ϕ = 120°, Q = 0.634 Å (см. [31]). Форму C2V с плоским шестичленным кольцом в этой си-
стеме представляет точка в начале координат.

На фиг. 4 показаны кривые, изображающие зависимость рассчитанной нами средней потен-
циальной энергии  молекулы циклогексена от амплитуды складчатости Q при разных темпера-
турах. Как видно на этом рисунке, переход к форме C2V с плоским шестичленным кольцом
(Q = 0 Å) увеличивает среднюю потенциальную энергию этой молекулы на 9.58–7.82 ккал/моль
(8.72 ккал/моль при  К). Снижение барьера перехода к плоской форме при повышении
температуры указывает на то, что в этих условиях тепловые флуктуации длин ковалентных свя-
зей и углов между ними дают больше возможностей избежать стерических напряжений. Для не-
плоских структур (  Å) влияние температуры выражено слабее. Излом линий при Q =
= 0.76 Å говорит о резком изменении характера деформаций молекулы для очень больших зна-
чений конформационной энергии. Ясно, что исследование этой особенности выходит за рамки
данной работы, поскольку требует использования силовых полей, адекватно воспроизводящих
поведение химических связей при высоких температурах.

Согласно нашим оценкам, распределения значений амплитуды Q имеют форму гауссовой
кривой во всем диапазоне рассмотренных температур (фиг. 5). Таким образом, можно предполо-
жить, что основное состояние конфигурационного ансамбля молекул циклогексена реализуется
стереоизомерами типа полукресло (симметрия C2), у которых амплитуда Q равна 0.485 ± 0.006 Å,
а переход в плоскую форму C2V – очень редкое событие.

Барьер инверсии форм C2 молекулы циклогексена можно оценить по карте потенциальной
энергии при температуре 300 K (фиг. 6), рассчитанной нами в зависимости от θ и ϕ. Координаты
двух минимумов и двух седловых участков на этой карте с высокой точностью соответствуют по-
зициям конформеров C2 и переходных форм CS на “конформационном глобусе” циклогексена
(см. [31, фиг. 3.19]), а среднее значение высоты перевалов на пути между минимумами (энергия
активации процесса инверсии при температуре 300 K) равно 7.35 ккал/моль. С понижением тем-

E

= 300T

> 0.35Q

Фиг. 3. Стереоизомеры циклогексена: (a) – перекрученная форма (полукресло, симметрия C2), (б) – конфигу-
рация типа ванны (симметрия CS).

(a) (б)
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Фиг. 4. Зависимость средней потенциальной энергии E молекулы циклогексена от амплитуды складчатости Q
при трех значениях абсолютной температуры.
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Фиг. 5. Распределение амплитуд складчатости Q для трех значений абсолютной температуры.
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пературы высота энергетического барьера растет, а при повышении, наоборот, снижается. Так,
при 100 K она достигает 7.51 ккал/моль, а при 500 K – опускается до 7.2 ккал/моль.

Зависимость средней амплитуды складчатости Q молекулы циклогексена от фазовых углов θ
и ϕ при температуре 300 K показана на фиг. 7. Хорошо видно, что максимумы с Q = 0.51 Å распо-
ложены в центрах двух областей этой карты (θ = 90°, ϕ = 120° и θ = 90°, ϕ = 300°), занимаемых
переходными структурами типа ванны (симметрия CS). В зонах стабильных конформеров (полу-
кресло, симметрия C2, центры зон имеют координаты θ = 53°, ϕ = 210° и θ = 127°, ϕ = 30°) ампли-
туда Q близка к своему равновесному значению 0.485 Å. Следует отметить, что при увеличении
температуры от 100 до 500 K характер рельефа карты, изображенной на фиг. 7, практически не
меняется, демонстрируя лишь небольшой (0.05 Å) общий рост уровня средних значений Q.

Фиг. 6. Потенциальная энергия E молекулы циклогексена как функция фазовых углов псевдовращения ϕ и θ.
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Фиг. 7. Средняя амплитуда складчатости Q молекулы циклогексена как функция фазовых углов псевдовраще-
ния ϕ и θ.
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ТЕПЛУХИН

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Метод SAMC [15], удачно сочетающий простоту алгоритма Ванга-Ландау [10], [11] и точность

процедур стохастической аппроксимации [17], [41], имеет высокий потенциал для решения ши-
рокого спектра задач конформационного анализа и параметризации силовых полей, используе-
мых в молекулярном моделировании.
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Исследование ограничено двумерными возмущениями границы раздела сред. Использова-
лась вычислительная технология, основанная на явном выделении границы раздела в виде
одной из линий регулярной сетки. Предложен способ визуализации спонтанных возмущений
на ранней стадии, когда их еще нельзя увидеть на профиле границы раздела. Показано, что
ошибка округления компьютера играет незначительную роль в их формировании. Для позд-
ней стадии развития возмущений предложен способ получения профиля локальной ампли-
туды колебаний вдоль границы раздела. Изучены особенности спонтанного возмущения на
разных стадиях его развития. Показано, что спонтанное возмущение имеет тенденцию к се-
точной сходимости по крайней мере до начала процесса формирования квазистационарной
безударной волны горения. Показано, что при формировании квазистационарной волны и ее
последующем движении возникает дополнительное спонтанное возмущение. Изучено взаи-
модействие с квазистационарной волной горения задаваемого синусоидального возмущения
c начальной амплитудой до 0.1 от длины волны. Показано, что неустойчивость Кельвина–
Гельмгольца является основным механизмом развития неустойчивости на нелинейной ста-
дии. Волна горения не разрушается. Получены профили амплитуды колебаний задаваемого
возмущения, из которых можно выделить универсальную часть, не зависящую от времени.
Библ. 41. Фиг. 12.

Ключевые слова: численное моделирование, управляемый термоядерный синтез, волна горе-
ния, неустойчивость Рихтмайера–Мешкова, неустойчивость Кельвина–Гельмгольца.
DOI: 10.31857/S0044466923040099, EDN: IPFYTI

ВВЕДЕНИЕ
Неустойчивость границы раздела сред применительно к задачам инерциального термоядер-

ного синтеза исследовалась во многих работах (см. [1–6]). Обзор численных методов, применя-
емых для моделирования таких неустойчивостей, приведен в [7].

В настоящей работе рассматривается мишень в виде цилиндра с термоядерным горючим,
окруженного тяжелой оболочкой. Как впервые было показано в [8], при наличии небольшого
участка с достаточно высокой температурой в такой мишени возникает близкая к стационарной
незатухающая детонационная волна вдоль оси цилиндра. В [9–11] аналогичная задача рассмат-
ривалась применительно к торцевому зажиганию предварительно сжатой мишени пучком тяже-
лых ионов в соответствии с концепцией быстрого зажигания, которому предшествует сравни-
тельно медленная стадия сжатия (см. [12], [13]).

Та же задача, но с другим зажигающим драйвером рассматривалась в нашей работе [14]. Вме-
сто пучка тяжелых ионов был выбран пучок протонов с примерно в 10 раз меньшей глубиной
прогрева горючего. Было обнаружено, что при зажигании мишени вначале образуется нестаци-
онарная детонационная волна с растущей по времени амплитудой. Превращение такой волны в
близкую к стационарной сопровождается изменением механизма ее распространения. Вместо
детонационной волны с ударно-волновым механизмом распространения возникает волна горе-
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ния, основным механизмом распространения которой является нелокальный нагрев -частица-
ми, возникающими в реакции синтеза ядер дейтерия и трития. Далее будем называть такую вол-
ну горения безударной. В отличие от волны медленного горения (см. [15]), механизмом распро-
странения которой является обычная теплопроводность, рассматриваемая в нашей работе волна
является быстрой (т.е. распространяется со скоростью порядка скорости детонационной вол-
ны). Возможность существования таких волн и некоторые приближенные формулы, основан-
ные на анализе энергетического баланса, обсуждаются в [16] и цитируемых там работах.

Давление и скорость в волне имеют примерно линейный профиль по пространственной пе-
ременной. Изучение профилей вдоль оси симметрии показало, что их наклоны с хорошей точ-
ностью удовлетворяют известной зависимости, которая следует из одномерных уравнений гид-
родинамики. Наклон профиля давления с хорошей точностью описывается простой зависимо-
стью от начальной плотности, скорости волны и производной по времени от удельной
внутренней энергии вблизи начала волны. Максимальные значения давления и скорости в волне
с хорошей точностью удовлетворяют условию Чепмена–Жуге и известным формулам для силь-
ных детонационных волн (см. [15]). Изучался также генерируемый высокочастотным излучени-
ем радиационный предвестник волны, имеющий сравнительно низкую температуру, которая
медленно растет со временем.

В [17] рассматривалась задача с условием симметрии на некоторой плоскости, перпендику-
лярной оси цилиндра, что соответствует столкновению на этой плоскости двух одинаковых волн
горения. Для выбранного небольшого размера мишени детонационная волна не успевает пре-
вратиться в безударную.

Применительно к очень малым возмущениям, которые остаются малыми для рассматривае-
мого интервала времени, изучена роль двух возможных механизмов развития неустойчивости
границы раздела: ее импульсного ускорения детонационной волной (неустойчивость Рихтмайе-
ра–Мешкова) и высокоскоростного скольжения горючего вдоль границы раздела (неустойчи-
вость Кельвина–Гельмгольца). Использовались известные формулы для скорости роста ампли-
туды малых синусоидальных возмущений плоской границы (см. [18], [19]), коэффициенты кото-
рых полагались зависящими от времени и брались из расчета рассматриваемой задачи. Как
оказалось, для выбранного размера мишени основную роль играет неустойчивость Рихтмайера–
Мешкова, так как в волне разрежения, примыкающей к волне горения, касательная к границе
раздела скорость горючего быстро уменьшается по мере удаления от волны. Следует отметить,
что по мере движения волны влияние этого эффекта на неустойчивость границы вблизи волны
уменьшается, так как уменьшение касательной составляющей скорости в волне разрежения за-
медляется.

В [17] проанализирована также эволюция небольшого локального возмущения границы раз-
дела, возникающего при формировании детонационной волны. Для определения амплитуды
возмущения использовалась некоторая обработка расчетного профиля границы раздела. Для вы-
бранного размера мишени оказалось, что скорость роста амплитуды возмущения до отражения
детонационной волны определяется неустойчивостью Рихтмайера–Мешкова, а значительное
увеличение скорости роста амплитуды после отражения вызвано неустойчивостью Кельвина–
Гельмгольца.

В настоящей работе неустойчивость границы раздела исследуется прямым численным моде-
лированием задачи из работы [14], включая стадию образования и распространения безударной
волны. Исследование ограничено двумерными возмущениями границы. Рассматривается эво-
люция как задаваемых начальных возмущений, так и спонтанных возмущений, которые само-
произвольно возникают при расчете неустойчивых течений (см., например, [20], где спонтанные
возмущения используются для анализа неустойчивости детонационной волны). Важный вопрос
об устойчивости волны горения выходит за рамки настоящей работы.

Приводятся также результаты расчетов тестовой задачи, которая получена упрощением ис-
ходной задачи и позволяет, в частности, тестировать “гидродинамическую” часть численного
метода на известных формулах скорости роста малых возмущений для тех разностных сеток, ко-
торые применяются для расчета исходной задачи.

Используется подвижная регулярная сетка, одна из линий которой является границей разде-
ла. Такая вычислительная технология не позволяет моделировать турбулентное перемешивание
веществ на поздней стадии развития неустойчивости. Тем не менее изучение неустойчивости на
ее ранней стадии может давать результаты, применимые и к стадии турбулентного перемешива-
ния. В качестве примера приведем формулу для изменения скорости роста амплитуды немалого
(отношение начальной амплитуды к длине волны возмущения лежит примерно между 0.5 и 1)

α
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возмущения при повторном импульсном ускорении границы раздела (см. [21], [22]), получен-
ную по результатам расчета двумерных возмущений с явным выделением границы раздела в виде
линии сетки, которая неплохо описывает изменение скорости роста ширины зоны турбулентно-
го перемешивания сразу после повторного ударного сжатия (см. [23]).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Расчетная область в начальный момент времени в цилиндрических координатах  показа-
на на фиг. 1. Горючее имеет форму цилиндра радиусом  = 64 мкм ( , ), а оболочка яв-
ляется цилиндрическим слоем размером  = 60 мкм ( , ). Перед цилиндром
располагается дополнительная область в виде усеченного конуса, предназначенная для расчета
горючего, вылетающего из мишени. Первоначально эта область заполнена DT-газом небольшой
плотности и атмосферного давления.

В качестве зажигающего драйвера рассматривается моноэнергетический пучок протонов с
энергией 1 МэВ. Интенсивность  пучка не зависит от  при  и равна нулю при .
Функция  определяется двумя параметрами: максимальной интенсивностью 
× 1019 Вт/см2 и временем действия пучка  пс, определяющим, в свою очередь, начальный
интервал времени , в течение которого  увеличивается от 0 до .

На фиг. 1 указаны также типы условий на разных границах. На внешних границах дополни-
тельной области (за исключением оси симметрии) ставятся мягкие условия (равенства нулю
пространственных производных от неизвестных функций). Мягкие условия ставятся также на
прямолинейной границе AB, совпадающей первоначально с торцевой поверхностью оболочки.
Внешняя боковая граница оболочки является свободной границей с давлением 1 атм.

В дополнительной области не учитывается собственное излучение плазмы, а также нагрев
пучком протонов DT-газа, имеющего плотность меньше некоторой заданной величины.

Границы AB и BC лежат на неподвижной прямой линии, но точки A и B могут двигаться вдоль
этой линии в соответствии с движением боковой границы оболочки и границы раздела между го-
рючим и оболочкой.

Математическая модель основана на уравнениях одножидкостной двухтемпературной гидро-
динамики, которые применительно к горючему имеют вид

(1)

( , )z r
R ≥ 0z ≤r R

ΔR ≥ 0z ≤ ≤ + ΔR r R R

bJ r ≤r R >r R
b( )J t ×0 = 4.5J

Δ =pr 16t
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u q

Фиг. 1. Начальная конфигурация мишени и расчетной области в цилиндрических координатах ; Soft – гра-
ница с мягкими условиями, Free – свободная граница.
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(2)

где  – лагранжева производная по времени;  – плотность;  – ско-
рость;  и  – электронное и ионное давления, из которых складывается полное давление

;  и  – внутренняя энергия электронов и ионов;  и  – тепловые потоки электро-
нов и ионов;  определяет обмен энергией между электронами и ионами. Последние члены в
уравнениях (1) и (2) определяют нагрев электронов и ионов пучком протонов (  и ) и -ча-
стицами (  и ), а также обмен энергией между электронами и излучением ( ).

При описании DT-смеси мы опускаем стадию ударной ионизации (см. [24]) атомов смеси
протонами зажигающего пучка, полагая степень ионизации смеси равной единице.

Для DT-смеси используются уравнения состояния электронной и ионной компонент, полу-
ченные из широкодиапазонного полуэмпирического однотемпературного ( ) уравне-
ния состояния водорода , , основанного на модели [25]. Такое уравнение
состояния удовлетворительно описывает сильно сжатый водород как при низких, так и при вы-
соких температурах. Однотемпературное уравнение состояния для DT-смеси берется в виде

где  – атомный вес смеси. Двухтемпературные уравнения состояния смеси определяются
формулами

(3)

(4)

где  – степень ионизации. Для холодной смеси с  получаем

а для высокотемпературной плазмы, когда  и  являются уравнениями состояния со-
вершенного однотемпературного газа при  и , формулы (3), (4) дают двухтемпера-
турные уравнения состояния совершенного газа с заданной степенью ионизации.

Ранее мы провели контрольные расчеты одномерной задачи с двухтемпературными уравне-
ниями состояния (3), (4) и с некоторыми разумными формулами для уравнения состояния элек-
тронной компоненты (см. [26]). Разница в результатах была несущественная.

Оболочка описывается теми же уравнениями, но без правых частей уравнений (1) и (2). Как и
в работах [9–11], в качестве материала оболочки выбрано золото. Уравнения состояния получе-
ны по формулам (3), (4) из однотемпературных уравнений состояния по модели Томаса–Ферми
с квантовыми и обменными поправками (см. [27], [28]), которая позволяет определять и степень
ионизации. Так как модель Томаса–Ферми не может правильно описать сильно сжатое холод-
ное вещество, начальные значения давления и плотности оболочки вычисляются по уравнению
состояния [29] (см. ниже), а начальное значение температуры определяется из уравнения состо-
яния Томаса–Ферми.

Перенос излучения описывается многогрупповым по частоте  и диффузионным по телесно-
му углу приближением стационарного уравнения переноса. Многогрупповое приближение
строится делением интервала  на  групп , , , .

По сравнению с работой [14] изменена модель переноса -частиц. Вместо стационарного ки-
нетического уравнения в приближении Фоккера–Планка используется его диффузионное при-
ближение из [30], что позволило значительно уменьшить объем вычислений. Чтобы получить
решение с временем выхода на квазистационарный режим, близким к работе [14], была несколь-
ко уменьшена интенсивность  зажигающего пучка протонов.

Заметим, что в силу условия Чепмена–Жуге возмущения из области зажигания не могут до-
гнать квазистационарную волну горения, и поэтому параметр , как и время действия зажигаю-
щего пучка , влияют только на сам факт зажигания и на время появления квазистационарной
волны. Параметры квазистационарной волны зависят только от начальной плотности горючего,
радиуса цилиндра, толщины и материала оболочки.
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Горючее полагается предварительно сжатым изоэнтропически из состояния при температуре
4 К, давлении 0.1 МПа и плотности  г/см3 до плотности , что дает давление

 ТПа. Оболочка также предполагается предварительно сжатой изоэнтропически (ис-
пользовалось уравнение состояния золота из [29]) до давления , что дает плотность сжатой
оболочки примерно 300 г/см3.

Более подробное описание постановки задачи приведено в [14].
Для уравнений гидродинамики используется двухэтапная схема типа [31], [32]. На лагранже-

вом этапе используется схема второго порядка точности [33]. На этапе пересчета искомых функ-
ций на эйлерову сетку используется схема третьего порядка точности [34].

Для уравнений диффузии и теплопроводности используется схема второго порядка точности
по пространственным переменным на 9-точечном шаблоне из [35]. Система линейных уравне-
ний решается прямым методом разложения на треугольные множители для ленточной матрицы
(см. [36]).

Методика расчета движения сеточных узлов, расположенных на границе раздела сред и сво-
бодной границе, взята из книги [37]. На одном шаге по времени узлы границы вначале движутся
в соответствии с полем скорости. Затем вычисляются крайние узлы как точки пересечения гра-
ницы и прямых линий на фиг. 1. На последнем этапе граница аппроксимируется дугами окруж-
ностей, проходящими через узлы, после чего находятся новые положения узлов, равномерно
расставленных по длине границы.

Для построения регулярных криволинейных сеток с заданными граничными узлами исполь-
зуется метод [38], основанный на методе [39]. В настоящей работе метод [38] модифицирован в
соответствии с работой [40]. Так как внутренние узлы начальной сетки для метода [38] берутся
из предыдущего временнóго слоя, начальная сетка может оказаться невыпуклой (т.е. состоящей
не только из выпуклых четырехугольников), что снижает возможность метода [38] генерировать
выпуклые сетки. Указанная выше модификация позволила повысить надежность метода для не-
выпуклых начальных сеток.

Параметры разностной сетки, если это не оговорено особо, следующие. Шаг начальной сетки
в основной расчетной области вдоль оси   мкм, число узлов сетки вдоль оси  
в горючем и 45 в оболочке. Проводились расчеты и на более подробных сетках с  мкм
и .

2. ТЕСТОВАЯ ЗАДАЧА
Имеются два плоских слоя: один из DT-смеси, другой из золота, которые касаются друг друга,

как показано на фиг. 2. Рассматривается плоское течение, зависящее от двух пространственных
переменных , которое описывается уравнениями бездиссипативной однотемпературной
гидродинамики. В начальный момент искомые функции постоянны в каждом слое. Термодина-
мические функции в слое золота совпадают с начальными данными основной задачи, а в слое
DT-смеси примерно соответствуют значениям в безударной волне основной задачи, 
= 600 ППа, . Слой золота неподвижен, а слой DT-смеси имеет скорость  вдоль оси  и
скорость  вдоль оси . Скорость  задает разрыв касательной составляющей скорости на кон-
тактной поверхности, а скорость  км/c равна скорости за фронтом ударной волны из ре-
шения задачи о распаде разрыва для неподвижного слоя DT-смеси плотностью . Эта задача
определяет также значение . При таком выборе  и  решение задачи о распаде разрыва
для подвижного слоя DT-смеси содержит только ударную волну в слое золота, а значения иско-
мых функций в слое DT-смеси не меняются.

Рассмотрим начальное синусоидальное возмущение границы раздела

где  – амплитуда возмущения,  – длина волны. Возмущение предполагается малым
( ). Зависимость амплитуды возмущения  определяется формулой

(5)

ρ ≈ 0.22a ρ = ρ0 500 a
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при  (неустойчивость Рихтмайера–Мешкова [18]), и формулой

(6)

при  (неустойчивость Кельвина–Гельмгольца [19]). Здесь  – плотность DT-смеси,
‒ плотность золота после прохождения ударной волны (в соответствии с рекомендацией

работы [41]).

Для произвольных значений  и  возьмем формулу

(7)

для которой , а производная  равна сумме производных от формул (5) и (6).
Фигура 3 демонстрирует возможность моделирования нелинейной стадии неустойчивости

Кельвина–Гельмгольца ( ) c характерными наклонными гребнями (см., например, [19]).
На фиг. 4 показаны некоторые результаты расчета тестовой задачи в сравнении с формулой (7).

Так как в расчете имеется небольшой начальный интервал времени, в течение которого форми-
руется ударная волна, формула (7) показана с небольшим сдвигом по времени. В случае неустой-
чивости Рихтмайера–Мешкова ( , фиг. 4a) расчет дает качественно верную зависимость
скорости роста амплитуды от времени – вначале линейный рост, а затем его постепенное умень-
шение (см., например, [1]). Расчеты на разных сетках по  имеют тенденцию к сходимости: рас-
чет с 32 разностными интервалами в одной волне отличается от расчета с 64 интервалами замет-
но меньше, чем от расчета с 16 интервалами. Удвоение числа узлов сетки поперек границы раз-
дела не влияло заметно на скорость роста амплитуды.
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На фиг. 4б приведен результат расчета для скорости скольжения  км/с, примерно
равной скорости скольжения в безударной волне основной задачи. Видно, что при той же на-
чальной амплитуде точность воспроизведения формулы (7) намного выше. При увеличении на-
чальной амплитуды точность воспроизведения формулы (7) уменьшается, что, скорее всего, свя-
зано с уменьшением точности самой формулы (7) относительно решения уравнений гидродина-
мики.

В заключение этого раздела приведем результаты расчета локального начального возмущения
в виде равнобедренного треугольника, основание которого назовем длиной волны , а высоту –
амплитудой возмущения , . На фиг. 5а для случая неустойчивости Рихтмайера–
Мешкова ( ) приведены профили границы раздела в три момента времени. Точки излома
начального возмущения немного размазаны, но возмущение в целом остается почти прямоли-
нейным.

При наличии скольжения (  км/с, фиг. 5б) возмущение разрушается на более корот-
коволновые возмущения разной амплитуды и характерными для неустойчивости Кельвина–
Гельмгольца наклонными гребнями. Скорость роста максимальной амплитуды (разница между
максимальным и минимальным значениями ), как и в случае синусоидальных возмущений, за-
метно выше, чем в случае .

3. СПОНТАННЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ
Спонтанные возмущения границы раздела возникают сразу, когда она начинает двигаться

под действием растущего давления горючего, нагреваемого пучком протонов. На фиг. 6 приве-
ден фрагмент границы раздела в момент прекращения действия пучка  нс. Граница за-
метно сдвинулась относительно начального положения  мм. Профиль границы имеет
вид почти прямой линии, на котором возмущений не видно. Чтобы увидеть их, на фиг. 6 показан
профиль по координате  производной , где  – длина профиля (отсчитываемая от точки B
на фиг. 1) в сторону возрастания , профиль границы раздела предполагается заданным в пара-
метрическом виде , .

Чтобы оценить роль ошибки округления компьютера (которая определяется количеством
двоичных разрядов для хранения мантиссы числа) в формировании спонтанных возмущений,
расчет проводился как для обычного формата чисел типа double на языке C, так и для расширен-
ного формата “long double” с увеличенной на 11 разрядов мантиссой (т.е. с ошибкой округления,
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Фиг. 4. Относительная амплитуда возмущения от времени: сплошные линии – расчет, цифры указывают число
разностных интервалов в одной волне фиксированной длины ; штриховые линии – формула (8) с небольшим
сдвигом по времени; начальная амплитуда ,  (а) и 400 км/с (б).
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уменьшенной в  раз). Видно, что погрешность округления не играет заметной роли.
Амплитуда спонтанных возмущений, как и расположение трех очагов возмущений, изменились
незначительно.

При формировании детонационной волны (  нс) возникает локальное возмущение,
которое анализировалось нами в работе [17] применительно к задаче с отражением детонацион-
ной волны от плоскости симметрии. В настоящей работе мы ограничимся демонстрацией этого
возмущения на фиг. 7 через достаточно большой временной интервал после его возникновения.
Профили локального возмущения похожи на профили треугольного локального возмущения
для тестовой задачи на фиг. 5.

≈112 2000

≈ 0.03t

Фиг. 5. Граница раздела для начального локального треугольного возмущения, начальная относительная ам-
плитуда , при  (1), 0.04 (2) и 0.05 нс (3);  (а) и 400 км/с (б).
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Фиг. 6. Фрагмент границы раздела (1) и взятая с обратным знаком производная от координаты  по длине гра-
ницы  (2) при  нс; точки – расчет для чисел типа “double”, сплошная линия – для чисел типа “long
double” с уменьшенной примерно в 2000 раз ошибкой округления.
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На фиг. 8 показана граница раздела при  нс. Превращение нестационарной детонаци-
онной волны в квазистационарную безударную волну еще не завершилось (безударная волна
присутствует в качестве предвестника детонационной волны, подробнее см. [14]). Профиль гра-
ницы раздела  имеет волнообразный характер вплоть до  мм (точка с максимальным
давлением, которую естественно рассматривать в качестве положения волны горения, находится
заметно правее  мм). На фиг. 8а показан фрагмент границы раздела с волнообразным
профилем при  мм, что достаточно далеко от локального возмущения на фиг. 7.

Отсутствие характерных для неустойчивости Кельвина–Гельмгольца наклонных гребней
объясняется достаточно быстрым падением скорости горючего за волной горения: в данном слу-
чае скорость горючего обращается в нуль при  мм (см., также, [17]).

Профиль  на фиг. 8а для сетки с  мкм (сплошная линия) имеет любопытную
структуру. Стрелками показаны четыре точки, где профиль имеет локальные максимумы, в про-
межутках между которыми имеются небольшие области, где локальная амплитуда возмущения
близка к нулю, что можно трактовать как пропуск одной волны. Для наглядности этот профиль
был обработан так, чтобы получить локальную амплитуду . Точки локального экстремума
профиля  соединялись прямыми, что давало две ломаные линии: одну, построенную по точ-
кам максимума, и другую, построенную по точкам минимума. Амплитуда  определяется как
расстояние между ломаными по оси  в точке .

На фиг. 8б приведены функции , полученные обработкой профилей на фиг. 8а для двух
сеток с  (сплошная линия) и 0.25 мкм (штриховая линия). Для сетки с  мкм
видны четыре максимума и три минимума между ними, которые упоминались выше в связи с
фиг. 8а. Укажем на близость максимальных значений  и расстояний между ними для разных
сеток в левой части приведенного фрагмента.

Выполнить расчет для больших значений  на сетке с шагом  мкм не удается из-за
уменьшения шага по времени, вызванного искривлением сетки в окрестности локального воз-
мущения. Приводимые ниже результаты получены на сетке с  мкм.

Рассмотрим процесс превращения нестационарной волны горения, имеющей вид детонаци-
онной волны с безударным предвестником, в квазистационарную безударную волну (см. [14]).
На фиг. 9 показаны зависимости от времени максимального давления вдоль оси симметрии

 и вдоль границы раздела . Так как оба максимума расположены внутри волны горения,
эти функции можно рассматривать как давления в волне горения.
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Фиг. 7. Фрагменты границы раздела при  (1) и 0.14 нс (2), содержащие ярко выраженное локальное воз-
мущение (отмечены стрелками), сдвигающееся налево в волне разрежения, которая примыкает к волне горе-
ния.
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Функции  и  вначале растут, что указывает на нестационарность волны горения, а
при  нс начинается переход обеих функций к примерно постоянным значениям, соответ-
ствующим квазистационарной волне горения.

Укажем на колебательный характер функции  при  нс, что скорее всего связано с
неустойчивостью стационарной волны Чепмена–Жуге (см., например, [20]). Как показано в
[14], в квазистационарной безударной волне с хорошей точностью выполняется условие Чепме-
на–Жуге.

( )axp t ( )bp t
≈ 0.1t

( )bp t * 0.1t

Фиг. 8. Фрагмент профилей границы раздела (стрелками показаны максимумы амплитуды) (а) и амплитуда
возмущений  (б), полученная в результате обработки профилей при  нс, шаг сетки 
(сплошная линия) и 0.25 мкм (штриховая линия).
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Фиг. 9. Превращение нестационарной волны горения в квазистационарную: максимальное давление вдоль оси
симметрии (1) и вдоль границы раздела (2) от времени.
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Естественно предположить, что неустойчивость волны горения является источником допол-
нительных спонтанных возмущений границы раздела вблизи волны горения. Чтобы увидеть эти
возмущения, надо использовать профиль производной от координаты  по длине границы раз-
дела, как и в случае начальной стадии движения границы раздела (см. фиг. 6).

На фиг. 10 показаны соответствующие профили вблизи волны горения, координату которой
 определим как -координату точки с максимальным давлением на границе раздела. Один про-

филь при  нс, когда неустойчивость волны горения еще не проявляется в виде колеба-
тельного режима функции , и другой профиль при  нс, когда колебательный режим
функции  имеет место уже на достаточно большом интервале времени. Видно, что при

 нс спонтанных возмущений вблизи волны горения нет, а при  нс спонтанные
возмущения присутствуют.

На фиг. 11 показан результат описанной выше обработки профиля  при  нс. Ин-
тервал , где располагается локальное возмущение большой амплитуды (см. фиг. 7), ис-
ключен из обработки. При  колебания настолько малы, что локальные экстремумы
функции  не определяются (тем не менее эти колебания можно увидеть на профиле ,
см. фиг. 10).

На фиг. 11 показаны как амплитуда  (нижняя линия), так и длина волны  (верхняя ли-
ния), под которой понимается расстояние между соседними локальными максимумами профи-
ля . При замене локальных максимумов на локальные минимумы функция  меняется не-
значительно.

На фоне чередующихся максимумов и минимумов функции  выделяются два достаточно
больших интервала, не имеющих минимумов . На фиг. 11 эти интервалы отмечены стрелка-
ми и цифрами. Если отбросить пики профиля , то длина волны в области между двумя ин-
тервалами заметно меньше, чем в области левее интервала 1. Укажем также на наличие областей,
где локальные экстремумы амплитуды, отмеченные на фиг. 11 точками, располагаются на при-
мерно одинаковом расстоянии друг от друга.

4. ЗАДАВАЕМЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ
Ограничимся рассмотрением взаимодействия задаваемых возмущений границы раздела с

квазистационарной волной горения, которая состоит из головной части с линейным профилем
давления и скорости (см. [14]), и основной части, включающей в себя точку с максимальным

r
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Фиг. 10. Производная от координаты  по длине границы раздела  вблизи волны горения (координата )
при  (штриховая линия) и 0.15 нс (сплошная линия, точками указаны значения в узлах сетки).
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давлением вдоль границы раздела. В головную часть спонтанные возмущения не проникают из-
за условия Чепмена–Жуге, а в основной части они слишком малы (их можно увидеть только на
профиле , см. фиг. 10), чтобы повлиять на развитие задаваемых возмущений.

Начальное возмущение задавалось перед уже сформировавшейся квазистационарной волной
при  нс, начиная с точки  мм, расположенной на небольшом расстоянии от голов-
ной части волны в области радиационного предвестника, где все функции, включая -коорди-
нату границы раздела, незначительно отличаются от своих значений при . Для всех узлов 
вдоль границы раздела, начиная с ближайшего к , -координата мгновенно изменяется на ве-
личину , где  – амплитуда,  – длина волны начального возмущения.

Длина волны выбирается равной 8 мкм, что для сетки с начальным шагом  мкм дает
 разностных интервала на длине волны, как и в расчетах для тестовой задачи из разд. 2.

Если учесть, что шаг сетки вдоль длины границы раздела при  нс несколько больше , по-
лучается немного меньшее значение .

Результаты расчета при  нс представлены на фиг. 12 для двух значений начальной от-
носительной амплитуды . На фиг. 12а для  показаны профиль  границы раз-
дела и поле давления в горючем. Упоминавшиеся выше области течения показаны стрелками и
цифрами: головная часть волны горения (область 1) при  мм (правая граница об-
ласти располагается правее показанного фрагмента течения), основная часть волны горения при

 мм (область 2) и волна разрежения при  мм (область 3).

Точка начала колебаний сместилась вправо относительно исходного значения , что связано
с движением горючего по направлению движения волны горения в самой волне и сразу за ней в
волне разрежения. В головной части волны горения амплитуда возмущения практически не рас-
тет. Ее рост начинается в основной части волны горения, где скорость скольжения максимальна.
Наличие характерных наклонных гребней указывает на неустойчивость Кельвина–Гельмгольца
как на основной механизм развития неустойчивости на нелинейной стадии.

На фиг. 12б показан результат описанной выше обработки профилей  для  и 0.1.
Для  амплитуда возмущения заметно больше, чем для 0.01, и начинает расти уже в го-
ловной части волны, где появляются характерные наклонные гребни неустойчивости Кельви-
на–Гельмгольца.
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Фиг. 11. Длина волны  (вверху) и амплитуда  (внизу) при  нс; стрелками отмечены два похожих
друг на друга участка без минимума амплитуды при  (1) и 0.35 мм (2); точками отмечены локальные экс-
тремумы амплитуды, расположенные на примерно одинаковом расстоянии друг от друга.
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Введем в рассмотрение две -координаты характерных точек на границе раздела: рассмотрен-
ную ранее координату  точки с максимальным давлением, которую можно выбрать в качестве
координаты волны горения, и координату , в которой заканчивается головная часть волны.
Так как волна горения близка к стационарной, разность  можно полагать не зависящей от
времени.

Естественно предположить, что спонтанные возмущения не проникают в область 
из-за условия Чепмена–Жуге. Если предположить также, что спонтанные возмущения вдоль
волны горения (см. [20]) не меняют ее структуру и квазистационарный режим движения, то при-
веденные на фиг. 12б функции  на интервале  можно считать универсальными, т.е.
функция  не зависит от  на интервале . При необходимости можно при-
ближенно вычислить скорость волны и получить универсальную функцию амплитуды возмуще-
ния от относительного времени , где  – момент прохождения правой границы головной
части волны через .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование ограничено двумерными возмущениями границы раздела сред. Использова-
лась вычислительная технология, основанная на явном выделении границы раздела в виде од-
ной из линий регулярной сетки. Для построения регулярных сеток в областях с криволинейными
границами используется барьерный метод, надежно генерирующий сетки из выпуклых четырех-
угольников. Демонстрируется возможность применения технологии для расчета нелинейной
стадии развития неустойчивости с отношением амплитуды возмущения к длине волны больше
единицы. Возможность моделирования неустойчивости Рихтмайера–Мешкова и Кельвина–
Гельмгольца тестируется на упрощенной задаче с однородным вдоль границы раздела возмуще-
нием.

Предложен способ визуализации спонтанных возмущений на ранней стадии, когда их еще
нельзя увидеть на профиле границы раздела. Показано, что ошибка округления компьютера иг-
рает незначительную роль в их формировании.

z
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*z
−* wz z

≤ ≤ *wz z z
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Фиг. 12. Изолинии давления в горючем (числа у кривых показывают значения давления в ППа) и граница раз-
дела (жирная линия) для начальной относительной амплитуды возмущения перед квазистационарной волной
горения  (а), а также профили относительной амплитуды для  (сплошная линия) и 0.01
(штриховая линия) (б); жирная стрелка на фиг. (а) указывает направление движения волны; пронумерованные
стрелки показывают характерные области течения: головную часть волны с линейным профилем давления (1),
основную часть волны с максимальным давлением (2) и волну разрежения (3);  нс.
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Для поздней стадии развития возмущений предложен способ получения профиля локальной
амплитуды колебаний вдоль границы раздела. Спонтанное возмущение на поздней стадии сво-
его развития имеет вид чередующихся участков с максимальной локальной амплитудой и участ-
ков с почти нулевой амплитудой, а на еще более поздней стадии появляются достаточно большие
интервалы без минимума амплитуды.

Сравнение расчетов на основной сетке и сетке с удвоенным числом узлов вдоль границы раз-
дела показало, что спонтанное возмущение имеет тенденцию к сходимости, по крайней мере, до
начала процесса формирования квазистационарной волны.

Показано, что при формировании квазистационарной волны и ее последующем движении
возникает дополнительное спонтанное возмущение, связанное, скорее всего, с неустойчиво-
стью квазистационарной волны.

Изучено взаимодействие задаваемого синусоидального возмущения с квазистационарной
безударной волной горения, которая состоит из головной части с линейным профилем давления
и основной части, являющейся окрестностью точки с максимальным давлением на границе раз-
дела. Рассмотрены возмущения с отношением начальной амплитуды к длине волны 0.01 и 0.1.
В обоих случаях с ростом амплитуды возмущения возникают характерные наклонные гребни,
что указывает на неустойчивость Кельвина–Гельмгольца как на основной механизм развития
неустойчивости на нелинейной стадии. Волна горения не разрушается.

Если предположить, что спонтанные возмущения не проникают в область волны горения из-
за условия Чепмена–Жуге, а возможные спонтанные возмущения вдоль волны горения не меня-
ют структуры волны и ее квазистационарность, то из полученных профилей амплитуды колеба-
ний можно выделить универсальную часть, не зависящую от времени.
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Двухсеточная конечно-элементная схема Галеркина для аппроксимации уравнений движения
жидкости Олдройда первого порядка с негладкими начальными данными. Предложен числен-
ный метод решения уравнений движения жидкости с памятью (жидкость Олдройда). Алго-
ритм включает двухстадийное расщепление – нелинейная задача решается на грубой сетке, а
затем нелинейные слагаемые, приближенные на грубой сетке, полагаются известными пра-
выми частями для решения линейных уравнений на подробной сетке. Получены априорные
оценки погрешности используемого метода конечных элементов, обосновывающие сходи-
мость и устойчивость алгоритма.
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точный метод.
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