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Исследуются колебания механических систем, обладающих геометрической симметрией. 
Показано, что в системах с малой асимметрией возникает расслоение кратных собствен-
ных частот, что приводит к неустойчивости вынужденных колебаний в этой частотной 
области, а также возникновению биений при собственных колебаниях. В механических 
системах симметрично расположенные элементы конструкции имеют, как правило, не-
сколько степеней свободы или являются отдельными подсистемами. Поэтому введены 
блочные операторы симметрии и базисные векторы, характеризующие взаимодействия 
этих элементов конструкции, обусловленных условиями симметрии. Показано, что для 
систем с иерархией симметрий результирующий оператор симметрии равен произведе-
нию операторов, соответствующих каждой группе симметрии. Найдено, что базисные 
векторы для данного типа симметрии остаются такими же и для нелинейных систем 
с тем  же типом симметрии. Их использование позволяет разделить исходные уравнения 
с нечетной функцией нелинейности на независимые нелинейные уравнения, каждое из 
которых описывает свою координату. Используется математический аппарат теории 
представления групп.
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Постановка задачи. Системы, имеющие симметричную структуру, широко рас-
пространены в природе и технике. Они используются, например, в промышленном 
и гражданском строительстве, в авиационных и космических технологиях, в ротор-
ных системах. Их применение удобно из требований технологии, типизации. Кро-
ме того, системы с симметричной структурой обладают целым рядом динамических 
свойств, которые делают их применение чрезвычайно удобным. Так, в частности, 
в симметричных системах: 1) отсутствует связь между поступательными и поворот-
ными перемещениями при свободных колебаниях; 2) при поворотных колебаниях 
имеется «спокойная» точка — центр симметрии, что важно для проблем виброизо-
ляции; 3) их поведение хорошо прогнозируемо, и в ряде случаев возможно анали-
тическое решение.

Особенно важно отметить, что такие свойства присущи как линейным, так и не-
линейным системам, и их изучение является целью настоящей статьи.

Исследованию статики и динамики систем с учетом симметрии конструкций по-
священа обширная литература [1–6].
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Универсальным методом исследования систем с дискретной симметрией явля-
ется теория представления конечных групп (теории дискретных групп) [7–9]. Этот 
подход позволяет найти основные динамические особенности систем, используя 
лишь свойства симметрии, не решая уравнения движений. В теории групп приме-
няются проективные операторы симметрии Р и базисные векторы V = Рx, которые 
определяются только типом симметрии системы.

Обобщенные операторы симметрии и формы колебаний. Применение теории пред-
ставления групп для задач механики имеет ряд особенностей. Так, в частности, сим-
метрично расположенные элементы конструкции (узлы симметрии) могут иметь n 
степеней свободы. Более того, в качестве таких элементов могут быть также под-
системы со своей группой симметрии. Поэтому требуется обобщение имеющихся 
подходов для таких систем.

Если каждый элемент симметричной системы имеет только одну координату, 
тогда базисные векторы Vi — это скаляры, определяющие формы колебаний такой 
системы. Однако, если элемент содержит n степеней свободы, то целесообразно 
использовать блочные векторы, в которых каждый блок имеет n-й порядок [4, 10].  
Обобщенные блочные базисные векторы характеризуют взаимодействия симме-
трично расположенных многомерных элементов системы, полагая их твердыми 
телами. Их можно трактовать как «симметричные» формы колебаний для твердо-
тельного приближения расчетной модели. Далее для краткости мы будем называть 
обобщенные базисные векторы симметричными типами колебаний.

Используя блочные базисные векторы V, можно при необходимости определить 
и собственные формы колебаний, описывающие каждую координату в отдельности 
в  n-мерном узле. Для этого достаточно определить формы колебаний ФI отдель-
ного узла, рассматривая его как парциальную подсистему. Образуя затем матрицу  
Ф = [ФI … Фn], где n — число степеней свободы узла, найдем произведение матриц

ФP = H,
где H и определит собственные формы колебаний.

Прежде, чем переходить к изучению колебаний общего случая симметричной си-
стемы, поясним введенные выше понятия на простом примере двухмассовой систе-
мы (рис. 1), симметричной относительно вертикальной оси и совершающей вслед-
ствие этого только симметричные и кососимметричные формы колебаний.

Система состоит из двух одинаковых твердых тел 1 и 2, каждое из которых имеет 
две степени свободы — перемещение вдоль осей (x, y); угловые колебания для про-
стоты не учитываем. Тела имеют упругое закрепление вдоль осей x, y, с коэффициен
тами главной и взаимной жесткости, равными k1, k2, k12, соответственно. Масса тел 
равна М, и  они связаны между собой упругим элементом 3, жесткость которого 

Рис. 1. Двухмассовая система, симметричная относительно вертикальной оси y.
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вдоль осей x, y равна соответственно K1, K2. Уравнение свободных колебаний такой 
системы имеет вид
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приводило бы к разделению исходных уравнений на два независимых, описываю-
щих симметричные и кососимметричные колебания соответственно. Но в случае 
двух степеней свободы в узде необходимо обобщение этого преобразования. Оно 
теперь имеет вид блочной матрицы
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где Е — единичная матрица 2×2.
Тогда найдем из (1)
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Таким образом, исходные уравнения распались на два независимых блока, име-
ющих очевидный физический смысл: левый верхний блок описывает синхронные 
колебания тел 1 и 2 при которых упругая связь 3 между ними не работает; правый 
нижний блок описывает кососимметричные колебания тел в противофазе, при этом 
узел колебаний находится в середине упругого элемента 3. В уравнении (3) этому 
соответствует жесткое закрепление этого узла, в результате чего величина жесткости 
удваивается и становится равной 2K1, 2K2. Следовательно, базисные векторы (2) яв-
ляются обобщенными формами (типами) колебаний.

Рис. 2. Система с иерархией симметрий: 1–4 — узлы с группой симметрии С4v,  
подсистемы A, B, C, D — с группой симметрии С2v.
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Системы с иерархией симметрий. Рассмотрим теперь случай систем с иерархией 
симметрий, когда узлы симметрии сами являются подсистемами, имеющими свою 
группу симметрии. Например, система, представленная на рис. 2, имеет группу сим-
метрии С4v (типа квадрата), а ее узлы 1–4 — подсистемы A, B, C, D с 2-мя степенями 
свободы — совершают симметричные и кососимметричные колебания, т. е. имеют 
группу симметрии С2v, (в теории групп системы с циклической симметрией типа 
n-угольника обозначают символом Сnv).

Найдем вначале проективный оператор P4 [8, 9] системы (рис. 2), считая подси-
стемы A, B, C, D твердыми телами и полагая Е (2×2)

P

E E E E

E E E E

E E E E

E E E E

4 =
− −

− −
− −



















                                  

.  

Затем определим проективный оператор P2 (2) для подсистем, рассматривая их 
как парциальные. Тогда матричное произведение
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определит проективный оператор P* рассматриваемой иерархической системы. 
Таким образом, результирующий оператор равен произведению операторов, отве-
чающих твердотельной модели и парциальных подсистем, т. е. происходит как бы 
произведение симметрий. Такой вид решения определяет возникновение модули-
рованных колебаний, модулируемых низшей частотой, отвечающей, как правило, 
твердотельной модели. Поэтому обобщенные базисные векторы позволяют выявить 
основные динамические свойства симметричной системы, являясь первой ступенью 
иерархии при построении расчетной модели. Отметим еще, что оператор симметрии 
P описывает колебания любых точек системы, расположенных в соответствии с рас-
сматриваемой группой симметрии.

Заметим, что этот результат аналогичен полученному ранее результату при анали-
зе периодических структур, образованных периодическими подсистемами [11], и та-
кая аналогия вполне ожидаема. Действительно в [11] показано, что результирующее 
решение для таких периодических систем можно представить в виде произведения 
волновых функций, отвечающих колебаниям системы без учета упругих свойств 
подсистем и самих подсистем, рассматривая их как парциальные. В случае вынуж-
денных колебаний это приводит к появлению модулированных колебаний. В то же 
время, симметричные структуры также можно рассматривать как периодические 
структуры, т. е. системы с трансляционной симметрией, но при граничных условиях, 
соответствующих замыканию концов периодической структуры.

Колебания симметричных рам. Влияние асимметрии и возникновение биений. Рас-
смотрим колебания симметричной рамы (рис. 3а).

Запишем уравнения колебаний рамы, используя метод конечных элементов 
(МКЭ) [12–14] в аналитической форме [4, 10]. Проанализируем плоские колебания 
рамы в плоскости (x, y). Положим для простоты, что каждый пролет рамы 1–2, …, 
6–1 можно представить как один конечный элемент (хотя полученные далее резуль-
таты будут справедливы и в общем случае n конечных элементов). Матрица жестко-
сти для 1-го и 2-го концов плоского балочного элемента в плоскости (x, y) (рис. 3б) 
имеет вид блочной матрицы, описывающей поступательные перемещения y и угол 
поворота сечения θ вокруг поперечной оси [12–14]
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Рис. 3. Симметричная шестиугольная рама: (а) — направление осей координат при расчете МКЭ; 
 (б) — плоский конечный элемент; (в) — «симметричная» система координат.
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В  МКЭ традиционно направления осей координат выбираются одинаковыми 
в каждой точке расчета (рис. 3а). Матрицы жесткости и матрицы инерции элемен-
тов, входящих в i-й узел симметрии рамы, записываются в этих осях с помощью по-
ворота местных осей координат конечных элементов на угол ϑi, соответствующий 
данному узлу. Это означает умножение координат на матрицу поворота
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Численные расчеты на основе МКЭ проводятся на основе стандартных про-
грамм, однако выявление общих закономерностей возможно только с использова-
нием аналитических, и, в частности, теоретико-групповых подходы. Для проведе-
ния аналитических исследований выберем локальную систему координат (xi', yi' )  
(i = 1, …, n), симметричную относительно каждого узла (рис. 3в): ось yi' направлена 
по биссектрисе соответствующего узла и, следовательно, оси координат для каждого 
последующего узла поворачиваются на угол, равный 2π/n. На рис. 3в в качестве при-
мера приведено обозначение этих осей для 1-го узла (i = 1). В этой системе коорди-
нат, каждый узел симметрии расположен совершенно идентично и поэтому матрица, 
описывающая колебания, состоит из одинаковых блоков и приобретает особенно 
простой вид, не зависящий от нумерации узлов. Так, для n-угольной симметричной 
рамы получим
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Координаты (x, y) в исходной традиционной системе координат (рис. 3а) и в «сим-
метричной» (x', y' ) (рис. 3в) связаны соотношением

(а) (б) (в)
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,′X = θX   [ ]diag ... ,nθ θ θϑ ϑ=  
где θiϑ — матрица поворота i-го узла на угол между исходной и  «симметричной»  
осями координат.

Линейное преобразование координат (5) не меняет спектральных свойств си-
стемы, следовательно, собственные частоты системы, записанной в традиционной 
и «симметричной» системе координат, будут одинаковы.

Как видно, строки в матрице (4) получаются друг из друга путем циклической 
перестановки координат, что и  является признаком геометрической симметрии  
системы.

Этот подход, очевидно, остается справедливым и в общем случае пространст
венных колебаний.

Найдем теперь основные динамические свойства симметричных рам на приме-
ре 4-угольной симметричной (квадратной) рамы, наиболее часто встречающейся 
в приложениях как основание для размещения оборудования (рис. 4а).

Рама установлена на амортизаторах, жесткость которых равна kам. Рассмотрим 
колебания рамы в вертикальной плоскости. Предполагаем, как и выше, что рама 
образована балочными элементами. Здесь каждый конец плоского балочного конеч-
ного элемента (рис. 4б) описывает две координаты: перемещение вдоль вертикали z 
и угол поворота сечения θ вокруг поперечной оси.

Как и  выше, выберем в  каждом узле «симметричную» систему координат  
(xi', yi,'zi' ) (i = 1, 2, 3, 4), в которой ось zi' направлена вертикально вверх, а ось yi' 
вдоль биссектрисы соответствующего узла. На рис. 4а показаны в качестве примера 
оси координат x3', y3', z3' для 3-го узла. Уравнение колебаний рамы в этих осях имеет 
вид, аналогичный (4)
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(6)

где d11 определяются аналогично (5).

Рис. 4. Четырехугольная симметричная рама: (а) — квадратная амортизированная рама;  
(б) — плоский вертикальный балочный элемент. 
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Проективный оператор P4 и базисные векторы (типы колебаний) V4 для 4-уголь-
ной рамы [8, 9]
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(7)

Отсюда следует, что типы колебаний 4-угольной рамы следующие: 1) низший 1-й 
тип колебаний соответствует перемещению всех узлов в фазе, а высший 4-я — в про-
тивофазе; 2) собственные частоты 2-го и 3-го типов колебаний описывают поворот-
ные колебания рамы относительно осей x, y соответственно; они имеют кратность, 
равную двум, а типы колебаний получаются круговой перестановкой друг друга.

Применяя к матрице D4 (6) групповое преобразование (7), найдем
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(8)

Таким образом, исходная матрица разделилась на независимые блоки, каждый из 
которых описывает свой тип колебаний: блок D11

*
 описывает синфазные колебания 

всех узлов рамы; блок D44
* — противофазные колебания, а сдвоенные диагональные 

блоки D22
*, D23

*, D33
* соответствуют кратным частотам, описывающим поворотные 

колебания вокруг ортогональных осей. Сдвоенные блоки, получаются в результа-
те того, что соответствующие им базисные векторы в (7) не ортогональны между 
собой.

Предположим далее, что имеется некоторый разброс жесткостей балочных эле-
ментов и амортизаторов. Тогда система перестает быть строго симметричной и в ма-
трице (8) появятся малые добавки δi<< ε, описывающие эту асимметрию
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(9)

Структура матрицы D4
* (9) асимметричной системы совпадает с матрицей сла-

босвязанных систем. Степень взаимодействия подсистем определяется безразмер-
ными коэффициентами энергетической связи [10]

α
λ λ

ij
pr i

p T
ij j

r

i
p

j
r

i jp n r n=
( )

= =
( )

, ... , ... ,
( ) ( ) /

h K h
1 2

1 1  

где hi, λi — собственные векторы и собственные частоты i-й парциальной подсисте-
мы; Кij — матрица жесткости связи между подсистемами i и j. Этот коэффициент от-
ражает отношение работы, произведенных связями между подсистемами к энергии 
этих парциальных подсистем.

	 При решении слабосвязанных систем, когда αij
pr < ε, применяются методы 

теории возмущений. При отсутствии кратных собственных частот поправки, как 
для частот, так и для собственных векторов будут иметь порядок ε. Однако, в слу-
чае кратных собственных частот λr = λr+1 происходит их расслоение, собственные 
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векторы при этом резко меняются и определяются в виде линейной комбинации 
соответствующих собственных векторов [10]

λ λ α λ ε ε εi i i is i i i ij io s o, ( ), ( ).+ += ± + = ± + +1 0
2

1∆ h h h h  (10)
Из (10) следует, что вследствие малой расстройки частот λr, λr+1 частотная полоса 

λi0 ± αisΔλ характеризуется неустойчивостью при вынужденных колебаниях, когда 
формы колебаний резко меняются при малом изменении частоты, а при собствен-
ных колебаниях в окрестности этой частоты возникает режим биений. Этот результат 
особенно важен для симметричных систем, поскольку они имеют кратные корни.

Колебания квадратной рамы при наличии асимметрии. Пример расчета. В качестве 
примера рассмотрим вертикальные колебания квадратной амортизированной рамы 
(рис. 4а) при малой асимметрии, возникающей вследствие разброса жесткостных 
параметров.

Рама образована балочными элементами со следующими параметрами: длина  
l = 0.3 м, b = h = 0.08 жесткость амортизаторов ki ам = 0.1·1011 Н/м. Инерционные 
элементы М = 20 кг полагаем расположенными в узлах. Расчеты проводились с по-
мощью программы matrixcalc.org.

Собственные частоты симметричной рамы ω (рад/с): 71; 210; 210; 290 собствен-
ные формы совпадают с (7).

Предположим теперь, что имеется разброс жесткостных параметров: жесткость 
балки между узлами 1–2 стала меньше на 0.1%, жесткость балки 2–3 — на 0.2%, 
жесткость балки 3–4 — больше на 0.2%, жесткость балки 4–1 осталась без изменений.

Собственные частоты ω (рад/сек): 71; 207; 212; 290. Соответствующие собствен-
ные формы: (1; 1; 1; 1), (–0.9; –1.1; 1; 1), (1.2; –1.1; –1.1; 1), (–0.9; 08; –0.9; 1). Таким 
образом, видим, что в результате асимметрии возникает расслоение кратных соб-
ственных частот. При вынужденных колебаниях в окрестности этих частоты про-
исходит резкое изменение амплитуд колебаний при малом изменении частот воз
буждения.

На рис. 5а, б представлены амплитуды колебаний асимметричной рамы при час
тотах возбуждения ω1 = 2.07 рад/с (рис. 5а) и ω2 = 212 рад/с (рис. 5б). Отношение ам-
плитуд колебаний Ai i-го узла (i = 1, 2, 3, 4) к амплитуде возмущающей силы F: Ai/F 
на этих частотах следующие:

Рис. 5. Вынужденные колебания асимметричной рамы: (а) — возбуждение с частотой ω = 207 рад/с;  
(б) — возбуждение с частотой ω = 212 рад/с.
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Как видим, амплитуды колебаний каждого узла рамы 1–4 резко меняются при ма-

лом изменении частоты возбуждения всего на 5 рад/с <1 Гц. Пунктиром на рис. 5а, б 
выделены узловые оси, вокруг которых происходит поворот рамы при колебаниях. 
Как следует из сравнения рис. 5а, б, эти оси также существенно отличаются.

Формы колебаний нелинейных симметричных систем. Покажем, что полученные 
выше результаты можно применить и для определения нормальных форм колебаний 
нелинейных систем, обладающих геометрической симметрией.

Понятие формы колебаний нелинейной системы впервые ввел Р. М. Розенберг 
[15]. Он также выделил класс нелинейных систем, допускающих прямолинейные 
нормальные формы колебаний, к которым, в частности, относятся симметричные 
системы с потенциальной энергией. Проблеме нормальных колебаний в нелиней-
ных системах посвящены также работы [16–18].

Для определения нормальных форм колебаний нелинейных систем, обладающих 
симметрией, можно предложить двухэтапный способ решения. На первом этапе ис-
пользуются базисные векторы Vi, учитывающие тип симметрии системы. Покажем, 
что и в нелинейных симметричных системах базисные векторы будут такими же, как 
и в линейном случае, и приведут к разделению исходных уравнений на независимые 
нелинейные уравнения для каждой координаты. Необходимым условием для этого 
является требование нечетности нелинейной функции.

Запишем уравнения квадратной рамы в  «симметричной» системе координат 
(рис. 4), полагая, что каждый узел рамы 1–4 теперь описывается только одной ко-
ординатой xi (i = 1–4). Предположим, что балочные элементы, связывающие узлы  
i,  i + 1, описываются нелинейной функцией fI,i+1(xI+1 — xI). Получим следующие 
уравнения:
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В силу нечетности нелинейных функций: f(–x) = –f(x).
Применяя к (11)–(14) оператор Р (7), найдем эквивалентную систему уравнений 

(15)–(18) в виде
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Далее на следующем этапе подставляем в систему уравнений (15) базисные век-

торы (7)

(11)

(12)

(13)

(14)
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В результате получим, учитывая нечетность функции f(x),
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Эти преобразования, очевидно, представляют собой скалярный аналог матрич-
ных преобразований, использованных выше, что легко проверить непосредственно.

Таким образом, получили независимые нелинейные уравнения (16) для каждой 
координаты в отдельности. Как и выше, уравнения для 2-й и 3-й форм колебаний 
оказались связанными в силу неортогональности базисных векторов (7).

На втором этапе для окончательного определения нормальных форм колебаний 
системы необходимо решить нелинейные уравнения (16) и найти амплитудно-ча-
стотную характеристику для каждой координаты нелинейной системы.

Выводы. Для симметричных систем, в которых узлы симметрии имеют несколько 
степеней свободы, введены блочные операторы симметрии и базисные векторы. По-
казано, что блочные базисные векторы характеризуют взаимодействия симметрич-
но расположенных элементов конструкции, полагая их твердыми телами. Их можно 
трактовать как «симметричные» формы колебаний для твердотельного приближения 
расчетной модели.

Для систем с малой асимметрией возникает расслоение кратных собственных ча-
стот. Это приводит к неустойчивости вынужденных колебаний в данной частотной 
области, а также возникновению биений при собственных колебаниях.

Базисные векторы для такого типа симметрии остаются такими же и для нели-
нейных систем, имеющих тот же тип симметрии. Их использование позволяет раз-
делить исходные уравнения с нечетной функцией нелинейности на независимые 
нелинейные уравнения, каждое из которых описывает свою координату.

Для систем с иерархией симметрий показано, что результирующий оператор сим-
метрии равен произведению операторов, соответствующих каждой группе симметрии.

Финансирование. Данная работа финансировалась за счет средств бюджета 
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