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ВВЕДЕНИЕ

Вещество в недрах белых карликов и нейтронных
звезд при плотностях порядка 104–1011 г/см3 состо-
ит из полностью ионизированных атомов и вырож-
денного электронного газа (Шапиро и Тьюколски,
1985; Хенсел и др., 2007). Согласно новейшим моде-
лям, ионы представлены несколькими типами. Так,
внутренние слои большинства белых карликов — это
углеродно-кислородная плазма с примесями неона и
железа (см., например, Сумон и др., 2022), а внешняя
кора нейтронной звезды — это смесь из более чем де-
сятка элементов (см., например, Фантина и др., 2020;
Кау и др., 2020; Щечилин и др., 2023).

На начальных этапах тепловой эволюции вырож-
денных звезд ионы находятся в жидком состоянии, но
по мере остывания кристаллизуются. Образовавшей-
ся кристалл обычно описывается с помощью модели
кулоновского кристалла (Хенсел и др., 2007).

Кулоновские кристаллы, образованные ионами с
одинаковыми зарядами и массами, достаточно по-
дробно исследованы (см., например, Борн и Кунь,
1954; Байко и др., 2001; Хенсел и др., 2007). Изучению
физических свойств многокомпонентных кристаллов
посвящено гораздо меньше работ (Огата и др., 1993;
Шамель и Фантина, 2016). Зачастую при описании
их свойств прибегают к теории линейного смешивания.
Это достаточно грубое приближение, которое требу-
ет уточнений, путем сравнения с точными расчетами
(например, Шамель и Фантина, 2016).

*Электронный адрес: kozhberov@gmail.com

Ранее нами были исследованы электростатиче-
ские и термодинамические свойства нескольких мно-
гокомпонентных кристаллов (Кожберов и Байко,
2012; Кожберов и Байко, 2015; Кожберов, 2020),
но полной картины они не сформировали. Поэто-
му предлагается новый подход к расчету электро-
статической энергии кулоновских кристаллов, кото-
рый можно использовать как для упорядоченных, так
и для “неупорядоченных” смесей (под выражени-
ем “неупорядоченный кристалл” имеется в виду, что
новый способ позволяет рассмотреть элементарную
ячейку сколько угодно больших размеров, но со стро-
гими периодическими граничными условиями).

В настоящей работе с помощью нового подхо-
да исследовано несколько новых кристаллических
систем. Получено аппроксимационное выражение,
описывающее электростатическую энергию любого
двухкомпонентного кулоновского кристалла.

ЭНЕРГИЯ МАДЕЛУНГА

Положения равновесия ионов в кристалле описы-
ваются векторами прямой решетки Rl = l1a1 + l2a2 +
+ l3a3, где l1, l2, l3 — целые числа, a1, a2, a3 — векторы
основных трансляций решетки. Вектора Gp = p1g1 +
+ p2g2 + p3g3 образуют обратную решетку, где
p1, p2, p3 — целые числа, giaj = 2πδij .

Энергия статической решетки, также называемой
энергией Маделунга, описывается следующим выраже-
нием:
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где Zl — зарядовое число иона, находящегося в l-ом
узле кристаллической решетки, e — элементарный за-
ряд электрона, векторы r и r′ описывают положение
электронноого фона, ne — концентрация электронов.

Представим электростатическое взаимодействие
ионов в виде суммы двух слагаемых: энергии Ма-
делунга однокомпонентной идеальной решетки из
ионов со средним зарядом Z и остатка:
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где N — полное число ионов в кристалле, a =
= (4πn/3)

−1/3 — радиус ионной сферы, ζ — посто-
янная Маделунга, n — концентрация ионов, ne =
= Zn. Средний заряд выбран таким образом, чтобы∑

l ∆Zl = 0, где ∆Zl = Zl − Z. Для кристаллов, обра-
зованных ионами двух разных типов, ∆Zl принимает
два значения: ∆Z1 ≡ Z1−Z и ∆Z2 = x1/(x1− 1)∆Z1,
где x1 = N1/N — относительная концентрация ионов
первого сорта, то есть Z = x1Z1 + (1− x1)Z2.

Для объемно-центрированной кубической (ОЦК
или bcc) решетки ζbcc = −0.895929255682. Это наи-
меньшее значение среди всех однокомпонетных ре-
шеток, когда-либо рассмоттренных в кулоновском
приближении. Поэтому ОЦК решетка выбирается в
качестве базовой, при рассмотрении свойств коры
нейтронной звезды (см., например, Хенсел и др.,
2007).

Выражение для ∆UM можно переписать, сделав
преобразование Фурье по ∆Zl: ∆Zl =

∑
k ZkeikRl и

Zk = 1/N
∑

l ∆Zle−ikRl , где суммирование по k это
суммирование по всем волновым векторам кристал-
ла k в первой зоне Бриллюэна. Отметим, что строго
говоря, коэффициенты преобразования Фурье долж-
ны записываться как интегралы по зоне Бриллюэна,
но обычно, как и в данной работе, рассматриваются
кристаллы конечного размера, поэтому число волно-
вых векторов дискретно. Тогда
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где g(k) ≡ ZkZ−k = ZkZ
∗
k .

Используя преобразование Эвальда, для f(k) по-
лучим следующее выражение:
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где Aa = 2. Выражение (4) применимо для любой
конфигурации ионов и зависит только от типа ис-
следуемой кристаллической решетки. Для произволь-
ного распределения ионов функцию g(k) аналитиче-
ски вычислить невозможно, для каждой конфигура-
ции она своя. Для упорядоченных систем g(k) — набор
нескольких дельта-функций. Следовательно, новый
метод расчета электростатической энергии особенно
полезен, когда нужно рассмотреть большое число си-
стем, различных по ионному составу, но имеющих
одинаковую кристаллическую решетку. Ранее для это-
го требовалось вычислять громоздкие суммы, а в дан-
ном случае достаточно нескольких значений f(k).

Заметим, что функция g(k) связана с кор-
реляционной функцией кристалла так, что∑

R ∆Z(R)∆Z(R + r) =
∑

k g(k)eikr.

МНОГОКОМПОНЕНТНАЯ ОЦК РЕШЕТКА

Используем предложенный способ для расчета
энергий нескольких многокомпонентных ОЦК реше-
ток. На рис. 1 показано, какие значения может прини-
мать f(k) при разных k, лежащих в первой зоне Брил-
люэна этой решетки. Несмотря на то, что при k � 1
функция f(k) ∝ k−2, произведение f(0)g(0) равно ну-
лю.

Рассмотрим простейший многокомпонентный
кристалл: двухкомпонентную упорядоченную ОЦК
(CsCl) решетку с Z = 0.5(Z1 + Z2) и ∆Z2 = −∆Z1.
Представим ее, как совокупность двух одноком-
понентных простых кубических (ПК) решеток,
сдвинутых относительно друг друга на вектор
χ = 0.5al(1, 1, 1), где al — постоянная решетки.
Тогда

Zk = ∆Z1

(
1− eikχ

)∑
p

δ (k + Gp) , (5)

где Gp = 2π/al(p1, p2, p3) — векторы обратной ПК ре-
шетки. Вектор k принадлежит первой зоне Бриллюэна
ОЦК решетки, поэтому из всей суммы по p останутся
два типа слагаемых: G0 = 0 и G1 = 2π/al(1, 0, 0). Так
как f(0)g(0) = 0, то

∑
k g(k)f(k) = g(G1)f(G1) и

∆Ubcc
M = N

e2

a
f(G1)g(G1) =

= −0.5010780286N
∆Z2

1e
2

a
. (6)
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Рис. 1. Зависомость f(k) от k.

Этот результат в точности совпадает с полученным ра-
нее в работе Кожберов и Байко (2015).

Отметим, что f(G1) = −0.5010780286 — мини-
мальное значение, которое достигает функция f(k)
для ОЦК решетки. Следовательно энергия двухком-
понентной упорядоченной ОЦК решетки минималь-
на среди всех энергий двухкомпонентных ОЦК реше-
ток с x1 = 1/2.

Рассмотрим более сложную структуру: пятиком-
понентную ОЦК (ПК16) решетку. Ее элементарная
ячейка изображена на рис. 2 и представляет собой
8 элементарных ячеек “стандартной” ОЦК решетки
составленных в один большой куб. Разными цветами
показаны ионы с разными зарядами. ПК16 решетка
может быть описана как простая кубическая решетка
с 16 векторами базиса. Эти векторы и зарядовые числа
соотвествующих им ионов приведены в табл. 1. Тогда

Zk =

∆Za + ∆Zbeikχ2 + ∆Zc

5∑
j=3

eikχj+

+ ∆Zd

8∑
j=6

eikχj

∑
p

δ

(
k + G̃p

)
+

+ ∆Zfe
ikχ9
∑
p

δ (k + Gp) , — (7)

где ∆Za ≡ Za − Z (для других зарядов аналогично),
G̃p = π/al(p1, p2, p3) — векторы обратной ПК решет-
ки с постоянной решетки, равной 2al. В данном слу-
чае из всех слагаемых по p останется 5 различных ти-
пов: G0, G1, G2 = π/al(1, 0, 0), G3 = π/al(1, 1, 0) и
G4 = π/al(1, 1, 1). При этом f(G2) = −0.1906432265,

Рис. 2. Элементарная ячейка пятикомпонентной ОЦК ре-
шетки. Ионы с зарядовым числом Za серые, Zb – красные,
Zc – синие, Zd – зеленые, Zf – черные.

Таблица 1. Векторы базиса ПК16 решетки

зарядовое число иона вектор базиса χj

Za χ1 = 0

Zb χ2 = 0.5al(1, 1, 1)

Zc χ3 = 0.5al(1, 0, 0)

Zc χ4 = 0.5al(0, 1, 0)

Zc χ5 = 0.5al(0, 0, 1)

Zd χ6 = 0.5al(1, 1, 0)

Zd χ7 = 0.5al(1, 0, 1)

Zd χ8 = 0.5al(0, 1, 1)

Zf χ9 = 0.25al(1, 1, 1)

Zf χ10 = 0.25al(3, 1, 1)

Zf χ11 = 0.25al(1, 3, 1)

Zf χ12 = 0.25al(1, 1, 3)

Zf χ13 = 0.25al(3, 3, 1)

Zf χ14 = 0.25al(3, 1, 3)

Zf χ15 = 0.25al(1, 3, 3)

Zf χ16 = 0.25al(3, 3, 3)

ПИСЬМА В АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 50 № 8 2024



558 КОЖБЕРОВ

f(G3) = −0.3644516210 и f(G4) = −0.4302263858,
причем 2f(G1) = 3f(G2) + f(G4). Заметим, что при
суммировании необходимо учитывать относительный
вклад разных векторов обратной решетки.

Используем выражение (7) для комплексного ис-
следования двухкомпонентных решеток.

При Za = Zb = Zc = Zd = −Zf ПК16 решетка ста-
новится двухкомпонентной упорядоченной ОЦК ре-
шеткой. При k = G2, G3 и G4 сумма в фигурных скоб-
ках выражения (7) равна 0, дополнительных слагае-
мых вZk не появляется, и поправка ∆UM определяется
тем же выражением (6).

Двухкомпонентную упорядоченную ОЦК решетку
можно получить из ПК16 решетки и другим способом,
положив ∆Z1 ≡ ∆Za = −∆Zb и Zc = Zd = Zf = 0.
Тогда концентрация ионов уменьшится в 8 раз, а

∆Ubcc
M = N

∆Z2
1e

2

2a
(3f(G2) + f(G4)) =

= −0.5010780286N
∆Z2

1e
2

a
. (8)

При ∆Z1 = ∆Za = −3∆Zd и Zb = Zc = Zf = 0
ПК16 решетка становится, двухкомпонетной гране-
центрированной кубической (fccb) решеткой, иссле-
дованной ранее в работе Кожберов (2020). Для нее,
с учетом уменьшения концентрации ионов, получим:

∆U fcc
M = N

∆Z2
1e

2

9× 21/3a
(3f(G2) + 3f(G3)) =

= −0.1468596908N
∆Z2

1e
2

a
. (9)

У двухкомпонентной ГЦК решетки относительная
концентрация ионов с Z1 равна 1/4, но она не един-
ственная с данным x1. Из всех возможных конфигу-
раций решетки с x1 = 1/4 выберем ту, у которой энер-
гия минимальна. Тогда ∆Z1 = ∆Za = ∆Zc = −3∆Zb

и Zb = Zd = Zf , следовательно

∆UM = N
∆Z2

1e
2

9a
(3f(G1)− 3f(G2) + f(G4))) =

= −0.1512811995N
∆Z2

1e
2

a
. (10)

Эта решетка рассматривалась в работах Огата и
др., (1993); Игараши и др., (2001), где она названа
4{fcc}. В работе Огата и др. (1993) из молекулярно-
динамических расчетов была определена электроста-
тическая энергия для некоторых Z1 и Z2. Значения,
приведенные в работе Огата и др. (1993) хорошо согла-
суются с тем, которое дает выражение (10). Для раз-
ных Z2/Z1 численный коэффициент изменияется от
−0.15076 при Z2/Z1 = 3/4 до−0.15127 при Z2/Z1 = 4.

Таким образом, и при x1 = 1/2, и при x1 = 1/4
наименьшей электростатической энергией обладает
такая кристаллическая решетка, которая при Z1 = Z2

Таблица 2. Зависимость ∆UM от x1

x1 u(x1)

1/16 0.0208537772

1/8 0.0548528116

3/16 0.0922150665

1/4 0.1512811995

5/16 0.1950545017

3/8 0.2678564798

7/16 0.3548622871

1/2 0.5010780286

становится ОЦК решеткой. Этот результат подтвер-
ждает правильность выбора решетки, изображенной
на рис. 2, для исследования. Другие значения x1 для
нее ранее никогда не рассматривались.

Наименьшее значение x1 равное 1/16 достигается
при ∆Z1 = ∆Za = −15∆Zf и Zb = Zc = Zd = Zf .
В этом случае

∆UM = N
∆Z2

1e
2

225a
×

× (6f(G2) + 6f(G3) + 2f(G4) + f(G1)) =

= −0.0208537772N
∆Z2

1e
2

a
. (11)

Если ∆Z1 = ∆Za = ∆Zb = −7∆Zc и Zc = Zd =
= Zf , то x1 = 1/8, а

∆UM = N
∆Z2

1e
2

49a
(6f(G3) + f(G1)) =

= −0.0548528116N
∆Z2

1e
2

a
. (12)

Аналогично можно поступить для других x1. Зна-
чения u(x1) ≡ −∆UMa/(N∆Z2

1e
2) для всех двух-

компонентных решеток, которые можно получить из
ПК16 решетки, приведены в табл. 2. При каждом за-
данном x1 выбиралась конфигурация, обладающая
минимальной энергией. Значения при x1 > 1/2 не
приведены, так как двухкомпонентные решетки не
изменяются при одновременной замене Z1 ↔ Z2 и
x1 ↔ 1− x1.

Достоинство выбранной решетки в том, что она
позволяет исследовать электростатические энергии
восьми различных двухкомпонентных решеток при
минимальном числе ионов в элементарной ячейке.
Элементарную ячейку, изображенную на рис. 2, мож-
но было бы сделать и более многокомпонентной, на-
пример, рассмотрев случай, при котором в узлах ре-
шетки с векторами базиса χ9−16 расположены ионы
четырех различных типов, а не одного. Однако, такая
восьмикомпонентная решетка не даст ничего нового
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Рис. 3. Зависимость u(x1) от x1, ее аппроксимация uf(x1) и
относительная разница между точным значением и аппрок-
симационным 1 − uf(x1)/u(x1).

для рассматриваемой задачи: новые двухкомпонент-
ные конфигурации, которые можно было бы получить
из нее, не являются энергетически предпочтительны-
ми.

В работе Кожберов (2020) было исследовано
несколько многокомпонентных кристаллических
структур. Из них можно получить множество двух-
компонентных решеток с десятью различными
x1 ≤ 1/2, но при разных x1 симметрии решеток
разные (как кубические, так и гексагональные), и по-
этому с помощью какого-то одного универсального
выражения их электростатические энергии описать
невозможно.

Все рассмотренные в данной работе двухкомпо-
нентные решетки при Z1 = Z2 становятся ОЦК ре-
шеткой. Поэтому, используя результаты из табл. 2, за-

висимость ∆UM от x1 можно аппроксимировать как:

∆UM ≡ N
∆Z2

1e
2

a
uf(x1) =

= −N ∆Z2
1e

2

a

x1.4
1

1− 12.4x5.67
1

. (13)

Зависимости u(x1) и uf(x1) от x1, а также относитель-
ная разница между точным значением и аппроксима-
ционным 1−uf(x1)/u(x1) показаны на рис. 3. Погреш-
ность аппроксимации не превышает 5%. Результаты
из работы Огаты и др. (1993) не приведены, так как для
них погрешность на порядок меньше.

Обобщая выражения (2) и (13), получим что общий
вид электростатической энергии двухкомпонентного
кристалла следующий:

UM = −N e2

a

(
0.8959292Z2 +

x1.4
1 ∆Z2

1

1− 12.4x5.67
1

)
. (14)

Заметим, что аппрокимационное выражение приме-
нимо только при x1 ≤ 1/2, в противном случае за-
рядовые числа рассматриваемых ионов стоит перена-
значить.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе реализован новый подход к расче-
ту электростатической энергии многокомпонентных
кулоновских кристаллов, как упорядоченных, так и
нет. Он основан на преобразовании Фурье по заря-
довым числам ионов и особенно эффективен, когда
нужно рассмотреть множество систем с одинаковой
кристаллической структурой, но различных по ион-
ному составу. В этом случае достаточно единожды рас-
считать громоздкие суммы по узлам кристаллической
решетки, и уже после использовать их для конкретной
композиции ионов.

Предложенный метод имеет большие практиче-
ские перспективы. Он расширяет окно возможностей
по исследованию свойств недр вырожденных звезд.
С его помощью в настоящей работе получены энергии
для шести новых двухкомпонентных решеток, а из-
вестные ранее результаты при x1 = 1/4 и x1 = 1/2
воспроизведены с должной точностью.

Ранее наиболее полно многокомпонентные куло-
новские кристаллы рассматривались в работах Ша-
мель и Фантина (2016), Кожберов (2020). Однако весь
“пестрый зоопарк” кристаллических решеток, рас-
смотренный в работе Кожберов (2020), имел один
практический недостаток. Он не позволял получить
общее выражение для электростатической энергии
двухкомпонентных кристаллов. Решетки, исследо-
ванные в данной работе, от этого недостатка из-
бавлены. Следовательно, будет достаточно рацио-
нально использовать именно их для исследования
точности выполнения правила линейного смешива-
ния и построения фазовой диаграммы двухкомпо-
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нентных кулоновских систем в недрах вырожден-
ных звезд. О значительном влиянии электростатиче-
ской энергии на фазовые переходы в различных ион-
ных смесях подробно сказано в работе Байко (2022).
В свою очередь, информация о фазовых переходах
необходима для интерпретации различных наблю-
дательных данных (например, для решения пробле-
мы природы “Q-ветви” в популяции белых карли-
ков на диаграмме Герцшпрунга–Рассела). Кроме того,
с электростатической энергией связаны модули упру-
гости коры нейтронной звезды (см. Кожберов (2023)).
С другой стороны, как показано в работе Шамель и
Фантина (2016), рассмотренные изменения в электро-
статической энергии оказывают незначительное вли-
яние непосредственно на уравнение состояния коры
нейтронной звезды. Полученные результаты приме-
нимы и в других областях физики, в которых исполь-
зуется модель кулоновского кристалла.

В заключение отметим, что использованная мо-
дель кулоновского кристалла — простейшая. Направ-
лений для ее “усложнения” несколько. Во-первых,
стоит учесть, что электронный фон неоднородный.
Для однокомпонентного кристалла систематическое
исследование влияния поляризации электронного
фона на электростатическую энергию проведено в ра-
боте Кожберов и Потехин (2021), где было предсказа-
но появление структурных переходов в недрах вырож-
денных звезд. Для многокомпонентных систем тако-
го исследования нет. Во-вторых, стоит учесть конеч-
ный размер атомных ядер, образующих решетку. На-
пример, как это сделано в статье Земляков и Чугунов
(2022) при изучении упругости коры нейтронной звез-
ды. Полученный в этой работе результат свидетель-
ствует о том, что во внутренних слоях, где размеры
ядер сравнимы с межъядерным расстоянием, эффек-
тивный модуль сдвига может уменьшится на ∼25%.
Стоит ожидать изменения такого же порядка и для
электростатической энергии.
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