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Изучено влияние дна на эхосигнал от сферических рассеивателей. Дно моделируется жидким погло-
щающим полупространством. Излучатель/приемник расположены в водном полупространстве. Рас-
стояние между излучателем/приемником и рассеивателем предполагается большим по сравнению с 
длинами акустических волн в воде и дне. Численные результаты получены для акустически жестких 
сферических рассеивателей одного и того же радиуса. Взаимодействие между рассеивателями не учи-
тывается. Эхосигнал от одной сферы в широком диапазоне частот вычисляется с помощью метода, 
предложенного в работах R.H. Hackman и G.S. Sammelmann, важным этапом в реализации которого 
является вычисление коэффициентов рассеяния сферы. В статье для их вычисления используются 
асимптотические формулы, полученные с помощью метода перевала. Полученные асимптотические 
выражения для коэффициентов рассеяния сферы позволяют существенно сократить число слагаемых 
в формуле для функции формы эхосигнала.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача акустического рассеяния несколькими 
объектами имеет многочисленные практические 
приложения. Самый простой случай рассеяния 
объектами конечных размеров соответствует рас-
сеянию двумя сферами. Обширную библиогра-
фию, посвященную этой задаче, можно найти в 
работах [1–14]. Однако, случай, когда рассеива-
тель располагается вблизи границы раздела двух 
сред, не был рассмотрен за исключением ста-
тьи [15], где сферические рассеиватели распола-
гались в поглощающем дне, а источник/прием-
ник — в водном полупространстве.

В настоящей работе исследуется интерферен-
ция эхосигналов от сферических рассеивателей, 
расположенных вблизи дна, которое моделиру-
ется жидким поглощающим полупространством. 
Модель жидкого дна характеризуется тремя пара-
метрами: продольной скоростью звука cb , плот-
ностью ρb и параметром затухания δ. Для модели 

песчаного дна, рассмотренной в этой статье, по-
казатель преломления 

n
c
c

i
b

� �� �1 � ,

где δ = 0 01. . Точечный источник, излучающий сфе-
рическую падающую волну с циклической частотой 
ω, находится в точке M однородного водного по-
лупространства. Приемник также находится в точ-
ке M. Геометрия задачи показана на рис. 1.

Вообще говоря, сферы могут иметь разные ради-
усы. Однако, для простоты, при численном модели-
ровании предполагается, что их радиусы совпадают.

Эхосигнал от одной сферы в широком диапазо-
не частот вычисляется с помощью метода, предло-
женного в работах [16, 17]. Возникающие коэффи-
циенты рассеяния сферы вычисляются с помощью 
метода перевала (см, например, [18]). Полученные 
асимптотические выражения позволяют суще-
ственно сократить число слагаемых в формуле для 
функции формы эхосигнала.

КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ 
И ТЕОРИИ ВОЛН
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Альтернативной техникой для вычисления ко-
эффициентов рассеяния сферы является метод
комплексных источников [19–22]. Этот метод 
практически не имеет альтернативы, если рас-
стояние между источником/приемником и рас-
сеивателем мало. Однако, применение метода 
комплексных источников не позволяет сократить 
число слагаемых в формуле для функции формы 
эхосигнала столь же существенно, как при ис-
пользовании метода перевала. Поэтому в настоя-
щей статье для вычисления коэффициентов рас-
сеяния сферы применяется метод перевала.

Целью этой статьи является изучение интерфе-
ренционной структуры эхосигналов от двух или 
более сферических рассеивателей, находящихся 
вблизи поглощающего дна. В [6] показано, что в 
случае двух сферических рассеивателей радиуса a
переотражением сигналов между ними можно пре-
небречь, если расстояние d  между рассеивателя-
ми больше 8a. В данной статье неравенство d a> 8
предполагается выполненным.

Все вычисления и графики этой статьи вы-
полнены с использованием системы Wolfram 
Mathematica. Для вычисления специальных функ-
ций, таких как сферические функции Ханкеля 
или сферические функции Бесселя, используются 
встроенные алгоритмы.

ЭХОСИГНАЛ ОТ ОДНОЙ СФЕРЫ, 
РАСПОЛОЖЕННОЙ ОКОЛО ДНА

Для определенности рассмотрим сфериче-
ский рассеиватель радиуса a  с центром в точ-
ке O  (см.  рис. 1). Для вычисления эхосигнала 
от этого рассеивателя воспользуемся методом, 

предложенным в [16, 17], где акустический потен-
циал эхосигнала представлен в виде

       � � � � � � �
� �� �i

k
T A C

l l m

l
ml ml0 0

�
r r .            (1)

При этом потенциал падающей волны в начале ко-
ординат в отсутствие рассеивателя дается формулой 
Φinc = exp(ikr)/(4πr). В (1) k = ω/c – волновое чис-
ло в воде, Tl  – элементы диагональной T-матрицы 
сферы, которые находятся из граничных условий 
на поверхности сферы. Для акустически жесткой 
сферы

      
T

j ka

h ka
l

l

l

= −
′( )
( )′( )1

,
     

  (2)

где h xl
1( ) ( ) – сферическая функция Ханкеля 1-го 

рода, j xl ( )– сферическая функция Бесселя, штрих 
у сферических функций обозначает производную по 
всему аргументу.

Коэффициенты рассеяния сферы A ml r( ) имеют 
вид
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Здесь Jm – цилиндрическая функция Бесселя по-

рядка m ; q  и h q k q( ) = −2 2  – горизонтальная 
и вертикальная компоненты волнового вектора в 
воде; �0 1�  и �m � 2 при m ≥ 1; �l

m x� � – нормиро-
ванная присоединенная функция Лежандра, кото-
рая связана с присоединенной функцией Лежандра 
P xl

m � � порядка l  и ранга m  соотношением (см., 
например, [23])

    
�l

m
l
mx

l l m

l m
P x� � � � �� �

�� � � �2 1
2

!

!
;

V q� �  – коэффициент отражения от границы разде-
ла вода/дно [18]

   
V q

h h
h h

b b

b b
� � � �

�
� �
� �

,
        (4)

где ρ и ρb — плотности воды и дна соответственно; 

h h q k qb b b� � � � �2 2, k сb b� � /  — волновое число 
в дне. При этом предполагается, что на комплекс-
ной q-плоскости Imh q� � � 0, Imh qb � � � 0.

Рис. 1. Геометрия задачи. С каждой из рассеивающих 
сфер связана своя система координат: для первой 
сферы радиуса a  это Oyz , для второй сферы радиуса 
a  это Oyz ; d  – расстояние между центрами сфер. 

Излучатель и приемник находятся в точке M.
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В этой статье мы будем использовать приближе-
ние однократного рассеяния, когда C Aml mlr r� � � � � , 
пренебрегая тем, что каждая сферическая гармо-
ника после отражения от плоской границы раздела 
расщепляется на сумму гармоник. Сравнение эхо-
сигналов от упругой сферической оболочки, вычис-
ленных при 0 55� �ka  и небольших расстояниях 
между источником/приемником и сферой с учетом 
многократного рассеяния и в приближении одно-
кратного рассеяния, было проведено в [24]. В этой 
работе водная среда предполагалась полупростран-
ством, а оболочка, наполненная воздухом, распола-
галась у песчаного дна.

Количество слагаемых, которые надо просумми-
ровать в (1), определяется тем, что для акустически 
жесткой сферы коэффициенты Tl  начинают экспо-
ненциально убывать при l ka>  1. В [25] для упру-
гих оболочек получена формула

	 max . ,
/

l l ka ka� � � � ��
��

�
��
�max 4 05 3

1 3  	      (5)

где x� �  — целая часть x . Проведенные вычисле-
ния показали, что для акустически жесткой сфе-
ры правило (5) также применимо. Для a = 0 3.  м, 
c = 1500  м/с и f = 60  кГц при вычислении акусти-
ческого потенциала сферического отражателя необ-
ходимо вычислить более чем 4500 коэффициентов 
рассеяния сферы, которые даются формулой (3) и 
представляют собой интегралы от быстро осцил-
лирующих функций по бесконечному промежутку 
интегрирования. Ниже с помощью метода перевала 
для интегралов (3) будут получены асимптотические 
формулы, которые могут быть использованы при 
достаточно больших расстояниях между источни-
ком и отражателем.

Представим коэффициент рассеяния сферы 
Aml r� �  в виде суммы двух слагаемых
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f
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d
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(8)

Интеграл  может быть вычислен в явном 
виде [17]

	
A ik h krml

f m
l l
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�
�

�
2

1 � cos .
 	       (9)

Вклад этого слагаемого в эхо-сигнал (2) дает

        
� f

l l m

l
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fi
k

T A� �
�

�

�
� �� � � ��

��
�
��� �0 0

2
r .

        
(10)

Используя теорему сложения для присоединен-
ных функций Лежандра [26], сумму по m  можно 
записать в виде

      

Таким образом,

       
� f

l l l
ik

l T h kr� �
�
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��

�
���4

2 1
0

1
2

�
�

� � ,
       

 (11)

т.е. вклад Φ(f) в Φ описывает эхосигнал от рассеи-
вающей сферы, находящейся в изотропном водном 
пространстве (см., например, [27]).

Интеграл (8) вычисляется в явном виде, только 
если коэффициент отражения V(q) не зависит от q. 
Тогда

A ik V h krml
d l m m

l d l
m

d
� � � � �� � � � � � � �r ( ) cos ,1

2
1�

�
�� � ��

   
(12)

где
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(13)

В этом случае
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(14)

т.е. вклад Φ(d) в Φ описывает эхосигнал от образа 
рассеивающей сферы, отраженной от границы раз-
дела вода/дно.

Наконец, для слагаемого Φ(f,d)

  
� f d

l l m

l
ml

f
ml

di
k

T A A, ,� �
� �
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0 0
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r r
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используя теорему сложения для присоединенных 
функций Лежандра [26], получаем (V = const)

      	  

    (16)

Таким образом, в случае границы раздела вода/
дно с V = const эхосигнал от рассеивающей сферы 
может быть представлен в виде суммы потенциа-
лов, определяемых по формулам (11), (14), (16)

	          
� � � �� � �� � � � � �f d f d, .

 	     (17)

Если коэффициент отражения V(q) зависит от q, 
то интеграл (8) в явном виде не вычисляется. По 
аналогии с [28, 29], вычисляя интеграл (8) с помо-
щью метода перевала, в главном приближении при 
krd � � получаем

 
(18)

где rd и θd определяются формулами (13),

                
(19)

� � �� b  — отношение плотностей дна и воды.

Если d < α*, где α* = arcsin c/cb – угол полного 
внутреннего отражения, то формула (18) и теорема 
сложения для присоединенных функций Лежандра 
дают (17), где Φ(f) определяется (11),

              

(20)

                      

(21)

Если  = const, то формулы (20), (21) совпада-
ют с (14), (16) соответственно, если сферическую 

функцию Ханкеля 1-го рода h xl
1� � � � заменить глав-

ным членом ее асимптотического разложения при 
x → ∞

	         h x
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H x

x
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Если d > α*, где α* = arcsin c/cb – угол полного 
внутреннего отражения, то в формуле (18) появля-
ется дополнительное слагаемое – боковая волна

        

(22)

где 

� � �
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*

* *

,

cos sin sin

.d

d d

n� � �
�� ��� ��

2
3
2

  
(23)

Появление слагаемого (22) математически свя-
зано с вкладом точки ветвления подынтегрального 
выражения (8).

Формула (22) теряет смысл, если c cb/ → 1, т. к. 

cos sin* *� �� � � � � �1 12 2
c cb , и если � �d � *. 

Аналогично тому, как это получено в [18] для клас-
сической боковой волны, можно показать, что 
формулы (18) и (22) справедливы при условии, что 
krd d( )*� �� 2 1 .

В этом случае, как показано в [29], к сумме (17) 
добавляются новые слагаемые, связанные с наличи-
ем боковой волны:

              

(24)

  

(25)
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(26)

где функция � � �*, d� � дается формулой (23).

МОДЕЛИРОВАНИЕ ФУНКЦИИ ФОРМЫ  
ДЛЯ ОДНОГО СФЕРИЧЕСКОГО 

РАССЕИВАТЕЛЯ,  
НАХОДЯЩЕГОСЯ ВБЛИЗИ ДНА

Для исследования зависимости эхосигнала от 
частоты рассмотрим функцию формы акустиче-
ского рассеяния, которая в случае изотропного 
водного пространства определяется как

	         

F ka
r

a

kaf
f

� �
� �

� � � � �2 �
�inc

,

                

(27)

где � f ka� � � �  — акустический потенциал эхосигна-
ла в точке приемника (11), �inc �� � � � �exp ikr r4�  — 
потенциал падающей волны в начале координат  
в отсутствие рассеивателя.

На рис. 2 показана зависимость функции фор-
мы F kaf� � � � от ka  для эхосигнала, отраженного 
от акустически жесткой сферы радиуса a = 0.3 м, 
находящейся в изотропном водном пространстве 
с c = 1500 м/с и ρ = 1000 кг/м3, y = 50 м, z = 20 м, 
r = 53 85.  м (см. рис. 1); 40 60≤ ≤f  кГц. В этом 
случае эхосигнал состоит из двух компонент: 
зеркального отражения и поверхностной волны 
Франца, которая возбуждается на поверхности 
сферы на границе освещенной и теневой обла-
стей. Разность времен прихода этих двух волн в 
точке M равна

	
�T r a a r a c� � �� � � �� ��

��
�
��

2 22 2 � ,

что дает период осцилляций � �f T� 1 / . Вы-
ражая период осцилляций через ka, получаем 
∆kaf = 2πa∆f/c. Для r = 53 85.  м и a = 0.3 м это дает 
∆kaf = 1.22. На рис. 2 интерференция между двумя 
составляющими эхосигнала порождает осцилля-
ции с периодом, равным 1.21.

Рис. 2. Функция формы эхосигнала, отраженного 
от акустически жесткой сферы радиуса a = 0.3 м, 
находящейся в изотропном водном пространстве; 
y = 50 м, z = 20 м; 40 60≤ ≤f  кГц.

Пусть теперь рассеиватель находится у песча-
ного дна. Скорость звука в дне cb = 1600 м/с, по-
казатель преломления n = c/cb(1+iδ), где δ = 0.01, 
плотность дна ρb = 1800 кг/м3, y = 50 м, z = 20 м,  
b = 5 м (см. рис. 1). В этом случае функция формы 
определяется равенством

		   		     
(28)

где Φ(ka)  — акустический потенциал эхосигна-
ла в точке приемника (см. (17), (11), (20), (21)), 
�inc �� � � � �exp ikr r4�   — потенциал падающей 
волны в начале координат в отсутствие рассеи-
вателя (см. [17]). Рис. 3 состоит из двух частей: 
часть (a) показывает зависимость функции фор-
мы от ka при 40 60≤ ≤f  кГц; часть (б)  — при 
55 60≤ ≤ka  . Пунктирная линия на рис. 3б — это 
функция формы для эхосигнала от сферы, нахо-
дящей в изотропном водном пространстве (см. 
рис. 2). В этом случае α*  =  arcsin c/cb=  1.22  рад,  

d  =  arctg y/(2b+z)  =  1.03  рад, т.е. d  <  α*,  
krd( d  – α*)2 = 99.26   1.

Дополнительный сигнал, отраженный от дна, 
усиливает эхосигнал от сферического рассеивате-
ля почти в два раза.

Сравнение результатов вычислений в несколь-
ких точках интервала 55 60≤ ≤ka  значений функ-
ции формы F ka� �, полученных с использованием 
асимптотических выражений (17), (11), (20), (21), и 
точных значений функции формы, вычисленных 

1.008
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) (k
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1.004

1.002
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по формулам (1)–(3), показало, что во всех этих 
точках разница между полученными значениями 
не превосходит 10–5.

На рис. 4 рассеиватель приближен к дну:  
b = 1 м. Все остальные параметры те же, что для 
рис. 3. Сравнение рис. 3 и 4 показывает, что при 
приближении рассеивателя к дню эхосигнал су-
щественно усиливается. Период осцилляций 
функции формы также увеличивается.

Если акустически жесткая сфера находится в 
поглощающем дне, а источник/приемник в воде, 
то график функции формы для эхосигнала, как 
функция ka , представляет собой осциллирующую 
с маленькой амплитудой монотонно убывающую 
кривую (см. [15]).

Рис. 3. Функция формы эхосигнала, отраженного 
от акустически жесткой сферы радиуса a = 0.3 м, 
находящейся у песчаного дна; y = 50 м, z = 20 м, 
b = 5 м; (a) — 40 60≤ ≤f  кГц, (б) — 55 60≤ ≤ka  . 
Пунктирная линия — функция формы для эхосиг-
нала от сферы, находящей в изотропном водном 
пространстве.

ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ ЭХОСИГНАЛОВ 
ОТ ДВУХ СФЕРИЧЕСКИХ РАССЕИВАТЕЛЕЙ, 

НАХОДЯЩИХСЯ ВБЛИЗИ ДНА

Функция формы двух сферических рассеива-
телей одного и того же радиуса a , находящихся в 
изотропном водном пространстве, определяется 
следующим образом (см. [6])

    

F ka
a

r ka r kaf
f f

� �
� � � �

� � � � �
�

� �2 � ��
�

�

�inc inc

��
� ,

       

(29)

где �
f

ka
� � � �  – акустический потенциал в случае 

акустически жесткой сферы радиуса a a= = 0 3.  м 
с центром в точке O , находящейся в изотропном 
водном пространстве; Φ inc – потенциал падающей 

Рис. 4. Функция формы эхосигнала, отраженного 
от акустически жесткой сферы радиуса a = 0.3 м, 
находящейся у песчаного дна; y = 50 м, z = 20 м, 
b = 1 м; (a) — 40 60≤ ≤f  кГц, (б) — 55 60≤ ≤ka  . 
Пунктирная линия — функция формы для эхосиг-
нала от сферы, находящей в изотропном водном 
пространстве.
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волны в точке O  в предположении, что рассеива-
тель отсутствует, �� � �inc �� � � � �exp ikr r4� . Будем пред-
полагать, что y = 50 м, y = 45 м, z z= = 20 м, т.е. 
d = 5 м. При этом с каждой из рассеивающих сфер 
связана своя система координат: для первой сферы 
это Oyz, для второй сферы это Oyz  (см. рис. 1).

На рис. 5 представлена зависимость функции 
формы (29) от ka. На рис. 5а показана зависимость 
функции формы от ka при 40 60≤ ≤f  кГц; на рис. 
5б — при 55 60≤ ≤ka .

Сравнение рис. 2 и 5 показывает, что интерфе-
ренция зеркальных отражений и волн Франца не 
видна на графике функции формы для двух рассе-
ивателей. Верхняя огибающая графика функции 
формы для двух рассеивателей совпадает с суммой 
значений функций формы для одиночных рассеи-
вателей, а нижняя огибающая — с модулем разно-
сти значений функций формы для одиночных рас-
сеивателей. Период осцилляций по графику равен 
0.41. Он вычисляется как 2πa2Àa r r/ −  .

Функция формы двух сферических рассеивате-
лей одного и то же радиуса a a= = 0 3.  м, находя-
щихся вблизи дна, вычисляется по формуле

    

F ka
a

r ka r ka� � � � �
�

� �2 � ��
�

�

�inc inc

��
� ,

              
(30)

где � ka� �  — акустический потенциал сферы с цен-
тром в точке O  (см. рис. 1).

Будем предполагать, что y = 50  м, y = 45  м, 
z z= = 20  м, b b= = 5  м, d = 5  м. Поскольку пе-
риод колебаний полученной кривой мал, на рис. 6 
задан интервал 55 60≤ ≤ka . Пунктирная линия – 
функция формы двух сферических рассеивателей, 
находящихся в изотропном водном пространстве 
(см. рис. 5).

На рис. 7 рассеиватели приближены к дну: 
b b= = 1 м. Все остальные параметры те же, что 
на рис. 6. Пунктирная линия — функция формы 
двух сферических рассеивателей, находящихся в 
изотропном водном пространстве.

По сравнению со случаем изотропного про-
странства максимальное значение функции формы 
для рассеивателей вблизи дна увеличивается с 2 до 
3.5. Осцилляции становятся квазипериодическими.

Если акустически жесткие сферические рас-
сеиватели находятся в поглощающем дне, а излу-
чатель/приемник в воде, то эхосигнал от них, как 
функция ka, представляет собой осциллирующую 
кривую, верхняя огибающая которой совпадает с 

Рис. 5. Функция формы эхосигнала от двух акусти-
чески жестких сферических рассеивателей радиуса 
0.3 м, находящихся в изотропном водном простран-
стве; y = 50 м, y = 45  м, z z= = 20 м, d = 5 м; 
(a) — 40 60≤ ≤f  кГц, (б) — 55 60≤ ≤ka .

Рис. 6. Функция формы эхосигнала от двух акусти-
чески жестких сферических рассеивателей радиуса 
0.3 м, находящихся вблизи дна; y = 50 м, y = 45 м, 
z z= = 20 м, b b= = 5 м, d = 5 м; 55 60≤ ≤ka  . 

Пунктирная линия — функция формы двух сфери-
ческих рассеивателей, находящихся в изотропном 
водном пространстве.
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суммой функций формы для каждого из двух рас-
сеивателей, а нижняя огибающая — с модулем раз-
ности этих двух функций формы (см. [15]).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Статья предлагает эффективный метод вычис-
ления эхосигнала от двух сферических рассеива-
телей, расположенных у дна. Эхосигнал от одного 
рассеивателя в широком диапазоне частот вычис-
ляется с помощью метода, предложенного в рабо-
тах [16, 17]. Возникающие коэффициенты рассе-
яния сферы вычисляются с помощью метода пе-
ревала. Полученные асимптотические выражения 
позволяют существенно сократить число слагае-
мых в формуле для функции формы эхосигнала.

Показано, что учет влияния дна на эхосигнал от 
двух сферических рассеивателей приводит к усиле-
нию эхосигнала почти в два раза по сравнению с 
эхосигналом от аналогичных рассеивателей, нахо-
дящихся в изотропном водном пространстве.

Предложенный метод может быть использован 
и в случае упругих сфер или сферических оболо-
чек. В этом случае формулы (17), (11), (18), (22) 
сохраняются. Меняются только выражения для 
коэффициентов Tl . Для сферической упругой 
оболочки, заполненной воздухом, эти выражения 
приведены, например, в [30].

Моделирование эхосигнала от трех или более 
сферических рассеивателей может быть проведено 
аналогично.

Рис. 7. Функция формы эхосигнала от двух акусти-
чески жестких сферических рассеивателей радиуса 
0.3 м, находящихся вблизи дна; y = 50 м, y = 45 м, 
z z= = 20 м, b b= = 1 м, d = 5 м; 55 60≤ ≤ka  . 

Пунктирная линия — функция формы двух сфери-
ческих рассеивателей, находящихся в изотропном 
водном пространстве.

Предложенный метод может быть применен и в 
случае, когда источник и приемник не совмещены, 
а также в случае, когда вертикальная плоскость, 
проходящая через центр первой сферы и точку M, 
и вертикальная плоскость, проходящая через центр 
второй сферы и точку M, не совпадают.
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ке Министерства науки и высшего образования 
Российской федерации в рамках программы на-
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INTERFERENCE OF ECHO-SIGNALS FROM SPHERICAL SCATTERERS 
LOCATED NEAR THE SEABED
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The paper investigates the impact of the seabed on the echo signal from spherical scatterers. The seabed 
is modeled as a liquid absorbing half-space. The transmitter/receiver is located in the water half-space. 
The distance between the transmitter/receiver and the scatterer is assumed to be large compared to  
the wavelengths of acoustic waves in water and the seafloor. Numerical results are obtained for acoustically 
rigid spherical scatterers of the same radius. Interaction between the scatterers is not taken into account. 
The echo signal from a single sphere over a wide frequency range is computed using a method proposed 
by R.H. Hackman and G.S. Sammelmann, with a crucial step being the computation of the scattering 
coefficients of the sphere. Asymptotic formulae obtained using the saddle-point method are used in the 
paper to compute these coefficients. The obtained asymptotic expressions for the scattering coefficients of the 
sphere significantly reduce the number of summands in the formula for the form function of the echo signal.

Keywords: acoustical scattering, echo signal, spherical scatterer, form function




