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Рассмотрена одномерная нелинейная задача о параметрической генерации низкочастотного 
излучения в случае импульсного высокочастотного начального возбуждения, способного об-
разовать ударные фронты в профиле волны. Развит численный алгоритм решения уравнения 
Бюргерса во временном представлении с использованием удароулавливающей схемы типа Го-
дунова. Рассмотрены примеры распространения модельных частотно-модулированных сигналов 
с различной формой огибающей при различном соотношении нелинейных и диссипативных 
эффектов, ограничивающих длину взаимодействия волн накачки. Приводятся примеры эволю-
ции профилей и спектров сигналов при самодемодуляции высокочастотного сигнала накачки, 
которая проявляется на меньших расстояниях при сильном проявлении нелинейных эффек-
тов за счет дополнительного затухания энергии волны на образующихся ударных фронтах. По-
казано, что эффективность генерации низкочастотного излучения в ударноволновых режимах 
увеличивается.
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ВВЕДЕНИЕ
При распространении в нелинейной среде двух 

интенсивных гармонических волн с близкими ча-
стотами происходит генерация множества новых 
спектральных компонент как вверх, так и вниз по 
спектру. На некотором расстоянии от источника, 
которое определяется затуханием высокочастотных 
волн накачки, сформированное низкочастотное 
излучение, включающее в себя разностную частоту 
и другие комбинационные низкочастотные состав-
ляющие спектра, начинает распространяться неза-
висимо от начального возбуждения. В этом случае 
нелинейная среда выполняет роль параметриче-
ской антенны бегущей волны [1–2], что обеспе-
чивает высокую, в пределах нескольких градусов, 
направленность сгенерированного низкочастотно-
го излучения, низкий уровень боковых лепестков 
диаграммы направленности, а также возможность 

использования излучателей небольших размеров 
по сравнению с длиной волны низкочастотно-
го излучения. Наряду с важными практическими 
преимуществами такого подхода, его недостаток 
связан с небольшой эффективностью преобразо-
вания энергии волн накачки в энергию волны раз-
ностной частоты [2].

При возбуждении среды мощными высокоча-
стотными импульсами происходит генерация низ-
кочастотного импульсного излучения, т.е. проявля-
ется эффект нелинейной самодемодуляции [3]. Ряд 
особенностей импульсной генерации низкочастот-
ного звука делает параметрический подход одним из 
важных инструментов теоретических и эксперимен-
тальных исследований в области подводной [2–4],  
воздушной [5–7] и медицинской акустики [8–10]. 
Так, в подводной акустике важным свойством низ-
кочастотного излучения является его способность 
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узконаправленно распространяться на дальние рас-
стояния, что используется в акустической томогра-
фии водной среды, для зондирования дна океана и 
осуществления подводной связи [11–12]. В библи-
отеках, музеях или вендинговых аппаратах параме-
трические громкоговорители могут передавать ин-
формацию только для одного конкретного посети-
теля в результате генерации пучка слышимого звука 
высокой направленности [13]. В медицинских при-
ложениях параметрически сгенерированное низ-
кочастотное излучение используется, например, в 
задачах визуализации тканей и обнаружения опухо-
лей [8–9], а также для ультразвуковой визуализации 
с использованием контрастных агентов [10].

Основные результаты теоретических и числен-
ных исследований нелинейной самодемодуляции 
до последнего времени были получены в квазили-
нейном приближении, т.е. в условиях слабого про-
явления нелинейных эффектов [2–3, 14]. Главным 
фактором, ограничивающим область параметри-
ческих взаимодействий в этом случае, являются 
диссипативные эффекты, приводящие к умень-
шению с расстоянием амплитуды волн накачки. В 
случае сильнонелинейных режимов распростране-
ния, когда в профиле волны формируются ударные 
фронты, происходит дополнительное уменьшение 
области генерации низкочастотного излучения за 
счет эффективного поглощения энергии волны 
на разрывах и соответствующего дополнительно-
го уменьшения амплитуды взаимодействующих 
волн накачки. Рассмотрение ударноволновых ре-
жимов параметрических взаимодействий пред-
ставляет несомненный интерес. Несмотря на то, 
что поглощение энергии волны на разрывах уко-
рачивает область нелинейных взаимодействий, их 
эффективность растет, что обеспечивает потен-
циальный механизм получения бόльших уровней 
низкочастотных сигналов. Такие задачи исследо-
ваны гораздо менее полно, поскольку связаны с 
необходимостью разработки специальных числен-
ных подходов, учитывающих совместное влияние 
нелинейных и диссипативных эффектов, исполь-
зования больших объемов компьютерной памяти и 
длительностью расчетов [10, 15]. В данной работе 
реализован новый численный алгоритм для иссле-
дования процессов генерации и распространения 
низкочастотного излучения в режимах сильного 
проявления нелинейных эффектов на основе од-
номерного уравнения Бюргерса [16].

Наиболее сложным для численного решения 
уравнения Бюргерса, а также более общих нели-
нейно-дифракционных уравнений Хохлова‑За-
болотской‑Кузнецова [17] и Вестервельта [18], яв-
ляется оператор нелинейности, который может 
рассчитываться как в спектральном [19–21], так 
и во временном представлениях [15, 22–25]. В 
спектральном подходе, при образовании ударно-
го фронта в профиле исходно гармонической вол-
ны, для корректного описания ее распространения 

необходимо учитывать порядка тысячи спектраль-
ных компонент (гармоник основной частоты) [21, 
26]. В случае двухчастотного параметрического 
взаимодействия волн накачки число необходимых 
спектральных компонент в алгоритме увеличива-
ется до нескольких тысяч или даже десятков ты-
сяч [27]. Поскольку количество операций в спек-
тральном алгоритме пропорционально квадрату 
числа гармоник [20], это существенно затрудняет 
вычисления и делает их фактически невозможны-
ми, например, в трехмерной постановке задачи. 
На данный момент были реализованы оптимизи-
рованные спектральные алгоритмы, предназначен-
ные для описания двухчастотного взаимодействия 
гармонических волн накачки и основанные на идее 
отсечения слабоамплитудных спектральных ком-
понент, дающих малый вклад в генерацию низко-
частотного сигнала [27–29]. Данный подход позво-
лил уменьшить число гармоник на порядки и был 
применен для решения задачи о параметрическом 
взаимодействии в трехмерном волновом пучке с 
мощной бигармонической накачкой [29].

Для импульсных сигналов с широким исходным 
спектром количество спектральных компонент воз-
растает в десятки раз по сравнению с двухчастотным 
возбуждением, и спектральный подход становится 
неприменим. Целью данной работы являлась реали-
зация и верификация временного алгоритма расчета 
нелинейного оператора при импульсной генерации 
низкочастотного излучения, в том числе в ударно-
волновых режимах распространения. Такая задача 
исследовалась ранее [10, 15] с использованием нели-
нейного алгоритма [22–24], построенного на основе 
точного решения уравнения простых волн в неяв-
ном виде [16]. Однако для описания профиля волны 
в режимах образования ударных фронтов такой не-
линейный алгоритм требует использования порядка 
50 узлов временной сетки на ударном фронте [30] 
и, следовательно, нескольких тысяч узлов только на 
один высокочастотный период импульсного сигна-
ла, что делает решение трехмерных задач практиче-
ски нереализуемым. В данной работе используется 
удароулавливающая схема типа Годунова [31], для 
которой требуется всего лишь 2–3 узла временной 
сетки на ударный фронт волны при решении одно-
мерных нелинейных задач [30, 32–33] и несколько 
больше, 7–8 узлов, при решении дифракционных 
задач для корректного описания больших простран-
ственных градиентов поля давления в поперечном к 
оси пучка направлении [34].

Предварительная верификация построенно-
го временного алгоритма была проведена ранее на 
примере параметрического взаимодействия двух 
плоских гармонических волн накачки. Сравнива-
лись результаты моделирования уравнения Бюргер-
са, полученные с использованием спектрального 
и временного подходов [35]. Для временного алго-
ритма был отмечен выигрыш по времени вычисле-
ний в сотни раз по сравнению со спектральным 
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алгоритмом без его оптимизации и в несколько раз 
по сравнению с оптимизированным спектральным 
алгоритмом [27–28]. В данной работе с использова-
нием развитого временного алгоритма демонстриру-
ются особенности параметрической генерации низ-
кочастотного излучения при импульсной накачке с 
различной формой огибающей импульсов.

1. ЧИСЛЕННЫЙ АЛГОРИТМ 
РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ БЮРГЕРСА 
ВО ВРЕМЕННОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ

В приближении плоских волн задача о параме-
трической генерации низкочастотного излучения 
высокочастотной импульсной накачкой описыва-
ется одномерным нелинейным уравнением Бюр-
герса, которое в безразмерном виде можно запи-
сать следующим образом [16]:
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ванное на максимальную величину давления в на-
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c0 — скорость звука в среде, r0 — плотность среды, b 
и d — коэффициенты нелинейности и термовязкого 
поглощения, соответственно.

Уравнение Бюргерса (1) моделировалось во вре-
менном представлении с помощью явной шестито-
чечной консервативной схемы типа Годунова [31] 
второго порядка точности по времени q, шаблон 
которой представлен на рис. 1а. Преимущество 
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каждом последующем шаге (n + 1) по координате 
распространения волны Z для всех временных уз-
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P P

Z
H Z H Z

Z
P

j
n

j
n

j

n

j

n

j

+

+ −

+

= + −









+

+

1
1
2

1
2

2 1

1
Г

D
D

D
D

q

q

( ) ( )

nn
j
n

j
nP P− +( )−2 1 .

	 (2)

В численной схеме (2) ΔZ и Δq — шаги сетки по 
координате распространения волны и времени, со-
ответственно; H

j

n

±
1
2

 — потоки через центры ячеек, 

которые вычисляются как

Н Z P P
j

n

j j± ±

+

±

−=









+















1
2

1
2

2

1
2

2
1
4

( )





+

+ −










±

±

+

±

−

a Z

P P
j

n

j j

1
2

1
2

1
2

2

( )

,

,

где a Z P P
j

n

j j± ±

+

±

−=1
2

1
2

1
2

( ) max ,  — локальная скорость 

распространения волны в центре ячейки, а дав-
ления справа и слева от узла сетки (n, j) равны, 
соответственно:
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шения устойчивости алгоритма рассчитывались 
следующим образом:
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Рис. 1. (а) — Шаблон удароулавливающей шеститочечной 
схемы типа Годунова и (б) — пример одного периода про-
филя нелинейной волны с ударным фронтом, полученного 
при моделировании с использованием 3 узлов временной 
сетки на разрыв.
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при этом значение весового коэффициента h вы-
бирается из промежутка 1 ≤ h ≤ 2. В данной рабо-
те было выбрано h = 2, что обеспечивает наиболее 
точное решение при минимальном сеточном по-
глощении, в то время как h = 1 соответствует наи-
большему сеточному поглощению и, следователь-
но, более устойчивому численному алгоритму.

Третье слагаемое в схеме (2) является централь-
но-разностной аппроксимацией оператора по-
глощения в уравнении Бюргерса (1). Введенная 
таким образом явная численная схема имеет вто-
рой порядок точности по времени q и первый – 
по координате распространения волны Z. Отме-
тим, что повысить точность численного решения 
уравнения (1) можно с помощью метода расще-
пления по физическим факторам [22], например, 
вычисляя решение на каждом шаге сетки по Z как 
P(q, Z+DZ) = LA,DZ/2LN,DZLA,DZ/2P(q, Z). Операторы 
поглощения LA и нелинейности LN при этом рас-
считываются независимо с использованием сво-
их оптимальных численных схем, а итоговый ал-
горитм приобретает второй порядок точности по 
координате Z за счет дробления полного шага DZ 
на подшаги. В этом случае диссипативную зада-
чу удобно решать в спектральном представлении, 
поскольку для каждой гармоники поля давления 
существует точное аналитическое решение в виде 
затухающей экспоненты [21]. Сравнение расче-
тов для оператора поглощения, записанного в ча-
стотном и временном представлениях, показало 
различие менее чем на 1%, поэтому в этой работе 
было решено использовать полностью временной 
конечно-разностный алгоритм, как для оператора 
нелинейности, так и для оператора поглощения.

2. НАЧАЛЬНЫЕ ИМПУЛЬСНЫЕ СИГНАЛЫ 
И ПАРАМЕТРЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Численное моделирование задачи о параметри-
ческой генерации низкочастотного излучения вы-
сокочастотной импульсной накачкой проводилось 
на примере трех характерных начальных сигналов 
с линейной частотной модуляцией (ЛЧМ) и раз-
личными типами огибающей. Для верификации 
алгоритма и возможности сравнения полученных 
в работе результатов с более ранними исследова-
ниями [15] были рассмотрены два примера мо-
дельных импульсов с ЛЧМ, центральной часто-
той f0 = 3.5 МГц и гауссовской и гипергауссовской 
функциями огибающей:
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где m = 1 и m = 5 соответствуют огибающим в 
виде гаусса и гипергаусса (рис. 2а и 2б). В качестве 

третьего примера был рассмотрен импульсный 
сигнал с прямоугольной огибающей, состоящий 
из суммы гармонической волны на частоте 
f0 = 150 кГц и волны с ЛЧМ в диапазоне 135–145 кГц 
(рис. 3а), характерный для работы подводной пара-
метрической антенной решетки [11]. Первый и по-
следний циклы под его огибающей, демонстрирую-
щие изменение частоты от начала к концу импуль-
са, представлены на рис. 3в. Отметим, что для всех 
трех импульсных сигналов частота осцилляций 
увеличивается от начала к концу импульса. На ри-
сунках 2в, 2г и 3б представлены начальные спектры 
P  описанных выше импульсных сигналов. Отно-
сительная ширина ЛЧМ спектра прямоугольного 
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Рис. 2. (а, б) — Начальные профили и (в, г) — спектры 
частотно-модулированных сигналов с (а, в) — гауссов-
ской и (б, г) — гипергауссовской огибающей и линейной 
частотной модуляцией (ЛЧМ).
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импульса в области f < f0 (рис. 3б) меньше, чем у 
модельных спектров импульсов с гауссовской и ги-
пергауссовской временными огибающими (рис. 2в 
и 2г), которые имеют близкую по величине ширину 
и сосредоточены симметрично вокруг центральной 
частоты f0.

При моделировании распространения модель-
ных ЛЧМ импульсов и смешанного гармониче-
ского с ЛЧМ сигнала использовались физические 
параметры сред, приведенные в табл. 1 и соот-
ветствующие предшествующим исследованиям 
[11, 15, 27–29, 35]: глицерин (более диссипативная 
среда) и вода (менее диссипативная среда).

Были рассчитаны характерные длины образо-
вания разрыва lsh для периодов с максимальной 
амплитудой давления p0 в профиле волн накачки, 
длины поглощения labs высокочастотной накачки 
на центральной частоте f0 и числа Гольдберга G. 
Значения этих величин, а также параметры чис-
ленного алгоритма, такие как безразмерные шаги 
пространственной (DZ) и временной (Dq) числен-
ных сеток, число точек M на период волны накач-
ки на частоте f0 и общее число точек временного 
окна N приведены в табл. 2 и 3, соответственно. 
Пространственный шаг DZ варьировался в зави-
симости от режима распространения для обеспе-
чения устойчивости численного алгоритма (2). 
Также был промоделирован предельный случай 
Г = 0, когда механизмом, ограничивающим длину 

параметрических взаимодействий, является толь-
ко поглощение на ударных фронтах, реализуемое 
внутри самой численной схемы для нелинейного 
оператора (сеточное поглощение). Время расчетов 
на персональном компьютере с 64 Гб оперативной 
памяти и восьмиядерным процессором [29] состав-
ляло 10–30 минут в режиме слабой нелинейности 
(G = 1) и 30–100 минут в ударноволновом режиме 
(G = 0.1) при распространении сигналов до рассто-
яния Z = 25.

Для определения наиболее выигрышных режи-
мов излучения волн накачки также был исследован 
вопрос об эффективности параметрической гене-
рации низкочастотного излучения для описанных 
выше трех случаев импульсного начального воз-
буждения. Во-первых, рассматривалось отноше-
ние амплитуды демодулированных импульсов к 
амплитуде исходных импульсов накачки. В каче-
стве второй метрики рассчитывалась энергия низ-
кочастотного излучения Elow как сумма квадратов 
модулей дискретных низкочастотных спектраль-
ных компонент с номерами n = 1…nmax, амплитуда 
которых спадала в 105 раз относительно максимума 
низкочастотной части спектра, отнесенная к пол-
ной энергии начального сигнала E0, рассчитанной 
путем суммирования энергии всех дискретных гар-
моник в спектре n = 1…Nmax:
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Для первичной апробации работы численного 

алгоритма в случае импульсной накачки результа-
ты моделирования распространения гауссовского 
и гипергауссовского высокочастотных импульсов 
сравнивались с известным аналитическим реше-
нием на больших расстояниях Z ≫ 1, полученным 
в квазилинейном приближении [15]. В этом слу-
чае, при наличии частотной модуляции, решение 
для низкочастотного демодулированного импуль-
са в квазилинейном приближении определяется 
формой исходной огибающей E(q) и видом фазо-
модулирующей функции j(q) и пропорционально 
функции
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Таблица 1. Физические параметры среды распространения для различных типов начального импульсного 
возбуждения.

среда c0, м/с r0, кг/м3 b d, м2/с
Модельные ЛЧМ импульсы глицерин 1920 1260 5.4 2 × 10–5

Гарм. волна + ЛЧМ вода 1502.25 996.81 3.5 4.42 × 10–4

Таблица 2. Максимальная амплитуда давления в им-
пульсе, характерные величины длин поглощения labs и 
нелинейности lsh и их отношения Г = lsh/labs.

p0, МПа lsh, м labs, м G

Модельные ЛЧМ 
импульсы 0.051–0.51 0.15–1.5 1.5 0.1–1

Гарм. волна + ЛЧМ 0.06–0.6 1.7–17 17 0.1–1

Таблица 3. Параметры численного алгоритма.

DZ Dθ M N

Модельные ЛЧМ 
импульсы (1.3–5.3) × 10–4 0.06 120 12000

Гарм. волна + ЛЧМ (3.1–7.8) × 10–4 0.08 80 72000
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На рис. 4 представлены результаты такого срав-
нения нормированных на максимум давления, 
отличающийся для различных режимов распро-
странения, безразмерных профилей давления мо-
дельных гауссовского (рис. 4а) и гипергауссовского 
(рис. 4б) импульсов [15] на расстоянии 25 длин по-
глощения labs (Z = 25). Как видно из рисунка, чис-
ленные решения, полученные для случая слабой 
нелинейности (G = 1) в отсутствие частотной моду-
ляции (черные штриховые кривые) и с ЛЧМ (синие 
штриховые кривые), в точности совпадают с соот-
ветствующими аналитическими решениями (серые 
и голубые кривые, соответственно), что свидетель-
ствует о корректности работы алгоритма. В случае 
сильного проявления нелинейных эффектов для 
ЛЧМ импульсов (G = 0.1, ударноволновой режим, 
красные кривые) численные решения качественно 
повторяют поведение аналитического. Отметим, 
что для импульса с гипергауссовской огибающей 

(рис. 2б) наблюдается более несимметричная фор-
ма демодулированного импульса (рис. 4б): ампли-
туда положительной фазы импульса больше, чем 
амплитуда следующей за ней отрицательной фазы. 
Асимметрия демодулированного профиля объяс-
няется увеличением частоты сигнала от начала к 
концу исходного импульса накачки, что приводит 
к усилению нелинейных эффектов, более раннему 
формированию ударных фронтов и дополнитель-
ному к линейному поглощению энергии высоко-
частотной волны в конце импульса. Бóльшая асим-
метрия для исходного импульса с гипергауссовской 
огибающей (рис. 4б) по сравнению с гауссовской 
(рис. 4а) обусловлена наличием бóльшего числа 
высокоамплитудных высокочастотных периодов в 
конце начального профиля волны.

На рис. 5 показана эволюция безразмерных 
спектров P  гауссовского (рис. 5а, 5б) и гиперга-
уссовского (рис. 5в, 5г) импульсов при прохож-
дении различных расстояний Z = z/labs, равных 0 
(серые кривые), 0.1 (черные кривые), 0.5 (розовые 
кривые), 1 (синие кривые), 3 (зеленые кривые) 
и 25 (красные кривые), для различных режимов 
распространения волны: квазилинейный режим 
(G  =  1) и ударноволновой режим (G = 0.1). Как 
видно из рис. 5, с увеличением расстояния исход-
но высокочастотный спектр обоих типов сигналов 
переходит в область низких частот, что является де-
монстрацией эффекта самодемодуляции [3]. Насы-
щение низкочастотной части спектра происходит 
на расстояниях порядка Z = 1 в ударноволновом 
(G = 0.1) и Z = 3 квазилинейном (G = 1) режимах 
распространения. При этом амплитуда высокоча-
стотной накачки на этих расстояниях еще велика 
по сравнению с амплитудой низкочастотного из-
лучения и становится сравнимой с ней лишь при 
Z = 3 для G = 0.1 и Z = 6 для G = 1. Тенденция бо-
лее раннего насыщения в ударноволновом режиме 
(G = 0.1) связана с дополнительным, помимо ли-
нейного, поглощением энергии волны накачки на 
образующихся в профиле волны разрывах. Одна-
ко, несмотря на такое уменьшение длины параме-
трических взаимодействий, максимальная безраз-
мерная амплитуда низкочастотной части спектра 
в этом случае приблизительно в 5–6 раз больше, 
чем для квазилинейного режима. Таким образом, с 
точки зрения максимально достижимой амплитуды 
давления низкочастотного излучения, его генера-
ция происходит более эффективно в ударноволно-
вых режимах. Отметим, что при распространении 
от Z = 3 (рис. 5, зеленые кривые) до Z = 25 длин 
поглощения (рис. 5, красные кривые) форма низ-
кочастотной части спектра практически не меняет-
ся, но для демодулированного спектра гипергаусса 
(рис. 5в, 5г) начинают сказываться эффекты погло-
щения в области высоких частот.

На рис. 6 показана эволюция формы безразмер-
ных профилей импульсов с исходно гауссовской 
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Z = z/labs: 0, 4, 10 и 25.
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(рис. 6а) и гипергауссовской (рис. 6б) огибающи-
ми при прохождении расстояний Z = z/labs, равных 
0, 4, 10 и 25, для квазилинейного (G = 1) и удар-
новолнового (G = 0.1) режимов распространения 
волны. Как и в случае спектров, здесь также вид-
но, что проявление самодемодуляции происхо-
дит на меньших расстояниях в ударноволновом 
режиме (G = 0.1) по сравнению с квазилинейным 
(G  =  1). Отметим, что высокочастотные осцил-
ляции на профиле демодулированного импульса 
(Z = 4) в ударноволновых режимах (G = 0.1, а.IV и 
б.IV) гораздо менее выражены по сравнению с ква-
зилинейным случаем (рис. 6, а.I, а.IV, б.I и б.IV). 
Можно также заметить, что поскольку частота ос-
цилляций увеличивается к правому краю исход-
ных импульсов (рис. 6а, 6б), то сигнал там раньше 
становится демодулированным за счет более ран-
него поглощения одиночных периодов, в то вре-
мя как с левого края высокочастотные осцилля-
ции сохраняются дольше. На расстояниях порядка 
Z = 10 в режиме сильной нелинейности (G = 0.1) 
профили демодулированных сигналов уже прак-
тически гладкие (рис. 6, а.V, б.V) и имеют в 4 раза 
бóльшую амплитуду, чем в квазилинейном режи-
ме (G = 1), где еще сохраняются высокочастотные 
осцилляции с левого края импульсов, достигая 
20% от максимума (рис. 6, а.II, б.II). При распро-
странении от Z = 10 до Z = 25 демодулированные 
импульсы практически не меняют своей формы  

(рис. 6, а.II–а.III и а.V–а.VI, б.II–б.III и б.V–б.VI), 
однако для гипергауссовских импульсов эффекты 
линейного поглощения проявляются несколько 
сильнее, что также наблюдалось и в соответствую-
щих спектрах (рис. 5в, 5г).

Результаты численного моделирования распро-
странения прямоугольного импульса смешанных 
сигналов (гармонического + ЛЧМ) [11] в двух ха-
рактерных режимах показаны на рис. 7 для рассто-
яний Z = z/labs = 0 (серые кривые), 0.1 (синие кри-
вые), 4 (черные кривые) и 25 (красные кривые). Как 
и в случае с модельными сигналами, в спектре им-
пульса (рис. 7а, 7б) по мере его распространения на-
блюдается формирование разностных низкочастот-
ных компонент исходно высокочастотной волны 
[3] с бóльшей максимальной амплитудой в случае 
разрывного режима. Хотя безразмерная начальная 
ширина спектра прямоугольного ЛЧМ сигнала у́же 
начального спектра обоих модельных импульсов, в 
силу значительной разницы между максимальной 
частотой f0 и минимальной частотой в этом спектре, 
ширина его низкочастотной части при Z > 0 оказы-
вается сравнимой с модельными сигналами. Стоит 
отметить, что в профиле смешанного импульса (рис. 
7в, 7г) самодемодуляция происходит внутри каждого 
цикла исходной огибающей, при этом наблюдается 
рост амплитуды демодулированных периодов оги-
бающей (черные и красные кривые) по мере уве-
личения частоты колебаний к концу импульса. Это 
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связано с тем, что, в отличие от модельных сигна-
лов, в исходном смешанном импульсе при Z = 0 все 
циклы огибающей имели одинаковую амплитуду, а с 
увеличением частот накачки нелинейные эффекты 
проявляются сильнее.

Расчет эффективности параметрической гене-
рации низкочастотного излучения был проведен 
для рассматриваемых трех случаев импульсного 
начального возбуждения и различных режимов 
распространения волны (G = 0.1, 0.3 и 0.5). На 
рис. 8а построены графики зависимости введен-
ной выше безразмерной метрики эффективности, 
Elow/E0 (5), от пройденного безразмерного рассто-
яния Z для гауссовского ЛЧМ импульса (красные 
кривые, которым соответствует шкала слева, вы-
деленная красным цветом), гипергауссовского 
ЛЧМ импульса (черные штриховые кривые, шкала 
справа) и прямоугольного ЛЧМ импульса (черные 
пунктирные кривые, шкала справа). Как видно из 
рис. 8а, на малых расстояниях, пока нелинейные 
эффекты сказываются слабо, энергия низкоча-
стотного сигнала зависит квадратично от рассто-
яния Z, в соответствии с квазилинейным прибли-
жением [2]. Затем рост энергии замедляется. На 

расстояниях порядка Z = 1–1.5, в зависимости от 
режима работы излучателя, происходит установле-
ние режима насыщения эффективности. При этом 
в ударноволновых режимах насыщение происходит 
раньше, чем в квазилинейных, что коррелирует с 
меньшими расстояниями установления формы и 
амплитуды низкочастотной части спектра отно-
сительно квазилинейного режима. Для гипергаус-
совского импульса эффективность генерации низ-
кочастотного излучения примерно в 3 раза больше 
по сравнению с гауссовским импульсом, что свя-
зано с присутствием бóльшего числа высокоам-
плитудных периодов заполнения огибающей ис-
ходного импульса накачки и, соответственно, бо-
лее сильным проявлением нелинейных эффектов.  
Эффективность перекачки энергии в низкие ча-
стоты для прямоугольного ЛЧМ + гармоническая 
волна импульса близка к случаю сигнала с ги-
пергауссовской огибающей. Отметим, что в рас-
сматриваемых примерах конечная доля энергии, 
трансформируемой от высокочастотной накачки 
в низкочастотное излучение, в 30 раз больше для 
разрывного режима генерации (G = 0.1), чем для 
квазилинейного (G = 1). Таким образом, исполь-
зование ударноволновых режимов позволяет су-
щественно повысить эффективность параметри-
ческой генерации низкочастотного излучения.

На рис. 8б представлены зависимости эффектив-
ности генерации низкочастотного излучения Elow/E0  
от обратного числа Гольдберга 1/G ~ p0. Точками от-
мечены значения эффективности для рассматрива-
емых в работе ударноволновых режимов при G = 0.1, 
достижимых в работе исследованных ранее пара-
метрических излучателей [11, 15]. В данной работе 
расчеты были выполнены вплоть до G = 0.1/30, т.е. 
с увеличением давления на излучателе в 30 раз, и в 
предельном случае Г = 0. Как следует из рис. 8б, с 
ростом 1/G величина Elow/E0 сначала растет согласно 
квазилинейному приближению как 1/G2 (квадратич-
но) [2], затем рост переходит в линейный, а в преде-
ле очень сильной нелинейности происходит насы-
щение. Максимальные значения эффективности в 
1.2 × 10–3, 0.9 × 10–3 и 0.3 × 10–3 (прямоугольный 
ЛЧМ + гармоническая волна, гипергауссовский и 
гауссовский ЛЧМ импульсы, соответственно) до-
стигаются при G = 0, когда длина параметрических 
взаимодействий ограничивается только поглощени-
ем на ударных фронтах, и примерно в 2 раза превы-
шают эффективность при G = 0.1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ
В работе исследованы особенности нелинейной 

демодуляции высокочастотных импульсных сиг-
налов при распространении плоских волн в сре-
де, когда длина параметрических взаимодействий 
ограничивается как термовязким поглощением, 
так и дополнительным поглощением энергии вол-
ны на образующихся в профиле высокочастотных 
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волн накачки ударных фронтов, при разной сте-
пени проявления линейного и нелинейного 
поглощения.

Для описания нелинейного распространения 
импульсного сигнала и параметрических процес-
сов в одномерной постановке, была развита чис-
ленная модель решения уравнения Бюргерса во 
временном представлении. Моделирование нели-
нейного оператора проводилось на основе удароу-
лавливающей схемы типа Годунова [31], поскольку 
спектральный подход, реализованный авторами 
ранее [27–29], требует учета большого числа гармо-
ник и может быть оптимизирован лишь для двухча-
стотного параметрического взаимодействия, но не 
для случая импульсной накачки.

По сравнению со спектральным методом без оп-
тимизации, построенный временной алгоритм по-
зволяет описывать нелинейные и диссипативные 
эффекты при параметрических взаимодействиях в 
импульсных полях с выигрышем в сотни раз [27]. 
Рассмотренные примеры различных импульсных 
сигналов показали, что для режимов слабого про-
явления нелинейных эффектов установившаяся 
форма численно рассчитанных демодулированных 
профилей совпадает с соответствующими аналити-
ческими выражениями, полученными в квазили-
нейном приближении как в отсутствие, так и при 
наличии частотной модуляции [2, 15], и качествен-
но соответствует им в ударноволновых режимах.

Было также показано, что эффект нелинейной 
демодуляции высокочастотных импульсов различ-
ных типов и установления стационарного по форме 
и амплитуде низкочастотного импульса достигает-
ся в квазилинейном режиме на расстоянии порядка 
трех длин линейного поглощения высокочастотной 
накачки, а в ударноволновом режиме — на меньших 
расстояниях, порядка одной длины поглощения, 
при расстоянии образования ударного фронта, рав-
ном 0.1 от длины линейного поглощения (Г = 0.1). 
При этом амплитуды спектральных компонент ис-
ходных ВЧ импульсов на этих расстояниях еще до-
статочно велики по сравнению с амплитудами НЧ 
части спектра и становятся сравнимыми с ней на 
дистанциях шести и трех длин поглощения для ква-
зилинейного и ударноволнового режимов, соответ-
ственно. В предельном случае доминирующего вли-
яния поглощения на ударных фронтах установление 
профиля низкочастотного импульса происходит на 
расстояниях порядка 20–30 характерных длин об-
разования разрыва (наименьшее расстояние – для 
гауссовского импульса).

Эффективность генерации низкочастотных им-
пульсов определялась по величинам достигаемых 
амплитуд демодулированного импульса и его энер-
гии относительно соответствующих параметров ис-
ходных импульсов накачки. Так, установившаяся 
амплитуда давления низкочастотного импульса, 
нормированная к амплитуде исходного импульса 

накачки, в ударноволновом случае (Г = 0.1) была 
почти на порядок больше, чем в квазилинейном 
режиме (Г = 1), несмотря на наличие дополнитель-
ного поглощения на образующихся в профиле вол-
ны разрывах. Продемонстрировано, что наличие у 
исходного сигнала более равномерной и близкой к 
прямоугольной огибающей, и, как следствие, бо-
лее широкого спектра или же бóльших различий 
между минимальными и максимальными взаимо-
действующими частотами, способствует лучшей пе-
рекачки энергии в область низких частот. Относи-
тельная доля энергии Elow/E0, трансформируемой от 
высокочастотной накачки в область низких частот, 
в ударноволновых режимах существенно выше и 
составляет порядка 0.06% (G = 0.1) по сравнению 
с 0.002% в квазилинейном режиме (G = 1). В пре-
дельном случае Г → 0, когда параметрические эф-
фекты ограничиваются только нелинейным погло-
щением на разрывах в профиле волны, эта величи-
на дополнительно увеличивается в 2 раза.

Таким образом, при параметрической генера-
ции низкочастотного импульса абсолютные вели-
чины его амплитуды и энергии возрастают при уве-
личении амплитуды исходных импульсов накачки 
и усилении нелинейных эффектов, демонстрируя, 
что переход к ударноволновым режимам распро-
странения способствует более эффективному про-
теканию параметрических процессов. Развитый в 
работе временной алгоритм представляется пер-
спективным при описании эффектов нелинейной 
демодуляции импульсных сигналов в разрывных 
режимах.

Работа выполнена при поддержке студенче-
ских стипендий фонда «БАЗИС» 23-2-1-46-1 и 
20-2-2-21-1.
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Demodulation of pulsed acoustic signals  
in strongly nonlinear propagation regimes

A. V. Kvashennikovaa,*,  M. S. Sergeevaa,  P. V. Yuldasheva,  
I. B. Esipovb,  V. A. Khokhlovaa

a Lomonosov Moscow State University, Faculty of Physics, Leninskie Gory 1, Moscow, 119991 Russia
b Gubkin State University of Oil and Gas, Leninsky ave. 65, Moscow, 119991 Russia
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A one-dimensional nonlinear problem of parametric generation of low-frequency radiation is considered 
in the case of a pulsed high-frequency initial excitation capable of forming shock fronts in the wave 
profile. A numerical algorithm for solving the Burgers equation in the time domain using a Godunov-
type shock-capturing scheme is developed. Examples of the propagation of model frequency-modulated 
signals with different envelope shapes at different ratios of nonlinear and dissipative effects, which limit 
the interaction length of pump waves are considered. Examples of waveforms and spectra evolution 
during self-demodulation of a high-frequency pump signal are given, with self-demodulation manifesting 
at shorter distances in strongly nonlinear propagation regimes due to additional attenuation of the wave 
energy at shock fronts. It is shown that the efficiency of low-frequency radiation generation increases in 
shockwave propagation modes.

Keywords: parametric interactions, pulsed pump waves, self-demodulation, Burgers equation, Godunov 
scheme
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