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ВВЕДЕНИЕ
Достаточно часто при решении задач актив-

ного гашения звуковых полей используются так 
называемые непрерывные звукопрозрачные рас-
пределения простых компенсирующих источни-
ков (монополей, диполей). Чрезвычайно важные 
для практического построения систем активно-
го гашения (САГ) вопросы о дискретном пред-
ставлении непрерывного распределения простых 
компенсирующих источников (или дискретной 
аппроксимации поверхности Гюйгенса), по-види-
мому, впервые были исследованы в работах [1–3]. 
В этих работах исследовалась величина ошибки 
при расчетах полей вне поверхности расположе-
ния компенсирующих источников, возникающей 
из-за дискретизации. При вычислениях значений 
полей для интегралов использовались квадратур-
ные формулы (квадратуры Гаусса); при численных 
расчетах полагалось, что излучатели находились в 
узлах квадратурной формулы (в каждой точке пара 
монополь–диполь). 

В работе [3], в частности, решалась задача ком-
пенсации поля монопольного источника, находя-
щегося в центре сферической поверхности с по-
мощью N пар компенсирующих источников (мо-
нополь, диполь), дискретно расположенных на 
этой поверхности. Для больших значений N была 

найдена эмпирическая оценка порогового значе-
ния величины волновой плотности источников 

pN kR/ ( ) ∼ 2  (k  — волновое число, R  — ради-
ус поверхности), при которой ошибка воспроизве-
дения поля не превосходила –15 дБ (фактически 
15 дБ это величина компенсации поля снаружи по-
верхности). Показано, что если использовать ква-
дратурные формулы с заранее заданными узлами, 
отличными от квадратур Гаусса, для которых число 
узлов N жестко определено и достаточно разреже-
но, то величина порогового значения увеличивает-
ся в ~ 3  раз. Таким образом, при kR � 1  число 
пар источников, обеспечивающих компенсацию 
поля монопольного источника не хуже 15 дБ, при-
мерно, N kR0

24≈ ( ) .
С другой стороны, определенный интерес мо-

гут представлять задачи активного гашения, в ко-
торых требуется снизить интегральный уровень 
звукового излучения системы источников только 
в дальней зоне (зоне Фраунгофера). В этом случае 
можно ожидать, что необходимое число компен-
сирующих источников будет значительно меньше 
N0 . Заметим, что поверхность, на которой распо-
ложены монопольные и дипольные компенсирую-
щие источники, может быть заменена двумя близ-
ко расположенными поверхностями, на каждой из 
которых находятся только излучатели монопольного 
типа [4–7]. 
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В предлагаемой работе рассматривается задача 
определения минимального числа компенсирую-
щих монопольных источников, расположенных в 
свободном пространстве на одной или двух сфе-
рических поверхностях, окружающих первичный 
источник, обеспечивающих заданную величину 
компенсации интегрального уровня излучения 
(суммарного от всех источников). Учитывая слож-
ность аналитических вычислений, задача решалась 
численно с использованием алгоритмов многомер-
ной оптимизации. 

Цель работы состояла в оценке в простых си-
туациях необходимого числа компенсирующих мо-
нопольных источников при проектировании САГ, 
исходя из ее волновых размеров и расположения 
источника первичного излучения. 

В работе не затрагиваются вопросы располо-
жения приемников и алгоритмов управления САГ. 
Отметим, что базовые принципы построения и 
практической реализации систем активного гаше-
ния звуковых полей, не потерявшие актуальность 
и сегодня, были изложены более 30 лет назад в об-
зоре [8] и в монографии [9], в которой также рас-
смотрены основы активного гашения, различные 
алгоритмы, методы и системы управления, приве-
дены теоретические ограничения и практические 
приложения1. Современные достижения в области 
активного гашения звука, проблемы и пути их ре-
шения изложены в обзоре [12], список литературы 
которого насчитывает 258 публикаций.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Пусть в свободном пространстве имеются две 

близко находящиеся поверхности, на которых дис-
кретно расположены точечные компенсирующие 
источники. Источник первичного монохромати-
ческого излучения (первичный источник) распо-
ложен внутри этих поверхностей. Относительно 
него будем полагать, что амплитуда его колеба-
ний (или его объемная скорость) неизменна и не 
зависит от внешних условий. Задача состоит в на-
хождении минимального числа компенсирующих 
источников, обеспечивающих заданную величину 
интегрального уровня излучения или, что полно-
стью эквивалентно — активной излучаемой мощ-
ности W , всех источников. В общем виде активная 
излучаемая мощность: 

	 W PQ ds
S

= [ ]∫
1
2

Re * ,	 (1)

где S  — замкнутая поверхность, охватывающая 
все источники излучения, P  — суммарное давле-
ние в каждой точке S, Q  — проекция компонен-
ты суммарной колебательной скорости на внеш-
нюю нормаль к поверхности S  соответственно, 

1 �Отметим, что наряду с классическими САГ в настоящее 
время используются и адаптивные [10, 11].

* обозначает комплексное сопряжение. Отметим, 
что если внутри поверхности S  нет источников из-
лучения, то W = 0. Очевидно, что даже численное 
решение сформулированной задачи минимизации 
W , в которой неизвестными являются амплитуды 
компенсирующих источников и их расположение, 
без существенного упрощения вряд ли возможно. 

Упростить выражение для W  можно нескольки-
ми способами. Первый способ — универсальный и 
пригодный для любого типа источников — заклю-
чается в прямом суммировании полей давления 
источников в точках сферической поверхности S , 
расположенной в зоне Фраунгофера системы источ-
ников. Однако в этом случае, даже для простых 
источников, снять интегрирование в (1) не удается, 
что делает решение задачи чрезвычайно сложным. 
Второй способ предполагает, что компенсирующие 
источники являются монополями и их поля могут 
быть разложены в ряды по сферическим гармони-
кам, расходящимся из одного центра. В этом случае 
интегрирование в (1) легко производится, но полу-
чающиеся четверные суммы, включающие сфериче-
ские гармоники, значительно затрудняют решение 
задачи. И, наконец, если положить, что все источ-
ники излучения (первичный и компенсирующие) 
являются точечными монополями, то можно суще-
ственно упростить выражение (1). Этот способ за-
ключается в том, что поверхность S  представляется 
в виде совокупности сферических поверхностей Sa  
радиуса a → 0, окружающих каждый источник по 
отдельности. В этом случае удается получить выра-
жение для мощности W , равной сумме мощностей 
всех источников w∑ , пригодное для численных 
расчетов. 

Представим, что волновой потенциал каждо-
го точечного монопольного источника на рас-
стоянии r  и излучающего на частоте w (множи-
тель exp( )−i tw  будем опускать) пропорционален 
r ikr−1 exp( ), и положим, что на поверхности Sa  
значение его нормальной компоненты колебатель-
ной скорости равно q. Тогда, при условии a→ 0, 
опуская здесь и далее размерные константы, полу-
чим для собственного давления на поверхности Sa :  
p a ka ka i q( ) ( )= − , и на произвольном расстоянии 
p r ar ikr p a( ) exp( ) ( )= −1 .

Заметим, что для вычисления мощности w  
любого источника на его поверхности необходи-
мо знать только соответствующие значения p q,  и 
внешнее давление P  — сумму давлений от других 
источников излучения, которое, учитывая условие 
a → 0 , достаточно вычислить только в точке распо-
ложения данного источника. Таким образом, мощ-
ность каждого источника:

	 w a p P q= +[ ]2 2p Re ( ) * .	 (2)
Член Re *Pq[ ]  описывает влияние остальных источ-
ников на мощность излучения данного источника. 
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Соответственно мощность W будет равна сумме 
мощностей всех источников w∑ .

Далее положим, что число компенсирующих 
источников равно M  и обозначим расстояние от 
первичного источника до m-го компенсирующего 
источника d m0 , а расстояние между n-ым и m-ым  
источниками dnm ; n m M, , ,...,= 1 2 . В дальнейшем 
нас будет интересовать величина K W w= / 00, рав-
ная отношению активной мощности, излучаемой 
всеми источниками, к активной мощности, излу-
чаемой первичным источником в отсутствие ком-
пенсирующих источников w00

2. Отметим, что ве-
личина компенсации интегрального уровня излу-
чения первичного источника (в дБ) равна −10 lg K . 
После некоторых вычислений получим
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q q
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где qm  — колебательная скорость m-го источника, 
нормированная на колебательную скорость пер-
вичного источника. Выражение (3) можно перепи-
сать в матричном виде:

	 K H H H= + + +1 ( )s q q s q Sq ,	 (4)
где S  — симметричная M M×  матрица с элемен-

тами s
kd

kdnm
nm

nm

=
sin( )

, s  — вектор-столбец с эле-

ментами s
kd

kdm
m

m
0

0

0

=
sin( )

, q  — вектор-столбец с 

элементами qm, sH  и qH  — эрмитово сопряжение 
векторов s  и q  соответственно. 

Целью исследований является определение ми-
нимального числа компенсирующих монопольных 
источников M , расположенных в свободном про-
странстве на одной или двух сферических поверх-
ностях, окружающих первичный источник, и обе-
спечивающих требуемое значение величины ком-
пенсации K . Для достижения этой цели достаточно 
решить следующую задачу оптимизации. При за-
данных значениях M k,  и координатах первичного 
источника найти минимальную величину Kmin: 

	 K
q x

H H H

n n
min

,
min( ( ) )= + + +1 s q q s q Sq ,	 (5)

где xn  обозначают трехмерные координаты ком-
пенсирующих источников, которые расположены 
на заданных поверхностях. 

2 Таким образом, величина К представляет собой нормиро-
ванный интегральный уровень скомпенсированного поля 
первичного источника (или остаточное значение уровня 
излучения).

С другой стороны, задачу можно сформулиро-
вать таким образом, чтобы поиск минимума про-
изводился бы только по координатам источников. 
Для этого продифференцируем (4) по qH  и полу-
чим, что минимум K  достигается при амплитудах 
источников q S s= − −1  и равен K H= − −1 1s S s .

Таким образом, для определения минимальной 
величины Kmin  вместо (5) получим 

	 K
x

H

n
min min( )= − −1 1s S s .	 (6)

Зная решение задачи (5) или (6), легко определить 
минимальное число источников M , при которых 
величина Kmin  не превосходит заданного значения. 

Прежде, чем перейти к решению задачи отме-
тим, что применение двух близко расположенных 
поверхностей вызвано необходимостью избавле-
ния от эффектов, обусловленных наличием ча-
стот внутренних резонансов поверхности [4, 13], 
на которых компенсация поля невозможна. Для 
расчетов из соображений простоты и наглядно-
сти были выбраны две сферические поверхности 
с общим центром в точке О (радиус внутренней 
поверхности R, а внешней R R h1 = + ). При этом 
расстояние между поверхностями h  выбиралось 
с учетом следующих условий. Во-первых, часто-
ты внутренних резонансов поверхностей не долж-
ны совпадать: для этого достаточно чтобы kh < p. 
Во-вторых, h R�  (условие не принципиально, но 
обеспечивает некоторое «равноправие» поверхно-
стей). Однако выбор значений h  ограничен снизу 
из-за того, что при расчетах возможно появление 
больших амплитуд у близко расположенных ком-
пенсирующих источников, что потребует гораздо 
большего числа вычислений функций. При расче-
тах полагалось h R= −10 2 .

Далее будем полагать, что M N= 2  и на каждой 
поверхности расположено по N  источников. 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОМПЕНСАЦИИ
Решение сформулированной задачи оптими-

зации — нахождение глобального минимума Kmin 
при заданных значениях kR  и N , производилось 
численно с использованием эволюционных алго-
ритмов3 для задачи (5) и классических алгоритмов 
для задачи (6). 

В первом случае, учитывая, что все подобного 
рода алгоритмы являются эвристическими, было 
использовано 12 алгоритмов (вариантов) числен-
ной оптимизации black-box, описанных в [17]: VK-
DCMA, VDCMA, R1ES, RMES, CCMAES2016, 
FMAES, HCC, LMCMA, LMCMAES, OPOA2015, 
SAMAES, XNES. Каждый из алгоритмов был 

3 �Подобного рода алгоритмы и их отдельные разновидно-
сти хорошо зарекомендовали себя при решении некото-
рых задач, например, в гидро- и аэродинамике, в акустике 
[14–16].
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запущен 40 раз с разными начальными состояни-
ями генератора случайных чисел (для амплитуд и 
координат источников). Критерий остановки каж-
дого алгоритма 106 вычислений функций K . Полу-
ченные решения после этого использовались как 
начальные точки в классическом алгоритме Бро-
йдена‑Флетчера‑Гольдфарба‑Шанно (BFGS) [18]. 
Лучшее из 480 полученных значений рассматрива-
лось как решение задачи (5).

Во втором случае сразу использовался классиче-
ский алгоритм многомерной оптимизации BFGS, 
который запускался 104 раз с разными состояния-
ми генератора случайных чисел (начальными коор-
динатами источников). При этом, во-первых, на-
чальные координаты точек на каждой сфере зада-
вались независимо, и, во-вторых, области, где они 
первоначально располагались (использовались две 
конфигурации), были примерно одинаковы и це-
ликом покрывали каждую сферу. Лучшее из полу-
ченных 2 104×  значений рассматривалось как ре-
шение задачи (6).

Отметим, что результаты вычислений и в пер-
вом, и во втором случае практически совпадают. 
Однако применение эволюционных алгоритмов 
при значениях N  ~ 10 и более требовало (при оди-
наковой точности вычислений) значительно боль-
ших вычислительных затрат, по сравнению с ис-
пользованным алгоритмом BFGS. 

В заключение подчеркнем, что полученные та-
ким образом величины формально являются верх-
ней границей значения Kmin. 

РЕЗУЛЬТАТЫ
Вначале рассмотрим ситуацию, когда первич-

ный источник расположен в точке О, совпадающей 
с общим центром сферических поверхностей. 

В случае, когда имеется одна поверхность, суще-
ствуют частоты, определяемые из условия kR m= p, 
m = 1 2, ,..., на которых принципиально невозможна 
компенсация первичного поля (частоты внутрен-
них резонансов для сферической поверхности, от-
вечающие излучаемой сферической волне). Отме-
тим, что при небольшом числе источников около 
частот внутренних резонансов образуются области 
частот (их ширина уменьшается с ростом числа 
источников), на которых компенсация не эффек-
тивна. Использование двух близко расположенных 
поверхностей устраняет эффекты, связанные с на-
личием частот внутренних резонансов (подробно 
эти вопросы обсуждаются в [4, 13]). Кроме этого, с 
ростом kR  эффективность компенсации «в сред-
нем» (тренд) уменьшается K → 1. 

В качестве иллюстрации этого на рис. 1 при-
ведены зависимости величины скомпенсиро-
ванного интегрального уровня излучения K  от 
kR  для случаев расположения M = 4  и M = 10  
компенсирующих источников на одной —  

штриховая и пунктирная линии, и на двух поверх-
ностях — штрихпунктирная и сплошная линии, 
соответственно. 

Проведенные численные расчеты для различ-
ных значений M N= 2  показали, что компенси-
рующие источники выгоднее распределить по двум 
поверхностям (на каждой по N  источников) — по-
давление в этом случае лучше (в крайнем случае, 
не хуже), чем при использовании одной поверхно-
сти. Поэтому в дальнейшем ограничимся случаем 
расположения компенсирующих источников на 
двух сферических поверхностях.

На рис. 2 приведена зависимость от kR  мини-
мального числа N  компенсирующих источников, 
расположенных на каждой поверхности, требуе-
мых для обеспечения подавления интегрального 
уровня излучения не хуже 20 дБ (величина K  не 
более 0.01) и не хуже 10 дБ (величина K  не бо-
лее 0.1). Там же сплошными кривыми приведены 
аппроксимирующие зависимости N kR= +1 0 2 2. ( )  
и N kR= +1 0 15 2. ( )  соответственно. 

Из приведенных данных следует, что, во-пер-
вых, простая аппроксимация достаточно неплохо 
описывает результаты численных расчетов. Во-вто-
рых, увеличение компенсации уровня с 10 дБ до 
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Рис. 1. Зависимости скомпенсированного уровня K от kR.

0 5 10 15 20

kR

N

0

10

20

30

40

50

60

70

80

20 дБ
10 дБ

Рис. 2. Зависимости минимального числа N компенсирую-
щих источников от kR.



	 ОПРЕДЕЛЕНИЕ МИНИМАЛЬНОГО ЧИСЛА КОМПЕНСИРУЮЩИХ� 799

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 70 № 5 2024

20 дБ требует увеличения числа компенсирующих 
источников, примерно, в 1.4 раза. И, наконец, для 
обеспечения подавления интегрального уровня из-
лучения требуется примерно в 20 раз меньше ком-
пенсирующих источников, чем для компенсации 
поля снаружи сферической поверхности (оценка 
числа источников N kR0

24≈ ( )  из [3] приведена во 
Введении). 

Дальнейшие расчеты показали, что при смеще-
нии источника первичного излучения к поверх-
ности сферы, число компенсирующих источни-
ков уменьшается. Так, например, для обеспече-
ния компенсации 20 дБ при kR � 9 15. , смещение 
источника от центра на величину 0 8. R  приводит к 
уменьшению минимального числа компенсирую-
щих источников с 18 до 3.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена задача определения минимального 

числа компенсирующих монопольных источников, 
расположенных в свободном пространстве на двух 
сферических поверхностях, окружающих первич-
ный источник, и обеспечивающих заданную ве-
личину компенсации интегрального уровня излу-
чения, а также приведены результаты численных 
расчетов.

Строго говоря, более общая постановка задачи 
компенсации предполагает расположение компен-
сирующих источников в пространстве вне задан-
ной сферической поверхности. Однако ее решение 
требует несоизмеримо больших вычислительных 
ресурсов. 

Авторы выражают благодарность И.И. Фиксу за 
существенную помощь при проведении расчетов.
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Determination of the Minimum Number of Compensating Monopole Sources 
Required to Suppress the Integral Radiation Level

 I. Sh. Fiksa,*, G. E. Fiksa

a I A.V. Gaponov–Grekhov Institute of Applied Physics Russian Academy of Sciences, 
 st. Ulyanova 46, Nizhny Novgorod, 603950 Russia 
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Using multidimensional optimization algorithms, the problem of determining the minimum number of 
compensating monopole sources located in free space on two spherical surfaces surrounding the primary 
source, providing a given value of suppression of its integral radiation level, was numerically solved.

Keywords: application of optimization algorithms, active sound reduction, suppression of the level of 
sound radiation, numerical calculations
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