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Изучается дифракция высокочастотной волны шепчущей галереи с небольшим номером, набегаю-
щей вдоль вогнутой границы, кривизна которой испытывает скачок при переходе в плоскую грани-
цу. Рассмотрены случаи жесткой (условие Неймана) и мягкой (условие Дирихле) границы. В рамках
метода параболического уравнения получена корректная задача рассеяния, которая решена явно и
детально исследована асимптотически. Найдены аналитические выражения для всех волновых по-
лей, возникающих в окрестности особой точки границы. В частности, описана расходящаяся из
этой точки краевая волна. Для жесткой границы ее амплитуда пропорциональна величине скачка
кривизны, а для мягкой – нет.
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1. ВВЕДЕНИЕ
С возникновением геометрической теории ди-

фракции, сводящей нахождение коротковолно-
вой асимптотики решений задач дифракции на
телах сложной формы к изучению более простых
эталонных задач, возникла потребность в их си-
стематическом исследовании. Однако до сих пор
остаются обширные пробелы в изучении круга
задач, в которых граница препятствия обладает
непрерывной или кусочно непрерывной кривиз-
ной с изолированными особенностями. Здесь не
применимы ни разделение переменных, ни мето-
ды типа Винера–Хопфа, и получение надежных
результатов должно опираться на достаточно
изощренную асимптотическую технику. В насто-
ящей работе мы исследуем одну из таких задач.

Задачи дифракции коротких волн на структу-
рах, где кривизна границы меняется скачкообраз-
но, привлекают внимание исследователей с 1960-х
годов (см., например, [1–12]). Достаточно полно
изучен пока лишь случай некасательного падения
(и некасательного наблюдения), когда знаки кри-
визны по разные стороны особой точки границы

не имеют большого значения, см. недавние рабо-
ты [9–11] и литературу в них. Задачи же с каса-
тельным падением описывают довольно разнооб-
разные физические процессы, кардинально зави-
сящие от знаков кривизны по разные стороны от
точки сопряжения гладких участков границы. От-
метим, что большое внимание привлекает на пер-
вый взгляд родственная, но в математическом от-
ношении качественно другая задача о дифракции
волны шепчущей галереи на контуре, гладко пе-
реходящем от вогнутости к выпуклости (типа ку-
бической параболы), впервые рассмотренная в
[13], свежий обзор этих исследований дан в [14].

Теория дифракции на препятствиях с неглад-
кой кривизной еще далека от завершения. В на-
стоящей работе изучается двумерная задача ди-
фракции высокочастотной волны шепчущей га-
лереи на границе с разрывом кривизны. Граница

 представляет собою дугу окружности радиуса
, переходящую в точке сопряжения  в каса-

тельную к ней прямую (см. рис. 1) так, что в 
кривизна скачком меняется с  на 0. Рассмотре-
ние ведется в рамках метода параболического

C
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O
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уравнения, естественного для задач с касатель-
ным падением.

Метод параболического уравнения [15, 16]
позволил открыть новые волновые явления.
Оказалось, что в задаче дифракции на гладком
выпуклом теле присутствуют не только волны,
отвечающие геометрической оптике, слияние
которых описывается интегралом Френеля, но и
ранее не фигурировавшие в теоретических ис-
следованиях волновые поля, описываемые спе-
цифическими, не везде допускающими асимп-
тотическое упрощение специальными функция-
ми – они называются теперь интегралами Фока.
Соответствующие волновые поля, более слабые,
чем геометроакустические и френелевское, бы-
ли названы фоном. Похожий, но аналитически
иной фон возникает и в, некоторым образом
двойственной нашей, задаче А.В. Попова [3, 12] о
дифракции плоской волны, набегающей вдоль
прямой, переходящей в выпуклую кривую (для
условия Неймана). При описании поля в окрест-
ности особой точки методом параболического
уравнения здесь возникают специальные функ-
ции, напоминающие по структуре интегралы Фо-
ка [15, 16], а поле в глубокой тени описывается
волнами соскальзывания. В рассматриваемой на-
ми задаче, в рамках метода параболического урав-
нения возникает фон с совершенно другой анали-
тической структурой, и для его исследования тре-
буется совсем другой математический аппарат.

Высокочастотные задачи, где граница состоит
из прямой и дуги выпуклого или вогнутого конту-
ра, сопряженных друг с другом так, что кривизна
границы терпит разрыв, были предметом много-
численных исследований, среди которых отме-
тим [3, 6, 8, 12]. К рассматриваемой нами задаче
обращались Н.Я. Кирпичникова и В.Б. Филип-
пов [6], которых преимущественно интересовало
построение тока на границе на основе своеобраз-
ной комбинации метода параболического урав-
нения и метода Кирхгофа. Поле вблизи границы

детально не изучалось, и дифрагированная точ-
кой негладкости границы краевая волна не рас-
сматривалась. Мы же исследуем ясно поставлен-
ную задачу математической физики, причем даем
полное аналитическое описание всех волновых
полей в окрестности точки . В частности, мы на-
ходим выражение для расходящейся из  краевой
волны. При этом мы используем некоторые при-
емы работы [6].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Мы исследуем скалярную двумерную задачу,

описывая волновое поле  над границей  (см.
рис. 1) уравнением Гельмгольца

(1)

причем волновое число  играет роль формально-
го большого параметра, ; соответствующий
безразмерный параметр вводится ниже, см. (12).
Предполагается гармоническая зависимость поля
от времени . Мы отдельно рассматрива-
ем случаи граничных условий Неймана

(2)

(здесь  – производная поля по нормали к ), и
Дирихле

(3)

Если трактовать  как акустическое давление, то
условие (2) описывает жесткий контакт, а (3) –
мягкий [17]. При удалении от границы поле стре-
мится к нулю.

Будем характеризовать положение точки ,
лежащей вблизи , расстоянием вдоль нормали
до контура  и длиной дуги , которая отсчи-
тывается от точки  (см. рис. 1) и принимается
отрицательной при  и положительной при

 (там  и ). Отметим, что переход от
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декартовых координат к  не является глад-
ким.

Мы начнем с подробного рассмотрения случая
жесткой границы (2). Случай мягкой границы (3)
более кратко рассматривается в п. 6.

Вдоль вогнутой части границы, представляю-
щей собой дугу окружности радиуса , на точку 
набегает волна шепчущей галереи . В пригра-
ничном слое

(4)

см. [18], главный член ее асимптотики  имеет
вид [16, 18]:

(5)

Здесь  – функция Эйри–Фока [15, 16], удовле-
творяющая уравнению Эйри

(6)
и имеющая асимптотику

(7)

а  – один из первых корней ее производной
(они вещественны, отрицательны и просты),

(8)

С ростом  функция  быстро убывает со всеми
производными, см. (7), поэтому падающая волна
шепчущей галереи (14) локализована в узкой, по-
рядка , окрестности вогнутой части
границы.

Предполагается, что номер моды падающей
волны не велик, и, следовательно, падающее поле
не является быстроосциллирующим в направле-
нии нормали. Это важно для дальнейших рас-
смотрений, иначе в задаче возник бы еще один
большой параметр, что заметно усложняло бы ее
анализ.

Целью настоящей работы является асимпто-
тическое описание всех волн, возникающих в
рассматриваемой задаче. Среди них, в частности,
предсказываемая геометрической теорией ди-
фракции (например, [19]) краевая волна, расхо-
дящаяся из точки :

(9)

(10)
Здесь  и  – классические полярные координа-
ты, см. рис. 1,

(11)

( , )s n
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 – дифракционный коэффициент (диаграмма
направленности), а  – погрешность, которая не
предполагается равномерной по . Нахождение
дифракционных коэффициентов для разных задач
дифракции на границах с негладкой кривизной
привлекало внимание многих исследователей (на-
пример [3–5, 7, 9–11]). Обычно дифракционный
коэффициент и погрешность  неограниченно рас-
тут при приближении к особому направлению –
предельному лучу. Подобные явления рассматри-
вают как возникновение переходных зон. Там
волновые поля описываются подходящими спе-
циальными функциями. Перейдем к исследова-
нию полного волнового поля в малой окрестно-
сти точки  в рамках метода параболического
уравнения [15, 16] – погранслойного подхода, бе-
рущего начало в работах Фока. Сначала мы фор-
мулируем корректную задачу рассеяния (что от-
личает нашу работу от [6]), затем подробно иссле-
дуем ее решение для случая жесткой границы (2).
Наконец, в п. 6 более кратко рассмотрим случай
мягкой границы (3).

3. ЗАДАЧА РАССЕЯНИЯ 
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
Следуя классическому подходу [3, 15, 16], вве-

дем безразмерный большой параметр

(12)

и перейдем в окрестности точки  к растянутым
переменным

(13)

(напомним, что  и  при ). Падаю-
щая волна (5) принимает вид

(14)

В дальнейшем нам будут полезны формулы
для полярных координат (11) справа от точки ,
которые легко получить из (13):

(15)

Исходя из основополагающего для метода па-
раболического уравнения предположения [15,
20], что полное волновое поле имеет в погранич-
ном слое общую быструю осцилляцию в продоль-
ном направлении, а в поперечном направлении
осциллирует медленнее, будем искать асимпто-
тику полного поля в виде, аналогичном (14):

(16)
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Следуя работам [15, 16], мы называем  множите-
лем ослабления.

Метод параболического уравнения предна-
значен для описания волн с фазами, близкими к
фазе падающей волны. Область его применимо-
сти, как и в классическом случае [15, 16], ограни-
чивается малыми значениями  и  (соответ-
ственно,  и ), однако допускаются большие
значения  и  (ограничение на  непосред-
ственно вытекает из (4)).

Подставляя (14) и (16) в уравнение Гельмгольца
(1) и граничное условие (2), стандартным образом
(см., например [12]) получаем для  параболиче-
ское уравнение с негладким коэффициентом

(17)

и однородное граничное условие:

(18)

Здесь  – функция Хевисайда,  при
 и  при .

Поставим для  математически корректную
задачу рассеяния, потребовав, чтобы  переходи-
ло при  в множитель ослабления падаю-
щей волны , см. (14):

Простыми стандартными рассуждениями (на-
пример [13, 21]) устанавливается независимость

нормы  от , откуда следует единствен-
ность в классе решений, квадратично интегриру-
емых по .

Очевидно, при  решением (17) является
множитель ослабления падающей волны, и

. Поскольку  непрерывно при , то
для  оно совпадает с решением задачи Ко-
ши, возникающей при добавлении к (17) и (18)
начального условия

(19)

Далее мы рассматриваем только область .
Решение задачи (17), (18), (19) можно получить,
сворачивая начальное условие (19) с соответству-
ющей функцией Грина

(ее построение приведено, например, в [7]):

U

n s
x y
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U
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incU
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2inc
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0 при .U U d

∞
ν 2

0
U d σ

ν

σ < 0

= incU U U σ = 0
σ 0>

σ= σ=
= = ν − τv

inc
0 0

( ').U U

σ 0>

− π     − ν + ν= +    σ σπσ     

2 2exp( 4) ( ) ( )exp exp
4 42

i p pG i i

(20)

Выражение (20) было найдено Н.Я. Кирпичнико-
вой и В.Б. Филипповым [7] в рамках эвристиче-
ского подхода, родственного методу Кирхгофа.

Для удобства асимптотического исследования
множителя ослабления (20) представим его в виде

(21)
где

(22)

Хорошо известно, см. [22], что вклад в асимпто-
тику интегралов от гладких быстроосциллирую-
щих функций дается критическими точками фаз
экспонент (где производная фазы обращается в
нуль) и краем интервала интегрирования. Если
критическая точка не приближается к краю, то их
можно рассматривать по отдельности; в против-
ном случае асимптотика интеграла дается соот-
ветствующей специальной функцией – у нас она
окажется одной из функций параболического ци-
линдра.

4. ПОЛЕ ПРИ МАЛЫХ ЗНАЧЕНИЯХ σ 
В СЛУЧАЕ ЖЕСТКОЙ ГРАНИЦЫ

Рассмотрим сначала область, где

(23)

и  в фазах экспонент можно рассматривать
как большой параметр.

4.1. Область, где критические точки фаз не близки 
к краю интервала интегрирования

Если  не слишком мало, то критические точ-
ки фаз  подынтегральных экспонент в (22)
лежат далеко от края интегрирования. Критиче-
ская точка фазы в , , не вносит вклада,
поскольку лежит вне интервала интегрирования.
Асимптотика (20) дается суммой вкладов в  и 
краевой точки  и вклада критической точки
фазы  в .

4.1.1. Вклад краевой точки. Вклад точки 
находится путем многократного интегрирования
по частям. Постараемся изложить это вычисле-
ние, избегая чересчур громоздких формул.

Четырехкратное интегрирование по частям да-
ет для вклада краевой точки в асимптотику инте-
грала  выражение
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Учитывая, что , а на бесконечности 
стремится к нулю со всеми производными, и вы-
ражая старшие производные от  через  и  с по-
мощью уравнения Эйри (6), придем к формуле

(24)

Вклад точки  в асимптотику интеграла  от-
личается лишь заменой  на . При сложении

 и  члены, в которых степень  нечетна,
сокращаются. В результате вклад точки  в
асимптотику множителя ослабления (20) дается
удвоенным слагаемым в (24) с сомножителем 
и имеет вид

(25)

Поправочные члены малы в области, где

(26)

Вклад края (25) сшивается с множителем
ослабления, отвечающим краевой волне (9), в об-
ласти, где выполнены неравенства (10) и

(27)

см. (15).
4.1.2. Вклад критической точки фазы.При уме-

ренных значениях ,

(28)

критическая точка фазы  интеграла  лежит
в области медленного изменения , и ее
вклад находится стандартным методом стацио-
нарной фазы [22], дающим

(29)

Остаточные члены малы в области, где выполня-
ются неравенства (23), (26) и (28).

( )

( )

−

∞

=

− π − τ= − σ + … − νπσ 
 + σ − τ × − ν − ν 

 − ν× + σ σ 

end

3
4

2
5

0

exp( 4) ( ')
2

2

1 12 ( ')}

( )exp .
4 p

i p
I i

p

di p
p dp p

pi O

v

v

−τ =v '( ') 0 v

v v v '

( )

( )

−

ν σ − π −τ= − σ − νπσ
−τ τ − σ − σ −τ − + ν ν ν 

τ + σ −τ − + + σ ν ν ν 

2
end

2 3
3 5 3

4 5
7 5 4

exp 4 4 ( ')
2

2
( ') '34 8 ( ')

6 '15 116 ( ') .

i i
I i

i

O

v

v
v

v

= 0p +I
ν −ν

−
endI +

endI ν
= 0p

ν41

( ) ( )
− ++ =

ν σ − πσ σ  = −τ +  ν   πσ ν
v

end end

24

2

exp 4 42( ') 1 .

I I

i i
O

ν σ ϕ2 2, т.е. 1.kr@ @

ν σ ϕ2 2 2 4, т.е. 1,M kr! !

ν
ν 1,&

= νp −I
− τv( )p

( ) ( )( )− = ν − τ + σν + σ νv
2( ') 1 .crI O O

С ростом  критическая точка перемещается в
область больших значений аргумента (и, соответ-
ственно, экспоненциального убывания) функции

, и вклад ее в поле делается экспоненци-
ально мал. Вклад критической точки в поле (16)
(с учетом того, что ) можно интер-
претировать как продолжение падающей волны
шепчущей галереи (14). Присутствие этой волны
отмечалось в [6], правда, только при больших .
В области, где  не слишком велико, вклад края
(25) имеет меньший порядок, чем вклад критиче-
ской точки (29).

4.1.3. Обсуждение волнового поля. В пересече-
нии областей  и  (см. рис. 2), где выполнены
неравенства (10), (23), (26) и

(30)
волновое поле, согласно (16) и (21), дается выра-
жением

(31)

Первое слагаемое, отвечающее вкладу стацио-
нарной точки, интерпретируется как продолже-
ние падающей волны шепчущей галереи, а второе,
отвечающее вкладу края, – как краевая волна. Не-
равенство (26) означает, что разность фаз краевой
и плоской волн велика, см. (15). Дифракционный
коэффициент  имеет вид

(32)

Он линеен по скачку кривизны , как это было
и в ряде других задач со скачком кривизны [3–5,
9, 11]. Отметим, что в задаче А.В. Попова [3, 12]
(которая двойственна нашей) дифракционный
коэффициент также пропорционален  при

.
Обратимся теперь к той части области , где 

нельзя считать малыми (вблизи оси  неравен-
ство (30) не выполнено). Асимптотика волнового
поля принимает вид суммы продолжения падаю-
щей волны, описываемой первым слагаемым, и
фона, описываемого вторым слагаемым:

Второй член мы, следуя терминологии Фока, на-
зываем фоном, поскольку он, во-первых, не ин-
терпретируется в рамках геометрической акусти-
ки как краевая волна, так как равенства (15) спра-
ведливы лишь для малых . Во-вторых, в той

ν
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части области , где , он слабее про-
должения падающей волны. Как и краевая волна,
фон имеет там порядок .

4.2. Область, где критические точки фаз близки 
к краю интервала интегрирования

Теперь рассмотрим область  (на рис. 2 выде-
лена серой заливкой), где мал  не только  (23),
но и ,

(33)

и критические точки фаз экспонент близки к
краю интервала интегрирования. Асимптотика
интеграла (20) определяется поэтому малой
окрестностью точки , где имеем

(34)

Здесь учтено равенство (8), а старшие производ-
ные выражены через функцию  с помощью урав-
нения Эйри (6). Подставим это разложение в (22)
и проинтегрируем почленно1. Интеграл от квад-
ратичного по  члена рассматриваемой области
окажется меньше, чем от нулевого, но имеет ту же
структуру. Интеграл же от кубического члена еще
меньше, однако выражается через нетипичную
для теории дифракции специальную функцию и
описывает другой волновой процесс.

Рассмотрим сначала интегралы от первых двух
членов, сделав в интегралах, отвечающих , за-
мену переменных . Пользуясь выражени-
ями для интегралов от гауссовских функций

1 Степенные расходимости этих интегралов устраняются
смещением контуров интегрирования в комплексную
плоскость: кверху при  и книзу при .

I 1/3 2/3y a k&

(1 )O ka

III
′о σ
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= 0p

− τ =
= −τ − τ −τ + −τ +2 3 4
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v
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+I
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(например, [23], 861.7) и равенствами

,

Таким образом, вклад первых двух членов (34) в
асимптотику интеграла (20) имеет вид

(35)

Поскольку  в рассматриваемой
области (см. (33)), то выражение (35) соответству-
ет множителю ослабления для продолжения па-
дающей волны (14).

Обратимся к интегрированию третьего сла-
гаемого в (34). Рассмотрим сначала интеграл,
отвечающий . Сделав замену переменных

, перепишем его в виде
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Рис. 2. Схематическое изображение областей с различными структурами волнового поля.
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где  – гамма-функция, . Здесь мы вос-
пользовались интегральным представлением для
функции параболического цилиндра (см., напри-
мер, [24]):

Выражение для интеграла, соответствующего ,
отличается лишь заменой  на .

Таким образом, вклад кубических по  членов
в асимптотику  имеет вид

(36)

и характеризует процесс слияния дифрагирован-
ной волны с продолжением падающей волны
вблизи прямолинейного участка границы.

С помощью формул (35) и (36), учитывая (16),
приходим к следующей асимптотической форму-
ле для поля  в области  (см. рис. 2), характери-
зуемой неравенствами (23) и (33):

(37)

Величина

(38)

(см. (15)) типична для описания переходных зон –
окрестностей предельных лучей – где происходит
слияние волн различной природы. В рассматри-
ваемой задаче предельный луч совпадает с плос-
кой частью границы. На предельном луче .
В той части области , где выполнено неравен-
ство (30), второе слагаемое в (37) описывает слия-
ние краевой и плоской волн вблизи предельного
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луча. Там же, где (30) не выполнено, этот член не
поддается геометроакустической интерпретации,
и его следует рассматривать как малую поправку к
первому слагаемому – продолжению падающей
волны.В Приложении проверяется, что формулы
(31) и (37) сшиваются между собой в пересечении
областей их применимости, т.е. в пересечении
областей  и .

5. ПОЛЕ ПРИ УМЕРЕННЫХ И БОЛЬШИХ 
ЗНАЧЕНИЯХ  В СЛУЧАЕ

ЖЕСТКОЙ ГРАНИЦЫ

Рассмотрим теперь области  и  (см. рис. 2),
где неравенство (23) не выполнено, т.е.

(39)

и соответственно  не является большим пара-
метром в интегралах  (22). Сделаем замену пе-
ременных , тогда в фазах экспонент появ-
ляется множитель :

(40)

Рассмотрим сначала такие значения , что
этот параметр велик:

(41)

и интегралы (40) допускают асимптотический
анализ. Критические точки их фаз  дале-
ки от края интервала интегрирования.

Вклады краев интервалов интегрирования в
интегралы (40) находятся так же, как в п. 4.1. Их
сумма снова дается выражением (25), с тою лишь
разницей, что поправочный член  заме-

няется на . Оно сшивается с множителем
ослабления для краевой волны (9) в области, где
выполнено (27).

Критическая точка  фазы лежит вне
интервала интегрирования далеко от края, а кри-
тическая точка фазы  лежит в области, где

 экспоненциально мало, и потому их
вклады в  экспоненциально малы. Н.Я. Кир-
пичникова и В.Б. Филиппов в [6] отмечали род-
ство этого малого члена в асимптотике  с про-
должением волны шепчущей галереи.

Таким образом, согласно (21) и (16), в области ,
характеризуемой неравенствами (39) и (41), вол-
новое поле  в главном порядке сводится к крае-
вой волне с дифракционным коэффициентом (32).
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Теперь обратимся к окрестности плоской части
границы , где неравенство (41) не выполняется.
Там интегралы (40), а вместе с ними и множитель
ослабления (20), не допускают асимптотического
упрощения. Соответствующая волна убывает с
ростом :

(42)

С ростом  убывание ускоряется за счет осцилля-
ций экспонент в (40).

6. СЛУЧАЙ МЯГКОЙ ГРАНИЦЫ (3)
Исследование поля для мягкой границы (3)

вполне аналогично рассмотрениям пп. 4 и 5, и мы
изложим его более кратко.

Падающая волна шепчущей галереи имеет те-
перь вид [18, 16]

где  – один из первых корней функции Эй-
ри, . Буквальное повторение рассужде-
ний пункта 3 приводит к задаче Коши для уравне-
ния (17) при  с условиями

C помощью функции Грина задачи Дирихле

(см., например, [7]) для соответствующего мно-
жителя ослабления получается:

(43)

Здесь  отличаются от  в (22) заменой  на .
Вклады критических точек в асимптотику инте-
грала (43) находятся совершенно аналогично, а
вычисление вклада от краевой точки несколько
модифицируется.

6.1. Поле при малых значениях 
Исследуем выражение (43) в области, где вы-

полнено (23) и в фазах экспонент стоит большой
параметр .

6.1.1. Область, где критические точки фаз дале-
ки от края интервала интегрирования. Рассмотрим
вклад края в . Теперь для получения главного
члена интегрировать по частям приходится пять
раз. В результате элементарного, но длинного вы-
числения, использующего выражение старших
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производных  через  и  и учитывающего, что
, приходим к аналогу формулы (24):

(44)

Выражение для вклада  точки  в интеграл
 отличается заменой  на . В правых частях

 и  слагаемые, содержащие четные степени
, одинаковы, и поэтому при подстановке в фор-

мулу (43) сокращаются. Следовательно, вклад
точки  в  получается в результате удвоения
единственного выписанного в (44) слагаемого с
нечетной степенью  и имеет вид

Поправочные члены малы в области, где выпол-
нено неравенство (26).

Критическая точка  фазы интеграла 
лежит вне интервала интегрирования и вклада не
дает. При не слишком больших значениях 
вклад критической точки  фазы интеграла 
равен

Поправочные члены малы в области, характери-
зуемой неравенствами (23), (26) и (28). При боль-
ших значениях  критическая точка дает экспо-
ненциально малый вклад в поле. Как и в п. 4.1.2,
мы получили описание проникновения падаю-
щей волны в область .

Волновое поле в пересечении областей  и ,
где выполнены неравенства (10), (23), (26) и (30),
снова оказывается суммой дифрагированной
краевой волны и продолжения падающей волны:

(45)

Дифракционный коэффициент имеет теперь вид

(46)

В отличие от задачи с жесткой границей (и от
многих других задач дифракции на скачке кри-
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полученный в [8] для задачи о рассеянии волны
соскальзывания на распрямляющейся мягкой
границе, содержал те же степени  и  (но дру-
гую функцию Эйри).

В той части области , где  не мало, асимпто-
тика волнового поля дается выражением

Как и в п. 4.1.3, фон, описываемый вторым слага-
емым, не интерпретируется как краевая волна. В той
части области , где , он является малой
поправкой к продолжению падающей волны.

6.1.2. Область, где критические точки фаз близки к
краю интервала интегрирования. Теперь обратим-
ся к области , характеризуемой неравенствами
(23) и (33), и критические точки фаз сливаются с
краевой точкой. Разложение (34) заменяется на

Действуя, как в п. 4.2, приходим к следующей
формуле для поля:

(47)

Здесь величина  определена в (38). В пересече-
нии областей  и , где одновременно выполне-
ны неравенства (26) и (33), выражения (47) и (45)
сшиваются, см. Приложение.

6.2. Поле при умеренных и больших значениях 

Пусть теперь  не мало. Точно так же, как в п. 5,
получим, что в области , характеризуемой не-
равенствами (30) и (41), волновое поле в главном
порядке является краевой волной (9) с дифракци-
онным коэффициентом (46). Вблизи границы, в
области , выражение (43) для множителя ослаб-
ления не упрощается. Как и в случае жесткой гра-
ницы, для интенсивности поля справедлива
оценка (42).

7. ВЫВОДЫ
В рамках корректного метода параболического

уравнения мы рассмотрели волновое поле в
окрестности точки  справа от нее. Полученные
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выше результаты можно качественно сформули-
ровать следующим образом.

Часть волнового поля допускает геометроаку-
стическую интерпретацию – это краевая волна,
излучаемая из точки , и продолжение волны
шепчущей галереи правее точки , сливающиеся
вблизи прямолинейного участка границы. Кроме
того, вблизи оси  присутствует не допускающий
такой интерпретации слабый фон, имеющий
меньший порядок относительно большого пара-
метра задачи.

При  поле совпадает с падающей волной
шепчущей галереи. Она продолжается с фазовым
множителем  в область , находящуюся
непосредственно правее точки , экспоненци-
ально ослабевая при удалении от границы. Выде-
лившаяся в области  из фона краевая волна ста-
новится в области  главным членом асимпто-
тики поля.

Вблизи плоской части границы происходит
слияние краевой волны и продолжения падаю-
щей волны. В области  волновое поле выража-
ется через необычные для теории дифракции
функции параболического цилиндра:  в случае
жесткой границы и  в случае мягкой границы.
На бóльших расстояниях от , в области , поле
сводится к убывающему с ростом  фону, не до-
пускающему ясной геометроакустической интер-
претации.

Таким образом, мы детально описали корот-
коволновую асимптотику поля малоизученной
эталонной дифракционной задачи в окрестности
особой точки границы.

Волновые поля в других областях, в частности,
краевую волну при немалых значениях , можно,
как это намеревались делать авторы [6], найти с
помощью формулы Грина.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда, грант No 22-21-00557.

ПРИЛОЖЕНИЕ

СШИВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЙ (31) И (37)
Покажем, что для жесткой границы в пересе-

чении областей  и , где одновременно выпол-
нены неравенства (23), (33) и (26), асимптотиче-
ские формулы для поля (31) и (37) согласуются
между собой. Там величина  велика, см. (38) и
(26), и функции параболического цилиндра мож-
но заменить их асимптотиками (см., например,
[24]) – первую по формуле
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применимой для , лежащих в секторе
, вторую – по формуле

(A2)

пригодной для , лежащих в секторе
.

С помощью (A1) и (A2) находим асимптотику
второго слагаемого в (37):

Фаза первого слагаемого в рассматриваемой об-
ласти близка к фазе краевой волны, см. (15), а его
амплитудный множитель в точности таков, что оно
переходит в краевую волну, см. (32). Второе слагае-
мое имеет вид малой поправки к продолжению па-
дающей волны – первому слагаемому в (37).

Итак, (37) принимает вид

(A3)

где  оказывается совпадающим с (32). Таким обра-
зом, учтя, что при условии (33) , мы
установили, что выражение (A3) сшивается с (31).

Сшивание возникающих в случае мягкой гра-
ницы выражений (45) и (47) прослеживается точ-
но так же.
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Получены аналитические решения двух задач для дискретного аналога уравнения Гельмгольца на
треугольной сетке: 1) задача излучения точечного источника на плоскости; 2) задача дифракции на
полупрямой с граничными условиями Дирихле. Показано, что в данных задачах полное поле может
быть представлено как интеграл от алгебраической функции по семейству контуров, расположен-
ных на некотором комплексном многообразии. Решение первой задачи найдено в виде интеграла от
некоторой дифференциальной формы по этому многообразию, получена асимптотика дальнего по-
ля для этого решения. Вторая задача решена с помощью аналога интеграла Зоммерфельда. Прове-
рено, что полученное решение совпадает с решением данной задачи методом Винера–Хопфа.

Ключевые слова: дискретное уравнение Гельмгольца, дифракция на полупрямой, дискретная функ-
ция Грина, интеграл Зоммерфельда
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1. ВВЕДЕНИЕ

Точное решение задачи дифракции на идеаль-
но отражающей полуплоскости впервые было по-
лучено А. Зоммерфельдом при помощи представ-
ления поля в виде контурного интеграла особого
вида, позднее получившего название интеграла
Зоммерфельда [1]. Этот интеграл представляет со-
бой разложение по плоским волнам и в этом
смысле близок к представлению Фурье, однако
лишен некоторых его недостатков, так как пред-
ставление Зоммерфельда инвариантно определе-
но для всех точек плоскости. По словам самого
Зоммерфельда, данный метод может быть обоб-
щен на более широкий класс задач. Однако, как
показало время, такое обобщение не является
тривиальным.

Работу А. Зоммерфельда продолжил Г.Д. Ма-
люжинец [2]. Разработанный им метод позволил
однотипным образом решать задачи дифракции в
угловых областях при различных краевых услови-
ях и независимо от величины угла, сводя задачу к
функционально-разностным уравнениям. Работа в
данном направлении продолжается и сегодня. Так,
например, формализм Зоммерфельда был расши-
рен на задачи о конусах разной формы в [3]. По-
дробный обзор работ последователей А. Зоммер-
фельда и Г.Д. Малюжинца был сделан в [4].

В настоящей работе рассматриваются двумер-
ные волновые задачи на дискретной сетке, ячей-
кой которой является равносторонний треуголь-
ник. Такие задачи могут быть как физически мо-
тивированы (узлы сетки представляют собой
атомы или включения в метаматериале), так и
возникать при численном моделировании непре-
рывных волновых процессов. Треугольная ре-
шетка имеет важную роль в кристаллоакустике,
так как множество кристаллов имеет плотноупа-
кованную кристаллическую решетку (например,
ГЦК (гранецентрированный куб) или ГПУ (гек-
сагональная плотная упаковка), см. рис. 1), пове-
дение которой хорошо описывается моделью тре-
угольной решетки [5, 6]. Различные дефекты в
кристаллах представляют собой рассеиватели для
волн; описание процесса рассеяния важно, на-
пример, для дефектоскопии кристаллов.

Треугольные решетки используются при со-
здании акустических метаматериалов [7] и звуко-
поглощающих конструкций [8]. Такие метамате-
риалы не описываются сеточными уравнениями
напрямую, однако мы надеемся, что методы, ос-
нованные на интегрировании по дисперсионной
диаграмме, будут применимы и в этих случаях.

Сеточные волновые задачи часто естествен-
ным образом возникают в численных методах, в
частности, при моделировании распространения
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акустических волн с помощью методов конечных
разностей или конечных элементов. В одной из
модификаций метода граничных интегральных
уравнений, использующей дискретизацию про-
странства [9, 10], ставится задача быстрого и точ-
ного вычисления функции Грина сетки.

Ключевой математической работой в области
распространения и дифракции волн в сетках яв-
ляется [11]. В ней представлен последовательный
анализ современных концепций механики разру-
шений. Особую ценность представляет введен-
ный в работе дискретный метод Винера–Хопфа,
позволяющий решать задачи дифракции на дис-
кретной полупрямой.

Имеется ряд работ, посвященных сеточным
функциям Грина. Так, в [12] получена функция
Грина для уравнения Гельмгольца на квадратной
решетке и проделан ее асимптотический анализ:
получено представление сеточной функции Гри-
на в дальнем поле, проанализировано низкоча-
стотное поведение. Существует способ нахожде-
ния функции Грина на треугольной решетке без
взятия интегралов [13].

В работе [14] была получена функция Грина
для уравнения Лапласа на сетках, показана связь
между дискретной функцией Грина и двухточеч-
ной корреляцией сеточной модели газа. Работа
[15] демонстрирует способ получения представ-
ления функции Грина для кубической решетки
при помощи полного эллиптического интеграла.

Сеточная функция Грина может быть исполь-
зована не только для решения задач дифракции.
Так, в [16] показано, каким образом сеточная
функция Грина может быть применена для расче-
та задачи нахождения сопротивления бесконеч-
ной сетки резисторов.

В работе [17] получено решение задачи ди-
фракции на полупрямой на квадратной решетке,
для решения построена асимптотика дальнего
поля. В продолжении предыдущего исследова-
ния, в [18] изучено поле вблизи “вершины” полу-

прямой. Аналогичное решение для треугольной
сетки получено в [19].

В недавней работе [20] был разработан новый
метод решения задач дифракции, основанный на
обобщении интеграла Зоммерфельда и интегри-
ровании по комплексному многообразию, решены
задача дифракции на полупрямой и новая задача –
дифракция на клине, решение было получено в
виде эллиптических функций. В [21] авторам уда-
лось решить задачу алгебраически и построить
решение задачи дифракции на клине в виде при-
вычного интеграла Зоммерфельда.

Цель данной работы — расширить область
применимости метода, построенного в [20, 21],
обобщив его на треугольную решетку. В работе
будет решена задача нахождения функции Грина
и дифракции на полупрямой на решетке, состоя-
щей из правильных треугольников. Функция
Грина будет представлена в виде интеграла диф-
ференциальной формы по дисперсионной по-
верхности, которая является комплексным мно-
гообразием [22, 23].

Как показано в [21], данный подход может
быть использован для решения новой проблемы –
задачи дифракции на четверти плоскости для
квадратной решетки. Аналогичная задача может
быть решена и на треугольной решетке для случая
дифракции на клине с углом в 60°, что авторы и
планируют сделать в дальнейшем.

2. ФУНКЦИЯ ГРИНА НА ТРЕУГОЛЬНОЙ 
РЕШЕТКЕ

2.1. Постановка задачи
Пусть существует двумерная треугольная ре-

шетка S, в которой каждый узел определяется па-
рой чисел , где . Введем координат-
ные оси, как показано на рис. 2. Угол между ося-
ми составляет , как показано на рисунке.
Зададим на S функцию , которая удовле-
творяет уравнению Гельмгольца с возмущением в
точке :

(1)

где  – символ Кронекера, а дискретный
оператор Лапласа  на треугольной сетке [19] за-
дан следующим образом:

(2)

Уравнение (1) является аналогом непрерывного
уравнения Гельмгольца на плоскости

(3)

×m n ∈,m n Z

π 3
( , )u m n

(0,0)

Δ + = δ δ2
,0 ,0

2( , ) ( , ) ,
3S m nu m n K u m n

δ δ,0 ,0,m n

ΔS

Δ = + + + +

+ + − + − + − +
+ − + −

2( , ) ( ( , 1) ( 1, )
3

( 1, 1) ( , 1) ( 1, )
( 1, 1) 6 ( , )).

Su m n u m n u m n

u m n u m n u m n
u m n u m n

Δ + = δ δ2( , ) ( , ) ( ) ( ),u x y k u x y x y

Рис. 1. Примеры проявления гексагональной струк-
туры в кристаллах с ГЦК (слева) и ГПУ (справа) ре-
шетками.
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 – волновое число. Для данного уравне-
ния известно точное аналитическое решение, ко-
торое носит название функции Грина [24]:

(4)

где  – функция Ханкеля первого рода,

.
Нетрудно проверить, что при шаге сетки  су-

ществует связь между волновым числом  и пара-
метром :

(5)
Важной частью постановки задачи математи-

ческой физики является формулировка условий
излучения – аналитических условий, выделяю-
щих единственное решение. Наиболее популяр-
ными из них являются условия излучения Зо-
ммерфельда [25], имеющие два представления:
дифференциальное и интегральное. В нашем же
случае наиболее простым в применении условием
излучения является принцип предельного погло-
щения [26]. Согласно данному принципу, реше-
ние в среде без поглощения можно представить в
виде предела ограниченного решения в поглоща-
ющей среде при стремлении поглощения к нулю.
В соответствии с принципом предельного погло-
щения, пусть , где  и ,
и пусть поле  затухает экспоненциально при

После получения ограниченного решения в по-
глощающей среде получим решение для среды
без затухания, устремляя  к нулю.

Задачей данного раздела будет нахождение
точного решения уравнения (1) и сравнение этого
решения с (4).

2.2. Представление поля в виде двойного интеграла

Выпишем пару (прямое и обратное) преобра-
зований Фурье для функции :

(6)

(7)

Для решения уравнения (1) мы воспользуемся
прямым преобразованием Фурье. После приме-
нения (6) к (1) получаем:

(8)
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(9)

Выпишем представление поля в виде прямого
преобразования Фурье (7) с учетом решения (8):

(10)

Для алгебраизации нашей задачи введем следую-
щую замену переменных:

(11)

При этом будем считать, что . В новых пе-
ременных выражение  приобретает вид:

(12)

а представление поля в переменных  будет
выглядеть так:

(13)

где контур  – это единичная окружность с поло-
жительным направлением обхода (против часо-
вой стрелки), рис. 3. Обратим внимание, что (13)
является представлением функции Грина в виде
двойного интеграла от мероморфной функции.

Плоской волной на решетке S будем называть
выражение

(14)
если  и  подчиняются уравнению

(15)

ξ ξ =

= ξ + ξ + ξ − ξ − +

1 2

2
1 2 1 2

( , )
2{2 cos 2 cos 2 cos( ) 6} .
3

D

K

−π

ξ + ξ= ξ ξ
ξ ξπ 

1 2
1 22

1 2

exp{ ( )}1( , ) .
( , )2 3

i m nu m n d d
D

ξ

ξ

 =


=

1

2

,

.

i

i

x e

y e

∈,x y C
ξ ξ1 2( , )D

− − − −

ξ ξ ≡ =

= + + + + + + −

1 2

1 1 1 1 2

ˆ( , ) ( , )
2( ) 4,
3

D D x y

x x y y xy x y K

( , )x y

σ σ

= −
π  2

1( , ) ,ˆ( , )2 3

m nx y dydxu m n
D x y x y

σ

ξ + ξ= ( )1 2 ,
i m nm nx y e

x y

=ˆ( , ) 0.D x y

Рис. 2. Треугольная сетка S c координатами .
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Будем называть уравнение (15) дисперсионным
уравнением, так как нетрудно проверить, что если
оно выполнено, то плоская волна  автомати-
чески удовлетворяет однородному уравнению
Гельмгольца:

(16)

и, как следствие, может распространяться по сет-
ке S. Обратим внимание, что решением уравне-
ния (15) являются комплексные пары чисел, в об-
щем случае по модулю не равные единице. По-
этому волны такого типа могут иметь затухание.

2.3. Снятие интегрирования по одной переменной

Рассмотрим знаменатель двойного интеграла
(13). Заметим, что он обращается в ноль, когда

 удовлетворяют дисперсионному уравне-
нию (12). Дисперсионное уравнение является
квадратным уравнением по переменной  при
фиксированном  и наоборот. Следовательно,
(13) имеет в общем случае два комплексных кор-
ня. Найдем решение (12) как функцию . Обо-
значим это решение как :

(17)

Квадратный корень является двузначной функ-
цией. Обозначения  и  выбраны таким
образом, чтобы:
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Следует также отметить, что данные корни связа-
ны друг с другом соотношением

(18)
что также свидетельствует о наличии симметрии
отражения, описанной в предыдущем пункте.

Таким образом, интеграл (13) может быть рас-
смотрен как повторный интеграл по одной из пе-
ременных. Его подынтегральное выражение в об-
щем случае имеет два полюса первого порядка.
Следовательно, мы можем воспользоваться тео-
рией вычетов для однократного взятия интеграла.
При этом, выбор переменной интегрирования (
или ) будет зависеть от координаты точки на S:

. Как будет показано ниже, процедура взя-
тия интеграла зависит от положения точки на-
блюдения относительно оси координат (при пе-
реходе из одной полуплоскости относительно оси
в другую, подынтегральное выражение меняет
набор полюсов). Кроме осей, соответствующих
координатам  и , существует еще одна прямая
( ), которая разделяет плоскость на две по-
луплоскости, в которых подынтегральное выра-
жение ведет себя аналогично первым двум случа-
ям. Таким образом, возможны шесть различных
случаев.

Случай 1: 
В данном случае числитель подынтегрального

выражения в (13) гарантированно является ана-
литической функцией по переменной  внутри
контура . По этой причине мы можем применить
теорию вычетов к интегралу по переменной . Так
как  (контур интегрирования по  – это еди-
ничная окружность) и выполняется (18), то

Следовательно, два полюса подынтегральной
функции (13) располагаются по разные стороны
от контура интегрирования , рис 3.

Таким образом, внутри контура интегрирова-
ния оказывается лишь точка , в которой мы
и берем вычет:

(19)

Учитывая, что

(20)

получаем представление поля в виде интеграла по
переменной :
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(21)

Случай 2: 
При  числитель подынтегрального выра-

жения в (13) уже не является аналитической
функцией. В этом случае подынтегральное выра-
жение получает еще один полюс в точке 
внутри контура σ.

Воспользуемся известной теоремой из ТФКП:
если функция аналитична на полной комплекс-
ной плоскости за исключением конечного числа
полюсов, включая , то сумма вычетов во всех
полюсах равна нулю. Поэтому сумма вычетов
внутри σ равна вычету снаружи контура с обрат-
ным знаком:

(22)

Случай 3: 
Повторяем процедуру, описанную в случае 1,

для взятия интеграла по :

(23)

Случай 4: 
Повторяем процедуру, описанную в случае 2,

для взятия интеграла по :

(24)

Введем замену переменных, которая поможет
нам найти вид двух оставшихся представлений:

Новая координата  соответствует координат-
ной оси  на S, рис. 4. Перепишем интеграл
(13) с использованием новой координаты :

(25)

Случай 5: 
Нетрудно убедиться, что если произвести взя-

тие интеграла (25) по переменной , а затем со-
вершить обратную замену переменных ( ),
то полученный результат будет иметь вид:
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Случай 6: 
Аналогично случаю 5, получаем представле-

ние поля для данной области:

(27)

Таким образом, мы получили шесть различ-
ных представлений (21)–(27) функции Грина для
уравнения Гельмгольца на треугольной решетке
S. Каждое такое представление описывает поле в
соответствующем секторе S, секторы для разных
представлений могут пересекаться. На данном
этапе задачу можно считать решенной, однако,
оказывается, что решения (21)–(27) могут быть
сведены к единственному контурному интегралу
по комплексному многообразию.

2.4. Представление поля в виде интеграла 
по комплексному многообразию

Проанализируем интеграл (21). Будем считать,
что  и  — комплексные переменные на своих
сферах Римана . Так, точка  лежит на

. Определим набор точек , на котором
удовлетворяется (12).

Пусть существует множество точек H, состоя-
щее из всех пар значений , которые являются
решением уравнения (12). Поскольку (12) являет-
ся дисперсионным уравнением для нашей сетки,
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Рис. 4. Вспомогательная ось  на S.
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будем называть  дисперсионной поверхностью.
Пара комплексных точек  имеет четыре дей-
ствительных степени свободы, а дисперсионное
уравнение можно рассматривать как пару действи-
тельных уравнений (действительную и мнимую
часть). Таким образом, множество точек H имеет
действительную размерность 2 (и комплексную
размерность 1), а значит, является поверхностью.

Рассмотрим риманову поверхность  функции
, которая является проекцией  на . Зада-

дим отображение :  (проекция на пере-
менную ). Также нас будет интересовать обрат-
ное отображение , имеющее вид:

 является гомеоморфизмом поверхностей, сле-
довательно, H и R топологически эквивалентны.
Рассмотрим подробнее структуру римановой по-
верхности R, а затем, пользуясь гомеоморфизмом
поверхностей R и H, перейдем к изучению H. 

Риманова поверхность R состоит из двух ли-
стов, так как ветвление обусловлено квадратным
корнем, который является двузначной функцией.
Назовем их физическим (содержащим контур ин-
тегрирования ) и не-физическим соответственно.
Функция  имеет четыре точки ветвления.
Найдем их, приравнивая к нулю подкоренное вы-
ражение в (17):

Получаем:

(28)

где

Непосредственной проверкой установим, что
часть подынтегрального выражения в (21), обо-
значим ее , может быть переписана с исполь-
зованием точек ветвления. Для :

(29)

Перечислим все особенности подынтеграль-
ного выражения (21), которые имеются на . Бу-
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R

дем обозначать точки на римановой поверхности
парой чисел . Такое обозначение одно-
значно определяет положение точки на римано-
вой поверхности. На листах  располагаются че-
тыре точки ветвления :

и шесть точек, в которых  или  равны 
или  (назовем их бесконечностями):

Бесконечности  имеют смысл особых то-

чек выражения , которое является множите-
лем подынтегрального выражения (21). Так как
координаты  и  могут быть как больше, так и
меньше нуля, то, очевидно, точки  явля-
ются особыми точками такого выражения, и, со-
ответственно, полюсами подынтегрального вы-
ражения (21). По этой причине, бесконечности
стоит рассматривать отдельно.

Четыре точки ветвления  на R попар-
но соединены разрезами, на каждом листе нахо-
дится по три точки бесконечности. Схема рима-
новой поверхности R показана на рис. 5а.

Вернемся к рассмотрению H. Заменим листы в
R на сферы Римана. Аналогично листам R на каж-
дой сфере располагаются две точки ветвления,
попарно соединенные разрезами. Склейка бере-
гов разрезов повторяет аналогичную в R. Следо-
вательно, H можно представить в виде пары сфер
Римана, соединенных друг с другом двумя
“перешейками” (рис. 5б). Предположим, что на-
ши сферы Римана сделаны из эластичного мате-
риала, что позволит нам непрерывно деформиро-
вать их. Нетрудно видеть, что данная конструк-
ция может быть деформирована в тор (рис. 5в).

Задание локальных координат на многообра-
зии не является однозначным. К примеру, систе-
ма локальных координат и соответствующих
окрестностей на H может быть задана следующим
образом:

•  для всех точек за исключением точек ветв-
ления  и бесконечностей  и ;

•  для точек ветвления ;

•  для бесконечностей  и .

Такая система окрестностей и локальных пе-
ременных будет удобна для нас далее. Легко про-
верить, что в области пересечения любой пары
окрестностей выполнено условие биголоморф-
ности, а значит, H является комплексным много-
образием.
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2.5. Представление поля в инвариантном виде

На данном этапе работы поле  описыва-
ется шестью разными представлениями в различ-
ных областях (21)–(27). Введенные выше понятия
позволят нам перейти к инвариантному пред-
ставлению в виде единственного интеграла, кото-
рый опишет поле на всей поверхности S.

Определим на H дифференциальную 1-форму:

(30)

Заметим, что  – часть подынтегрального выра-
жения в (21). Докажем, что дифференциальная
форма  аналитична на комплексном многооб-
разии . Это тривиальная задача всюду за исклю-
чением бесконечностей  и точек ветвле-
ния , определенных ранее.

Начнем с бесконечностей. Легко показать, что
в точках  и  знаменатель (30) не обращается в
ноль, а в точках  и  дифференциальная форма

 ведет себя как  при . Замена пере-

менной  показывает регулярность фор-

мы. Для окрестностей точек  и  произведем

замену переменных . Такая замена
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ψ −∼ 2x → 0x
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x

переменной обеспечивает аналитичность формы
в данных окрестностях.

Перейдем к рассмотрению окрестностей точек
ветвления . Для них в качестве локальной
переменной мы можем выбрать введенную ранее
переменную . По теореме о неявной функции:

(31)

везде на H. Получаем, что:

(32)

Знаменатель правой части (32) не обращается
в ноль в окрестностях . Таким образом,
мы доказали, что данная 1-форма аналитична.

Формула (32) устанавливает связь между пред-
ставлениями (21), (22) и (23). Представление (21)
переходит в (22) при переходе с физического ли-
ста R на не-физический, это же справедливо и для
пар (23)–(24) и (26)–(27). Это значит, что поле на
всей поверхности S для любой координаты 
можно описать при помощи единственного инте-
грала по одной переменной, подставляя для раз-
личных частей плоскости различные контуры ин-
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Рис. 5. (а) — Схема Римановой поверхности R и контур интегрирования  на ней. (б) — Пара сфер Римана, соединен-
ных двумя “перешейками”. (в) — Тор, полученный в результате деформации сфер Римана.
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тегрирования. Обозначим контуры интегрирова-
ния, которые переводят представление (21) в
представления (23), (24), (26), (27) как , , , 
и  соответственно. Контур  переобозначим
как . Расположение семейства таких контуров
на R показано на рис. 6, а на рис. 7 изображены те
же контуры на H.

Как было показано выше, представления поля
 в виде (21)–(27) могут быть записаны в ви-

де единственного контурного интеграла с различ-
ными контурами интегрирования, соответствую-
щими различным областям S. Выпишем данное
представление:

(33)

где  – дифференциальная фор-

ма, которая, однако, аналитична всюду на H толь-
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ко при . Во всех остальных случаях она
имеет полюсы в точках бесконечностей. Вычис-
лим условие регулярности формы  для каж-
дой точки :

Пользуясь условием теоремы Коши для инте-
грала (33), мы можем деформировать контуры
интегрирования в областях, где выполнены усло-
вия регулярности формы . Можно заметить,
что контуры  могут быть продеформиро-
ваны друг в друга в порядке  при
движении точки наблюдения  в направле-
нии против часовой стрелки начиная с точки

, где , . Или, другими словами,
перенос контуров в положительном направлении по
тору соответствует перемещению точки наблю-
дения в плоскости  против часовой стрелки
(в положительном направлении).

2.6. Исследование функции Грина
Произведем численное интегрирование пред-

ставления (21) функции Грина для треугольной
решетки. В качестве контура интегрирования по-
строим единичную окружность на физическом
листе Римановой поверхности R. Обход особой
точки –1 осуществим при помощи построения
вспомогательной полуокружности малого радиу-
са с центром в точке –1. Обход контура произве-
дем в положительном направлении.

Представление (21) справедливо лишь в полу-
плоскости , однако, мы можем получить по-
ле на всей плоскости, воспользовавшись симмет-
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Рис. 6. Схема Римановой поверхности R и расположение контуров  на ней.
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рией задачи. Для этого достаточно построить по-
ле в области ,  и с помощью поворота
данного сегмента поля на  получить поле на
всей плоскости. Интегрирование производится
методом трапеций.

Так как в нашем случае шаг сетки  равен еди-
нице, выберем для простоты длину волны .
Тогда:

(34)

Произведем интегрирование (21) по контуру 
при . В данном случае, на одну длину волны
приходится около трех точек решетки по каждой
из осей. График действительной части поля

 показан на рис. 8. Увеличим длину волны в
10 раз. Пусть теперь , следовательно,

. Повторим процедуру для данного значе-
ния  и построим аналогичный график, рис. 9.
Видно, что в первом случае наблюдается анизо-
тропия, вызванная параметрами решетки. Одна-
ко, на втором графике мы видим уже гораздо бо-
лее изотропную функцию.

Проанализируем поведение поля функции
Грина в дальнем поле с помощью метода седло-
вой точки и построим диаграммы направленно-
сти для различных . Пусть существует некото-
рый параметр , причем . Найдем
асимптотику функции , описываемую
интегралом (21). Заметим, что плоская волна
(часть подынтегрального выражения в (21)) мо-
жет быть переписана в виде:

(35)
Пользуясь видом (35), найдем выражение для

нахождения седловой точки :

(36)

Решение уравнения (36) может быть найдено
численно при помощи метода Ньютона. После
нахождения седловой точки  мы можем найти

≥ 0n ≥ 0m
π 3

h
λ = π

π= =
λ
2 2.K

σ
= 2K

( , )u m n
λ = π10

= 0.2K
K

K
∈N Z → ∞N

( , )u mN nN

= +exp{ ln ln }.m nx y m x n y

sx

+ =( ln ln ( )) 0.s s
s

d m x n y x
dx

sx

асимптотическое представление (21) в приближе-
нии дальнего поля:

(37)

где .

3. ДИФРАКЦИЯ НА ПОЛУПРЯМОЙ

3.1. Постановка задачи

Пусть поле  удовлетворяет однородному
уравнению Гельмгольца на всей треугольной сет-
ке S, за исключением линии , . Пусть
на этой линии задано граничное условие Дирихле
(рис. 10):

(38)

Пусть на препятствие падает плоская волна,
имеющая вид:

(39)

где

(40)

Введем параметр

(41)

где, для удобства, введено обозначение
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Рис. 8. График действительной части функции 
при .
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(42)

Параметр  играет роль угла распространения
падающей волны. Положим .

Введем понятие рассеянного поля  как раз-
ность между полным полем  и падающей
волной :

(43)
Рассеянное поле должно удовлетворять принци-
пу предельного поглощения, т.е.  при

.

3.2. Построение разветвленной поверхности S2

Для преобразования задачи воспользуемся ме-
тодом Зоммерфельда [1]. Для этого “разрежем”
физический лист поверхности S по полупрямой

, . Далее, возьмем копию листа (S') и
склеим их так, как показано на рис. 11. Стороны,
помеченные одной римской цифрой, склеены
между собой. Получившуюся разветвленную по-
верхность будем называть S2.

− − −

− − −
− − +ψ =
− − +

1 1 1
in in in in in in

in 1 1 1
in in in in in in

.y y y x x y
x x y x x y

φin

−π < φ < πin2 2

scu
( , )u m n

in( , )u m n

= −sc in( , ) ( , ) ( , ).u m n u m n u m n

→sc( , ) 0u m n

= + + → ∞2 2r m n mn

= 0n > 0m

Зададим функцию , которая будет опи-
сывать поле на всей поверхности S2, и докажем,
что данная функция удовлетворяет уравнению
Гельмгольца везде на S2 за исключением точки

, . Кроме того, покажем, что условие
Дирихле выполнено на полупрямой , .

Для начала, перейдем в полярную систему ко-
ординат, которая будет более удобна для дальней-
шего описания. Так как наша система координат
не ортогональна, преобразование координат име-
ет не совсем привычный вид:

Очевидно, что пара координат  также являет-
ся дискретной и взаимно однозначно соответ-
ствует .

Пусть  – функция, удовлетворяющая од-
нородному уравнению Гельмгольца на S. Опреде-
лим функцию , которая описывает поле на
S2, следующим образом:

(44)

(45)

Докажем, что , заданная таким образом,
удовлетворяет уравнению Гельмгольца на всей
поверхности S2 за исключением точки . На
каждом листе поверхности  удовлетворяет
уравнению, так как этому же уравнению по усло-
вию удовлетворяет функция . Таким обра-
зом, остается исследовать лишь полупрямую

, . На этой полупрямой оператор Ла-
пласа имеет вид:

(46)

Замечаем, что  и  по
определению . Тогда

(47)

( , )u m n

= 0m = 0n
= 0n ≥ 0m

( )φ= φ − = φsin 2cos , sin .
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Рис. 10. Треугольная сетка S с определенными на ней
условиями Дирихле 

n

m

≡( , = 0) 0.u m n

Рис. 11. Схема разветвленной поверхности S2. Стрелками показаны падающие волны на S2. Сплошными линиями
обозначены разрезы двух поверхностей, римскими цифрами показаны правила склейки.
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На поверхности S2 уже не одна, а две падаю-
щих волны, рис. 11. Это волны с направлением
волнового вектора  на S и  на S'.
Каждая из этих волн имеет свою область видимо-
сти, которая задается неравенством

(48)
Сформулируем дифракционную задачу на раз-
ветвленной поверхности S2:

Найти поле , определенное на S2, которое удо-
влетворяет однородному уравнению Гельмгольца на
S2 и равно нулю в начале системы координат .
Рассеянное поле, определяемое разностью  для
падающих волн в пределах их областей видимости

, должно экспоненциально затухать при .
Главное преимущество такого подхода заклю-

чается в отсутствии на разветвленной поверхно-
сти рассеивателя. Если поле удовлетворяет по-
ставленной задаче, то условие Дирихле на задан-
ной полупрямой выполняется автоматически.

3.3. Построение интеграла Зоммерфельда
При решении задачи нахождения функции

Грина для треугольной решетки было показано,
что один обход в положительном направлении по
сетке S (  ) соответствует одному обходу
тора H вдоль одной из его направляющих. В слу-
чае с S2 полный обход точки наблюдения состоит
из обхода по S (  ) и затем обхода по S'
(  ). Напомним, что . Та-
ким образом, полный обход точки наблюдения по
S2 (  ) соответствует обходу тора H (

), а затем его копии, H' (  ). По-

φ = φin φ = π − φin4

φ − π ≤ φ ≤ φ + πvis

u

(0,0)
− inu u

φvis → ∞r

φ : → π0 2

φ : → π0 2
φ : π → π2 4 = π( ,0) ( ,4 )u r u r

φ : → π0 4 φ :
→ π0 2 φ : π → π2 4

верхность, состоящая из H и H' и соединенная,
как показано на рис. 12а, называется двойным на-
крытием тора, будем обозначать ее H2. Проекция
H2 на переменную  (риманова поверхность R2)
будет иметь четыре листа, рис. 12б. Такая Рима-
нова поверхность называется абстрактной, так
как на данный момент мы не знаем, существует
ли такая функция, которая бы определяла R2 [27].
Далее мы покажем, что такая функция существу-
ет и найдем ее. Многообразие H2 топологически
также является тором. Накрытие H2 имеет 12 то-
чек бесконечности , которые яв-
ляются прообразами .

Такой подход является расширением метода
А. Зоммерфельда [1], который в своей работе по-
ставил в соответствие разветвленной поверхно-
сти распространения волн удвоенную по периоду
частотную поверхность. В работе [20] проделана
аналогичная процедура для квадратной решетки
и показано, что построенная в таком виде поверх-
ность H2 действительно является дисперсионной
поверхностью задачи.

Обобщая метод А. Зоммерфельда [1], будем
искать поле  в следующем виде:

(49)

где  задается выражением (29),  – транс-
форманта Зоммерфельда, которая будет найдена
позднее. Отметим, что трансформанта является
мероморфной функцией на H2 и может иметь по-
люс только в точке, соответствующей падающей
или отраженной волне.  – система контуров Зо-
ммерфельда. В оригинальной работе определено

x

1 6 1 6
' '( ,..., , ,..., )J J J J

= = − = ∞1, 1,x x x

( , )u m n

Γ
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

( , ) ( ) , ( ),
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m n

i

dxu m n x y A x y y x
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ϒ( )x ( )A x

Γi

Рис. 12. (а) – Схема склейки поверхности H2. Черным цветом показан разрез на H и H', римскими цифрами обозна-
чены правила склейки. (б) – Схема римановой поверхности R2.

J1

J4

J5

J6
J5J2

J'2 J'5

J'4

J'6J'1

J'3
J'3 J'5

J'4

J'1

J'2 J'6

J1

J3

J6

J4

J3

J2

Лист 2Лист 1

Лист 4Лист 3

B2

B2

B2

B2

B1

B1

B1

B1

B3

B3

B3

B3

B4

B4

B4

B4

I

I
I

III

III

VII

VIIIV
V

VVI
VI

VIII

VIII

II

H

H'

II
II

VI

(a) (б)



140

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 2  2023

МАКАРОВ и др.

бесконечное множество контуров интегрирова-
ния. Ниже мы покажем, что для нашей задачи хо-
рошо работает дискретный набор контуров инте-
грирования.

Контуры Зоммерфельда должны удовлетво-
рять следующим требованиям:

1. Для любой точки  должен суще-
ствовать контур , который бы давал правиль-
ный интеграл (49), описывающий поле в точке

 и в шести ее соседях.
2. Если существуют два контура  и , кото-

рые описывают поле в точке , то контуры
должны деформироваться друг в друга без про-
хождения сингулярностей подынтегрального вы-
ражения в (49).

Построим “диаграмму аналитичности” беско-
нечностей, которая поможет нам правильно
определить систему контуров для интеграла (49),
рис. 13а. Такая диаграмма показывает, при каких
углах наблюдения  определенная точка беско-
нечности является полюсом подынтегрального
выражения в (49): серым цветом выделены обла-
сти, в которых точки аналитичны, красным – обла-
сти, в которых точки являются полюсами. Введем
обозначение

∈ 2( , )m n S
Γi

( , )m n
Γi Γ j

( , )m n

φ

Так мы будем обозначать контур, который об-
ходит перечисленные бесконечности. К примеру,
на рис. 13б и 14 показано, как выглядит контур

 +  +  +  +  +  на H2 и R2 соответ-
ственно. Выберем контуры интегрирования так,
чтобы внутри контура находилось шесть беско-
нечностей, три из которых являются аналитич-
ными в заданной области. Пользуясь “диаграм-
мой аналитичности”, мы можем определить на-
бор контуров так, чтобы контуры попарно могли
бы переходить один в другой в пересечении их об-
ластей применимости. Таким образом, мы полу-
чим инвариантное представление поля при всех
интересующих нас углах наблюдения . Ограни-
чимся рассмотрением физической области, т.е.

. Выпишем набор контуров интегриро-
вания, с помощью которого может быть описано
поле  в физической области:

•  +  +  +  +  +  при

Γ = + +... .i k mJ J

Γ 6= J 5
'J 4

'J 3
'J 2

'J 1
'J

φ

< φ < π0 2

( , )u m n

Γ1 6= J 5
'J 4

'J 3
'J 2

'J 1
'J

− π < φ < π2 3 2 3.

Рис. 13. (а) – Диаграмма аналитичности бесконечностей. (б) – Контур  на H2 до деформации. (в) – Первый этап де-
формации контура  на H2. (г) – Второй этап деформации контура  на H2.
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•  +  +  +  +  +  при

•  +  +  +  +  +  при

Легко проверить, что построенная таким спо-
собом система контуров удовлетворяют условиям
1) и 2), поставленным выше.

3.4. Деформация контуров интегрирования

Рассмотрим подробнее контур . Данный
контур состоит из шести вспомогательных контуров,
каждый из которых обходит свою бесконечность,
изобразим его на H2 (рис. 13б) и на R2 (рис. 14).
Пользуясь теоремой Коши для интеграла (49), мы
можем деформировать каждую часть контура 
до тех пор, пока он не “задевает” особых точек на
поверхности. Две части контура взаимно уничто-
жаются, если они совпадают друг с другом и при
этом имеют противоположные направления.

Деформация контура  на многообразии H2 в
два этапа показана на рис. 13в, 13г. На первом эта-
пе увеличиваются радиусы вспомогательных
окружностей до их взаимного пересечения, обла-
сти пересечения взаимно уничтожаются, получа-
ем одну “петлю”, охватывающую шесть точек
бесконечностей, рис. 13в. Н втором этапе проис-
ходит расширение контура вдоль малой направ-
ляющей тора до взаимного уничтожения вытяну-
тых частей контура, в результате получаются две
окружности, опоясывающие тор аналогично кон-

Γ2 3= J 2J 1J 6J 5
'J 4

'J
π < φ < π3 5 3.

Γ3 1= J 2J 3J 4J 5J 6
'J

π < φ < π4 3 8 3.

Γ1

Γ1

Γ1

туру σ, и вспомогательный контур, отвечающий
за обход полюса трансформанты Зоммерфельда.

На многообразии H2 деформация контуров 
имеет довольно наглядный вид, однако в практи-
ческом применении используют представление
на римановой поверхности R2. На ней деформи-
рованный контур приобретает вид, показанный
на рис. 15.

Подчеркнем, что интегрирование по дефор-
мированному контуру  дает такой же результат,
что и интегрирование по исходному контуру, так
как при деформации не была нарушена теорема
Коши. Таким образом, контур  состоит из двух
единичных окружностей на листах 2 и 4 римано-
вой поверхности R2 и полюсного вклада падаю-
щей волны на первом листе. Такой контур явля-
ется куда более простым и удобным в использова-
нии, чем контур до деформации. Аналогичным
образом могут быть продеформированы и два
других контура.

3.5. Функциональная задача построения 
трансформанты Зоммерфельда

Задача нахождения трансформанты Зоммер-
фельда является задачей теории функций. Сфор-
мулируем ее:

1. Трансформанта  должна быть меро-
морфной на H2.

2.  может иметь простые полюсы в точках H2,
которые соответствуют падающей волне и ее зер-
кальному отражению (  и ).

Γi

Γ1

Γ1

( )A p

( )A p

φ = π + φin2 φ = π − φin4

Рис. 14. Контур  до деформации на R2.
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3. Вычеты дифференциальной формы  в
этих точках должны соответствовать  и

 соответственно.

Рассмотрим четыре точки ,
которые имеют одинаковое значение  на , рав-
ное . Для описания этих точек будем использо-
вать следующее обозначение: , № листа на
R2). Перечислим эти точки:

Можно показать, что точки  и  соответству-
ют падающей и отраженной волне. Дело в том,
что, как было показано в предыдущем пункте, де-
формация контуров интегрирования приводит к
“задеванию” полюсов соответствующих волн.
После деформации всех контуров интегрирова-
ния было установлено, что лишь точки  и  по-
падают в область деформации, следовательно, яв-
ляются полюсами подынтегрального выражения.
По этой причине функция  должна иметь по-
люса в этих точках, Так как по условию нашей за-
дачи падающая волна имеет единичную амплиту-
ду, вычет функции  в точках  и  должен
иметь вид

(50)

В то же время  должна быть регулярна в
точках  и . Поэтому зададим условие:

(51)

Таким образом, проблема нахождения функ-
ции  становится проблемой нахождения че-
тырехзначной функции на , которая также яв-
ляется однозначной на Римановой поверхности
R2 и имеет полюса только в двух точках на задан-
ной поверхности. Можно показать, что такая
функция является алгебраической. В данном слу-
чае ее достаточно легко построить. Выберем че-
тыре функции на R2, которые обладают всеми
возможными симметриями данной поверхности,
связанными с перестановкой ее листов. Эти че-
тыре функции имеют вид:

(52)

(53)

Представим  как линейную комбинацию
функций , где  – рациональные функ-
ции от :
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(54)

Наша задача найти функции .
Обозначим вычеты функций  как . Ис-

пользуя данное обозначение, запишем вычеты
функции  в точках :

(55)

(56)

(57)

(58)

Решаю данную систему, получаем:

(59)

Простейшей функцией, которая имеет полюс
в заданной точке, является функция вида:

(60)

Подставляя (59) и (61) в (54), получаем форму-
лу для трансформанты Зоммерфельда:

(61)

3.6. Исследование интеграла Зоммерфельда, 
сравнение с методом Винера–Хопфа

Деформируя контур  как показано на рис. 15,
мы можем представить (49) в виде:

(62)

Функции  на контурах  и  различаются
только знаком, поэтому возможно преобразовать
интеграл по двум контурам к единичному инте-
гралу:

(63)

Таким образом:
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Представление для рассеянного поля имеет
вид:

(65)

В работе [19] было получено представление
поля для аналогичной задачи методом Винера–
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Хопфа. Выпишем это решение в используемых
нами обозначениях:

(66)

Нетрудно видеть, что подстановка (53) и (29) в
(65) приводит нас к представлению (66). А значит,
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Рис. 15. Продеформированный контур интегрирования  на R2.
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наше решение (65) и решение задачи методом Ви-
нера–Хопфа (66) эквивалентны.

3.7. Численное исследование интеграла 
Зоммерфельда

Проинтегрируем полученное в предыдущем
пункте решение (64) численно. В качестве конту-
ра интегрирования  будем использовать еди-
ничную окружность с обходом особой точки ,
как в пункте 2.6. На рис. 16 показан график для
действительной части полного поля  при

 и . Видно, что полное поле имеет
характерные интерференционные области, а на
полупрямой  выполнено граничное
условие Дирихле. Также отчетливо видна теневая
зона.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получено инвариантное представле-
ние для функции Грина на треугольной решетке в
виде контурного интеграла от дифференциаль-
ной формы по комплексному многообразию. По-
строена асимптотика дальнего поля, проведено ее
численное исследование. Произведено сравне-
ние функции Грина для треугольной сетки с из-
вестной функцией Грина на плоскости для раз-
ных значений волнового числа. Кроме того, была
решена задача дифракции на полупрямой для
треугольной решетки. Поле представлено в виде
интеграла Зоммерфельда с различными контура-
ми интегрирования на дисперсионной поверхно-
сти. Показано выполнение граничного условия
Дирихле на полупрямой, показана эквивалент-
ность данного решения и решения аналогичной
задачи методом Винера–Хопфа.

Работа выполнена при поддержке гранта
РФФИ 19-29-06048.
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Для случая реалистичной маломасштабной конфигурации “двухконтурное сопло–механизирован-
ное крыло” проводится проверка разработанного ранее упрощенного полуэмпирического метода
расчета низкочастотного шума взаимодействия струи и крыла самолета. В качестве входных данных
для расчета шума используются результаты измерений амплитуды и конвективной скорости возму-
щений ближнего поля турбулентной струи вблизи задней кромки выпущенного закрылка, выпол-
ненных парой датчиков давления, установленных заподлицо с нижней поверхностью модели кры-
ла. Показано, что результаты расчетной оценки спектральных характеристик и направленности шу-
ма взаимодействия хорошо согласуются с прямыми измерениями шума в дальнем поле как в
статических условиях, так и при наличии спутного потока, имитирующего эффект полета.
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ВВЕДЕНИЕ
В условиях ужесточающихся норм по шуму на

местности [1] при проектировании новых или мо-
дернизации существующих самолетов граждан-
ской авиации необходимо иметь представление
об их основных источниках шума. Одним из за-
метных источников шума самолета с двигателями
высокой степени двухконтурности, расположен-
ными на пилонах под крылом, является эффект
аэроакустического взаимодействия реактивной
струи и крыла [2, 3], который в области низких и
средних частот проявляется в виде существенного
усиления шума струи. Экспериментальная оцен-
ка вклада данного источника в полное поле шума
самолета в летных испытаниях затруднительна по
ряду причин (стоимость, сложность проведения
измерений и т.д. [4, 5]), и обычно проводятся ис-
следования для маломасштабных моделей с по-
следующим пересчетом на натурные условия (на-
пример, [6]). Однако и такой подход не всегда мо-
жет быть реализован, например, на начальном
этапе проектирования самолета, когда его гео-
метрические параметры, в частности параметры
системы “двигатель–крыло”, не зафиксированы
окончательно. В таком случае для предваритель-
ной оценки шума проектируемого самолета на
местности, в том числе с целью оптимизации не-
которых параметров с точки зрения акустики, це-
лесообразно использование расчетных моделей

основных источников шума, включающих эф-
фект взаимодействия струи и крыла.

Существующие полуэмпирические модели
аэроакустического взаимодействия струи и крыла
самолета связывают появление дополнительного
источника шума с рассеянием крупномасштаб-
ных гидродинамических возмущений ближнего
поля струи на задней кромке крыла [7–11]. Изна-
чально данные модели разрабатывались для
упрощенной конфигурации, в которой рассмат-
ривалось взаимодействие одноконтурной струи,
истекающей в покоящуюся среду, и которая мо-
делирует крыло плоской пластины, параллельной
оси струи. Задачей такого рода моделей является
расчет шума взаимодействия струи и пластины на
основе характеристик пульсаций в ближнем поле
струи. Эти характеристики могут быть измерены
или рассчитаны как для свободной струи в отсут-
ствие пластины [8, 10, 11], так и непосредственно
на поверхности пластины [9]. В последующих ра-
ботах рассматривались различные модификации
моделей с целью рассмотрения влияния на шумо-
образование по отдельности таких дополнитель-
ных факторов, как стреловидность крыла [12, 13],
угол его установки [14], наличие спутного потока
[15]. Между тем, представляет практический ин-
терес задача расчетного определения характери-
стик шума взаимодействия струи и крыла для ре-
алистичных конфигураций, соответствующих

УДК 534.23
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тем, что реализуются в современных самолетах и
содержащих стреловидное крыло с выпущенной
механизацией и двухконтурное сопло.

В настоящей работе проводится проверка при-
менимости ранее разработанной авторами “двух-
точечной” полуэмпирической модели шума взаи-
модействия [16] к случаю реалистичной маломас-
штабной конфигурации “двухконтурное сопло–
механизированное крыло”. Ниже представлено
краткое описание используемой модели шума
взаимодействия струи и крыла. Далее приведены
результаты экспериментального исследования в
заглушенной камере АК-2 поля пульсаций на по-
верхности крыла и дальнего акустического поля
системы “струя–крыло”. Затем показаны резуль-
таты сравнения расчетных характеристик шума
взаимодействия, полученных на основе полуэм-
пирической модели с использованием характери-
стик пульсаций на поверхности крыла, с данны-
ми прямых измерений шума в дальнем поле. В За-
ключении сформулированы основные выводы
работы.

ПОЛУЭМПИРИЧЕСКАЯ ДВУХТОЧЕЧНАЯ 
МОДЕЛЬ

В качестве полуэмпирической модели шума
взаимодействия струи и крыла самолета в работе
используется упрощенная двухточечная модель,
описание и результаты валидации которой для
упрощенной конфигурации “струя–пластина”
представлены в работе [16]. При разработке дан-
ной модели рассматривалась задача о рассеянии
пульсаций ближнего поля струи на задней кромке
полуплоскости при наличии спутного потока
скорости Vcf (рис. 1). Положение задней кромки
относительно среза сопла характеризуется пара-
метрами d и h, как показано на рис. 1. Предполо-
жение о неизменности характеристик ближнего
поля струи при расположении вблизи нее рассеи-
вающей поверхности [8, 9, 17] позволяет разбить
данную задачу на подзадачи о моделировании
ближнего поля струи (I) и последующем рассея-
нии найденных возмущений ближнего поля на
задней кромке полуплоскости (II). В работе [11]
было показано, что процесс рассеяния в основ-
ном определяется характеристиками ближнего
поля вблизи кромки и поэтому для заданной ча-
стоты ω и азимутального числа n структура пуль-
саций давления на цилиндрической поверхности
радиуса r0, окружающей струю, может быть опи-
сана в виде однородной волны амплитуды A, рас-
пространяющейся вниз по потоку вдоль оси X со
скоростью V (рис. 1):

(1)
где (X, r, ϕ) – цилиндрическая система коорди-
нат, t – время. Вообще говоря, пульсации ближ-

ω − ω − ϕ
ϕ =0( , , , ) ,

Xi i t in
Vp X r t Ae

него поля являются суперпозицией бесконечного
набора азимутальных мод вида (1), однако экспе-
риментальные исследования характеристик мо-
дального состава продемонстрировали домини-
рование нескольких первых азимутальных мод
[11], из которых основной вклад в поле рассеяния
вносят лишь осесимметричная (n = 0) мода и пер-
вая (n = 1) косинус-мода. Благодаря тому, что
структура поля рассеяния этих двух мод практи-
чески одинакова, то для нахождения рассеянного
на кромке поля, вместо задачи о рассеянии каж-
дой из доминирующих мод (с последующим
энергетическим суммированием полученных по-
лей), можно рассматривать задачу о рассеянии на
кромке осесимметричной моды с характеристи-
ками, соответствующими суммарному ближнему
полю [18]. Таким образом, можно считать, что в
модели (1) n = 0, а характеристики A и V соответ-
ствуют характеристикам полного поля вблизи
рассеивающей кромки. Такой подход с практиче-
ской точки зрения чрезвычайно удобен, посколь-
ку позволяет избежать процедуры азимутальной
декомпозиции поля пульсаций вблизи струи, кото-
рая даже для свободной струи достаточно сложна
[11, 13, 18], не говоря о струе при наличии крыла.

Вне цилиндрической поверхности возмуще-
ние давления удовлетворяет конвективному вол-
новому уравнению:

(2)

с граничным условием (1) и условием излучения
на бесконечности, где Mcf – число Маха, посчи-
танное по скорости набегающего потока Vcf.
Можно показать, что решение конвективного
волнового уровнения для заданного граничного
условия принимает следующий вид:

(3)

где K0 – модифицированная функция Бесселя
второго рода 0-го порядка, k – волновое число,
M – число Маха, посчитанное по конвективной
скорости возмущений V. Временной множитель
e–iωt здесь и далее для краткости опущен.

При решении второй подзадачи (рис. 1, II)
производится поиск поля рассеяния возмущений
(3) на задней кромке полуплоскости. Искомое ре-
шение должно удовлетворять конвективному
волному уравнению (2) и граничным условиям в
виде непротекания на жесткой полуплоскости
(x < 0) и равенству нормальных смещений грани-
цы между областями под и над полуплоскостью
(x > 0), а также условию излучения на бесконеч-
ности. Из-за наличия разрывного граничного
условия при y = 0 поиск решения производится
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методом Винера–Хопфа [19], а итоговое выраже-
ние, записанное в виде обратного преобразования
Фурье, аппроксимируется в дальнем поле (kR  1)
при помощи двумерного метода перевала [20].
Здесь (x, y, z) и (R, θ, ψ) – декартова и сфериче-
ская системы координат, связанные с задней
кромкой полуплоскости. Можно показать, что в
плоскости, перпендикулярной к полуплоскости
(sin ψ = 0), решение принимает следующий вид:

(4)

где pd – звуковое поле от рассеяния на задней
кромке ближнего поля (3), h – расстояния по
нормали от полуплоскости до оси струи. Выраже-
ние (4) связывает пульсации давления ближнего
поля с шумом взаимодействия в дальнем поле в
плоскости (R, θ, 0), для предсказания которого
необходимо иметь данные об амплитуде пульса-
ций полного поля A и о конвективной скорости
возмущений V. В эксперименте данные парамет-
ры могут быть определены с помощью одной па-
ры датчиков, расположенных со смещением в на-
правлении истечения струи, например, на ниж-
ней поверхности крыла вблизи задней кромки (в
этом случае r0 = h).

@
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ

Для проведения проверки применимости опи-
санной выше модели шума взаимодействия струи
и крыла к реалистичной конфигурации “двухкон-
турное сопло–механизированное крыло” ис-
пользовались результаты двух серий испытаний,
проведенных в заглушенной камере АК-2 ЦАГИ.
В рамках первой серии исследовалось распреде-
ление нестационарных нагрузок на поверхности
крыла, что позволило определить характеристики
ближнего поля A и V, входящие в формулу (4).
В рамках второй серии исследовался шум в даль-
ней зоне, что позволяло сравнить расчеты по
формуле (4) с прямыми измерениями.

В качестве исследуемой конфигурации рас-
сматривалась маломасштабная модель двухкон-
турного сопла с центральным телом, установлен-
ного вблизи консоли крыла с выпущенными во
взлетное положение закрылками [6] (рис. 2). Дан-
ная конфигурация является типичной для совре-
менных магистральных самолетов. Скорости ис-
течения холодной струи внутреннего контура
281 м/с и внешнего контура 243 м/с приближенно
моделируют режим набора высоты самолета.
Скорость истечения полностью перемешанной
струи в таком случае составляла Vm = 251.5 м/с.
Эффективный диаметр двухконтурного сопла со-
ставляет d = 62 мм, а расстояние от оси струи до
кромки закрылка по нормали равнялось h = 0.78d.
Для моделирования эффекта полета использова-
лось сопло третьего контура диаметром 0.4 м, на
выходе которого мог создаваться поток со скоро-
стью до Vcf = 80 м/с.

Рис. 1. Схема задачи и ее подразделение на две подзадачи.
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В качестве измерительной аппаратуры исполь-
зовались установленные заподлицо с нижней по-
верхностью крыла датчики давления Kulite типа
LQ-47. Датчик П1 располагался вблизи кромки за-
крылка, в то время как датчик П2 был установлен
на расстоянии 1.13d вверх по потоку от него (рис. 2),
и измеренные ими пульсации давления могли
быть использованы для получения необходимых
в модели (4) данных о ближнем поле струи (A, V).
На рис. 3 представлены измеренные данные в ви-
де амплитуды и конвективной скорости для слу-
чая статических (Mcf = 0) и полетных (Mcf = 0.23)
условий. Можно отметить, что спектр пульсаций
(рис. 3а) в отсутствие спутного потока имеет из-
резанную форму с некоторым количеством суще-
ственных пиков, в то время как наличие спутного
потока существенно снижает данные пики, и
спектр становится более гладким. Данные пики в
спектре можно объяснить наличием обратной
связи между задней кромкой закрылка и кромкой
сопла [21]. Кроме того, сниженные амплитуды
гидродинамических пульсаций при наличии
спутного потока приводят к тому, что акустиче-
ские пульсации начинают доминировать при
меньших частотах – это видно на рис. 3б по
скачку конвективной скорости при St = 1.2 для
условий полета и при St = 1.8 в случае отсутствия

спутного потока. Таким образом, частотный
диапазон применимости модели (4) зависит от
значения Mcf.

При подготовке измеренных данных к их ис-
пользованию в модели учитывался тот факт, что,
во-первых, датчик П1 измеряет полное (падаю-
щее и отраженное) поле и, во-вторых, он нахо-
дится не в области максимальных пульсаций, ко-
торая соответствует нормальной проекции оси
струи на поверхность крыла, а сдвинут на 0.4d
вдоль размаха крыла. Поэтому измеренные спек-
тры приводились к свободному полю путем вы-
читания из них 6 дБ, а также корректировались с
использованием выражения (3) для приведения к
радиальному удалению r0 = h = 0.78d, соответ-
ствующему минимальному расстоянию от оси
струи до задней кромки закрылка.

Во второй серии экспериментов при исследо-
вании дальнего акустического поля использова-
лась полярная решетка микрофонов, состоящая
из 10-ти ½″ микрофонов Bruel&Kjaer (тип 4189) с
предусилителями модели 2669 (диапазон частот
40–25600 Гц, чувствительность 50 мВ/Па). Мик-
рофоны располагались в области “под крылом”
на полуокружности радиуса R = 2 м с центром в
середине среза сопла внешнего контура, в плос-

Рис. 2. Фотография исследуемой конфигурации.
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кости, проходящей через ось струи и перпендику-
лярной к крылу (рис. 4). Микрофоны заметали об-
ласть полярных углов θ' = 30°…120° с шагом в 10°.

В случае отсутствия спутного потока счита-
лось, что полное акустическое поле складывается
из двух некоррелированных источников: шум
изолированной струи (Ljet) и шум взаимодействия
струи и крыла (Linst). Таким образом, для провер-
ки модели (4) необходимым являлось проведение
измерения шума изолированной струи и струи
вблизи крыла (Ltot). При наличии спутного пото-
ка ситуация усложнялась: полный шум Ltot скла-
дывается из четырех источников, а именно из шу-
ма струи Ljet, шума взаимодействия Linst, шума об-
текания крыла Lwing и шума спутного потока Lcf.
Поэтому для условий полета число необходимых
измерений увеличивалось до четырех:

1) шум спутного потока (Vcf = 80 м/с, Vm = 0 м/с,
крыло убрано) – Lcf;

2) шум двухконтурной струи в спутном потоке
(Vcf = 80 м/с, Vm = 251.5 м/с, крыло убрано) – L1 =
= Lcf + Ljet;

3) шум обтекания крыла спутным потоком
(Vcf = 80 м/с, Vm = 0 м/с, крыло установлено) – L2 =
= Lcf + Lwing;

4) общий шум полной конфигурации (Vcf = 80 м/с,
Vm = 251.5 м/с, крыло установлено) –Ltot.

На рис. 5 для бокового направления (θ' = 90°)
представлен пример полученных в эксперименте
результатов.

Как и в случае измерений в ближнем поле
(рис. 3а), можно отметить пиковую структуру
спектра суммарного шума (Ltot), которая наибо-
лее заметно проявляется в статических условиях
(рис. 5а) и несколько сглаживается при наличии
спутного потока (рис. 5б). При этом видно, что на-
личие крыла около струи приводит к существенно-
му усилению шума струи в области 0.2 < St < 1

(cравнение красных и синих кривых). Именно
это усиление и должно моделировать выражение (4)
при подстановке в него измеренных на поверхно-
сти крыла данных (рис. 3).

ВАЛИДАЦИЯ МОДЕЛИ

Для оценки качества моделирования шума
рассчитывался суммарный шум  конфигура-
ции “двухконтурное сопло–механизированное
крыло”. Расчет заключался в вычислении шума
взаимодействия  по формуле (4) и последую-
щем энергетическом суммировании данной ве-
личины с остальными компонентами шума, взя-
тыми из эксперимента. Для случая статических
условий к  прибавлялась компонента, связан-
ная с шумом струи, а для условий полета – добавля-
лись еще шум крыла и шум спутного потока:

(5)

На рис. 6 представлен результат моделирова-
ния шума взаимодействия (серые кривые) при
помощи выражения (4) и сравнение измеренного
и расчетного (5) суммарного поля пульсаций дав-
ления в дальней зоне (соответственно синие и
черные кривые), также для наглядности показа-
ны измеренные спектры источников шума, вхо-
дящие в выражение (5). Можно отметить, что
двухточечная модель достаточно точно позволяет
предсказать характеристики шума взаимодей-
ствия: спектральный состав, в том числе и слож-
ную изрезанную форму спектров. При этом пред-
сказать изрезанную форму спектра позволило
именно применение упрощенной двухточечной
модели шума взаимодействия и датчиков, уста-
новленных на поверхности крыла и закрылка.
В этом случае прямое измерение поля пульсаций
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амплитуда пульсаций вблизи кромки (пунктир – измерения, сплошные кривые – скорректированные спектры); (б) –
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вблизи рассеивающей кромки позволило опосре-
дованно учесть и эффект обратной связи между
кромкой крыла и кромкой сопла (рис. 3а), что бы-
ло бы невозможно при использовании данных о

ближнем поле для свободной струи, как это дела-
лось, например, в [11].

На рис. 7 представлено сравнение направлен-
ностей измеренного и рассчитанного с использо-

Рис. 4. Схема эксперимента по исследованию дальнего акустического поля конфигурации “двухконтурная струя–ме-
ханизированное крыло”.
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Рис. 5. Спектры различных источников шума конфигурации “двухконтурная струя–механизированное крыло” в
дальнем поле (а) – в отсутствие и (б) – при наличии спутного потока.
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ванием полуэмпирической модели уровней шума
в широкой полосе частот, и показаны направлен-
ности излучения составляющих источников шума.

Можно отметить, что в области вниз по потоку мо-
дель несколько завышает уровни шума (на 1–2 дБ),
что можно связать с неучтенным поворотом рас-
сеивающей поверхности – закрылка. Некоторое
расхождение расчетных и измеренных значений
шума в направлении вверх по потоку может быть
обусловлено эффектом конечности хорды крыла,
который не учитывается в используемой модели,
но может быть значим именно в данной области
углов наблюдения [10, 15].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведено исследование применимо-
сти упрощенной двухточечной модели шума вза-
имодействия струи и пластины [16] к расчету шу-
ма реалистичной конфигурации “двухконтурное
сопло–механизированное крыло”. Для этого на
первом этапе из результатов синхронных двухто-
чечных измерений пульсаций давления на ниж-
ней поверхности крыла и закрылка был опреде-
лен спектр и конвективная скорость возмущений
вблизи задней кромки закрылка. После подста-
новки этих величин в аналитическую модель рас-
сеянного поля рассчитывались характеристики

Рис. 6. Сравнение измеренных и предсказанных спектров полного шума для различных полярных углов θ': (а) – 60°;

(б) – 90°; (в) – 120°. Цветовая схема совпадает с рис. 5, но добавлены также спектры  (4) и  (5). Верхний ряд –
Mcf = 0, нижний – Mcf = 0.23.
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Рис. 7. Сравнение полярных направленностей суммарного шума в широкой полосе частот различных источников:
(а) − Vcf = 0, 0.1 ≤ St ≤ 1; (б) − Vcf = 80, 0.2 ≤ St ≤ 1.2. Цветовые обозначения совпадают с рис. 6.
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шума взаимодействия струи и крыла в дальнем
поле.

Показано, что достаточно простая расчетная
модель позволяет в главном приближении кор-
ректно предсказывать основные характеристики
шума взаимодействия: полярную направлен-
ность, амплитуду и спектральный состав. Важно
отметить, что использование поверхностных дат-
чиков при измерении пульсаций давления вблизи
кромки закрылка, хотя и предполагает пренебре-
жение деталями азимутальной структуры пульса-
ций при расчете шума, все же имеет определен-
ные преимущества по сравнению с измерениями
пульсаций свободной струи без крыла. Во-пер-
вых, такие поверхностные измерения сравни-
тельно легко реализуются в условиях наличия
спутного потока, а во-вторых, позволяют опосре-
дованно учесть изменение ближнего поля струи
при расположении вблизи него модели крыла и
возможное наличие обратной связи между кром-
ками крыла и сопла.

Наблюдаемые, сравнительно малые, расхож-
дения между расчетными и измеренными харак-
теристиками шума взаимодействия струи и крыла
могут быть связаны с рядом следующих эффек-
тов: конечностью размаха и хорды крыла, углом
отклонения закрылка, стреловидностью крыла,
неоднородностью потока вокруг крыла. Учет дан-
ных эффектов при необходимости может быть
выполнен за счет усложнения модели взаимодей-
ствия возмущений ближнего поля струи с задней
кромкой закрылка, вплоть до перехода к числен-
ному расчету поля рассеяния, например, методом
конечных элементов [8, 12] или полному числен-
ному моделированию системы струя–крыло [22].
Выбор расчетной модели зависит от допустимого
компромисса между ее точностью и простотой.
Модель, рассмотренная в настоящей работе, яв-
ляется моделью низкого уровня для получения
быстрых и достаточно надежных оценок шума
взаимодействия по минимальному числу пара-
метров системы и может найти применение в ка-
честве одного из инженерных инструментов
аэроакустического проектирования воздушных
судов.
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Разработан алгоритм определения частоты и амплитуды гармонических составляющих слабо неста-
ционарного акустического сигнала, содержащего также случайный шум и дрейф постоянной со-
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ВВЕДЕНИЕ
В авиационной акустике достаточно часто

встречаются измерения сигналов с явно выра-
женными дискретными спектральными состав-
ляющими, например, шум винта, шум двигателя,
дискретные тона в шуме струи и т.д. В ряде случа-
ев источник двигается, что требует специальных
методов обработки сигналов [1–4]. Независимо
от вида измерений при обработке данных исполь-
зуется практически один вид анализа – преобра-
зование Фурье. Если обратиться к характеристи-
кам любого измерительного комплекса, то среди
его ключевых особенностей обязательно будет
присутствовать этот вид узкополосного спек-
трального анализа, и зачастую количество линий
выступает как показатель технического совер-
шенства прибора. Безусловно, спектральный
анализ на основе БПФ является мощным инстру-
ментом исследователя. Однако необходимо иметь
в виду, что любая обработка сигнала вносит по-
грешность метода, обусловленную выходом за
пределы области применимости метода.

Основным источником погрешности методов
обработки сигнала, основанных на вычислении
дискретного преобразования Фурье, является эф-
фект “растекания” или “утечки” энергии спек-
тральных компонент [5]. Этот эффект наблюдается,
если период спектральной составляющей полез-
ного сигнала не кратен периоду дискретизация

сигнала. В спектре появляются паразитные ком-
поненты в виде боковых лепестков, а сама спек-
тральная линия уширяется. Применение оконно-
го взвешивания позволяет уменьшить эффект
растекания, но возникает ошибка определения
амплитуды сигнала, которая зависит от соотно-
шения частоты сигнала и частоты ближайшей ли-
нии БПФ. При измерениях, необходимых при ва-
лидации расчетов, а также в некоторых других
случаях, погрешность при использовании осно-
ванных на БПФ методов может маскировать фи-
зические эффекты [6, 7]. Гладкая оконная функ-
ция существенно снижает уровень боковых ле-
пестков, однако существенно расширяется
основной лепесток, что ухудшает разрешающую
способность метода по частоте.

Проблема выделения дискретных составляю-
щих и точного определения частоты существует
достаточно давно, можно найти большое количе-
ство работ по данной проблеме [8–13]. Существу-
ют реализации многих методов и в популярных
математических пакетах (например, в Matlab
стандартные методы – Burg, Covariance, Modified
Covariance, Yule-Walker). Однако данные методы
ориентированы на определение доминирующих
гармонических составляющих в предположении
стационарности сигнала.

Если исключить случай анализа переходных
процессов, то для улучшения статистической до-
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стоверности данных практически во всех случаях
используется усреднение спектров. За счет этого
достигается снижение случайной составляющей
погрешности измерений. Однако остается во-
прос: как повлияет на результат такое усредне-
ние, если сигнал нестационарный? Действитель-
но, при пролете летательного аппарата звуковой
сигнал может значительно изменяться даже в
пределах одной выборки. При сокращении ин-
тервала анализа для смягчения влияния “неста-
ционарности” ошибка оценки спектра становит-
ся неприемлемой большой. При последующем
усреднении спектров становится непонятно, че-
му будут соответствуют полученные значения,
т.к. за время осреднения действующие значения
амплитуды и частоты дискретных составляющих
полезного сигнала могут сильно измениться. На-
лицо противоречие – за малое время анализа
ошибка измерения очень большая, а за большое
время сам сигнал успевает измениться. Поэтому
возникает необходимость построения метода
точных измерений амплитуды сигнала, частота
которого может плавно меняться. Под плавно-
стью изменения подразумевается, что на интер-
вале нескольких периодов мгновенная частота
хорошо описывается линейной по времени функ-
цией, а полное изменение частоты на интервале
анализа много меньше номинального значения.

В работе рассматривается метод анализа имен-
но таких слабо нестационарных процессов, пред-
ставленных в виде равнодистантных по времени
измеренных значений физических величин, ха-
рактеризующих такие процессы. Записи изме-
ренных значений будем называть сигналом ,
где  – индекс, дискретное время. При измене-
нии индекса на единицу, физическое время уве-
личивается на интервал квантования или, по-дру-
гому, период квантования . Величина, обратная
к периоду квантования, называется частотой дис-
кретизации . Сами значения сигнала так-
же оцифровываются с разрешающей способно-
стью устройства, измеряющего физическую вели-
чину. Обычно шаг амплитудного квантования
выбирают существенно меньше как действующе-
го значения сигнала, так и собственных шумов
измеряющего устройства, поэтому шумом кван-
тования в большинстве случаев можно прене-
бречь.

Для стационарных эргодических процессов
спектральные оценки ее параметров сколь угодно
точно могут быть получены в результате усредне-
ния по времени. В нашем случае параметры систе-
мы меняются с течением времени, поэтому суще-
ствует предел точности, обусловленный ограни-
ченностью выборки, для которой в достаточной
мере выполняется свойство эргодичности. Доста-
точность в данном контексте определяется прак-
тической необходимостью. Например, для сигна-

( )x n
n

T

= 1df T

ла с частотой доминантного гармонического сиг-
нала, изменяющейся на 1 Гц за секунду,
интуитивный выбор интервала обработки 0.1 с
кажется достаточным для обеспечения точности
ее отслеживания с погрешностью порядка 0.1 Гц.
Таким образом, интервал обработки прямо свя-
зан с интервалом регулярности процесса. Термин
“интервал регулярности”, а не “интервал стацио-
нарности” видится более подходящим для про-
цессов, имеющих “регулярный” дискретный
спектральный состав, например, упоминавшийся
выше шум винта или шум двигателя. Собственно,
для таких задач, связанных с отслеживанием ам-
плитудных значений отдельных спектральных
компонент полезного сигнала, и предлагается ис-
пользовать описанный ниже метод.

МОДЕЛЬ ПОЛЕЗНОГО СИГНАЛА
Будем полагать, что на интервале регулярно-

сти опорная частота  полезного сигнала
 изменяется незначительно. Тогда, обозначив

начало интервала индексом , а его конец
индексом , можно записать:

(1)

где  – количество гармонических компонент в
полезном сигнале, действительные коэффициенты

 определяют амплитуды, а неравные друг другу
коэффициенты  задают отношение частоты
гармоничекой компоненты к значению опорной
частоты. Каждая компонента полезного сигнала
имеет индивидуальный фазовый сдвиг .

Сам сигнал  описывается более сложной
формулой, учитывающей изменение частоты с
течением времени. В первом приближении огра-
ничимся линейным законом ее изменения

  . Степень
отклонения модели от сигнала будем характери-
зовать скаляром  – суммой квадратов ошибок
по всем значениям :

(2)

Во втором приближении по порядку малости па-
раметра  ошибка модели примет вид:

(3)

где ,  и  — некоторые действительные числа.
При фиксированном малом значении  мини-
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мальное значение  будет достигаться при
, т.е. модель (1) будет оптимальной

для сигналов с линейным законом изменения ча-
стоты следующего вида:

(4)

Таким образом, для сигналов с локально-линей-
ным изменением частоты оптимальной моделью
будет служить сигнал с опорной частотой, равной
опорной частоте сигнала в середине интервала
анализа.

МОДЕЛЬ НАБЛЮДЕНИЙ

Обозначим через  измерения полезного
сигнала. Помимо собственно полезного сигнала
измерения содержат помеху. Будем выделять две
ее составляющих, первая – это совокупность
процессов  с нулевым средним, например,
неучтенные гармонические составляющие и слу-
чайные шумы различной природы. Вторая со-
ставляющая – это дрейф “нуля”, которую удобно
выразить полиномом невысокого порядка .

(5)

Избавившись от фазы в аргументе , полу-
чим окончательное выражение для модели на-
блюдений, линейно зависящей от действитель-
ных коэффициентов , ,  и нелинейно от
опорной частоты :

(6)

Выделим важный частный случай, когда ,
, и , т.е.

(7)

Формула (7) есть не что иное, как уравнение
преобразования Фурье. Моделью сигнала при
этом является эквидистантный набор гармониче-
ских составляющих, а моделью дрейфа является
простой сдвиг, определяемый единственным ко-
эффициентом . Эта модель полезного сиг-
нала будет оптимальной только в случае, когда
все частоты его гармонических составляющих бу-
дут кратны . Такое ограничение весьма
жесткое, оно исключает возможность подстрой-
ки опорной частоты и понижает качество описа-
ния связей спектральных составляющих из-за по-
тери свободы выбора коэффициентов . На
практике это выражается в неправильном опре-
делении амплитуд и частот спектральных компо-
нент полезного сигнала. Другим недостатком
столь жесткого ограничения является отсутствие
усреднения по интервалу анализа, т.к. в модели
Фурье количество неизвестных параметров сов-
падает с количеством отсчетов на интервале ана-
лиза.

Оптимальная аппроксимация
Для удобства введем следующие обозначения:

(8)

Тогда модель наблюдений можно переписать в
матричном виде:

(9)

где  – прямоугольная матрица, содержащая
 строку и  столбец:
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Вектор  имеет размерность , а век-
тора  и  размерности 

(11)

Напомним, что элементы матрицы  вычис-
ляются на основании модели полезного сигнала,
а элементы вектора  равны отсчетам сигнала на
выбранном интервале анализа, т.е. измерениям.
Вектор  содержит заранее неизвестные ампли-
тудные коэффициенты модели, которые следует
найти таким образом, чтобы оценка полезного
сигнала как можно лучше совпадала с измерени-
ями. Критерием качества оценки выберем квад-
ратичный функционал, равный сумме квадратов
ошибки:

(12)

Нижний индекс в обозначении  показывает,
что значение функционала определяется значе-
нием вектора-параметра . Оптимальное значе-
ние  минимизирует критерий, т.е.

(13)

Для того чтобы записать уравнение для 
найдем экстремум функционал (12). Для этого
проварьируем его по  и приравняем получен-
ную вариацию нулю.

(14)

Матрица в квадратных скобках квадратная раз-
мерности . Вектор , содержащий оп-
тимальную оценку параметров модели полезного
сигнала, может быть найден как решение системы
линейных уравнений (14) или в результате обраще-
ния матрицы, что удобно для анализа решения, но
для практических расчетов неэкономично:

(15)

Подставляя это значение в уравнение (12), полу-
чим значения функционала в точке оптимума:

(16)

Возвращаясь к модели Фурье (7), отметим, что
при оптимальном выборе параметров, вследствие
полного ранга квадратной матрицы , из уравне-
ния (16) следует, что для этого случая оптималь-
ное значение функционала равно нулю, т.е. вме-
сто аппроксимации данных мы получаем точную
их подгонку. Необходимое нам усреднение пара-
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метров модели при работе с выборками измере-
ний ограниченной длины возможно только при
избыточности данных, когда количество свобод-
ных параметров модели существенно меньше ко-
личества отсчетов на интервале анализа.

ПРИМЕР 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ДЕЙСТВУЮЩЕГО ЗНАЧЕНИЯ 
ГАРМОНИЧЕСКОГО СИГНАЛА 

ПО КОРОТКОЙ ВЫБОРКЕ
Рассмотрим модельный сигнал, состоящий из

смеси гармонических сигналов c частотами 6, 20,
45, 114 и 140 Гц, а также постоянной составляю-
щей и белого шума. Низкочастотные составляю-
щие и шум будем интерпретировать как помеху.
Среднеквадратичные значения компонент полез-
ного сигнала составляют 1 В для частот 20, 45 Гц,
0.4 В для частоты 140 Гц и 0.1 В для компоненты с
частотой 114 Гц. Короткая выборка такого сигна-
ла с частотой дискретизации 10240 Гц показана на
рис. 1.

Оценка спектра сигнала по выборке длиной
1024 отсчета показана на рис. 2. Видно, что полу-
ченные спектральные составляющие не позволяют
раскрыть структуру полезного сигнала. Примене-
ние оконных функций не приносит значимого
эффекта.

Компонента полезного сигнала с частотой 140 Гц
совпала с частотой 14-й линии БПФ, поэтому для
нее возможно достаточно точно определить дей-
ствующее значение, для компонент с частотами
45 и 114 Гц оценка амплитуды сильно осложнена,
т.к. эти частоты не совпадают ни с какой частотой
линий БПФ. Самая низкочастотная компонента
полезного сигнала, 20 Гц, хотя и совпадает по ча-
стоте с 2-й линией БПФ, но из-за вклада низкоча-
стотного дрейфа ее амплитуда так же не может
быть правильно определена.

Если увеличить длину выборки, то спектраль-
ная картина становится четкой, как видно на рис. 3.
В этом случае точность определения амплитуды
будет определятся степенью близости частоты
спектральной составляющей сигнала к частоте
ближайшей линии БПФ. На практике длинные
выборки для обработки могут быть неудобны по
причине нестабильности измеряемых сигналов,
за время накопления частоты и амплитуды полез-
ного сигнала могут изменится, что неизбежно
приведет к размыванию спектральных компо-
нент и дополнительной потере точности.

Применим для обработки сигнала метод, опи-
санный в предыдущем разделе. На рис. 4 показан
сам сигнал и его аппроксимация. Использовалась
модель, содержащая четыре гармонических ком-
поненты, дрейф описывался полиномом третьей
степени, т.е. число независимых параметров мо-
дели равнялось 12.
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Рис. 1. Выборка сигнала длиной 1024 отсчета: 1 – полезный сигнал, 2 – сумма всех компонент, включая шум измере-
ний, 3 – дрейф постоянной составляющей.
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Рис. 2. БПФ выборки сигнала длиной 1024 отсчета (низкочастотная часть спектра): 1 – прямоугольное окно, 2 – окно
Ханна, 3 – окно Хэмминга.

130

120 3

110

2

100

1

90

0 20 40 60 80 100 120
Частота, Гц

140 160 180 200

80

70

60

А
м

пл
ит

уд
а,

 д
Б

 о
тн

. 2
0 

м
кП

а

Рис. 3. БПФ выборки сигнала длиной 16384 отсчета (низкочастотная часть спектра): 1 – прямоугольное окно, 2 – окно
Ханна, 3 – окно Хэмминга.
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Высокое качество аппроксимации обусловле-
но эффектом осреднения из-за сильной избыточ-
ности, действительно, , т.е. число сво-
бодных параметров модели существенно меньше
количества обрабатываемых данных. В данном
методе точность определения амплитуды состав-
ляющих полезного сигнала в первую очередь за-
висит от энергии шума измерений, т.е. от стоха-
стической компоненты помехи. Для рассмотрен-
ного примера ошибка определения действующих
значений гармонических составляющих полезно-
го сигнала лежит в пределах нескольких десятых
процента. При уменьшении длины обрабатывае-
мого сигнала ошибка будет расти и достигнет
наибольшего значения, когда число свободных
параметров модели совпадет с количеством от-
счетов в выборке.

Условие равенства длины выборки и количе-
ства свободных параметров модели является есте-
ственным ограничением на применимость мето-
да. Для практической значимости метода следует
использовать выборки сигнала, содержащие хотя
бы несколько периодов самой низкочастотной
гармонической составляющей полезного сигна-
ла. В приведенном примере на длине выборки
1024 отсчета, что составляет 0.1 с, для самой низ-
кочастотной компоненты укладывается всего два
периода.

ПРИМЕР 2. ЭФФЕКТ ДОПЛЕРА 
ДЛЯ ТОЧЕЧНОГО МОНОХРОМНОГО 

ИСТОЧНИКА ЗВУКА
Смоделируем запись шума пролета летатель-

ного аппарата, движущегося со скоростью  30 м/с
на высоте  100 м. Траектория прямолинейная,
проходит непосредственно над точкой измерений.
Начало записи соответствует точке траектории,
удаленной по горизонтали на  300 м, а конец –

12 1024!

=v

=oh

=ol

на том же расстоянии в другую сторону. Доми-
нантная звуковая частота составляет  200 Гц, что
для двухлопастного винта соответствует 6000 об/мин
двигателя. Будем считать, что частота дискретиза-
ции  синтезируемого сигнала равняется 48 кГц.

Мгновенная амплитуда звукового давления от
точечного источника, связанного с летательным
аппаратом, будет меняться по закону

(17)

где  – дискретное время, а  – масштабный ко-
эффициент. Условимся считать, что индекс 
соответствует моменту, когда звук от летательно-
го аппарата, находившегося в стартовой точке,
только что дошел до микрофона, тогда связь мо-
мента наблюдения летательного аппарата  и
дискретного времени  определяется следующим
уравнением

(18)

здесь буквой  обозначена скорость звука, а  –
коррекция на время, затраченное звуковой вол-
ной для преодоления расстояния от стартовой
точки до точки измерения. Уравнение (18) имеет
два корня. Выбирать следует тот корень, для ко-
торого выполняется условие . Сопоставив
каждому моменту  дискретного времени значе-
ние  и воспользовавшись уравнением (17), полу-
чим модельный временной ряд для обработки.

На рис. 5 показаны результаты обработки мо-
дельных данных. Оценивались текущее значение
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Рис. 4. Аппроксимация выборки сигнала длиной 1024 отсчета: 1 – исходный сигнал, 2 – результат обработки.
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частоты полезного сигнала и значение его ампли-
туды. Для этого сигнал был разбит на выборки
длиной 3000 отсчетов и шагом 1500 отсчетов. Вы-
борки последовательно обрабатываются начиная

с первой. Оптимальное значение частоты подби-
рается за несколько итераций методом деления
отрезка пополам с использованием критерия (16).
Полученная зависимость показана на верхнем

Рис. 5. Обработка модельных данных: (а) – результат слежения за частотой полезного сигнала, (б) – зависимость уров-
ня звукового сигнала от времени, (в) – отклонение оценки уровня звука от теоретического значения.
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графике рисунка. Кривая практически неотличи-
ма от теоретически предсказанной для эффекта
Доплера. Это же утверждение справедливо и для
оценки уровня звукового давления. Следящий
алгоритм выдает результат, практически совпада-
ющий с теорией. На нижнем графике показана
ошибка, видно, что ее значение лежит в сотых до-
лях децибела.

ПРИМЕР 3. СТЕНДОВЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ 
ШУМА ВИНТА БПЛА

В БЕЗЭХОВОЙ КАМЕРЕ

В данном примере полезным сигналом будем
считать шум пропеллера беспилотного летатель-

ного аппарата. Шум высокооборотного электро-
двигателя и шум, создаваемый динамиком, явля-
ются помехой. Двигатель установлен на специ-
альной стойке, расположенной в заглушенной
камере “АК-2” ЦАГИ (рис. 6), в которой реализу-
ются условия, близкие к условиям свободного
поля. Три микрофона размешены на расстояниях
110, 220 и 440 см от точки крепления винта. Чет-
вертый микрофон расположен на расстоянии
50 см перед винтом, именно его данные исполь-
зуются для отслеживания оборотов двигателя.
Для анализа помехозащищенности алгоритма в ка-
мере расположен источник белого шума, мощность
которого можно регулировать. Сигналы микрофо-
нов регистрируются измерительным модулем Эко-
физика-500. В процессе регистрации происходит
плавное изменение оборотов двигателя.

Измеренные сигналы разбиваются на интер-
валы анализа длительностью 0.2 с, следующие
друг за другом с шагом 0.1 с. Лопастная частота
оценивается по сигналу с ближайшего к винту
микрофона и принимается как опорная. Для об-
работки сигналов с оставшихся микрофонов при-
нимается модель данных, содержащая 20 первых
гармоник опорной частоты и дрейф как полином
4-го порядка. Таким образом, модель данных
имеет 45 свободных параметров для аппроксима-
ции выборки, содержащих 6400 отсчетов, что
приводит к хорошему осреднению результата. На
рис. 7 показано изменение опорной частоты, а на
рис. 8 – уровни звукового давления для суммы 20
первых гармоник. Следует отметить, что уровни
звукового давления, обусловленные винтом, ока-
зались как минимум на 10 дБ ниже общего уровня
звука, включающего широкополосный фоновый
шум и шум, создаваемый двигателем и структур-
ной вибрацией. На рис. 8 также представлены ли-
нии тренда, как видно, они отстоят друг от друга
примерно на 6 дБ, что и должно наблюдаться при

Рис. 6. Модель винта в заглушенном помещении уни-
кальной научной установки “Заглушенная камера с
потоком АК-2”.

Рис. 7. Результат отслеживания лопастной частоты винта.
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заданных расстояниях между микрофонами и вы-
полнении условия свободного поля.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложенный метод аналитической аппрок-

симации временных выборок определяет ампли-
туду гармонических составляющих сигнала. При
этом обеспечивается точное измерение мгновен-
ных значений амплитуды и частоты, т.е. относя-
щихся к короткому интевалу, порядка несколь-
ких периодов анализируемой составляющей. При
этом предполагается, что нам заранее известен
диапазон для значения опорной частоты, с кото-
рой пропорционально связаны все интересую-
щие нас гармонические составляющие полезного
сигнала.

Для полевых измерений метод позволяет с вы-
сокой точностью определять доли вклада в общий
уровень сигнала различных источников. Метод
отлично отслеживает динамику изменения про-
цессов и способен работать в условиях сильных
помех.

Для стендовых измерений еще большая точ-
ность может быть достигнута за счет использования
опорного сигнала, по которому отслеживается
главная частота изучаемого процесса. Параметры
других, когерентно измеряемых с ним сигналов,
хорошо определяются даже при наличии сильных
помех, включающих в себя шум, паразитные дис-
кретные компоненты и различного рода дрейфы
постоянной составляющей. Высокая степень по-

мехозащищенности обеспечивается присущим
методу внутренним механизмом усреднения ре-
зультата, т.к. число свободных параметров, опи-
сывающих модель полезного сигнала, как прави-
ло, много меньше количества отсчетов в выборке
для анализа. Последовательно перемещая интер-
вал анализа по записи, можно строить зависимо-
сти изучаемых параметров от времени. Алгоритм
эффективно реализуется на современных вычис-
лительных устройствах, что позволяет проводить
обработку параллельно с измерениями и наблю-
дать изучаемые процессы непосредственно в ходе
экспериментов.

Экспериментальная часть работы выполнена на
базе УНУ “Заглушенная камера с потоком АК-2”
ФАУ "ЦАГИ”, модернизируемой при финансо-
вой поддержке Министерства науки и высшего
образования Российской Федерации по соглаше-
нию № 075-11-2021-066.
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ВВЕДЕНИЕ
Разные источники шума вносят различный

вклад в общий уровень шума самолета на различ-
ных режимах полета (взлет, набор высоты, посад-
ка) [1]. Локализация этих источников в летном
эксперименте и их ранжирование по уровню шу-
ма позволяет определить, какие из источников
являются доминирующими и, соответственно,
какие из них необходимо снижать в первую оче-
редь, в целях выполнения сертификационных
требований ИКАО.

Кроме того, значительный интерес представ-
ляют локализация и ранжирование источников
шума на этапе проектирования самолета (напри-
мер, в экспериментах с уменьшенными моделями
крыла [2] и шасси [3]), чтобы заблаговременно
выявить наиболее проблемные с точки зрения
акустики элементы разрабатываемого летатель-
ного аппарата и внести необходимые модифика-
ции с целью снижения шума.

Однако ранжирование источников шума в лет-
ных испытаниях и в эксперименте с уменьшен-
ными моделями может привести к разным ре-
зультатам [4]. Это связано с большим количе-
ством безразмерных параметров, определяющих
процесс генерации звука турбулентным потоком.
Как следствие, когда масштаб моделей изменяет-

ся, доли вкладов различных источников в общий
излучаемый шум часто перераспределяются, в ре-
зультате чего источники звука, которые дают до-
минирующий вклад в излучение в натурных усло-
виях, являются вторичными для маломасштаб-
ных моделей. И наоборот, на маломасштабных
моделях могут появляться эффективные обрат-
ные связи, которые теряют свою эффективность
на крупномасштабных моделях. Таким образом,
существует опасность того, что результаты иссле-
дований на уменьшенных моделях будут непра-
вильно диагностированы, что приведет к концен-
трации основных усилий (с соответствующей по-
терей времени и денег) на разработке технологий
подавления шума для источника, который стано-
вится вторичен в натурных условиях или даже ис-
чезает при летных испытаниях самолета.

Как следствие, сравнение экспериментальных
результатов шума обтекания для уменьшенной
модели планера самолета и результатов летных
испытаний для этого самолета представляет зна-
чительный интерес. По всей видимости, первой
работой, где было проведено такое сравнение, яв-
ляется [5], в которой было получено хорошее (в
пределах 3 дБ) совпадение результатов летных ис-
пытаний самолета Boeing 747-100 и результатов
измерений шума обтекания 3% модели этого са-
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молета в соответствии с достаточно простой фор-
мулой

(1)

где SPL – уровень шума в третьоктавной полосе
частот с центральной частотой f, λ – масштаб мо-
дели, U – скорость полета, r – расстояние до на-
блюдателя, а нижние индексы F и M обозначают
условия летных испытаний и испытаний модели,
соответственно. Зависимость шума от скорости в
работе [5] была принята равной n = 5.

Интересно отметить, что в отличие от шума
обтекания крыла, масштабирование шума шасси
на натурные масштабы в соответствии с уравне-
нием (1) оказалось неудовлетворительным. Уже в
работе [6] отмечалось, что хорошее совпадение
летных и маломасштабных испытаний в работе
[5] может быть связано с особенностями механи-
зации крыла данного самолета (в частности,
длинными участками трехщелевых закрылков),
которые приводят к преобладанию в шуме обте-
кания шума задней кромки. Как следствие, для
других самолетов с более простой механизацией
способ пересчета шума на натурные масштабы в
соответствии с уравнением (1) может также ока-
заться неудовлетворительным.

Аналогичное исследование было проведено в
работе [7], в которой сравнивались результаты
летных испытаний самолета DC-10 и результаты
измерений шума его 4.7% модели. Способ пере-
счета в целом соответствовал уравнению (1) с уче-
том эффекта Доплера и затухания звука в атмо-
сфере. Скорость полета UF была равна скорости
потока в испытаниях с моделью UM, поэтому про-
блемы пересчета шума на разные скорости не воз-
никало. Было получено, что пересчет испытаний
маломасштабной модели на условия полета при-
водит к хорошему совпадению в области низких
частот, но к значительному (до 10 дБ) занижению
для высоких частот по сравнению с данными лет-
ных испытаний, причем это занижение шума бы-
ло устойчивым эффектом почти для всех углов
наблюдения. Так как в работе [7] локализация ис-
точников шума в летных испытаниях не проводи-
лась, то более высокие уровни шума в условиях
полета могут объясняться, например, вкладом
двигателей.

Тот же самый подход к пересчету шума на на-
турные масштабы, что и в работе [7], был исполь-
зован в [8], где исследовалась 9.1% (масштаб 1 :11)
модель крыла самолета Airbus А320/321. При этом
результаты сравнения шума этой модели с данны-

−    = + λ    
     

 = λ  
 

2
2SPL SPL 10 lg ,

,

n
F M

F M
M F

F
F M

M

U r
U r

Uf f
U

ми летных испытаний показали, что пересчет на
условия полета приводит к завышению шума в
области низких частот (<400 Гц) по сравнению с
данными летных испытаний, тогда как в области
высоких частот наблюдается хорошее совпадение
уровней шума. Максимум диаграммы направлен-
ности, полученной при пересчете данных измере-
ний модели, оказался в очень хорошем (с точно-
стью 1 дБ) соответствии с данными летных испы-
таний, однако форма диаграммы направленности
заметно отличалась. Легко видеть, что выводы ра-
бот [7] и [8] оказались в целом противоречащими
друг другу.

В перечисленных выше работах результаты
летных испытаний сравнивались с результатами
измерений шума маломасштабных моделей. В ра-
боте [4] с помощью метода бимформинга после-
довательно проводилась идентификация и ран-
жирование источников шума на малой (6.3%) и
большой (26%) моделях крыла самолета Boeing
777-200 в условиях аэродинамической трубы, а
затем то же самое было сделано непосредственно в
летном эксперименте. Сравнение этих результатов
показало значительное сходство в локализации ис-
точников, но также продемонстрировало значи-
тельное расхождение в их ранжировании: для испы-
таний с уменьшенными моделями шум передней
кромки предкрылка устойчиво определялся как
важный источник шума, в то время как в летных
испытаниях этот источник шума отсутствовал.
Такое расхождение может быть связано с различ-
ным характером обтекания передней кромки
предкрылка (ламинарное в испытаниях в аэроди-
намических трубах, турбулентное в летных испы-
таниях) из-за разности в числах Рейнольдса, либо
с геометрическими упрощениями модели при ее
уменьшении. Можно отметить, что 26% модель
крыла в целом лучше воспроизводила источники
шума, полученные из летных испытаний, чем
6.3% модель.

Вместо метода пересчета, соответствующего
уравнению (1), в работе [9] был предложен метод,
где в качестве коэффициента подобия было взято
не просто отношение размеров натурного само-
лета и модели, а отношение, зависящее от числа
Рейнольдса. В частности,

(2)

где коэффициент γ зависит от условий потока.
Такой подход привел к значительному улучше-
нию совпадения результатов летных испытаний
для самолета MD-11 и измерения шума его 4.7%
модели. Похожий подход был рассмотрен в [10],
где в качестве отношения размеров была выбрана
толщина пограничного слоя на поверхности
предкрылка, но он не привел к улучшению совпа-

−γ= λ γ = −2 , 1.1 1.2,F Mf f
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дения спектров шума модели и летных испыта-
ний по сравнению с работой [8].

В работе [11] было также проведено исследова-
ние по сравнению результатов измерения шума
моделей в заглушенной аэродинамической уста-
новке (13.3% модель самолета Airbus А320 и пол-
номасштабное крыло Airbus A320) и результатов
летных испытаний самолета Airbus A319 (у само-
летов Airbus A319 и A320 крылья идентичны). Мо-
дель пересчета была близка к уравнению (1) с той
разницей, что степень зависимости шума от ско-
рости была принята равной не n = 5, а n = 4.5; кро-
ме того, при пересчете учитывалась дипольная
направленность шума обтекания. Проведенное
сравнение показало хорошее совпадение резуль-
татов.

Хорошее совпадение результатов измерений
шума 18% модели крыла самолета Cessna Citation
Sovereign и результатов летных испытаний этого
самолета было также получено в работе [12] для
зависимости шума от скорости, соответствующей
n = 6.

Приведенный выше краткий обзор литерату-
ры показывает, что локализация и ранжирование
источников шума на уменьшенных моделях, а
также пересчет спектров шума на натурные усло-
вия, могут привести к хорошему совпадению с
данными летных испытаний, но при этом различ-
ные исследователи используют различные мето-
ды такого пересчета.

В данной работе проводится локализация и
ранжирование источников шума современного
регионального самолета с помощью метода бим-
форминга, и полученные результаты сравнивают-
ся с результатами измерений шума 12.3% модели
крыла этого самолета [2]. Зависимость уровня

шума от скорости при этом определялась из ре-
зультатов испытаний с уменьшенной моделью, и
затем использовалась для пересчета на условия
летных испытаний. Локализация источников в
летных испытаниях с помощью метода бимфор-
минга была проведена впервые в отечественной
практике.

Статья организована следующим образом.
В Разделе 1 приведено краткое описание экспе-
риментов и результатов локализации источников
шума для 12.3% модели крыла самолета в аэроди-
намической трубе с заглушенной рабочей частью
DNW-NWB (Брауншвейг, Германия). В Разделе 2
подробно рассматриваются летные эксперимен-
ты, в том числе карты локализации источников
шума самолета и их ранжирование. В Разделе 3
проводится сравнение результатов измерений
шума модели и летных испытаний.

1. РАНЖИРОВАНИЕ ИСТОЧНИКОВ
ШУМА МОДЕЛИ КРЫЛА

Экспериментальное исследование аэроаку-
стических и аэродинамических характеристик
12.3% модели крыла (рис. 1) в конфигурации за-
хода на посадку было проведено в 2013 г. в мало-
шумной аэродинамической трубе DNW-NWB с
заглушенной рабочей частью. Подробное описа-
ние этих экспериментов и полученных результа-
тов приведено в работе [2].

В рамках этих экспериментов была выполнена
локализация источников шума элементов меха-
низации крыла и исследованы концепции сниже-
ния шума предкрылков и закрылков, изученные
ранее на маломасштабных моделях участков кры-
ла в заглушенной камере АК-2 ЦАГИ [13, 14].

Рис. 1. Испытания модели крыла в безэховой рабочей части DNW-NWB.

(a) (б)
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Модель крыла в посадочной конфигурации,
исследованная в DNW-NWB, имела размах крыла
2.2 м и включала следующие элементы: крыло,
двухсекционные однощелевые закрылки, двух-
секционные предкрылки, фюзеляж, мотогондола
двигателя, пилон, обтекатели механизмов выпус-
ка закрылков. Двухсекционные предкрылки бы-
ли выполнены с зазором в области пилона. Угол
отклонения внутренней секции предкрылка со-
ставлял 24.6°, а внешней секции – 28.5°. Углы от-
клонения закрылков составляют 36.8° для внут-
реннего закрылка и 38.6° для внешнего закрылка.
Гондола двигателя без внутреннего и внешнего
смешивания потоков была смоделирована в виде
корпуса с воздуховодом, установленным на пило-
не под крылом.

Для локализации и ранжирования источников
шума модели крыла использовалась 140-микро-
фонная измерительная система для бимформин-
га (рис. 1а) диаметром около 3 м, установленная
на расстоянии 3.4 м от модели. К данным измере-
ний микрофонов этой решетки применялся ряд
поправок, в частности поправка на рефракцию
звука на слое смешения, поправка на направлен-
ность микрофонов, поправка на атмосферное по-
глощение и поправка на конвективное усиление.
После этого скорректированные данные микро-
фонной решетки использовались для локализа-
ции источников шума модели крыла с помощью
алгоритма бимформинга CLEAN-SC [15].

Полученные в результате карты локализации
источников шума модели крыла приведены на
рис. 2 для разных третьоктавных частотных полос
для одного из исследованных режимов обтекания
(скорость потока 70 м/с, геометрический угол
атаки 7.9°). Частоты карт локализаций fM, пред-
ставленные на рис. 2, выбраны таким образом, что-
бы при пересчете на натурный масштаб fF в соответ-
ствии с выражением (1) или (2) при λ = 0.123 приво-
дить к средним частотам (800–2000 Гц),
оказывающим основной вклад в шум на местно-
сти в сертификационной метрике EPNL [16].

Из рис. 2 видно, что источники шума локали-
зуются примерно в одних и тех же областях кры-
ла, но при этом их относительная амплитуда для
разных частот разная. Можно выделить следую-
щие источники шума: полость корневого пред-
крылка, боковые кромки корневого предкрылка
и закрылка в месте соединения с фюзеляжем, на-
правляющие закрылков, боковая кромка конце-
вого закрылка и направляющие предкрылков, зо-
на соединения пилона двигателя с концевым
предкрылком.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЛОКАЛИЗАЦИИ 
ИСТОЧНИКОВ ШУМА САМОЛЕТА 

В ЛЕТНЫХ ИСПЫТАНИЯХ
Летные испытания проводились в 2018 г. для

опытного самолета в конфигурации захода на по-
садку на аэродроме вблизи г. Жуковский (Мос-
ковская область).

Локализация источников пролетного шума са-
молета в ходе летных испытаний проводилась с по-
мощью 108-микрофонной измерительной системы
для бимформинга производства Bruel & Kjaer [17].
Измерительная система представляет собой гори-
зонтально установленную 9-лучевую микрофон-
ную решетку диаметром 12 м, предназначенную
для быстрого и точного развертывания в условиях
летного эксперимента (рис. 3а). Стандартный
диапазон частот измерительной системы состав-
ляет от 600 Гц до 6 кГц.

Микрофонная решетка должна устанавли-
ваться на ровной плоской поверхности взлетно-
посадочной полосы (бетон, асфальт), так как она
использует инвертированные микрофоны, рас-
положенные заподлицо с поверхностью земли,
что позволяет эффективно учитывать эффект от-
ражения звука от этой поверхности. В связи с тем,
что исследования по локализации источников
шума самолета проводились одновременно с
предварительными сертификационными испы-
таниями этого самолета, размещение микрофон-
ной решетки на взлетно-посадочной полосе
аэродрома было невозможно. В результате изме-
рительная система была развернута на аэродроме
вблизи посадочной контрольной точки вдоль тра-
ектории воздушного судна (рис. 3б), так что высо-
та траектории самолета над центром антенны на-
ходилась в диапазоне 100–180 м. Микрофонная
решетка была размещена на ровном участке
утрамбованного песка с фанерными листами,
установленными сверху (рис. 3а).

Для синхронизации акустических данных с
местоположением самолета относительно изме-
рительной системы использовался генератор точ-
ного времени ES-292, причем сигнал IRIG-B за-
писывался синхронно с акустическими данными.
Система позиционирования обеспечивала изме-
рения с частотой 10 Гц следующих параметров са-
молета: 1) абсолютное время, 2) три координаты
самолета, 3) три компоненты скорости самолета,
4) углы тангажа, крена и рыскания самолета.

Возможность измерения этих параметров од-
новременно с акустическим сигналом является
принципиальной для последующей обработки
полученных данных, так как в летных испытани-
ях они менялись в широком диапазоне. Для всех
пролетов носовое и основное шасси были выпу-
щены. Стоит также отметить, что при пролете над
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микрофонной решеткой самолет совершал не го-
ризонтальный полет, а следовал по посадочной
глиссаде.

Последующая обработка данных и построение
карт источников пролетного шума выполнялись в
программе NSI Array Acoustics Post Processing с
синхронизацией файла акустических измерений
с IRIG-B сигналом с помощью алгоритма NLLS.

На рис. 4 показана карта локализации источ-
ников шума самолета в широкой полосе частот
(315 Гц–5 кГц) при пролете самолета над микро-
фонной решеткой на высоте 100 м со скоростью
72 м/с. Видно, что основными источниками шума
при пролете самолета, наряду с двигателями (пи-
лон за двигателем), являются шасси (носовое и
основное) и элементы механизации крыла. Сле-
дует отметить, что анализируемый полет характе-

Рис. 2. Карты локализации источников шума обтекания модели крыла в разных полосах частот. Скорость потока
70 м/с, геометрический угол атаки 7.9°.
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ризуется режимом работы двигателя с повышен-
ной тягой и, соответственно, повышенным уров-
нем шума двигателя. Тем не менее, элементы
планера вносят сопоставимый вклад в общий
уровень шума, что свидетельствует о важности
источников шума обтекания и необходимости их

уменьшения для снижения уровня шума самолета
в целом.

В дополнение к этим хорошо известным ис-
точникам шума, на опытном образце самолета
был обнаружен новый источник шума, а именно
хвостовая пята, шум обтекания которой сравним

Рис. 3. (а) – Измерительная система из 108 микрофонов, развернутая на аэродроме; (б) – положение микрофонной
антенны на аэродроме и используемая система координат.

(a) (б)
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Рис. 4. Карта локализации источников шума, совмещенная с фотографией самолета. Диапазон частот 315 Гц–5 кГц.
Динамический диапазон 15 дБ.
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Рис. 5. Карты локализации, построенные для третьоктавных частотных полос с центральной частотой: (а) – 315, (б) –
400, (в) – 500, (г) – 630, (д) – 800, (е) – 1000, (ж) – 1250, (з) – 1600 Гц. Динамический диапазон 15 дБ.
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с шумом двигателя. Это устройство устанавлива-
ется только на опытных образцах самолета по со-
ображениям безопасности и отсутствует в серий-
ной комплектации. Как следствие, шум обтека-
ния хвостовой пяты обычно не измеряется при
акустических испытаниях самолетов; в данной
работе шум хвостовой пяты измерен и локализо-
ван с помощью метода бимформинга, по-види-
мому, впервые.

Карты локализации источников шума самолета
в отдельных третьоктавных полосах частот приве-
дены на рис. 5.

На рис. 5а показана карта локализации для
третьоктавной полосы с центральной частотой
315 Гц. Основными источниками шума самолета
для этой частоты являются носовое и основное
шасси, а также зона пилона за обоими двигателя-
ми (что соответствует, скорее всего, шуму струи).
Меньший уровень шума излучается внешним
участком предкрылка. На рис. 5б и 5в представле-
ны карты локализации для третьоктавных полос с
центральной частотой 400 и 500 Гц, соответствен-
но. Здесь основными источниками являются зона
пилона позади двигателей, наружные секции
предкрылков и внутренние секции закрылков.
По сравнению с ними вклад носового и основно-
го шасси заметно меньше. В полосе частот 630 Гц
(рис. 5г) шасси и шум двигателя снова становятся
доминирующими. Карты локализации на рис. 5д
и 5е демонстрируют появление нового источника
шума (хвостовой пяты), сопоставимого по ам-
плитуде с носовым шасси и шумом двигателя.
В полосах частот с центральными частотами 800 и

1000 Гц хвостовая пята является доминирующим
источником, причем для полосы 1000 Гц шум об-
текания этого конструктивного элемента превы-
шает шум двигателя на несколько дБ. Для более
высоких частот (1250 и 1600 Гц) шум обтекания
хвостовой пяты пропадает, и в качестве основных
источников шума вновь определяются зона пило-
на за двигателем, шасси и элементы механизации
крыла.

Методика бимформинга позволяет не только
определить доминирующие источники шума са-
молета в разных полосах частот, но и определить
спектры шума для отдельных областей самолета,
соответствующих различным акустическим ис-
точникам (рис. 6).

На рис. 6а выделены области, соответствую-
щие следующим источникам: (1) левый двига-
тель, (2) правый двигатель, (3) левое основное
шасси, (4) правое основное шасси, (5) носовое
шасси, (6) хвостовая пята. Интегрируя плотность
звуковой энергии по площади каждой области,
можно получить спектр шума каждого из соответ-
ствующих источников летательного аппарата
(рис. 6б).

Видно, что в рассматриваемой полосе частот
(315 Гц–5кГц) спектры шума как двигателей, так
и основных шасси имеют максимум в районе ча-
стоты 630 Гц. При этом спектры шума левого и
правого двигателей, а также левого и правого ос-
новного шасси близки друг к другу (за исключе-
нием частоты 500 Гц для основного шасси). Этого
и следовало ожидать, так как оба двигателя рабо-
тают на одинаковых режимах и должны создавать

Рис. 6. (а) – Отдельные области самолета, соответствующие различным источникам шума, (б) – третьоктавные спек-
тры шума отдельных источников.

Total
1
2
3
4
5
6

5000630 1250 3150315
fF, Гц

10 дБ

SP
L

, д
Б

(а) (б)

1

3

2

5 64



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 2  2023

ЛОКАЛИЗАЦИЯ И РАНЖИРОВАНИЕ ИСТОЧНИКОВ ШУМА 173

одинаковый шум; аналогично, основные шасси
обтекаются одинаковым потоком и их шум также
должен быть одинаковым. Таким образом, бли-
зость спектров двигателей и основных шасси сви-
детельствует о корректности выделения отдель-
ных источников шума с помощью используемого
алгоритма бимформинга. Спектр шума носового
шасси также имеет максимум на частоте 630 Гц,
но этот максимум более выражен, а спектр шума
носового шасси уменьшается быстрее с ростом
частоты, чем спектр шума основного шасси. Шум
хвостовой пяты определяется в очень ограничен-
ной области частот и имеет максимум на частоте
1000 Гц, на которой он становится доминирую-
щим источником шума самолета.

Все предыдущие карты локализации были
приведены для положения самолета ровно над
центром микрофонной решетки. Однако исполь-
зуемая измерительная система позволяет прове-
сти локализацию и ранжирование источников и
для других положений самолета при условии, что
его угловое положение находится в диапазоне уг-
лов θ = ±30° от вертикали, проходящей через
центр микрофонной решетки, т.е. для диапазона
углов, где пространственное разрешение микро-
фонной антенны ухудшается незначительно.
Определенный таким образом вклад каждого из
перечисленных выше источников в общий уро-
вень шума для различных угловых положений са-
молета при пролете приведен на рис. 7. Времен-

ной интервал усреднения для акустических дан-
ных составлял 0.1 с. Основной особенностью,
которая следует из рис. 7, является небольшое
превышение уровней шума двигателя над уровня-
ми шума планера (носовое шасси, основное шасси,
хвостовая пята), несмотря на то, что данный полет
был выполнен с повышенной частотой вращения
вентилятора и, следовательно, повышенным
уровнем шума двигателя.

Возможность выделения в результатах летных
испытаний шума обтекания элементов планера
позволяет провести сравнение этого шума с ре-
зультатами измерений шума уменьшенной моде-
ли крыла в DNW-NWB.

3. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ЛЕТНЫХ 
ИСПЫТАНИЙ С ИЗМЕРЕНИЯМИ ШУМА 

МОДЕЛИ КРЫЛА

В приведенных выше результатах летных ис-
пытаний шум крыла не рассматривался. Чтобы
определить уровни шума крыла SPLwing, из сум-
марного уровня шума самолета OASPL был вы-
чтен шум других источников SPLj, приведенных
на рис. 7 (носовое и основное шасси, двигатели и
хвостовая пята):

(3)
=

 
= − 

 


6
SPL 10OASPL 10

wing 10
1

SPL 10 lg 10 10 .j

j

Рис. 7. Вклад отдельных источников в суммарный шум самолета для разных угловых положений самолета во время за-
хода на посадку. Диапазон частот 315 Гц–5 кГц.
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Рис. 8. Третьоктавный спектр общего шума самолета (черная кривая) и спектр шума обтекания крыла самолета
(оранжевая кривая).
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Можно ожидать, что получаемый в результате та-
кого вычитания шум связан с двумя крыльями и
элементами их механизации. На рис. 8 показан
третьоктавный спектр определенного таким об-
разом шума крыла в сравнении со спектром об-
щего шума самолета. Видно, что крыло и его ме-
ханизация являются значимым источником шума
самолета.

Как уже упоминалось выше, масштабная мо-
дель крыла самолета с элементами механизации
ранее была испытана в DNW NWB. Таким обра-
зом, представляет интерес сравнение шума кры-
ла, полученного в ходе проведенных летных ис-
пытаний, с результатами измерений шума в DNW
NWB. Чтобы выполнить такое сравнение, данные
DNW-NWB должны быть масштабированы на
натурный масштаб.

В работе [2] было показано, что использование
степени зависимости шума от скорости n = 5 при-
водит к хорошему совпадению спектров шума об-
текания модели крыла в DNW-NWB, измеренных
для разных скоростей потока. Таким образом, для
пересчета на натурный масштаб представляется
естественным использовать уравнение (1) с n = 5.
Коэффициент масштаба для полумодели при
этом равен λ = 0.123, а отношение расстояний до
микрофонов rM/rF = 3.4/100 = 0.034.

На рис. 9 приведено сравнение спектра шума
крыла, полученного в летных испытаниях, с от-
масштабированными результатами измерений
шума модели крыла, полученных в DNW-NWB.
Так как измерения в DNW-NWB проводились для
полумодели крыла, а в летном эксперименте шум,
полученный в соответствии с выражением (3), со-
ответствует полному крылу, то отмасштабиро-
ванный спектр шума в DNW-NWB был удвоен.
Из рис. 9 видно, что спектры шума крыла демон-
стрируют приемлемое согласие, особенно для ча-
стот fF < 3 кГц.

Увеличивающееся расхождение между данными
летных испытаний и экспериментов в DNW-NWB
для частот fF > 3 кГц может быть связано с тем, что
уровень шума в летных испытаниях, определяе-
мый уравнением (3), включает в себя не только
шум обтекания механизированного крыла, но и
вклады от других источников шума, локализуе-
мых методом бимформинга вне областей 1–6
(рис. 6), например, шум вентилятора. Как след-
ствие, хорошее совпадение спектров шума на рис. 9
в области частот fF < 3 кГц свидетельствует о том,
что в летных испытаниях в этом частотном диапа-
зоне шум, определяемый уравнением (3), дей-
ствительно является шумом механизированного
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крыла, тогда как для более высоких частот к шуму
крыла добавляются дополнительные источники.

Таким образом, принимая во внимание мас-
штабирование частоты, источники шума элемен-
тов механизации крыла, полученные на крупно-
масштабной модели в DNW-NWB, разумно со-
гласуются с результатами летных испытаний. Для
более надежного количественного сравнения не-
обходимо выполнить серию полетов с уменьшен-
ной тягой двигателя и убранным носовым и ос-
новным шасси, чтобы избежать маскировки ис-
точников шума механизации крыла.

ВЫВОДЫ

Одновременно с предварительными сертифи-
кационными летными испытаниями современ-
ного регионального самолета проводились аку-
стические измерения по локализации и ранжиро-
ванию источников шума самолета с помощью
антенны из 108 микрофонов. Были рассчитаны
карты локализации источников шума, а также
спектры отдельных зон источников, и было пред-
ставлено ранжирование источников на основе
общих уровней звукового давления в каждой об-

ласти источника. Данные исследования были вы-
полнены впервые в отечественной практике.

Анализ данных летного эксперимента по лока-
лизации и ранжированию источников пролетного
шума самолета показал, что для испытательного
самолета в конфигурации захода на посадку ис-
точники шума, связанные с силовой установкой,
и источники, связанные с элементами планера,
равны. С одной стороны, это может означать до-
вольно низкий уровень шума двигателя, а с дру-
гой стороны, указывает на необходимость одно-
временного снижения шума многих источников с
целью снижения шума в сертификационной кон-
трольной точке самолета в целом.

В ходе летных испытаний впервые был лока-
лизован и измерен шум обтекания хвостовой пя-
ты самолета. Было также показано, что результа-
ты летных испытаний разумно согласуются с ис-
точниками шума элементов механизации крыла,
полученными на крупномасштабной модели в
DNW-NWB. Для более подробного количествен-
ного сравнения необходимо выполнить серию
полетов с уменьшенной тягой двигателя и убран-
ным носовым и основным шасси, чтобы избежать
маскировки источников шума механизации крыла.

Рис. 9. Спектры шума крыла, полученные в ходе летных испытаний (синяя кривая) и основанные на модельных ис-
пытаниях (красная кривая).
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Для струи, расположенной вблизи крыла, рассеяние на его задней кромке волн неустойчивости,
развивающихся в слое смешения струи, приводит к генерации значительного шума. В работе экспе-
риментально исследована возможность снижения данного шума за счет активного подавления есте-
ственных волн неустойчивости. Активная система управления состоит из микрофонов ближнего
поля, с которых снимается сигнал обратной связи, модуля фильтровой обработки сигнала и плаз-
менного актуатора на основе высокочастотного диэлектрического барьерного разряда. Показано,
что снижение возмущений давления в ближнем поле турбулентной струи, связанных с осесиммет-
ричными волнами неустойчивости, в узкой полосе частот приводит к соответствующему снижению
шума в дальнем поле.
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активное управление
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ВВЕДЕНИЕ
Двигатель остается одним из наиболее значи-

мых источников шума на местности для граждан-
ских воздушных судов. Двигатели нового поколе-
ния, используемые на современных магистраль-
ных самолетах, обычно имеют высокие или
сверхвысокие степени двухконтурности и соот-
ветственно больший диаметр, так что они распо-
ложены довольно близко к крылу самолета [1].
Хорошо известно [1–9], что шум струи, располо-
женной вблизи крыла (так называемой “струи в
компоновке”), может значительно отличаться от
шума свободной струи. В частности, на низких и
умеренных частотах возникает дополнительный
эффективный источника шума, связанный с вза-
имодействием между гидродинамическим ближ-
ним полем струи и задней кромкой крыла [4, 5,
10, 11].

Для снижения шума взаимодействия струи и
крыла можно использовать несколько подходов.
Наиболее популярные методы связаны с моди-
фикацией геометрии сопла и/или модификацией
крыла/закрылков [1, 3, 4, 6, 12]. Однако измене-
ние базовой геометрии системы “сопло–крыло”

может приводить к ухудшению аэродинамиче-
ских характеристик на крейсерском режиме по-
лета, что является нежелательным. Поэтому раз-
работка технологий шумоподавления, не требую-
щих изменений геометрии, является актуальной
задачей. Одной из возможностей для реализации
такого подхода является использование активных
систем управления потоком.

В то время как проблема активного управле-
ния шумом свободных струй имеет достаточно
богатую историю [13–22], шум взаимодействия
лишь недавно стал рассматриваться с этой точки
зрения [23]. Недавние исследования [4, 8, 10, 11]
показали, что значительное усиление шума на
низких и средних частотах, наблюдаемое для
струй в компоновке, связано с рассеянием пуль-
саций давления ближнего поля струи на задней
кромке крыла. Эти пульсации ассоциируются с
волнами неустойчивости, развивающимися в
слое смешения струи [23–25], поэтому задача
снижения шума взаимодействия струи и крыла
может быть сформулирована как задача управле-
ния волнами неустойчивости [23, 26]. Такой под-
ход позволяет использовать способы управления
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волнами неустойчивости, разработанные для
свободных струй [19, 21].

Применительно к свободным струям в работах
[27, 28] развита теоретическая база активного
управления волнами неустойчивости в слое сме-
шения струи, в рамках которой подавление волны
неустойчивости на заданной частоте достигается
за счет деструктивной интерференции между вол-
ной неустойчивости, которую требуется осла-
бить, и управляющей волной, которая создается
внешним контролируемым источником (wave
cancellation). Отметим, что аналогичные подходы
достаточно давно используются в задачах управ-
ления возмущениями в пограничных слоях [29].

Предложенная концепция активной системы
подавления волн неустойчивости в свободной
струе далее была реализована с помощью плаз-
менных актуаторов в маломасштабных экспери-
ментах как для тонально возбужденных струй, в
которых волны неустойчивости на частоте воз-
буждения носят детерминированный характер
[19], так и для невозбужденных струй, где волны
неустойчивости являются стохастическими [22].
При этом, поскольку волны неустойчивости в до-
звуковых струях не являются значимыми источ-
никами звука [30], снижение их интенсивности в
свободной струе не приводит к снижению шума в
дальнем поле [22].

В работе [26] аналогичный подход к управле-
нию был проверен в эксперименте для возбуж-
денных дозвуковых струй вблизи пластины, мо-
делирующей крыло. Было показано, что при по-
давлении волны неустойчивости наблюдается
соответствующее снижение шума взаимодей-
ствия струи и крыла на этой частоте.

Настоящая работа является продолжением ра-
бот [22, 26] и посвящена реализации концепции
управления шумом взаимодействия струи и кры-
ла для невозбужденной струи. Как и в работах [22,
26], для создания управляющих возмущений ис-
пользуется плазменный актуатор на основе высо-
кочастотного диэлектрического барьерного раз-
ряда (ВЧ ДБР). Подобные актуаторы хорошо за-
рекомендовали себя в качестве генератора
контролируемых возмущений в течениях различ-
ного типа: пограничных слоях [31], турбулентных
струях [19], отрывных течениях [32–34].

В работе представлены результаты измерений
пульсаций давления в ближнем поле и акустиче-
ских возмущений вдали от струи как без управле-
ния, так и с включенной системой активного по-
давления волны неустойчивости. В узкой полосе
частот продемонстрирован эффект подавления
естественных возмущений в струе и в звуковом
поле рассеяния.

1. СТРАТЕГИЯ УПРАВЛЕНИЯ
Основная идея управления шумом взаимодей-

ствия струи крыла основана на предположении о
доминирующей роли волн неустойчивости в про-
цессе генерации этого шума [4, 5, 8, 10, 11]. В ра-
ботах [10, 11] было показано, что если задняя
кромка крыла лежит в потенциальной части
ближнего поля струи (вне слоя смешения), то за-
дача моделирования низкочастотного шума взаи-
модействия может быть решена в линейном при-
ближении. В этом случае для каждой частоты су-
ществует линейная передаточная функция между
гидродинамическими пульсациями ближнего по-
ля струи, падающими на заднюю кромку крыла, и
звуком в дальнем поле, вызванным рассеянием
этих пульсаций на кромке. Применительно к
круглой струе возмущения ближнего поля пред-
ставляются в виде суперпозиции азимутальных
гармоник порядка m [10, 11] и тогда для каждой
гармоники можно записать

(1)

где  – пульсации давления m-й азимутальной
моды в месте расположения задней кромки,  –
акустическое давление в дальнем поле в точке ,
обусловленное рассеянием m-й азимутальной мо-
ды ближнего поля, и  – соответствующая пере-
даточная функция между ними. Подробное опи-
сание функций, входящих в (1), можно найти в
работах [10, 11]. Значение  определяется, глав-
ным образом, пакетами волн неустойчивости со-
ответствующего азимутального порядка, развива-
ющимися за счет неустойчивости слоя смешения
струи. В работах [10, 11] показано, что в шум вза-
имодействия вносят основной вклад две первые
азимутальные моды ближнего поля, причем их
вклад сравним друг с другом и передаточные
функции для них практически одинаковы

. Поэтому подавление волн неустой-
чивости порядков m = 0 и/или m = 1 должно при-
водить к значимому снижению шума взаимодей-
ствия струи и крыла. В работе [26] этот эффект
был подтвержден для искусственно возбужден-
ных осесимметричных волн неустойчивости пу-
тем их подавления с использованием кольцевого
плазменного актуатора, расположенного вблизи
кромки сопла.

Целью настоящей работы является реализация
указанного подхода для невозбужденных струй, в
которых волны неустойчивости реализуются в
виде стохастических волновых пакетов в сдвиго-
вом слое струи. Предполагается, что эволюция
этих пакетов происходит в соответствии с линей-
ной теорией устойчивости, и в узких полосах ча-
стот динамические свойства естественных волн
неустойчивости в среднем подобны свойствам
детерминированных искусственно возбужденных
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mp
'
mp
R

mF

'
mp

≈ ≡1 0F F F



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 2  2023

АКТИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ШУМОМ 179

волн, однако их мгновенные характеристики (фа-
зовая скорость возмущений, пространственная
огибающая пакета) являются случайными, хотя и
относительно медленно меняющимися, функци-
ями времени. Это обстоятельство осложняет реа-
лизацию системы управления, поскольку требует
постоянной подстройки управляющего воздей-
ствия под “актуальные” характеристики возму-
щения, которое требуется погасить. В работе [22]
соответствующая задача применительно к управ-
лению волнами неустойчивости в узкой полосе
частот в свободной струе была решена путем вве-
дения в систему управления обратной связи, ис-
пользующей в качестве входных данных сигналы
с микрофонов, расположенных вблизи границы
струи, и на основе линейного алгоритма генери-
рующей управляющий сигнал на актуаторе.

В данной работе предлагается использовать
аналогичную концепцию применительно к си-
стеме “сопло–пластина” (рис. 1), являющейся
простейшей моделью системы “крыло–двига-
тель”. При линейной связи (1) волн неустойчиво-
сти в струе со звуковым полем, возникающим от
их рассеяния на кромке пластины, подавление
волн неустойчивости в ближнем поле струи долж-
но приводить к пропорциональному ослаблению
шума взаимодействия (рис. 1а). Таким образом,
целью управления является ослабление возмуще-
ний ближнего поля вблизи задней кромки пла-
стины. Это означает, что опорный датчик (или
датчики) для формирования обратной связи дол-
жен располагаться в окрестности кромки пласти-
ны (рис. 1а), т.к. в работе [22] было показано, что
максимальный эффект управления достигается
именно в области расположения опорных датчи-
ков вследствие потери когерентности естествен-

ных волновых пакетов [22]. Предварительные ре-
зультаты по управлению шумом взаимодействия
в невозбужденной струе были представлены в ра-
боте [35].

На рис. 1б представлена блок-схема системы
управления с обратной связью. Предполагается,
что все части системы линейны, и ее поведение
можно рассмотреть в частотной области. Нали-
чие обратной связи предполагает, что сигнал p,
измеренный опорным датчиком, после некото-
рых преобразований подается обратно на вход си-
стемы. Преобразования заключаются в коррек-
ции фазы и амплитуды сигнала на данной частоте
и описываются передаточной функцией ,
соответствующей, по существу, линейному регу-
лируемому фильтру. На выходе фильтра форми-
руется сигнал

(2)
который модулирует напряжение на актуаторе.
Разряд, создаваемый кольцевым актуатором, в
свою очередь, генерирует гармоническую, преиму-
щественно осесимметричную, волну неустойчиво-
сти в слое смешения струи с начальной амплитудой

(3)

где функция  описывает восприимчивость
слоя смешения к генерируемым разрядом гидро-
динамическим возмущениям, а также процессы в
источнике питания актуатора и в разряде. Волна
неустойчивости, распространяясь вниз по пото-
ку, создает на опорном датчике возмущения

(4)

где передаточная функция  описывает ли-
нейную эволюцию волны неустойчивости от

ω( )W

= ωv ( ) ,W p

= ω v0 ( ) ,d D

ω( )D

= ω0 0 0( ) ,p H d
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Рис. 1. Концепция управления шумом взаимодействия струи и пластины: (а) – общая идея; (б) – блок-схема системы
управления.
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кромки до датчика. На опорном датчике также
регистрируется сигнал , связанный со случай-
ными возмущениями, присутствующими в ближ-
нем поле струи. Предполагается, что на низких и
умеренных частотах сигнал  практически полно-
стью определяется естественными волнами не-
устойчивости в струе [11, 23, 24], а именно, сум-
мой осесимметричной моды m = 0 и моды m = 1.
Таким образом, вблизи кромки суммарные пуль-
сации равны

(5)
Передаточная функция системы с замкнутой

обратной связью запишется как

(6)

Из уравнения (1) следует, что задача миними-
зации шума в дальнем поле, как уже отмечалось
выше, эквивалентна задаче минимизации интен-
сивности пульсаций ближнего поля вблизи зад-
ней кромки, т.е. минимизации величины , яв-
ляющейся автоспектром сигнала (5). Из системы
уравнений (2)–(5) имеем для автоспектров сигна-
лов p и s следующую связь

(7)

В данной работе целью управления являлась
минимизация мощности сигнала на заданной ча-
стоте . Выделив явно модули и фазы функций

,  и
введя обозначение , получим из (6)

(8)

Можно видеть, что в отсутствие шумов, эф-
фектов нелинейности, насыщения и т.п., глубина
подавления возмущений на данной частоте опре-
деляется лишь устойчивостью системы. Отметим,
что при этом не налагается никаких априорных
требований на сигнал s. При заданном значении
коэффициента усиления  минимизация интен-
сивности пульсаций на данной частоте, согласно
(7), будет достигаться при . В этом слу-
чае  и , т.е. созданные
актуатором возмущения  будут находиться в
противофазе с естественными возмущениями ,
как этого и следовало ожидать из общих сообра-
жений.

На данном этапе работы исследовалась прин-
ципиальная возможность контролируемого изме-
нения уровня шума в узкой полосе частот вблизи
заданной центральной частоты , и измерения
проводились по упрощенной процедуре.

Алгоритм обработки, определяющий функ-
цию , включал в себя фильтрацию сигнала с

s
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помощью узкополосного фильтра с конечной им-
пульсной характеристикой (КИХ-фильтра) [36],
которому соответствует передаточная функция

вида , где  – частота дис-

кретизации,  – коэффициенты
узкополосного фильтра, с центральной частотой

, r – действительное число,
определяющее общее усиление в канале обратной
связи,  – фазовый сдвиг, который выбирался
исходя из требования общего сдвига фазы на π в
центре полосы пропускания, чтобы обеспечить
приход искусственных возмущений в точку изме-
рения в противофазе с естественными.

Устойчивость системы (6) можно оценить, по-
ложив для простоты , , где h
характеризует усиление волны неустойчивости в
сдвиговом слое, а Δ – гидродинамическую за-
держку возмущений. Тогда для передаточной
функции системы получим оценку

(9)

где ε = hr – полный коэффициент связи, λ – це-
лое положительное число, определяющее наклон
гидродинамической задержки Δ(ω).

Система (9) устойчива в случае, если все полю-
сы ωp функции  лежат в верхней части ком-
плексной плоскости (соответственно, все полю-
сы  лежат внутри круга единичного радиуса).
Моделирование было выполнено для парамет-
ров, близких к тем, что реализованы в экспери-
менте (см. разделы 2, 3): N = 128, ,  Гц.
Приняв скорость конвекции возмущений в слое
смешения равной 60% от скорости струи, состав-
ляющей в данной работе 137 м/с, а расстояние
между актуатором и датчиков равным 0.025 м, по-
лучим λ = 3. Исследование поведения корней 
характеристического уравнения G–1 = 0 показы-
вает, что система устойчива при ε < 26.

На рис. 2 показана амплитудная передаточная
характеристика системы (величина  в дБ) при
различных коэффициентах связи. При коэффи-
циенте связи вблизи границы устойчивости тео-
ретическое подавление для данного фильтра и
выбранных параметров системы составляет око-
ло 28 дБ, при этом наблюдается сопутствующее
усиление сигнала справа и слева от полосы подав-
ления. Это явление связано с особенностью фазо-
вой характеристики КИХ-фильтра: временная за-
держка, присущая системе управления с обрат-
ной связью, приводит к ненулевому наклону
фазовой характеристики фильтра, вследствие че-
го по обеим сторонам от центральной частоты по-
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являются зоны, в которых фаза сдвигается на ве-
личину π, а значит, эффект управления инверти-
руется. Экспериментальная реализация системы
управления описана в следующем разделе.

2. ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА
Эксперименты проводились в заглушенной

камере АК-2 ЦАГИ. Использовалось коническое
сопло с выходным диаметром D = 50 мм. Число
Маха истечения струи составляло M = 0.4 (ско-
рость около 137 м/с), число Рейнольдса по диаметру
сопла и скорости истечения – Re = 4.7 × 105. Крыло
моделировалось плоской алюминиевой прямо-
угольной пластиной размерами 1.2 × 0.35 × 0.003 м.
Пластина была расположена параллельно оси
струи так, что координаты ее задней кромки в
плоскости симметрии системы составляли l =
= 1.6D, h = 0.88D (рис. 1а).

Для генерации волн неустойчивости исполь-
зовался актуатор высокочастотного диэлектриче-
ского барьерного разряда (ВЧ ДБР), установлен-
ный на внутренней поверхности сопла вблизи его
кромки аналогично тому, как это было сделано в
работе [22]. Использовались металлические соп-
ла, покрытые алундовой керамикой толщиной
1 мм (рис. 3). Разряд создавался по краям метал-
лического кольцевого электрода, наклеенного на
внутреннюю поверхность сопла, а само сопло при
этом служило вторым электродом (рис. 3б). Рас-
стояние от кромки электрода до плоскости среза
сопла составляло l ≈ 2–3 мм (рис. 3), что обеспе-
чивало достаточно высокую эффективность гене-
рации волн неустойчивости.

Для измерения пульсаций использовалось
пять 1/2″ микрофонов Bruel & Kjaer типа 4189 в
дальнем поле (далее обозначаются как F1–F5) и

пять 1/4″ микрофонов Bruel & Kjaer типа 4935 в
ближнем поле (далее обозначаются как N1–N5).
Фотография экспериментальной установки и
схема расположения микрофонов ближнего и
дальнего поля показаны на рис. 4. Микрофоны
дальнего поля были расположены на дуге радиу-
сом R = 24D, которая была центрирована на зад-
ней кромке пластины. Два микрофона (F1 и F2)
были расположены в точках, симметричных от-
носительно пластины, под углом θ = 120° к на-
правлению потока для того, чтобы контролиро-
вать симметричность низкочастотного излуче-
ния, которая должна иметь место при рассеянии
гидродинамических возмущений на задней кром-
ке [5, 10, 11]. Микрофоны F3, F4, F5 располага-
лись под углами θ = 90°, 60°, 30° соответственно.
В ближнем поле четыре микрофона (N1–N4) бы-
ли установлены в плоскости симметрии струи,
параллельной пластине, в двух поперечных сече-
ниях струи, микрофон N5, с которого брался
опорный сигнал для системы управления, был
установлен заподлицо в пластине на удалении
1.1D от ее задней кромки. Такое размещение
опорного датчика несколько выше по потоку от
кромки пластины было выбрано с целью умень-
шения гидродинамической задержки и снижения
влияния на сигнал рассеянного на кромке поля.
Координаты микрофонов ближнего поля, обез-
размеренные на диаметр сопла, в системе коор-
динат (x, y, z), показанной на рис. 4б, приведены
в таблице.

С целью определения базового уровня шума на
микрофонах F1–F5 проводились вспомогатель-
ные измерения шума изолированной струи (без
пластины).

Система управления в целом была аналогична
той, которая использовалась в работе [22] для

Рис. 2. Модельная передаточная характеристика системы при различных полных коэффициентах связи.
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свободных струй. Она была реализована на базе
модуля LCARD E14-440D, объединяющего ана-
лого-цифровой преобразователь (АЦП), цифро-
аналоговый преобразователь (ЦАП) и цифровой
сигнальный процессор (ЦСП) ADSP-2185M с
тактовой частотой 48 МГц, микроконтроллер для

управления модулем и передачи данных через
порт USB.

Таблица коэффициентов фильтра (9) загружа-
лась в память модуля. Для ее замены производи-
лась остановка АЦП и ЦАП. Фильтр использовал
каждый 10-й отсчет АЦП, работающего с часто-
той 100 кГц на канал. Выходной сигнал, генери-
руемый с помощью ЦАП, использовался для моду-
ляции частоты питающего напряжения. Высокое
напряжение создавалось источником питания на
основе транзисторных ключей с резонансным
трансформатором в выходном каскаде. В резуль-
тате модуляции частоты на правой ветви резо-
нансной кривой выходного трансформатора ВЧ
генератора напряжение питания разряда модули-
руется (уже на звуковых частотах) пропорцио-

Рис. 3. Сопло с актуатором: (а) – фото; (б) – схема сопла в разрезе.

(a) (б)

Металлическое сопло
Керамическое покрытие

Плазма

Кольцевой
электрод l

ВН

Таблица 1. Координаты микрофонов ближнего поля

№ 
микр. N1 N2 N3 N4 N5

x/D 0.4 0.4 1.7 1.7 0.5
y/D 0.0 0.0 0.0 0.0 0.88
z/D –0.8 0.8 –0.98 0.98 0.0

Рис. 4. (а) – Фотография экспериментальной установки в заглушенной камере АК-2, белыми маркерами отмечено
расположение 5 микрофонов дальнего поля, красной рамкой отмечена область ближнего поля; (б) – схема располо-
жения микрофонов в ближнем и дальнем поле струи.
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нально выходному сигналу модуля (рис. 5). Эта
линейность сохраняется вплоть до момента, ко-
гда отклонение частоты становится сопостави-
мым с расстоянием от рабочей точки fw до макси-
мума резонансной кривой fr. Таким образом, ин-
тенсивность разряда изменялась сообразно
сигналу, выходящему из ЦАП. В данной работе
на актуатор подавалось синусоидальное напряже-
ние с амплитудой 5–10 кВ и рабочей точкой fw =

= 185 кГц при резонансной частоте fr = 160 кГц.

Настройка параметров системы производилась
вручную. Сначала были выбраны параметры КИХ-
фильтра. Коэффициенты фильтра выбирались в
виде  , что
соответствовало центральной частоте fl = 630 Гц
(число Струхаля Stl = 0.23). Выбор такой частоты
обоснован в следующем разделе.

Затем соответствующая прошивка загружалась
в модуль LCARD. Для реализации управления не-
обходимо было отфильтрованный сигнал скор-
ректировать по амплитуде и фазе (параметры ε и δ
в формуле (8)). Соответствующие величины
определялись эмпирически. Параметр ε варьиро-
вался за счет коэффициента модуляции β – коэф-
фициента передачи между отфильтрованным
сигналом и напряжением, приложенным к актуа-
тору. Фазовый параметр δ регулировался введе-
нием временной задержки τ – эти параметры
практически эквивалентны для узкополосных
сигналов. Первое приближение для β выбиралось
в режиме экспоненциального осреднения, при
котором в реальном времени можно наблюдать за
спектром сигналов. После нахождения β, при ко-

( )= π + ϕ2 cos 2 ,kb N ki N = =8, 128i N

тором на спектре появлялся видимый эффект
(усиления или ослабления), проводились серии
измерений с пошаговым изменением параметров
τ и β для нахождения режима, при котором эф-
фект управления наиболее заметен. Параметр за-
держки τ изменялся в пределах  – харак-
терного периода колебаний для узкополосного
сигнала.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ

Сначала рассмотрим результаты измерений
ближнего и дальнего поля струи в компоновке без
управления. На рис. 6а приведены спектры пуль-
саций ближнего поля для всех микрофонов.
Спектры пульсаций характеризуются повышен-
ным уровнем в области низких частот, соответ-
ствующих числам Струхаля St < 1. При смещении
микрофонов вниз по потоку низкочастотный
максимум в спектре становится более выражен-
ным, и спектр приобретает известную структуру с
характерным изломом в поведении спектра при
переходе от средних частот, на которых спадание
спектра близко к St–20/3, к высоким, где уровень
пульсаций спадает как St–2 (рис. 6а). Данная
структура спектра пульсаций ближнего поля по-
дробно изучена в работе [37]. Низкочастотная
часть спектра пульсаций определяется гидроди-
намическими волнами неустойчивости, а высо-
кочастотная – акустическими возмущениями.
Именно рассеяние низкочастотных гидродина-
мических возмущений на задней кромке пласти-
ны объясняет увеличение шума струи при ее на-
хождении вблизи крыла [4, 5, 10, 11].

Δτ ≈ 1 cf

Рис. 5. Резонансная кривая выходного трансформатора ВЧ генератора.
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В дополнение к спектрам суммарных сигналов
для пар микрофонов N1–N2 (сечение х1) и N3–N4

(сечение х2) было проведено разложение на сим-
метричные и антисимметричные компоненты в
соответствии с формулами

(10)

где  и  – сигналы, измеренные в симметрич-
ных противоположных точках ближнего поля
струи в некотором поперечном сечении. Для па-
ры N1–N2 обозначим симметричные и антисим-
метричные компоненты как  и , а для
пары N3–N4 – как  и  соответственно.
Поскольку, как показано в работе [11], в ближнем
поле струи на низких частотах доминируют пер-
вые две азимутальные гармоники, можно счи-
тать, что выражение (10) дает приближенную
оценку величин осесимметричной и первой ко-
синус-мод в разложении акустического поля на
азимутальные фурье-компоненты.

Спектры симметричной и антисимметричной
компонент пульсаций показаны на рис. 6б. Для
удобства последующего анализа целевая частота
для управления показана вертикальной пунктир-
ной линией. Как видно, в первом поперечном се-
чении (микрофоны N1, N2) доминируют осесим-
метричные возмущения, в то время как во втором
сечении (микрофоны N3, N4) интенсивности
симметричной и антисимметричной мод оказы-
ваются близкими.

Структура пульсаций ближнего поля, в кото-
рой доминируют осесимметричные возмущения,
позволяет ожидать, что управление ими, реализу-
емое кольцевым актуатором, будет иметь замет-
ный эффект как в ближнем, так и в дальнем поле.
Спектры шума системы “сопло–пластина” в
дальнем поле показаны на рис. 7. Для удобства на
всех графиках приведены спектры шума свободной
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струи (без пластины). Для микрофонов, располо-
женных в боковом направлении (F3) и направлении
вверх по потоку (F1, F2), хорошо заметен низкоча-
стотный (St < 0.8) шум взаимодействия струи и
пластины, превышающий шум свободной струи
на величину ~10 дБ. Отметим, что этот шум сим-
метричен относительно пластины (рис. 7а), что
согласуется с теоретическими моделями [5, 10,
11]. Данный шум имеет направленность с выра-
женным минимумом вниз по потоку вдоль плос-
кости пластины, поэтому для микрофонов F4, F5
его вклад в общий шум все менее заметен.

Далее рассмотрим ситуацию с включенной си-
стемой управления. Отметим, что разброс экспе-
риментальных данных, связанных с повторяемо-
стью измерений, составлял около 0.4 дБ, что
меньше тех эффектов, которые обсуждаются ниже.
На рис. 8а показан модуль функции когерентно-
сти γ между сигналом с микрофона N5, установ-
ленного на пластине, и микрофонами дальнего
поля. Видно, что для микрофонов F1, F3 величина
когерентности весьма велика и достигает 0.7, что
говорит о доминирующем вкладе пульсаций
ближнего поля, регистрируемых микрофоном
N5, в шум взаимодействия струи и пластины.
Именно поэтому микрофон N5 был выбран в ка-
честве микрофона обратной связи для тестирова-
ния системы управления. Максимальная коге-
рентность наблюдается в области 0.1 < St < 0.3,
поэтому частота для управления была выбрана из
данной области (Stl = 0.23).

После настройки амплитудно-фазовых харак-
теристик системы управления, процедура кото-
рой описана в разделе 2, были записаны сигналы
при включенной системе управления. На рис. 8б
показан модуль функции когерентности γ между
сигналом с микрофона N5, установленного на
пластине, и микрофонами дальнего поля при
включенной системе. Видно, что на частоте
управления когерентность существенно падает

Рис. 6. Спектры ближнего поля установленной струи: (а) – полный сигнал; (б) – модальный состав. Управление вы-
ключено.
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(до уровней ~0.2), что говорит об эффективном
подавлении той части пульсаций ближнего поля,
которая отвечает за шум взаимодействия. Эф-
фект управления не заметен лишь на микрофоне
F5, для которого вклад шума взаимодействия в
измеряемый сигнал, а значит, и значение коге-
рентности с сигналом N5, очень малы. Для на-
глядности влияние управления на когерентность
показано на рис. 9 в виде графиков величины

 – относительного из-
менения модуля когерентности при активации
системы управления.

Рассмотрим далее влияние управления непо-
средственно на спектры сигналов. На рис. 10 при-
ведены спектры пульсаций в ближнем поле
струи при включенной системе управления.
Видно, что при включении системы управления
изменяется именно осесимметричная часть
ближнего поля в области расположения опорно-
го датчика х1 (рис. 10а). При этом в сечении х2,
которое расположено на уровне задней кромки
пластины, влияние управления не наблюдается.
Это может быть связано с тем, что в данном сече-
нии велик вклад рассеянного на кромке поля, а
значит, состав азимутальных мод более богат, и па-

∂γ = γ γ − ×вкл выкл( 1) 100%

ры микрофонов уже недостаточно для корректно-
го выделения осесимметричной части возмуще-
ний. На рис. 11 эффект управления показан в виде
разностных спектров ,
где  – спектр сигнала с выключенной си-
стемой управления,  – с включенной си-
стемой. На опорном датчике эффект подавления
пульсаций на центральной частоте фильтра до-
стигает 3 дБ.

Рассмотрим результаты, полученные для даль-
него поля. Соответствующие спектры для управ-
ляемой струи показаны на рис. 12 вместе с базо-
выми спектрами шума свободной струи (черные
кривые) и шума системы “сопло–пластина” без
управления (серые кривые). Сравнивая красные
и серые кривые, можно отметить, что с использо-
ванием плазменного актуатора в системе с обрат-
ной связью в режиме подавления на управляю-
щей частоте можно добиться заметного снижения
в области вверх по потоку в боковом направлении
(микрофоны F1–F3), при этом поле на остальных
частотах остается неизменным. Для области вниз
по потоку (микрофоны F4–F5, рис. 12г) измене-
ние в спектре на частоте управления практически
незаметно. Это объясняется тем, что вклад шума

∂ = −вкл выклPSD PSD PSD
выклPSD

вклPSD

Рис. 7. Спектры дальнего поля установленной (цветные кривые) и изолированной (черные кривые) струи в различных
точках наблюдения: (а) – микрофоны F1, F2; (б) – F3; (в) – F4; (г) – F5. Управление выключено.

PSD, дБ  PSD, дБ(а) (б)

F1
F2

50

40

30

50

40

30

0.01 0.1 1 10St 0.01 0.1 1 10St

PSD, дБ  PSD, дБ(в) (г)

50

40

30

50

40

30

0.01 0.1 1 10St 0.01 0.1 1 10St



186

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 2  2023

КОПЬЕВ и др.

Рис. 8. Проверка статистической связи сигнала управляющего микрофона N5 с сигналами в дальней зоне F1–F5: (а) –
без управления ( ); (б) – с управлением в режиме подавления возмущений ( ). Вертикальной линией отме-
чено значение Stl.
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Рис. 9. Изменение когерентности между сигналом N5 и сигналами дальнего поля при включении управления: (а) –
сигналами F1, F2; (б) – F3, F4. Вертикальной линией отмечено значение Stl.
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Рис. 10. Спектры пульсаций в ближнем поле струи при включенной системе управления ( ): (а) – сечение x1;
(б) – сечение x2. Серым цветом представлены соответсвующие спектры при выключенном управлении ( ).
Вертикальной линией отмечено значение Stl.
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Рис. 11. Изменение спектров ближнего поля струи при включении системы управления :
(а) – сечение x1; (б) – сечение x2. Обозначение кривых представлено на рис. 10.
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взаимодействия (ввиду особенности его направ-
ленности [11]) в суммарное поле для данной обла-
сти углов наблюдения мал.

На рис. 13 более наглядно представлено изме-
нение уровня шума дальнего поля при включении
системы управления. Видно, что вверх по потоку
и в боковом направлении снижение на централь-
ной частоте фильтра достигает величины 2–4 дБ.
При этом можно отметить, что зоны подавления
возмущений в ближнем поле (рис. 11а) и шума в
дальнем поле (рис. 13а) сопровождаются зонами

усиления сигнала в соответствии с моделью, опи-
санной в разделе 1.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе реализована концепция активного

подавления шума взаимодействия струи и пла-
стины в узкой полосе частот с помощью плазмен-
ного актуатора ВЧ ДБР в составе системы управ-
ления с обратной связью. Алгоритм управления
аналогичен тому, что использовался в работе [22]:
он реализован с использованием модуля LCARD

Рис. 12. Спектры шума в дальнем при включенном управлении (красные линии, ): (а) – микрофон F1; (б) – F2;
(в) – F3; (г) – F4. Серым цветом представлены соответсвующие спектры при выключенном управлении ( ),
черным цветом – спектры свободной струи.
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Рис. 13. Изменение спектров шума в дальнем при включении системы управления : (а) –
микрофоны F1, F2; (б) – F3–F5.
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E14-440D и основан на фильтрации опорного
сигнала в узкой полосе частот в режиме реального
времени и подаче этого сигнала в систему управ-
ления актуатором с введением амплитудной и фа-
зовой коррекций. Представленная в данной рабо-
те система ориентирована на управление осесим-
метричными возмущениями ближнего поля в
области задней кромки пластины, интенсивность
которых линейно связана с интенсивностью шу-
ма взаимодействия.

Показано, что правильные настройки системы
управления позволяют ослабить сигнал на опор-
ном микрофоне примерно на 3 дБ в узкой полосе
частот, определенной цифровым фильтром, реа-
лизованным в модуле управления. На частотах,
несколько ниже и выше центральной частоты
фильтра, наблюдаются боковые лепестки усиле-
ния сигнала, что связано с фазовыми характери-
стиками цифрового фильтра. Показано, что
управляющее воздействие влияет только на осе-
симметричную моду возмущений ближнего поля.

Ослабление осесимметричной моды в ближ-
нем поле струи на заданной частоте приводит к
соответствующему снижению шума взаимодей-
ствия струи и пластины. Эффективность шумо-
подавления на целевой частоте составляет около
2–4 дБ на микрофонах, расположенных в направ-
лениях выше по потоку, где шум взаимодействия
доминирует, и уменьшается при движении на-
блюдателя вниз по течению по мере уменьшения
вклада в суммарный сигнал шума взаимодей-
ствия вследствие его специфической направлен-
ности.

Результаты настоящей работы демонстрируют
реальную возможность снижения шума взаимо-
действия струи и крыла в узкой полосе частот.
Для усиления эффекта снижения шума, как по
амплитуде, так и ширине полосы подавления, не-
обходима более тщательная настройка системы
управления, включающая в себя эксперименталь-
ное измерение входящих в уравнение обратной
связи передаточных функций с целью определе-
ния требуемых амплитудно- и фазово-частотных
характеристик фильтра, а также проектирование
цифрового фильтра, реализующего данные ха-
рактеристики.

Экспериментальные результаты получены с
использованием УНУ “Заглушенная камера с по-
током АК-2” ФАУ “ЦАГИ”, модернизируемой
при финансовой поддержке Министерства науки
и высшего образования Российской Федерации
по соглашению № 075-15-2022-1036.

Работа сотрудников ФАУ “ЦАГИ” в части
проведения измерений ближнего и дальнего поля
и разработки концепции управления выполнена
при финансовой поддержке Российского научно-
го фонда (грант 21-71-30016).

Разработка и реализация плазменного актуа-
тора с системой питания и управления была выпол-
нена сотрудниками ФГБУ ОИВТ РАН в рамках го-
сударственного задания РФ № 075-01056-22-00.
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Разработан метод проведения настройки микрофонной решетки на оптимальное качество визуали-
зации акустических диполей. Проведена генерация акустических диполей в экспериментальных
условиях в заглушенной камере с помощью обтекания дозвуковым воздушным потоком тонкого
металлического стержня и тонкой прямоугольной пластины. Для подтверждения работоспособно-
сти созданного подхода проведен сравнительный анализ карт визуализации, полученных с исполь-
зованием разработанного подхода, с результатами, полученными с использованием решетки подоб-
ного класса, настроенной традиционным монопольным способом. Разработанный подход, адаптиру-
ющий решетку к дипольной модели излучения и основанный на модификации передаточных
функций, учитывающих влияние направленности падения звуковых волн, демонстрирует повыше-
ние динамического диапазона решетки при использованном оптимальном размещении микрофонов.
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ВВЕДЕНИЕ
Широкое применение в мировой практике

микрофонных решеток для визуализации источ-
ников шума различного характера [1–3] обуслов-
лено рядом причин. Одними из главных преиму-
ществ использования многоканальных решеток
является возможность проведения бесконтакт-
ной диагностики акустического излучения в ши-
роком диапазоне частот, простота постановки
эксперимента в различных условиях его проведе-
ния (например, в открытом или ограниченном
пространстве), а также вариативность интерпре-
тации результатов измерений в зависимости от
применяемых программных кодов пост-обработ-
ки, содержащих приоритетную информацию о
модели излучения искомых звуковых источников
и об их когерентности. Существует множество
различных типов микрофонных решеток, пред-
назначенных для решения конкретных акустиче-
ских задач. Широко распространены складные
лучевые плоские решетки, сочетающие в себе
большую измерительную площадь и простоту

транспортировки, которые применяются для из-
мерения источников шума крупногабаритных
объектов (например, воздухозаборника [4] или
струи авиационного двигателя [5]).

Пост-обработка матрицы сигналов звукового
давления, синхронно регистрируемых микрофо-
нами в решетке, выполняется с помощью различ-
ных процедур бимформинга [6–10], в результате
работы которых становится возможным провести
модельную реконструкцию звукового поля в
плоскости сканирования, удаленной от решетки
на заведомо известное расстояние. Классиче-
ский алгоритм плоского бимформинга (Conven-
tional Beamforming) решает данную задачу путем
разбиения исследуемой области пространства
дискретной сеткой, в узлах которой находятся
некоррелированные точечные монопольные ис-
точники с неизвестной амплитудой, подлежа-
щей дальнейшей оценке [6]. Путем выполнения
ряда математических операций, минимизирую-
щих невязку экспериментально полученной са-
мосопряженной матрицы взаимных пар ком-
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плексных сигналов с ее модельным представле-
нием, определяются значения амплитуд для
каждой точки дискретной сетки, на основе кото-
рых формируется конечная карта визуализации.
Схематическое представление данного алгоритма
представлено на рис. 1.

Звуковое давление монополя в частотной об-
ласти в общем виде можно записать как

, где a(ω) – амплитуда давления;
 – передаточная функция, связывающая

координаты узлов сетки с позициями микрофо-
нов в решетке;  – вектор с координатами теку-
щего узла сетки и позицией микрофона; ω – кру-
говая частота. Далее формируется набор звуковых
давлений в частотной области с помощью быст-
рого преобразования Фурье в виде N-мерного
вектора , где pn(ω) – сигнал в
частотной области; n = 1…N – индекс микрофона
в диапазоне общего числа микрофонов N в ре-
шетке; (…)T – операция транспонирования. За-
тем формируется матрица взаимных спектров

 и проводится минимизация методом
наименьших квадратов невязки эксперименталь-
но полученной самосопряженной матрицы C с ее
модельным представлением, что можно записать
как , где . Анали-
тическое решение набора комплексных амплитуд
выражается в виде , на основе которо-
го можно записать уравнение (1) для вычисления
расчетной мощности сигналов в каждом узле дис-
кретной сетки [11]:

ω = ω ω( , ) ( ) ( , )p a gx x
ω( , )g x

x

( )= ω1(ω) ( ) T
Np pp

= * 2C pp

= − 2J ap g ( )= ω 1( ) (ω) T
Ng gg

= 2*a g p g

(1)

Монопольной модели обработки зачастую бы-
вает вполне достаточно для решения широкого
круга задач. Однако в аэроакустике часто прихо-
дится встречаться с источниками немонопольного
типа, например, шум обтекания имеет дипольный
характер [12]. Существующие методы настройки
микрофонных антенн также основаны на моно-
польном представлении источника звука. Оче-
видно, что для источников звука, имеющих дру-
гой характер, требуются специальные алгоритмы
настройки, созданию которых и посвящена дан-
ная работа.

В мировой практике реализация алгоритмов
локализации акустических диполей была прове-
дена различными исследователями [13–16]. Су-
ществует два основных подхода, первый из кото-
рых заключается в коррекции непосредственно
самих акустических сигналов, формирующих са-
мосопряженную матрицу C, после чего обработка
производится традиционным способом, согласно
уравнению (1) [17]. Однако данный подход требу-
ет наличия существенных вычислительных ре-
сурсов из-за неидеального совмещения фаз сиг-
налов и ограничивается рассмотрением только
одного фиксированного диполя. Второй подход
заключается в коррекции самого алгоритма бим-
форминг путем модификации направляющих пе-
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Рис. 1. Схематическое представление метода плоского бимформинга.
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редаточных функций с учетом ориентации ди-
польного момента относительно плоскости раз-
мещения решетки [13, 15]. Именно данный
способ был реализован в настоящей работе.

Ключевым моментом в реализации дипольно-
го алгоритма обработки является выбор направ-
ляющих функций g. В отличие от монопольного
источника, акустический диполь имеет свойство
направленности – косинусоидальной зависимо-
сти величины амплитуды от угла падения звуко-
вой волны относительно наблюдателя (в данном
случае, относительно плоскости размещения ре-
шетки). С учетом данного факта, направляющие
векторы для продольных и поперечных (x и у) ди-
полей соответственно можно записать в виде си-
стемы уравнений [14, 18]:

(2)

где xn и yn – проекции координат микрофонов на
оси Ox и Oy соответственно; xj и yj – проекции ко-
ординат сканируемых точек сетки на оси Ox и Oy
соответственно; cos φ и cos θ – косинусы углов
азимута и места соответственно. Для удобства
проведения вычислений, алгоритмическую по-
следовательность можно выразить в матричной
форме, по аналогии с уравнением (1).

На степень достоверности и подробности ко-
нечной карты визуализации напрямую влияют
два фактора: выбор типа микрофонной решетки и
параметров ее настройки, а также способа пост-
обработки регистрируемых сигналов. С целью
повышения общего качества локализации, актив-
но развиваются методы настройки решеток путем
поиска оптимального размещения микрофонов,
формирующих двумерную координатную схему
акустического массива [19–21]. Выбор позиций
микрофонов при сохранении их общего числа на-
прямую влияет на детализированность финаль-
ной карты визуализации за счет их прямого воз-
действия на уровни пиков паразитных боковых
лепестков, которые в определенных случаях мо-
гут проявляться в качестве псевдоисточников,
ошибочно принимаемых за реальное акустиче-
ское излучение. Кроме того, необходимо обеспе-
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чить высокое разрешение системы локализации
для качественного разделения близкорасполо-
женных звуковых источников между собой. Та-
ким образом, основная задача проведения опти-
мизации – добиться оптимального сочетания вы-
соких значений динамического диапазона в
совокупности с высокой разрешающей способ-
ностью решетки.

Для достижения данной цели применяются
различные способы оптимизации, с учетом опти-
мальных затрат вычислительных мощностей,
скорости сходимости, способности алгоритма к
преодолению локальных минимумов целевой
функции и т.д. Применяются такие методы, как
минимаксная оптимизация [19], метод диффе-
ренциальной эволюции [21], являющийся одним
из вариантов генетического алгоритма [22, 23],
выпуклая оптимизация [24], численные методы
глобальной оптимизации, например, алгоритм
имитации отжига (Simulated Annealing) в комби-
нации с применением внутриблочного метода
Монте-Карло (Intra-Block Monte Carlo) [25], а
также многие другие [26, 27]. Однако в этих рабо-
тах рассматриваются только методы настройки
решеток на оптимальное качество локализации
источников монопольного типа, и не уделяется
внимание их адаптации к источникам дипольно-
го характера.

В данной работе предлагается подход для адап-
тации решетки к дипольной модели излучения, в
основе которого лежит модификация передаточ-
ных (направляющих) функций, учитывающих
влияние направленности падения звуковых волн.
Вторая часть работы посвящена проведению се-
рии экспериментальных исследований, результа-
ты которых демонстрируют повышение динами-
ческого диапазона решетки при использованном
оптимальном размещении микрофонов.

НАСТРОЙКА РЕШЕТКИ НА ЗВУКОВЫЕ 
ИСТОЧНИКИ ДИПОЛЬНОГО ТИПА

Для адаптации микрофонной решетки к ди-
польному звуковому полю было решено исполь-
зовать прямой расчет локализации точечного ди-
поля, находящегося на известном конечном рас-
стоянии относительно плоскости размещения
решетки. Данное решение было принято исходя
из следующих соображений: при рассмотрении
радиального профиля максимального уровня бо-
ковых лепестков на различных частотах было вы-
явлено, что при повышении частоты происходит
сжатие профиля по оси абсцисс в сторону главно-
го лепестка, однако форма профиля остается
практически неизменной. Было установлено так-
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же, что с ростом частоты наблюдаются колебания
лепестков по уровню звукового давления, что в
дальнейшем необходимо исследовать более тща-
тельно для минимизации возможных погрешно-
стей. Таким образом, было принято решение оце-
нивать радиальный профиль только на верхней
граничной частоте оптимизации.

Для обеспечения высокой вычислительной
скорости, вместо выполнения полного алгоритма
локализации, включающего в себя вычисление
матрицы взаимных спектров С, была использова-
на функция рассеяния точки (Point Spread Func-
tion, или PSF). Данная функция описывает отклик
микрофонной антенны на единичный точечный
источник. Как было описано в предыдущих гла-
вах, аналитическое решение для нахождения не-
известных мощностей сигналов для каждой точки
сетки j на определенной частоте ω можно запи-
сать в виде выражения (1). Матрицу взаимных
спектров, индуцируемую точечным источником с
единичной амплитудой в точке с индексом j,
можно записать как . Следовательно,
аналитическое решение для нахождения ампли-
туд, основанное на применении PSF, запишется в
виде:

,

где  – весовой вектор с размерно-
стью [N × 1]; j, k – индексы точек дискретной сет-
ки. По определению мы имеем Ajk = 1 при j = k, а
в идеальном случае амплитуда должна выражать-
ся как Ajk = 0 при j ≠ k. Однако при использовании
конечного числа микрофонов выполнение дан-
ного условия становится невозможным. Поэтому
решетка должна быть спроектирована таким об-
разом, чтобы Ajk при j ≠ k было минимальным в
необходимом диапазоне частот. В конечном ито-
ге, для применения функции рассеяния точки
(PSF) с поправкой на дипольный источник, не-
обходимо заменить направляющие векторы на
соответствующие продольному или поперечному
акустическому диполю, согласно уравнению (2):

Таким образом, в настоящей работе предлага-
ется проводить оценку параметров настраиваемой
микрофонной решетки на основе построения
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функции максимального уровня боковых лепест-
ков, извлекаемой напрямую с карты локализации
точечного диполя, сформированного с помощью
функции рассеяния точки на верхней частоте ин-
тересующего частотного диапазона, путем оцен-
ки радиального профиля боковых лепестков в ис-
следуемой области пространства.

При проведении настройки микрофонной ре-
шетки на оптимальное качество локализации ди-
полей было решено использовать линейные раз-
меры, аналогичные 54-канальной микрофонной
антенне “Брюль и Къер”. Конструкция данной
антенны состоит из 9 лучей равной длины, за-
крепленных на центральном теле диаметром око-
ло 0.3 м, размещенных по окружности с равно-
мерным угловым шагом (40°) и формирующих
виртуальную описанную окружность диаметром
2.5 м; на каждом луче располагается по 6 точек для
установки микрофонов, положения которых
идентичны на каждом луче. Данное решение было
принято, во-первых, для обеспечения сопостави-
мой величины разрешения, напрямую зависящего
от диаметра описанной наиболее удаленными от
центра микрофонами окружности; во-вторых, для
демонстрации достижения более эффективной
локализации акустических диполей путем прове-
дения настройки антенны при соблюдении про-
чих равных условий – общего числа микрофонов,
линейных размеров лучевой антенны и соответ-
ствия ее основных геометрических параметров.

Постановка задачи условной оптимизации вы-
полнялась в математическом пакете прикладных
программ MATLAB. На значения аргументов на-
кладывались следующие ограничения: отклоне-
ние координаты наиболее удаленного от центра
микрофона: ±0.05 м для обеспечения вариатив-
ности получаемых координат при сохранении
ширины полосы главного лепестка в точке поло-
винной мощности примерно в одних и тех же
пределах; верхняя частота излучения, использу-
емая для проведения оптимизации: 5000 Гц; рас-
стояние между каждой парой соседних микро-
фонов на луче: не менее 0.04 м для обеспечения
достаточного пространства при фиксации мик-
рофонов; расстояние от плоскости положения
антенны до виртуального источника: 2.5 м, соот-
ветствующее одному диаметру воображаемой
описанной окружности антенны; радиус области
сканирования для построения сетки: 1.45 м, рас-
считанный по соотношению L = 1.15z (где L –
диаметр охватываемой области, z – расстояние до
решетки), что соответствует радиусу охватывае-
мой антенной области при угле раскрытия 30°.
Значение данного угла определяется исходя из
оценки величины разрешения R(θ) в общем виде
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в зависимости от угла падения волнового фронта
относительно оси, направленной по нормали к
плоскости размещения антенны, но на практике
угол раскрытия часто ограничивается значением
30° [6].

Решение оптимизационной задачи произво-
дилось с помощью метода минимаксной оптими-
зации. Число наборов координат микрофонов,
используемых в качестве начальных условий, со-
ставляло более 100 тыс. После вычисления каж-
дой итерации, путем оценки целевой функции,
определялся динамический диапазон, соответ-
ствующий текущему набору координат. Для обес-
печения сопоставимого с решеткой “Брюль и
Къер” разрешения, дополнительно контролиро-
валась ширина полосы главного лепестка, опре-
деляемая в точке –3 дБ, для получения простран-
ственной координаты которой применялась од-
номерная линейная интерполяция.

На каждой итерации оценивался радиальный
профиль карты локализации для выявления мак-
симального уровня боковых лепестков в задан-
ной круговой области L. Шаг изменения радиуса
был равен ширине одной ячейки сетки (0.01 м).
Для выполнения процедуры полукольцевой вы-
борки из координат точек прямоугольной сетки
применялись операции округления до ближай-
ших ячеек. Для нахождения первого минимума
функции после главного лепестка, представляю-
щего собой начало отсчета диапазона изменения
уровней боковых лепестков, проводилось чис-
ленное дифференцирование с применением ме-
тода правосторонней разности.

После проведения вычислительных операций
была найдена оптимальная двумерная коорди-

натная схема установки микрофонов, удовлетво-
ряющая заданным параметрам. При сопостави-
мом значении разрешения, прирост динамиче-
ского диапазона данного набора составил около
2 дБ в ширине полосы до 5000 Гц. Найденное рас-
пределение координат представлено на рис. 2.
Сравнение функций максимального уровня бо-
ковых лепестков, соответствующих оптимально-
му набору координат и набору координат “Брюль
и Къер”, представлено на рис. 3.

Для проведения последующих эксперимен-
тальных исследований были разработаны соб-
ственные программные и аппаратные средства
визуализации источников шума, позволяющие
обойти ограничения коммерческих систем лока-
лизации, не предусматривающих внесения требу-
емых изменений в конструкцию и в методы пост-
обработки измерений. Для этих целей была вы-
полнена разработка и изготовление регулируемой
конструкции лучевой микрофонной антенны
[28–30], необходимой для проведения дальней-
ших исследований по оценке зависимости каче-
ства локализации источников шума от позиций
размещения микрофонов. Элементы разработан-
ной антенны изготовлены из алюминиевых спла-
вов, стальных конструкций и полимерных мате-
риалов, вследствие чего обеспечивается оптималь-
ная масса всей сборки, сопоставимая с массой
антенны “Брюль и Къер”, в совокупности с необ-
ходимой жесткостью конструкции. Созданная
конструкция имеет возможность изменения числа
лучей и числа микрофонов на лучах, а также поло-
жения микрофонов с возможностью точного по-
зиционирования по угловой (с шагом 1°) и по ра-
диальной (с шагом 1 мм) координате.

Рис. 2. (а) – Набор координат микрофонов для локализации акустических диполей и (б) – сравнение функций мак-
симального уровня боковых лепестков дипольно-настроенной микрофонной решетки с решеткой “Брюль и Къер”.
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Для обработки результатов было разработано
программное обеспечение в математическом па-
кете прикладных программ MathWorks MATLAB.
Была реализована тонкая настройка параметров
последующей пост-обработки, в том числе: дли-
ны сигнала; частотного анализа (узкополосного
или октавного и дробно-октавного); требуемой
ширины полосы в герцах; числа линейных усред-
нений; типа оконной функции; настройки ча-
стотного диапазона; настройки параметров рас-
четной сетки; настройки положения фонового
изображения.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ПО ЛОКАЛИЗАЦИИ ДИПОЛЬНЫХ 

ИСТОЧНИКОВ ШУМА

Экспериментальные исследования локализа-
ции источников шума дипольного типа проводи-

лись в акустической заглушенной камере Центра
акустических исследований ПНИПУ. Для прове-
дения последующего сравнительного анализа в
измерениях были задействованы обе микрофон-
ных антенны (собственная дипольно-настроен-
ная и 54-канальная решетка “Брюль и Къер”).
В качестве механизма для генерации акустиче-
ских диполей рассматривалось взаимодействие
воздушной турбулентной струи с твердым телом,
в частности – обтекание тонкого металлического
стержня цилиндрической формы, а также взаи-
модействие турбулентного потока с тонкой пла-
стиной. Обе антенны располагались на расстоя-
нии 2.5 м (одного диаметра своей описанной
окружности) параллельно оси струи. В продоль-
ном направлении антенна устанавливалась таким
образом, чтобы положение идентифицируемого
акустического источника находилось как можно
ближе к центру карты локализации.

Рис. 3. Ориентация микрофонных антенн относительно металлического стержня.
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На первом этапе экспериментальных исследо-
ваний проводилась локализация источников шу-
ма обтекания цилиндра. Данный эксперимент
является классическим способом генерации
аэродинамического шума обтекания, имеющего
дипольно-ориентированный характер. Экспери-
мент был выполнен для двух случаев простран-
ственной ориентации цилиндра: в первом случае
продольная ось цилиндра пересекала центр мик-
рофонной антенны, во втором случае была парал-
лельна плоскости антенны и плоскости среза соп-
ла. Если в первом случае рассматривалась класси-
ческая генерация поперечного y-диполя, то
второй случай был выполнен для проверки кор-
ректности определения уровня звукового давле-
ния генерируемого диполя разработанным алго-
ритмом локализации: в данной пространствен-
ной ориентации область скачка фазы сигнала
направлена прямо на антенну, и локализуемый
монопольным алгоритмом уровень звукового
давления в пике излучения сопоставим с уровнем
звукового давления исходного акустического ди-
поля [15]. Таким образом, с помощью монополь-
ного метода Conventional Beamforming возможно
провести отладку реализуемого алгоритма лока-
лизации диполей. Варианты расположения ци-
линдра относительно плоскости решетки показа-
ны на схеме на рис. 3.

В системе генерации воздушной турбулентной
струи [31] использовалось металлическое кониче-
ское сопло диаметром 50 мм. Диаметр тонкого
металлического стержня был равен 5 мм, рассто-

яние от среза сопла до цилиндра составляло 6.25
калибров (312.5 мм). Стержень был закреплен на
металлической стойке. Запись акустических сиг-
налов звукового давления производилась в про-
приетарном программном обеспечении “Брюль и
Къер”, после чего выполнялась обработка в соб-
ственном приложении. Подготовленные к изме-
рениям микрофонные решетки представлены на
рис. 4.

Для построения частотного спектра компо-
нент продольного и поперечного диполей с це-
лью определения частоты пика излучения попе-
речного y-диполя было решено провести реги-
страцию звукового давления дополнительно еще
в 6 точках (по 2 микрофона в 3 параллельных
плоскостях) для применения упрощенного ази-
мутального разложения звукового поля, по ана-
логии с работой [15]. Каждая пара микрофонов
была удалена перпендикулярно оси потока на
расстояние 0.75 м, первая плоскость находилась в
плоскости расположения цилиндра, вторая и тре-
тья плоскости были удалены от первой на 0.5 и на
1 м соответственно. Схема установки микрофонов
показана на рис. 5. Сигналы, соответствующие про-
дольному (мода a0) и поперечному (мода a1) дипо-
лям, были вычислены по формулам [15]:

(3)

где p1(x, t) и p2(x, t) – сигналы, регистрируемые
равноудаленной парой микрофонов во времен-

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

≈ +
≈ −

0 1 2

1 1 2

, , , 2,
, , , 2,

a x t p x t p x t
a x t p x t p x t

Рис. 4. Подготовленные к акустическим измерениям микрофонные антенны: (а) – “Брюль и Къер” и (б) – разрабо-
танная лучевая антенна.

(а) (б)
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Рис. 5. Схема проведения измерений дипольных составляющих шума обтекания цилиндра с помощью 2-микрофон-
ной решетки в трех плоскостях.
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Рис. 6. Спектральные характеристики продольного (мода a0) и поперечного (мода a1) диполей, полученные с помо-
щью азимутального разложения звукового поля в плоскости размещения цилиндра.
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ной области. Вычисленные спектры сигналов a0 и
a1 показаны на рис. 6.

Максимальный уровень спектральной плот-
ности мощности (СПМ) для поперечного y-дипо-
ля составил 66 дБ на частоте около 3200 Гц. До-
полнительно была смоделирована кривая распре-
деления СПМ модельного диполя, рассчитанная
в зависимости от изменения параллельно оси
струи продольной координаты, с целью проведе-
ния сравнительного анализа с эксперименталь-
ными точками для доминирующей в области раз-
мещения цилиндра моды a1. Модельная кривая
описывается выражением [32]:

(4)

где PSD(x) – спектральная плотность мощности;
x – продольная координата относительно среза
сопла; L – уровень звукового давления; Δf – ши-
рина частотного диапазона; Ra – расстояние от
каждого микрофона до источника шума.

Уровень звукового давления, соответствую-
щий представленной кривой СПМ, а также поло-

( )( )
−×=

Δ + −

2/10 10

22 2
0

4 10PSD( ) ,
L

a

a

Rx
f R x x

жение диполя по оси, параллельной оси струи,
подбиралось путем наилучшего соответствия с
экспериментальными точками. Радиус виртуаль-
ной окружности 2-микрофонной решетки со-
ставлял 1.5 м. Ширина полосы для вычисления
СПМ составляла 256 Гц. В результате был полу-
чен модельный диполь, находящийся в точке x =
= 0.1 м (относительно среза сопла в точке x = 0 м)
и излучающий с уровнем звукового давления, эк-
вивалентным 88 дБ. Результаты сравнительного
анализа распределения СПМ модельного диполя
с экспериментальными точками для моды a1
представлены на рис. 7. Визуализация шума обте-
кания цилиндра показана на рис. 8. Динамиче-
ский диапазон дипольных карт 7 дБ, монополь-
ных карт 5 дБ.

По результатам локализации шума обтекания
стержня можно заключить, что дипольно-настро-
енная антенна дает менее зашумленную карту,
чем антенна “Брюль и Къер”. На рис. 8а–8б пред-
ставлен традиционный монопольный алгоритм
локализации; пятна распределения источников
практически идентичны в обоих случаях. На
рис. 8в–8г представлена обработка реализован-
ным дипольным алгоритмом. Как можно уви-

Рис. 7. Результаты сравнительного анализа распределения СПМ модельного диполя с экспериментальными точками
для антисимметричной моды a1.
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деть, настроенная антенна дает повышение дина-
мического диапазона до 2 дБ по сравнению со
своим фирменным аналогом при сопоставимом
разрешении – ширина основного пика практиче-
ски идентична. На рис. 8д–8е представлена обра-

ботка монопольным алгоритмом при ориентации
цилиндра в параллельной относительно разме-
щения антенны плоскости. Данные карты были
построены для контроля уровней звукового дав-
ления, определяемых после выполнения диполь-

Рис. 8. Локализация шума обтекания цилиндра с помощью двух микрофонных антенн: (а), (б) – монопольный алго-
ритм, антенны в позиции 1; (в), (г) – дипольный алгоритм, антенны в позиции 1; (д), (е) – монопольный алгоритм,
антенны в позиции 2.
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ного алгоритма: путем оценки уровней в области
скачка фазы, направленного на антенну, выпол-
няется сравнительный анализ с уровнями звуко-
вого давления локализуемого диполя. Макси-
мальное расхождение по уровням во всех случаях
не превышает 3 дБ. Среднее значение уровня зву-
кового давления локализуемого диполя составля-
ет около 88 дБ, что соответствует значению, полу-
ченному с помощью азимутального разложения;
однако существует различие в определении поло-
жения модельного диполя (312.5 против 100 мм).
Данный факт может объясняться недостаточным
количеством экспериментальных измерительных
точек, используемых в азимутальном разложении –
для получения точного результата необходимо
увеличение числа рассматриваемых сечений от-
носительно положения стержня. В целом можно
заключить, что эксперимент поставлен коррект-
но и согласуется с данными, полученными други-
ми исследователями.

В качестве еще одного случая генерации зву-
кового поля, близкого к полю излучения акусти-
ческого диполя, рассматривалось взаимодей-
ствие воздушной турбулентной струи и задней
кромки тонкой пластины. Данное взаимодей-
ствие объясняется дипольным характером доми-
нирующего в боковом направлении звукового ис-
точника, связанного с рассеянием пульсаций
ближнего поля струи на задней кромке пластины
[33]. Пластина была изготовлена из фанерного
листа с размерами 450 × 900 × 6 мм. При генера-
ции воздушной струи использовалось металличе-
ское коническое сопло диаметром 50 мм. Ско-
рость истечения струи составляла 0.4М. Пластина
устанавливалась на каркасную металлическую
систему. Расстояние от среза сопла до кромки
пластины в продольном направлении составляло
3.15 калибра (157.5 мм). Расстояние от оси струи
до кромки пластины в поперечном направлении
было равным 1 калибру (50 мм).

Рис. 9. Схема установки микрофонов относительно пластины для реализации упрощенного метода азимутального
разложения звукового поля.
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Для проведения сравнительного анализа рас-
пределения СПМ антисимметричной моды с рас-
пределением СПМ излучения модельного диполя (4),
как и в предыдущем случае, было реализовано
применение упрощенного метода азимутального
разложения путем установки 6 микрофонов по
трем сечениям вдоль оси струи, соответствую-

щим координатам {x = 0.1575; x = 1.1575; x =
= 2.1575} м относительно плоскости среза сопла в
точке x = 0. Схема установки пластины относи-
тельно сопла и микрофонов представлена на рис. 9.
Фотографии проведения эксперимента в заглу-
шенной камере показаны на рис. 10. Спектры
продольного и поперечного диполей, получен-

Рис. 10. Фотографии проведения экспериментальных исследований.

(a) (б)

Рис. 11. Спектры продольного (мода a0) и поперечного (мода a1) диполей, полученные с помощью азимутального раз-
ложения звукового поля в плоскости задней кромки пластины.
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ные с помощью выражения (3) в плоскости зад-
ней кромки пластины, представлены на рис. 11.

Путем сравнительного анализа, как и в преды-
дущем случае, был получен модельный диполь (4),
находящийся в точке x = 0 м относительно поло-
жения среза сопла (с координатой x = 0) и излуча-
ющий с уровнем звукового давления, эквива-
лентным 88.2 дБ. Результаты сравнительного ана-
лиза распределения СПМ модельного диполя с
экспериментальными точками для моды a1 пред-
ставлены на рис. 12.

Результаты локализации источников шума
взаимодействия турбулентного потока и тонкой
пластины, полученные с помощью двух микро-
фонных антенн, представлены на рис. 13. Шири-
на частотной полосы для расчета карт визуализа-
ции составила 256 Гц относительно центральной
частоты 600 Гц, соответствующей частоте пика.
На рис. 13а–13б представлен традиционный мо-
нопольный алгоритм локализации, на рис. 13в–
13г – модифицированный дипольный алгоритм.

По результатам акустических измерений шума
взаимодействия струи и пластины можно заклю-

чить, что результаты локализации хорошо сопо-
ставимы. На низких частотах, в диапазоне кото-
рых находится пик доминирующего источника
(около 600 Гц), пятна локализации, как и ожида-
лось, довольно большие, и на таких частотах, как
правило, не проявляются ярко выраженные бо-
ковые лепестки, как это было в предыдущем слу-
чае с металлическим стержнем, что обычно связа-
но с замещением значительной области плоско-
сти наблюдения одним главным лепестком.

Максимальное расхождение по уровням меж-
ду локализуемыми обеими антеннами диполями
не превышает 1.5 дБ. Среднее значение определя-
емого уровня звукового давления диполей со-
ставляет около 88.9 дБ, что хорошо соответствует
значениям, полученным с помощью азимуталь-
ного разложения звукового поля (88.2 дБ). Мак-
симум пика излучения модельного диполя соот-
ветствует координате среза сопла (x = 0), что со-
ответствует картам локализации, показанным на
рис. 13. В целом также можно заключить, что экс-
перимент поставлен корректно и согласуется с
данными, полученными другими исследователями.

Рис. 12. Результаты сравнительного анализа распределения СПМ модельного диполя с экспериментальными точками
для антисимметричной моды a1.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Усовершенствована математическая модель

для поиска оптимальных схем установки микро-
фонов в антенну для высокоэффективной лока-
лизации акустических диполей. Лежащее в основе
модели использование функции рассеяния точки
(PSF) для оценки боковых лепестков, получен-
ных напрямую с карты локализации точечного
диполя, позволяет производить оптимальную
дипольную настройку микрофонной антенны с
минимальным количеством необходимых вы-
числений, что обеспечивается за счет свойства
продольного масштабирования радиального про-
филя PSF при изменении частоты в фиксирован-
ной области. Проведенный в лабораторных усло-
виях сравнительный анализ карт локализации ди-
полей, полученных с помощью антенны “Брюль
и Къер” и новой антенны, настроенной для этих
целей специальным образом, подтверждает при-
рост динамического диапазона около 2 дБ. В каче-

стве механизма для генерации диполей рассматри-
валось взаимодействие воздушной турбулентной
струи с твердым телом, в частности – обтекание
тонкого металлического стержня цилиндрической
формы, а также взаимодействие турбулентного
потока с тонкой пластиной. В результате было
получено визуальное подтверждение эквивалент-
ности областей распределения источников на
картах локализации, что свидетельствует об обес-
печении сопоставимого разрешения с фирмен-
ной антенной подобного класса.

Исследование проведено при финансовой
поддержке Минобрнауки России в рамках реали-
зации программы деятельности научно-образова-
тельного центра мирового уровня “Рациональное
недропользование”. Исследования выполнены на
уникальной научной установке “Акустическая
заглушенная камера с аэродинамическими ис-
точниками шума”, регистрационный номер
500617. Часть работы, связанная с настройкой

Рис. 13. Локализация источников шума взаимодействия потока и задней кромки тонкой пластины с помощью двух
микрофонных антенн: (а), (б) – монопольный алгоритм; (в), (г) – дипольный алгоритм.
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традиционной решетки на извлечение диполей,
выполнена на базе УНУ “Заглушенная камера с
потоком АК-2” ФАУ “ЦАГИ”, модернизируемой
при финансовой поддержке Министерства науки
и высшего образования Российской Федерации
по соглашению № 075-11-2021-066.
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Пристеночные пульсации давления в турбулентном течении являются источником шума и вибра-
ций обтекаемых потоком упругих конструкций. В работе представлены результаты эксперимен-
тального исследования влияния высоты выступа на пространственно-временную структуру присте-
ночных пульсаций давления в окрестности его боковой кромки в турбулентном пограничном слое.
Измерения проводились в дозвуковой малошумной аэродинамической трубе Московского ком-
плекса ЦАГИ. Высота выступа варьировалась от 3% до 17% толщины набегающего пограничного
слоя. Показано, что область наиболее интенсивных пульсаций давления локализована вблизи пе-
реднего бокового угла выступа. Установлено характерное число Струхаля, определяющее спектры
пульсаций давления за передней кромкой выступа. Показано существенное влияние высоты высту-
па на пространственно-временную структуру поля давления в окрестности боковой кромки. Полу-
ченные результаты свидетельствуют о наличии значительной корреляции с полем пульсаций давле-
ния набегающего турбулентного пограничного слоя в случае уступов малой высоты.

Ключевые слова: аэроакустические нагрузки, отрывное течение, турбулентный пограничный слой
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ВВЕДЕНИЕ
Пристеночные пульсации давления в турбу-

лентных течениях являются одной из разновид-
ностей аэроакустических нагрузок, воздействую-
щих на поверхность летательного аппарата [1]. В
отличие от акустических волн, обусловленных
сжимаемостью среды и распространяющихся со
скоростью звука, турбулентные пульсации давле-
ния связаны с вихревыми возмущениями жидко-
сти или газа, т.е. имеют гидродинамическую при-
роду. Скорость распространения турбулентных
пульсаций одного порядка со скоростью среднего
течения. По этой причине, их частотно-волновой
состав существенно отличается от акустического
поля [1–6]. Актуальные сведения об эксперимен-
тальных исследованиях турбулентных присте-
ночных пульсаций давления представлены, на-
пример, в работах [7–10].

Турбулентный пограничный слой на поверх-
ности фюзеляжа пассажирского самолета являет-
ся одним из основных источников шума в салоне
[1, 6]. Это связано с тем, что воздействие присте-
ночных пульсаций давления на обтекаемую по-
верхность возбуждает колебания упругой кон-

струкции. В свою очередь, вибрации панелей об-
шивки приводят к излучению звука во внутреннее
пространство фюзеляжа.

Выступающие элементы на поверхности само-
лета вызывают отрыв пограничного слоя [11]. Это
сопровождается существенным увеличением ин-
тенсивности турбулентных пульсаций, измене-
нием спектрального состава и пространственно-
временной структуры пристеночных пульсаций
давления. Это необходимо учитывать при реше-
нии задач авиационной акустики, усталостной
прочности и аэроупругости.

К настоящему моменту накоплен немалый
объем сведений о поле пристеночных пульсаций
давления в окрестности прямых и обратных усту-
пов [12–22], а также их комбинаций [23–26]. Од-
нако, в литературе практически не освещен во-
прос влияния конечности поперечного размера
уступа, а также связанный вопрос изучения поля
пристеночных пульсаций давления вблизи боко-
вой кромки. Здесь можно выделить работы [16,
24]. Кроме того, стоит вопрос о влиянии взаимо-
действия набегающего пограничного слоя с от-
рывным течением в окрестности уступов и высту-
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пов [27–29] на пространственно-временную
структуру поля пульсаций давления.

Данная работа демонстрирует особенности
полей пульсаций давления вблизи боковой кром-
ки выступов различной высоты. Полученные све-
дения могут быть использованы при определении
направлений для дальнейших исследований при-
стеночных пульсаций давления в отрывных тур-
булентных течениях, а также при разработке и
уточнении моделей соответствующих аэроаку-
стических воздействий для последующей оценки
вибраций и акустического излучения тонкостен-
ных конструкций фюзеляжа самолета.

ПОСТАНОВКА ЭКСПЕРИМЕНТА
Экспериментальные исследования проводи-

лись на аэроакустической установке П-2 Научно-
исследовательского московского комплекса ЦАГИ.
Установка представляет собой дозвуковую аэро-
динамическую трубу, в которой были предприня-
ты меры по снижению шума в рабочей части. Ра-
бочая часть трубы – это канал прямоугольного
сечения 500 × 160 мм длиной 6 м. На входе в нее
располагается конфузор с односторонним поджа-
тием порядка 9.5. На входе в конфузор устанавли-
вается мелкоячеистая сетка. За рабочей частью
трубы размещается безотрывной диффузор дли-
ной 3 м, за которым следует глушитель с эффек-
тивным диаметром 450 мм. Далее поток попадает
в заглушенную камеру объемом 2 м3. Течение со-
здается системой из 4 вентиляторов, размещен-
ных за капитальной кирпичной стеной.

Эксперименты проводились при скорости в
ядре набегающего потока U = 41 м/с. Толщина
пограничного слоя δ составляла 60 мм, толщина
вытеснения δ* = 5.5 мм, а толщина потери им-

пульса δ** = 4.3 мм. Число Рейнольдса по толщи-
не пограничного слоя и скорости на его внешней
границе составляло примерно 1.7 × 105, а по тол-
щине потери импульса и скорости на внешней
границе – 1.2 × 104. Размер исследуемых высту-
пов составлял 38 мм в продольном (вдоль потока)
направлении и 66 мм – в поперечном. Устанавли-
вались выступы высотой h = 2, 5 и 10 мм. Таким
образом, отношение высоты к толщине погра-
ничного слоя равнялось 0.03, 0.08 и 0.17 соответ-
ственно.

Измерения осуществлялись линейкой из 7
датчиков пульсаций давления Endevco model
8514-10, ориентированной вдоль направления по-
тока. Расстояния между соседними датчиками в
линейке: 18, 12, 12, 6, 3 и 18 мм. Различные поло-
жения линейки датчиков (6 штук), а также систе-
ма координат представлены на рис. 1. Ближайшее
к выступу положение соответствует y ≈ 1 мм от
центра датчика. Сдвиг в поперечном направле-
нии (вдоль оси y) осуществлялся пропорциональ-
но высоте выступа на y/h = 1 и y/h = 3.

Оцифровка производилась при помощи АЦП
National Instruments PCI-4472 с частотой дискре-
тизации 30 кГц. Перед оцифровкой сигнал обре-
зался аналоговым фильтром низких частот с ча-
стотой среза 12.5 кГц. Длительность реализации
составляла 15 с.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ
Наличие выступа в турбулентном погранич-

ном слое (ТПС) на гладкой плоской поверхности
приводит к значительному увеличению интен-
сивности пристеночных пульсаций давления. На
рис. 2 представлена разность среднеквадратич-
ных уровней мощности пульсаций давления в из-

Рис. 1. Схема расстановки датчиков (а) – вблизи передней кромки, (б) – вблизи задней кромки выступа.
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мерительных точках на расстоянии 1 мм (в попе-
речном направлении) от боковой кромки выступа
и пульсаций давления невозмущенного ТПС (в
децибелах). Данные представлены для различных
высот выступа. Жирными линиями на рисунке
обозначены положения передней и задней кро-
мок выступа. Видно, что максимальные уровни
пульсаций достигаются в непосредственной бли-
зости от передней кромки выступа, увеличение
высоты выступа сопровождается ростом их ин-
тенсивности. Так, максимальное превышение
над пульсациями давления невозмущенного ТПС
увеличивается с 12 дБ при высоте выступа h = 2 мм
до 27 дБ при h = 10 мм. Помимо этого, возрастает
размер возмущенной области. При высоте высту-
па h = 2 мм пристеночные пульсации давления
практически соответствуют уровням пульсаций
давления ТПС на расстоянии 30 мм (15h) вверх по
потоку от передней кромки и 34h вниз по потоку.
При высоте выступа 5 мм размер возмущенной
зоны перед выступом увеличивается, как мини-
мум, до 48 мм (9.6h). Следует отметить, что протя-
женность возмущенной зоны существенно боль-
ше в направлении вниз по потоку от передней
кромки, чем в направлении вверх по потоку. Это
особенно заметно вблизи уступов высотой 5 и
10 мм.

Приведенные на рис. 2 графики показывают,
что областью локального увеличения интенсив-

ности турбулентных пульсаций является также
задняя кромка выступа. При этом для выступов
высотой 2 и 5 мм характерно увеличение средне-
квадратичных уровней пульсаций давления как в
непосредственной близости от задней кромки
(х = 38 мм), так и на некотором удалении от нее.
За выступом высотой 10 мм локальное усиление
пульсаций также наблюдается, однако этот мак-
симум несколько смещен ниже по потоку. Увели-
чение интенсивности пристеночных пульсаций
давления по мере удаления от кромки вплоть до
расстояния порядка 5 высот выступа характерно
для поля пульсаций давления за обратным усту-
пом [14]. Данный эффект объясняется постепен-
ным развитием слоя смешения за обратным усту-
пом [30]. Для рассматриваемой линии установки
приемников локальное увеличение наблюдается
на расстоянии 0–2h от задней кромки.

Спектральная плотность мощности присте-
ночных пульсаций давления в точке максимума
(в окрестности передней кромки уступа x = 0 мм,
y = 1 мм) демонстрируется на рис. 3 для различ-
ной высоты выступа. Для сравнения приводится
спектр пристеночных пульсаций давления невоз-
мущенного ТПС. Форма спектра достаточно сла-
бо зависит от высоты выступа. Наибольшие уров-
ни регистрируются на частотах менее 250 Гц.
В этой же частотной области наблюдется наи-

Рис. 2. Логарифм отношения среднего квадрата пульсаций давления в различных точках вблизи выступа к среднему
квадрату пульсаций давления в невозмущенном турбулентном пограничном слое.
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большее превышение над спектральной плотно-
стью пульсаций давления ТПС.

Эволюция спектров вверх и вниз по потоку от
передней кромки выступа иллюстрируется на
рис. 4. Спектральная плотность мощности при-
стеночных пульсаций давления для различных
высот выступа при примерно одной и той же без-
размерной координате x/h ≈ –3 представлена на
рис. 4а. Видно, что при данной безразмерной ко-
ординате спектры практически совпадают для
различных значений h. Указанный результат сви-
детельствует о том, что размер области интенсив-
ных пульсаций давления перед уступом пропор-
ционален высоте выступа. Спектр здесь имеет
низкочастотный характер, типичный для отрыв-
ных течений [31]. Превышение над уровнями не-
возмущенного ТПС не превосходит 3 дБ на часто-
тах выше 500 Гц, в то время как на более низких
частотах превышение достигает 8–9 дБ.

За передней кромкой выступа (рис. 4б) спек-
тральная плотность пульсаций давления приво-
дится на фиксированном расстоянии x = 21 мм.
На низких частотах спектральная плотность
практически равномерна вплоть до характерной
частоты среза, после которой начинается спад
интенсивности турбулентных пульсаций по сте-
пенной зависимости от частоты. Характерная ча-
стота среза равна 500 Гц (при h = 10 мм) и 1000 Гц
(при h = 5 мм), в результате чего характерное чис-
ло Струхаля для обеих высот выступа St = fh/U = 0.13.

При данном числе Струхаля регистрируется мак-
симальное превышение спектральной плотности
пульсаций давления вблизи выступа над уровнями
невозмущенного ТПС. При h = 2 мм ввиду мало-
сти уровней не удается четко определить частот-
ный диапазон, в котором спектр приблизительно
равномерный. Несмотря на это, указанную харак-
терную частоту среза можно определить из усло-
вия максимума превышения над ТПС. Из этих
соображений получается значение 2500 Гц, кото-
рое соответствует числу Струхаля St = 0.13. Ана-
логичное значение получается также по характер-
ной частоте среза спектра на меньшем расстоя-
нии от передней кромки. Аналогичное поведение
спектров характерно для пульсаций давления на
поверхности прямого уступа за его передней
кромкой [20], где соответствующее число Струха-
ля лежит в пределах 0.12–0.08 [11]. При более де-
тальном рассмотрении данная характерная без-
размерная частота зависит от размера области
возвратного течения (т.н. отрывного пузыря) за
передней кромкой уступа [21, 22]. Как показано в
работе [32], данная частота характерна для обра-
зования вихрей в слое смешения между замедлен-
ной жидкостью внутри отрывного пузыря и
внешним течением. Полученный результат имеет
особое значение, ввиду того что именно этой ча-
стотой определяется форма спектра за передней
кромкой уступа [11].

Рис. 3. Влияние высоты выступа на спектральную плотность пульсаций давления вблизи передней кромки; y = 1 мм.
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На рис. 5 представлены результаты измерений
на различном расстоянии от передней кромки
выступа высотой 5 мм вниз по потоку (x = 21 мм и
более). Как и во всех предыдущих случаях, дан-
ные приводятся для поперечного расстояния
y = 1 мм от боковой кромки. Если исключить из
рассмотрения измерительную точку возле задней
кромки (x = 38 мм), то анализ развития спектров
пристеночных пульсаций давления вблизи высту-
па при дальнейшем удалении от передней кромки
показывает, что форма спектра остается подоб-
ной той, что получена на расстоянии x = 21 мм.
Наблюдается лишь уменьшение спектральных
уровней и некоторое снижение характерной ча-
стоты среза. Аналогичная картина наблюдается
на поверхности прямого уступа за его передней
кромкой [11], а также за обратным уступом [14].
Вблизи задней кромки выступа (x = 38 мм) реги-
стрируются значительные отклонения от описан-
ной зависимости. В данной измерительной точке
наблюдается увеличение низкочастотных спек-
тральных уровней вплоть до 6 дБ, а также фикси-
руется снижение высокочастотных спектральных
уровней вплоть до 3 дБ. Сравнение со спектром за
задней кромкой выступа (в частности, x = 86 мм)
показывает, что описанные особенности спек-
тральной плотности имеют локальный характер,
низкочастотное возмущение распространяется
не дальше 3 высот выступа вниз по потоку от зад-
ней кромки.

Рассмотрим изменение спектральных уровней
пристеночных пульсаций давления в поперечном
направлении, иллюстрируемое на рис. 6. На рас-
стоянии y/h = 1 наблюдается некоторое снижение
интенсивности низкочастотных пульсаций и по-
вышение высокочастотных (по сравнению с
пульсациями давления, регистрируемыми при
y/h = 0.1). Однако среднеквадратичные уровни
пульсаций давления в области y/h ≤ 1 практиче-

ски постоянны. Дальнейшее удаление от кромки
(y/h = 3) сопровождается резким снижением спек-
тральной плотности, достигающим 20 дБ в средне-
частотной области. При y/h = 3 пульсации давле-
ния незначительно превышают уровни пульсаций
давления ТПС на большей части частотного диа-
пазона, за исключением низких частот.

При решении задач возбуждения вибраций и
акустического излучения упругих конструкций
под воздействием турбулентных течений жидко-
сти и газа ключевую роль играет пространствен-
но-временная структура поля пристеночных
пульсаций давления. Определенное представле-
ние о ней можно получить по пространственно-
временным корреляционным функциям, кото-
рые характеризуют степень взаимосвязи поля
пульсаций давления в различных измерительных
точках в различные моменты времени.

На рис. 7 представлены корреляционные
функции для линейки датчиков для измеритель-
ных точек, располагающихся ниже по потоку от-
носительно опорной. Сплошной жирной линией
показана экспоненциальная аппроксимация за-
висимости корреляционного пика от временной
задержки в невозмущенном турбулентном погра-
ничном слое. Обработка результатов измерений
показывает, что при выборе опорной точки в не-
возмущенной области перед уступом (рис. 7а) на-
блюдается значительная корреляция между по-
лем давления в набегающем потоке и в отрывном
течении вокруг выступа. Величина корреляции и
временная задержка сигнала соответствуют слу-
чаю невозмущенного ТПС. Значительная корре-
ляция с набегающим потоком, вероятно, объяс-
няется тем, что в ТПС корреляция на больших
расстояниях обусловлена крупными вихрями,
движущимися во внешней области пограничного
слоя [33]. Отклонение от описанной закономер-
ности наблюдается лишь в зоне наиболее интен-

Рис. 4. Спектральная плотность пульсаций давления (а) – вверх и (б) – вниз по потоку от передней кромкой в зависи-
мости от высоты выступа; y = 1 мм.
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Рис. 5. Эволюция спектральной плотности пульсаций давления вниз по потоку от передней кромки выступа высотой
5 мм; y = 1 мм.
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Рис. 6. Изменение спектральной плотности пульсаций давления в поперечном направлении для выступа высотой
10 мм при x = 21 мм.

x
y

50

120

110

100

90

80

70

60

С
пе

кт
ра

ль
на

я 
пл

от
но

ст
ь,

 д
Б

500
Частота, Гц

Поток y/h

0.1

5000

1.0

3.0

ТПС



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 2  2023

ВЛИЯНИЕ ВЫСОТЫ ВЫСТУПА 213

сивных пульсаций давления в непосредственной
близости от передней кромки выступа, где корре-
ляция с набегающим потоком минимальна.
В приведенных на рис. 7б данных опорная точка
выбрана вблизи боковой кромки выступа. Видно,
что возмущенное поле пульсаций давления также
обладает конвективными свойствами, о чем сви-
детельствует пропорциональное увеличение за-
держки сигнала при удалении измерительной
точки от опорной. Конвективная скорость со-
ставляет 0.6–0.7 скорости набегающего потока,
что характерно для пристеночных пульсаций дав-
ления в турбулентном пограничном слое [1, 33].
При этом величина корреляции выходит на не-
возмущенный уровень только при максимальном
удалении от опорного датчика. Можно отметить,
что непосредственно за задней кромкой в корре-
ляции проявляется локальное низкочастотное
возмущение, корреляция с опорной точкой сни-
жается.

Рассмотрим влияние высоты выступа на про-
странственно-временную структуру поля пульса-
ций давления, показанное на рис. 8. Корреляция
между пульсациями давления перед выступом
(x = –6 мм) и полем давления вблизи боковой
кромки при x = 21 мм (рис. 8а) снижается по мере
уменьшения высоты выступа, что свидетельству-
ет о постепенном исчезновении взаимосвязи с
набегающим потоком. В то же время возникает
альтернативный пик отрицательной корреляции
со значительно большей временной задержкой,
соответствующей скорости распространения воз-
мущения, равной 0.4 скорости набегающего по-
тока. Отрицательная корреляция свидетельствует
о том, что пульсации давления в области отрыва
вблизи передней кромки находятся в противофа-
зе с пульсациями вниз по потоку. При перемеще-
нии опорной точки в область максимальных
уровней пульсаций давления вблизи кромки при
x = 0 мм (рис. 8б) снижается величина положи-

Рис. 7. Пространственно-временные корреляции пульсаций давления с опорной точкой (а) – вверх по потоку, (б) –
вниз по потоку от передней кромки выступа высотой 2 мм; y = 1 мм.
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кромки, (б) – вблизи передней кромки выступа и за ней.
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тельного пика при h = 2 и 5 мм и возрастает вели-
чина отрицательного при h = 5 и 10 мм. Это сви-
детельствует о значительном сокращении вклада
набегающего ТПС в корреляцию поля давления,
а также о существенном изменении простран-
ственно-временной структуры поля пульсаций
давления по мере увеличения высоты выступа.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлены результаты исследования осо-
бенностей поля пристеночных пульсаций давле-
ния вблизи боковой кромки выступов различной
высоты. Измерения проводились в толстом (по
сравнению с высотой выступов) турбулентном
пограничном слое.

Результаты измерений демонстрируют, что да-
же в случае уступа высотой 2 мм (0.03 толщины
пограничного слоя) наблюдается значительное
(на 13 дБ) увеличение интенсивности пульсаций
давления вблизи передней кромки выступа. При
увеличении высоты до 10 мм (0.17 толщины по-
граничного слоя) превышение среднеквадратич-
ного уровня мощности пульсаций давления над
уровнем пульсаций давления невозмущенного тур-
булентного пограничного слоя достигает 27 дБ.

Область интенсивных пристеночных пульса-
ций давления существенно зависит от высоты вы-
ступа. Ее протяженность составляет порядка 3
высот выступа вверх по потоку от передней кром-
ки и 1 высоты выступа в поперечном (относи-
тельно потока) направлении. В направлении вниз
по потоку от передней кромки возмущения рас-
пространяются на значительно большие расстоя-
ния, особенно в случае выступов большой высо-
ты. В этой пространственной области спектраль-
ная плотность пульсаций давления определяется
характерным числом Струхаля fh/U = 0.13.

Пространственно-временная структура поля
пристеночных пульсаций давления существенно
зависит от высоты выступа. При малой высоте
выступа наблюдается значительная корреляция с
пульсациями давления набегающего погранич-
ного слоя, которая падает с ростом высоты. На-
блюдается конвективный перенос возмущений
со скоростью 0.6–0.7 скорости набегающего по-
тока. При большой высоте уступа ситуация меня-
ется и на первый план выходит корреляция поля
давления, обусловленная формированием возму-
щений в отрывном течении вокруг выступа.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского Научного Фонда, проект 21-71-30016.
Отработанная методика измерения пульсаций
давления предполагает в дальнейшем использо-
вание на базе УНУ “Заглушенная камера с пото-
ком АК-2” ФАУ ЦАГИ, модернизируемой при
поддержке Министерства науки и высшего обра-

зования Российской Федерации по соглашению
№ 075-15-2022-1036.
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Разработан метод определения модального состава коррелированных звуковых мод, распространя-
ющихся в цилиндрическом канале, особенностью которого является учет эффекта отражения звука
от открытого конца канала с помощью численного или аналитического расчета коэффициентов от-
ражения. В заглушенной камере AК-2 проведена валидация данного метода, в которой звуковое поле
создавалось в канале маломасштабной модели воздухозаборника с помощью 12 динамиков на фик-
сированных частотах, определение модального состава осуществлялось с помощью 48 микрофонов,
установленных заподлицо стенок канала, и проводились синхронные измерения направленности
излучения звука из открытого конца канала в дальнем поле. При этом на основе найденных амплитуд
звуковых мод в канале проводился расчет характеристик излучения в дальнем поле с использовани-
ем аналитического решения по излучению звука из полубесконечного цилиндрического канала, ре-
зультаты которого сравнивались с результатами измерений. Показано, что амплитуды звуковых
мод, найденные согласно разработанному методу, позволяют с высокой точностью восстановить
характеристики дальнего звукового поля в тех случаях, когда число сгенерированных распространя-
ющихся мод в канале не превышает количества установленных микрофонов в цилиндрической ре-
шетке.
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ВВЕДЕНИЕ
Знание модального разложения звукового по-

ля, генерируемого вентилятором авиационного
двигателя в воздухозаборном канале, позволяет
повысить эффективность настройки параметров
звукопоглощающих конструкций, устанавливае-
мых на стенках каналов. С развитием элементной
базы в 1990-е годы, стали активно разрабатывать-
ся экспериментальные методы определения мо-
дального состава звукового поля в каналах с ис-
пользованием микрофонных решеток, располо-
женных заподлицо с жесткими стенками канала.
К настоящему времени разработаны различные
подходы к определению модального состава зву-
кового поля в каналах различной геометрии [1–11].
При этом большинство разработанных методов
основаны на предположении, что различные
звуковые моды, сгенерированные в каналах, яв-
ляются некоррелированными между собой, и

поэтому такие методы в той или иной степени ба-
зируются на идеологии метода “плоского” бим-
форминга, позволяющего локализовать и ранжи-
ровать некоррелированные источники звука с по-
мощью плоских антенн. Предположение о
некоррелированности различных звуковых мод в
канале обычно делается исходя из того, что в ре-
альном двигателе одновременно существует мно-
жество некоррелированных источников шума на
каждой частоте. Однако исследования, проведен-
ные в работе [8], показывают, что это предполо-
жение выполняется не полностью.

Непосредственной мотивацией настоящих ис-
следований послужили выводы из углубленного
анализа результатов работы [12]. В этой работе на
основе испытаний маломасштабной модели воз-
духозаборника в заглушенной камере АК-2 было
экспериментально подтверждено, что независи-
мое изменение скорости всасываемого в воздухо-

УДК 534.2

АТМОСФЕРНАЯ И АЭРОАКУСТИКА
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заборник потока и скорости набегающего потока
при одинаковой генерации звукового поля в ка-
нале приводит к существенно различным диа-
граммам направленности излучения в дальнем
поле, что было предсказано в работе [13] на осно-
ве численных исследований. При этом звуковое
поле в канале маломасштабной модели воздухо-
заборника создавалось 12 динамиками на различ-
ных тональных частотах, причем настройка дина-
миков с использованием метода, описанного в
работе [14], позволяла генерировать различную
коррелированную модальную структуру звуково-
го поля на каждой частоте. В частности, удалось
экспериментально реализовать звуковое поле,
состоящее из небольшого числа звуковых мод,
амплитуда которых превышала амплитуды других
звуковых мод на 20–25 дБ. Модальный состав
звукового поля определялся с использованием
решетки из 48 микрофонов, а метод модального
анализа был сфокусирован в этой работе на опре-
делении звуковых мод с доминирующими ампли-
тудами.

В то же время оказалось, что модальное разло-
жение звукового поля, определяемое с помощью
микрофонной решетки в канале, не позволяет
рассчитать направленность излучения в дальнем
поле даже в простейшем случае отсутствия потока
в воздухозаборнике. При этом для таких расчетов
было использовано аналитическое решение зада-
чи об излучении звука из полубесконечного ци-
линдрического канала, полученное с использова-
нием метода Винера–Хопфа [15–17]. Наиболее
явно это проявилось в случаях генерации только
одной звуковой моды вблизи условия отсечки,
амплитуда которой превышала амплитуды других
звуковых мод на 15–20 дБ, но измеренная на-
правленность излучения в дальнем поле абсолют-
но отличалась от соответствующей направленно-
сти излучения этой звуковой моды. Анализ при-
чин этих расхождений показал, что разные моды
имеют существенно различную эффективность
излучения в дальнее поле из-за различного отра-
жения от края канала обратно в канал. В результа-
те в дальнем поле могут доминировать звуковые
моды, амплитуда которых в канале на 10–15 дБ
меньше амплитуд доминирующих мод.

Этот анализ привел к следующим выводам.
Во-первых, эффект отражения звуковых мод от
края канала обратно в канал очень важен с точки
зрения излучения звука в дальнее поле. Во-вто-
рых, метод модального разложения звукового поля
должен позволять точно определять амплитуды
всех распространяющихся звуковых мод в канале
для заданной частоты, особенно если рассматри-
вается генерация коррелированных звуковых
мод. В-третьих, валидация метода модальной де-
композиции звукового поля в канале не может
быть проведена только по критерию совпадения
звукового поля, восстановленного на микрофо-
нах в канале в соответствии с найденными ам-

плитудами звуковых мод, со звуковым полем, из-
меренным на этих микрофонах. Этот вывод явля-
ется следствием плохой обусловленности обратной
задачи определения коррелированного модаль-
ного состава звукового поля в канале по результа-
там измерений на микрофонах решетки, в резуль-
тате чего реализуется ситуация приблизительного
совпадения экспериментальных и восстановлен-
ных звуковых давлений на микрофонах в канале
для широкого состава амплитуд звуковых мод.
Следовательно, способ проверки работоспособ-
ности метода модальной декомпозиции должен
основываться на возможности правильного про-
гнозирования направленности дальнего поля по
найденным амплитудам звуковых мод. Этот вы-
вод соответствует точке зрения, изложенной в ра-
ботах [3–6], в которых представлена проверка ме-
тода модальной декомпозиции некоррелирован-
ных звуковых мод в канале наружного контура
двигателя, основанного на возможности прогно-
зирования направленности дальнего поля.

В настоящей работе была поставлена цель раз-
работки метода декомпозиции звукового поля,
сгенерированного в канале на фиксированной
частоте, на коррелированные звуковые моды без
выделения доминирующих и минорных мод, ко-
торый мог бы пройти проверку на точность расче-
та направленности излучения в дальнем поле по
найденным амплитудам звуковых мод. Особен-
ностью разработанного метода является то, что
эффект отражения звуковых мод от края канала
обратно в канал учитывается на основе предвари-
тельного численного или аналитического расчета
коэффициентов отражения. При этом использу-
ется стандартное представление отраженного
звукового поля через амплитуды падающих зву-
ковых мод и коэффициенты отражения звуковых
мод (например, такое представление использует-
ся в работе [18], но в другой постановке задачи).
Такое представление звукового поля позволяет
почти вдвое сократить количество неизвестных
амплитуд звуковых мод, т.е. неизвестны только
амплитуды звуковых мод в падающей звуковой
волне, а отраженное звуковое поле вычисляется
по звуку, падающему на открытый конец канала.

Ниже в работе дано общее описание разрабо-
танного метода и приведены результаты его про-
верки в заглушенной камере AК-2 с использова-
нием того же оборудования, что и в работе [12], но
при условии отсутствия потока. Поскольку слу-
чай генерации коррелированных звуковых мод
очень чувствителен к присутствию посторонних
источников звука, например, к звуку, создавае-
мому вибрациями внешней поверхности модели
воздухозаборника, то для повышения точности
измерений пришлось провести значительные ме-
тодические исследования. В отличие от работы
[12], в настоящих исследованиях не использова-
лась специальная настройка динамиков для гене-



218

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 2  2023

ОСТРИКОВ и др.

рации малого числа доминирующих звуковых
мод. Напротив, сдвиг фазы между тональными
сигналами, подаваемыми на различные динами-
ки, выбирался случайным образом, чтобы гене-
рировать на каждой частоте относительно пол-
ную комбинацию коррелированных звуковых
мод в канале. Измерения в дальнем поле и в кана-
ле были синхронизированы друг с другом, чтобы
последующая обработка измеренных сигналов
могла выполняться единообразно на микрофо-
нах, установленных в канале и в дальнем поле, с
целью последующего сравнения как амплитуд-
ных, так и фазовых характеристик. На основе
найденных амплитуд звуковых мод согласно раз-
работанному методу рассчитывались амплитуд-
ные и фазовые характеристики звукового поля на
микрофонах в дальнем поле с использованием
аналитического решения по излучению звука из
полубесконечного цилиндрического канала [15–17].
Использование этого аналитического решения
оправдано тем, что толщина стенок канала значи-
тельно меньше длин волн, генерированных в ка-
нале. Далее полученные расчетные значения
сравнивались с экспериментальными данными.
В результате разработанный метод модальной де-
композиции был успешно апробирован до часто-
ты 6400 Гц ( , где k – основное волновое
число, a – радиус канала). При этом на этой верх-
ней частоте число распространяющихся коррели-
рованных падающих звуковых мод в канале со-
ставляло 46 при использовании 48 микрофонов в
решетке. Таким образом, метод декомпозиции
коррелированных мод оказался валидированным
для случая, когда количество распространяю-
щихся падающих мод в канале не превышает ко-
личество микрофонов.

1. МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ МОДАЛЬНОЙ 
СТРУКТУРЫ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ 

В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ КАНАЛАХ
В настоящей работе разработан метод для экс-

периментального определения с помощью ре-
шетки микрофонов различных звуковых мод в
цилиндрических каналах с потоком в предполо-
жении об их коррелированности. Данный метод
разработан применительно к стендовым акусти-
ческим испытаниям двигателя, когда использует-
ся лемнискатный воздухозаборник с жесткими
стенками, в который всасывается неоднородный
поток (рис. 1). При этом микрофоны решетки
устанавливаются в той части канала вдали от сре-
за, где с высокой степенью точности реализуется
однородный поток, но вблизи жестких границ
имеется пограничный слой относительно малой
толщины по сравнению с радиусом канала.

Под звуковыми модами подразумеваются соб-
ственные решения линейной задачи о распро-
странении звука в канале. При наличии осевой

≈ 11.7ka

симметрии канала и потока для фиксированной
частоты звука  звуковые моды образуют двухпа-
раметрическое семейство вида ,
описываемое азимутальным  и радиальным 
числами, где верхний индекс “+” соответствует
волнам, распространяющимся по потоку, а ин-
декс “–” – против потока (пусть ось x направлена
против потока в направлении среза воздухозабор-
ника). Если рассматривается часть канала, в кото-
рой поток с высокой степенью точности является
плоскопараллельным с произвольным профилем
скорости, то собственное решение имеет вид

(1)

где  – осевое волновое число звуковой моды
при распространении по и против потока соот-
ветственно.

Основная трудность определения модального
состава звукового поля, состоящего из коррели-
рованных мод, состоит в том, что каждая звуковая
мода, падающая из внутренней части канала на
его срез, отражается обратно внутрь канала, в ре-
зультате чего звуковое поле  в зоне распо-
ложения решетки микрофонов оказывается су-
перпозицией неизвестного звукового поля, сге-
нерированного вентилятором, и неизвестного
отраженного звукового поля, причем эти два поля
коррелированы между собой:

(2)
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Рис. 1. Схематичное изображение потока, всасывае-
мого в лемнискатный воздухозаборник.
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где  – амплитуды звуковых мод, сгенериро-
ванных вентилятором,  – амплитуды звуковых
мод, отраженных от открытого среза канала.
В представлении (2) учитывается только конеч-
ное число распространяющихся мод, хотя, если
решетка микрофонов расположена близко от
вентилятора или среза канала, то могут быть учте-
ны и не распространяющиеся моды. В результате
описанной особенности число неизвестных ам-
плитуд  и  оказывается достаточно боль-
шим в диапазоне частот до 5 кГц (для натурного
двигателя это число исчисляется несколькими
сотнями), что при ограниченном числе микрофо-
нов в решетке делает задачу распознания модаль-
ного состава плохо обусловленной.

В разработанном методе предполагается рас-
четное определение амплитуд отраженных звуко-
вых мод с целью практически двоекратного
уменьшения числа неизвестных. Действительно,
если в направлении среза канала распространяет-
ся одна звуковая мода , то при от-
ражении от среза она сохранит свое азимуталь-
ное число в силу азимутальной однородности
канала и потока, а отраженное звуковое поле бу-
дет состоять из суперпозиции звуковых мод со
всевозможными радиальными числами. По-
скольку задача является линейной, то отражен-
ное поле в этом случае будет иметь вид

, где  – комплекс-
ный коэффициент отражения падающей звуко-
вой моды с радиальным номером n в отраженную
звуковую моду с радиальным номером l. Коэффи-
циенты отражения  могут быть определены с
помощью численных методов заранее до проведе-
ния измерений для каждого режима работы дви-
гателя или с помощью аналитического решения,
если рассматривается модельная ситуация, близ-
кая к полубесконечному цилиндрическому кана-
лу. В результате представление звукового поля (2)
приобретает следующий вид

(3)

Первая форма записи разложения (3) является
полноценным разложением звукового поля на
звуковые моды, а вторая форма записи – разло-
жением на азимутальные моды, каждая из кото-
рых определяется амплитудой
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Пусть теперь заподлицо стенок канала радиуса
a установлено S микрофонов с координатами

, где . Можно считать толщину
пограничного слоя приближенно постоянной,
что позволяет рассматривать поток в этой зоне в
качестве плоскопараллельного. В этом случае в
разложениях (2), (3) и (4) можно использовать
представление полей  в виде (1), в кото-
ром осевые волновые числа  определяются из
решения уравнения Придмора–Брауна о распро-
странении звука в каналах с плоскопараллельным
потоком. Если толщина пограничного слоя мала
относительно радиуса канала, то решение данно-
го уравнения в случае жестких стенок канала мо-
жет быть найдено приближенно для любых дозву-
ковых скоростей потока с помощью асимптоти-
ческого метода, развитого в работе [19].

Кроме этого, будем считать, что нормировка
собственных решений уравнения Придмора–
Брауна выбрана таким образом, что  в (1),
т.е. амплитуда звукового поля на стенках канала
полностью определяется соответствующими ам-
плитудными коэффициентами  и .

Для того чтобы решетка микрофонов позволя-
ла распознавать звуковые моды с различными
азимутальными и радиальными числами, необхо-
димо, чтобы ее микрофоны были распределены
по поверхности стенки как в азимутальном, так и
радиальном направлениях. Рассмотрим случаи,
когда в конфигурации решетки присутствует хотя
бы одна круговая подрешетка, микрофоны кото-
рой имеют одинаковую осевую координату  и
различаются азимутальными углами установки.
Пусть  – число микрофонов в круговой подре-
шетке, которая содержит наибольшее число мик-
рофонов среди остальных круговых подрешеток.
Номера микрофонов в этой подрешетке обозна-
чим как . Тогда наибольшее азимутальное
число , которое могут иметь распространяю-
щиеся по каналу звуковые моды без затухания,
азимутальные амплитуды которых  могут
быть определены с максимальной степенью точ-
ности, равно , где квадратные
скобки обозначают целую часть числа.

Предположим, что в канале с потоком гене-
рируется детерминированное звуковое поле на
фиксированной частоте, которое измеряется с
помощью микрофонов решетки. Вычисляя при
обработке результатов измерений автокорреля-
ционные и взаимные корреляционные функции
по отношению к некоторому опорному микрофо-
ну, каждому микрофону можно сопоставить ком-
плексное значение звукового давления .

ϕ( , )j jx = 1, ,j S

± ( , )mnp r x
±αmn

± =( ) 1mnp a

mnA mlB

cx

cS

∈j Cyl
0M
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[ ]= −0 ( 1) 2cM S
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Если азимутальное число распространяющих-
ся по каналу звуковых мод на выбранной частоте
не превышает , то азимутальные
амплитуды распространяющихся звуковых мод

 ( ) могут быть определены
или с помощью стандартных формул разложения
в ряд Фурье при равномерном расположении
микрофонов в круговой подрешетке, или в про-
тивном случае с помощью решения задачи мини-
мизации функционала

(5)

Заметим, что способ (5) всегда более предпочти-
телен, поскольку речь идет об обработке экспери-
ментов, в которых могут иметь место системати-
ческие ошибки, вызванные, например, вибраци-
ями стенок канала или приходом внутрь канала
звука, отраженного от стенок помещения, в кото-
ром расположен канал.

После определения азимутальных амплитуд
 может быть составлена следующая недо-

определeнная система уравнений

(6)

Далее, согласно разработанному методу задача
определения неизвестных амплитуд  звуковых
мод должна решаться с помощью нахождения
условного минимума функционала

(7)

где в качестве условий выступают соотношения (6),

(8)

Если на данной частоте общее число распро-
страняющихся звуковых мод в направлении среза
канала равно , т.е. это число неизвестных ам-
плитуд ,  – максимальное азимутальное
число среди распространяющихся мод, а число
микрофонов в решетке подчиняется условиям

, , то задача (6)–(7) явля-
ется хорошо обусловленной. Данные условия
позволяют определять верхнюю границу рабочих
частот решетки микрофонов при заданном числе
микрофонов, или определять необходимое число
микрофонов в решетке по заданной верхней гра-
нице рабочих частот.
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Таким образом, разработанный метод для слу-
чая коррелированных звуковых мод позволяет
уменьшить общее число микрофонов решетки,
так как практически вдвое снижает число неиз-
вестных амплитудных коэффициентов. Данное
преимущество достигается за счет увеличения
трудоемкости обработки результатов измерений,
возникающего из-за необходимости выполнения
предварительных расчетов коэффициентов отра-
жения . Эти коэффициенты отражения могут
быть рассчитаны численно или получены из ана-
литического решения в случаях простой геомет-
рии канала.

Заметим, что вычисление коэффициентов от-
ражения наиболее робастно при использовании
именно аналитического решения. В случае же ис-
пользования численных решений удобно посту-
пать другим эквивалентным способом: необходи-
мо в канале “запустить” каждую распространяю-
щуюся звуковую моду с единичной амплитудой в
качестве волны, падающей на открытый конец
канала, и для неe определить звуковое поле

:

(9)

состоящее из суперпозиции поля падающей
моды и поля отраженной волны. Именно это зву-
ковое поле входит во все выражения (3)–(8). Тем
самым, при использовании численных методов
нет необходимости непосредственного расчета
коэффициентов отражения , а достаточно сра-
зу определить поле  (9), чтобы найти мо-
дальный состав из минимизации функционала (7).

В настоящей работе метод используется для
случая цилиндрического канала при отсутствии
потока. В этом случае давление  в выраже-
нии (1) выражается через функцию Бесселя

(10)

где радиальные волновые числа  являются
корнями уравнения

(11)
При этом осевые волновые числа звуковой моды

 выражаются через радиальные волновые чис-
ла с помощью дисперсионного уравнения

. (12)

Коэффициенты отражения  получены в
настоящей работе из аналитического решения
для полубесконечного цилиндрического канала с
жесткими стенками [17]. Аналитическое решение

→
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этого же типа используется для определения на-
правленности излучения каждой звуковой моды в
дальнем поле.

2. ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЙ 
УСТАНОВКИ

Схема проведения экспериментов по валида-
ции разработанного метода в заглушенной каме-
ре АК-2 представлена на рис. 2.

Основной частью собранного эксперимен-
тального стенда является маломасштабная мо-
дель воздухозаборника (рис. 3а, 3б) с внутренним
диаметром канала 20 см, содержащая генератор
звука, состоящий из 12 акустических динамиков,
равномерно установленных заподлицо стенок ка-
нала в азимутальном направлении (на 3D-модели
воздухозаборника кольцо с динамиками обозна-
чено красным цветом). Revamp1680 использовал-
ся в качестве усилителя сигналов от динамиков, а
в качестве генератора сигналов на динамики ис-
пользовался модуль NI PXIe-6738, входящий в со-
став измерительной системы на базе шасси NI
PXIe-1071.

Для определения модального состава звуково-
го поля в канале модели воздухозаборника ис-
пользовалась цилиндрическая 48-микрофонная
решетка, трехмерная (3D) модель которой пока-
зана на рис. 4а. В таблице на рис. 4б приведены
координаты посадочных мест для микрофонов в
цилиндрической системе координат (r, q, Z), где
r = 100 мм. Решетка, оснащенная 48-ю ¼″ микро-
фонами B&K, в сборе с моделью воздухозаборни-
ка показана на рис. 5а. При этом для точного по-
зиционирования цилиндрической решетки по
оси канала, устранения стыков между каналами
решетки и воздухозаборника был изготовлен пе-
реходник, полностью повторяющий геометрию
носка модели воздухозаборника. На рис. 5б пока-
зана 3D-модель адаптера для цилиндрической ре-
шетки, состоящая из 2 кольцевых частей.

3. МЕТОДИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ

Особое внимание было уделено устранению
паразитных источников шума, оказывающих
влияние на измерения в дальнем поле. В данном
случае полезным сигналом является звук, излуча-
емый из открытого конца модели воздухозабор-
ника, а паразитными источниками являются
стенки и нижняя часть модели воздухозаборника,
через которые проходит звук, генерируемый ди-
намиками. С этой целью был поставлен методи-
ческий эксперимент, в котором проведены два
типа измерений в дальнем поле с использованием
12 микрофонов с полярной микрофонной решет-
кой с открытым и закрытым концом воздухоза-
борника. Открытый конец канала закрывался
жесткой стенкой, изготовленной из толстого ли-
ста дерева, на поверхность которого был наклеен
вибропоглощающий материал. На рис. 6а показа-
на фотография сборки модели воздухозаборника

Рис. 2. Схема проведения эксперимента в заглушенной камере АК-2.
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микрофонная решетка
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Рис. 3. (а) – 3D модель воздухозаборника, (б) – фото.
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с открытым каналом, а на рис. 6б – с закрытым.
Кроме этого, для минимизации паразитного из-
лучения были использованы звукопоглощающие
и вибропоглощающие материалы, которые по-
крывали боковые стенки воздухозаборника.

В табл. 1 показана разница в уровнях звукового
давления на 12 микрофонах дальнего поля между
конфигурациями с закрытым и открытым кон-
цом канала при разных частотах генерации звука.
Указанные мероприятия привели к снижению
интенсивности звука в среднем на 10–20 дБ. Од-
нако на некоторых частотах и при некоторых уг-
лах обзора закрытие канала приводило к неболь-
шому уменьшению амплитуды звукового поля
(4–6 дБ), а в некоторых случаях даже к увеличе-
нию интенсивности излучаемого звука.

По результатам измерений был сделан вывод о
недостаточности звукоизоляции боковых стенок
модели и необходимости ее усиления за счет ис-
пользования, так называемого, закона массы.
В итоге было реализован следующий способ зву-
коизоляции боковых стенок: модель воздухоза-
борника была помещена внутрь железной трубы,
диаметр которой на 30 мм больше наружного диа-
метра модели, затем кольцевой канал, образован-
ный между наружной боковой поверхностью мо-
дели воздухозаборника и внутренней боковой по-
верхностью железной трубы, был заполнен песком
(рис. 7).

В табл. 2 показана разница в уровнях звукового
давления на 12 микрофонах между конфигураци-
ями с закрытым и открытым концом канала при
разных частотах генерации звука после улучше-
ния звукоизоляции боковых стенок. Закрытие ка-
нала в модифицированном варианте привело к
снижению интенсивности звука более чем на

20 дБ на всех микрофонах дальнего поля, а в сред-
нем более чем на 30 дБ. Полученный результат
был признан удовлетворительным для проведе-
ния валидационного эксперимента.

Следующее методическое исследование было
проведено с целью выбора основных параметров
разработанного метода. Фактически, представ-
ленный выше метод модальной декомпозиции
содержит на каждой частоте только два парамет-
ра: число радиальных мод , которые необ-
ходимо учитывать в расчете падающего звука с
заданным азимутальным номером, и число ра-
диальных мод , которые необходимо учи-
тывать в расчете отраженного звука с заданным
азимутальным номером. Поскольку расстояние
от динамиков до начала микрофонной решетки в
модели воздухозаборника составляет 443.8 мм, то
можно с уверенностью учитывать только распро-
страняющиеся моды на каждой рассматриваемой
частоте, т.е. число  совпадает с числом рас-

0( )N m

0( )L m

0( )N m

Рис. 4. (а) – 3D модель цилиндрической 48-микрофонной решетки, (б) – координаты посадочных мест для микрофо-
нов в цилиндрической системе координат.
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Рис. 5. (а) – 48-микрофонная решетка в сборе с моде-
лью воздухозаборника, (б) – 3D модель адаптера для
цилиндрической решетки, состоящая из 2 кольцевых
частей.
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Рис. 6. Фотографии модели воздухозаборника с использованием звукопоглощающих и вибропоглощающих материа-
лов на боковых стенках воздуховода: (а) – с открытым концом канала, (б) – с закрытым концом канала жесткой стен-
кой из вибропоглощающего материала.

(а) (б)

Таблица 1. Разница в уровнях звукового давления на 12 микрофонах дальнего поля между конфигурациями с за-
крытым и открытым концом канала при разных частотах генерации звука

Дельты уровня звукового давления на полярной решетке микрофонов, дБ
f, Гц

№ 1 № 2 № 3 № 4 № 5 № 6 № 7 № 8 № 9 № 10 № 11 № 12

12.6 13.0 13.9 10.4 6.2 5.7 6.1 4.3 3.3 10.1 16.3 8.9 1248
22.8 24.5 28.9 32.2 20.5 22.3 18.3 9.8 0.4 2.4 3.5 –3.4 1600
20.0 24.2 23.3 20.3 17.3 24.8 11.6 17.3 20.4 7.5 0.2 17.5 2000
17.2 29.4 20.0 31.3 16.4 26.6 15.6 7.4 6.8 6.9 5.4 2.4 2496
20.9 29.1 36.4 24.3 21.3 5.4 13.4 4.2 –6.3 22.1 18.6 13.8 3152
22.3 33.5 33.0 35.9 39.7 26.6 27.1 19.6 11.9 6.9 12.5 7.2 4000
21.3 23.5 29.4 –1.0 6.7 15.3 19.6 19.5 39.9 9.3 15.1 13.4 5000
14.6 15.7 45.6 26.5 31.1 24.3 –1.3 10.3 1.1 10.6 7.4 12.7 6296

Рис. 7. Модификация модели воздухозаборника с целью улучшения звукоизоляции боковых стенок.

(а) (б)

Таблица 2. Разница в уровнях звукового давления на 12 микрофонах между конфигурациями с закрытым и от-
крытым концом канала при разных частотах генерации звука после улучшения звукоизоляции боковых стенок

Дельты уровня звукового давления на полярной решетке микрофонов, дБ
f, Гц

№ 1 № 2 № 3 № 4 № 5 № 6 № 7 № 8 № 9 № 10 № 11 № 12

35.1 38.3 37.6 34.7 28.6 26.4 25.4 20.9 21.5 25.7 21.8 2.8 1248
48.6 47.8 41.8 43.1 37.3 32.7 26.1 26.9 26.2 15.8 28.4 28.1 1600
44.2 40.2 42.2 51.3 31.7 31.3 28.8 22.6 25.8 22.1 15.9 20.9 2000
39.1 41.4 21.9 47.6 36.6 38.5 41.1 40.1 52.1 37.4 35.3 40.8 2496
61.3 42.0 44.0 47.0 52.3 55.8 61.4 60.5 57.6 37.7 57.8 43.4 3152
53.4 58.1 55.1 47.7 50.5 47.5 59.5 44.3 37.8 27.7 47.7 30.5 4000
41.4 49.6 48.2 45.6 45.4 39.4 36.2 45.2 37.6 32.6 23.6 28.6 5000
50.5 55.0 52.9 42.1 45.6 50.5 43.4 40.6 37.6 34.4 36.7 38.5 6296



224

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 2  2023

ОСТРИКОВ и др.

пространяющихся мод при заданном азимуталь-
ном числе. Напротив, расстояние от ближайшего
микрофона до открытого конца канала составля-
ет всего 54.2 мм, и поэтому вопрос о необходимо-
сти учета нераспространяющихся мод в отражен-
ном звуке требует ответа. В работе эта проблема
была решена следующим методом.

В канале полностью собранной установки ге-
нерировалось звуковое поле на частоте 2000 Гц
при произвольном включении всех динамиков.
На этой частоте распространяется всего пять зву-
ковых мод с азимутальными числами 
и радиальным числом . Это означает, что ам-
плитуды  всех этих звуковых мод могут быть
однозначно определены из соотношения (6)
только на основе измерений на микрофонах кру-
говой подрешетки, содержащей 26 микрофонов,
которые позволяют однозначно находить ампли-
туды  азимутальных мод. Безусловно, при

− ≤ ≤2 2m
= 0n

0mA

( , )m cC a x

этом используются коэффициенты отражения
, входящие в соотношение (6), а предельное

радиальное число  варьируется. Далее, после
определения всех амплитуд , с помощью соот-
ношения (8) вычислялись комплексные значения
звукового давления на остальных микрофонах
решетки, не входящих в круговую подрешетку,
которые сравнивались с экспериментальными
значениями. При этом особое внимание уделя-
лось четырем микрофонам, которые наиболее
близко располагаются к открытому концу канала.
Результаты сравнения восстановленного и экспе-
риментального звуковых давлений на этих микро-
фонах оказались отличными, если среди отражен-
ных мод учитывались нераспространяющиеся зву-
ковые моды, которые затухают на расстоянии
54.2 мм менее чем на 40 дБ. Заметим, что, если не
учитывались отраженные звуковые моды, кото-
рые затухают на этом расстоянии более чем на

→0
m

lR
0( )L m

0mA

Рис. 8. Сравнение экспериментальных и расчетных амплитуд давления и фаз в дальнем поле для частоты f = 5000 Гц:
(а) – амплитуды, (б) – фазы.
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30 дБ, то восстанавливаемое звуковое давление
уже заметно отклонялось от экспериментальных
значений на этих четырех микрофонах. Таким
образом, в алгоритм, реализующий разработан-
ный метод модального анализа, был заложен кри-
терий: в отраженном поле учитываются все не-
распространяющиеся звуковые моды, затухаю-
щие на расстоянии 54.2 мм менее чем на 40 дБ.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ВАЛИДАЦИИ 
РАЗРАБОТАННОГО МЕТОДА

На рис. 8–10 выборочно представлены результа-
ты сравнения амплитудных и фазовых характери-
стик звукового давления, измеренных эксперимен-
тально на микрофонах в дальнем поле и получен-
ных путем расчета на основе экспериментально
определенных комплексных амплитуд звуковых
мод, распространяющихся в канале в направле-

нии его края. Обратим внимание, что поскольку
рассматривается случай коррелированных звуко-
вых мод, то для получения расчетного значения
звукового давления на микрофонах в дальнем по-
ле необходимо сложить все комплексные давле-
ния отдельных звуковых мод.

Как видно из рис. 8–10, рассчитанные харак-
теристики звукового давления в дальнем поле ка-
чественно соответствуют экспериментальным
данным для всех частот и в целом имеют довольно
близкие значения, хотя при некоторых углах на-
блюдается отклонение амплитуд порядка 10 дБ, а
в фазовых значениях на несколько десятков гра-
дусов. Возникает естественный вопрос: в какой
степени результаты этого сравнения можно оха-
рактеризовать как хорошие.

Чтобы ответить на этот вопрос, построим в
комплексной плоскости диаграммы звукового
давления последовательного суммирования вы-

Рис. 9. Сравнение экспериментальных и расчетных амплитуд давления и фаз в дальнем поле для частоты  f = 6000 Гц:
(а) – амплитуды, (б) – фазы.
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численных комплексных амплитуд звуковых мод
на микрофонах дальнего поля при углах наблюде-
ния, для которых существует наибольшая бли-
зость расчетного и экспериментального ком-
плексных значений давлений. Эти результаты
представлены на рис. 11а–11г. Красная линия со-
ответствует измеренному комплексному давле-
нию, а синяя линия соответствует вычисленному
комплексному давлению, полученному путем
суммирования комплексных амплитуд отдельных
звуковых мод. Черная ломаная линия описывает
процедуру последовательного суммирования ам-
плитуд отдельных звуковых мод, причем каждый
отрезок этой линии соответствует отдельному
вкладу некоторой звуковой моды.

Во-первых, диаграммы, представленные на
рис. 11а–11г, демонстрируют, что почти все кор-
релированные звуковые моды участвуют в фор-
мировании направленности дальнего поля, даже

если они имеют очень малую амплитуду в канале.
Во-вторых, векторный тип сложения более 40 от-
дельных звуковых мод в дальнем поле может при-
вести к значительным отклонениям при относи-
тельно небольших ошибках в определении ком-
плексных амплитуд звуковых мод. Кроме этого,
необходимо еще учитывать и паразитный шум,
сгенерированный стенками канала (табл. 2), ко-
торый также коррелирован с полезным сигналом.
Поскольку аналогичная картина наблюдается для
всех рассмотренных случаев и частот, можно сде-
лать вывод, что результаты валидации можно оха-
рактеризовать как очень хорошие.

5. ВЫВОДЫ
В настоящей работе разработан метод модаль-

ного анализа звукового поля в каналах примени-
тельно к коррелированным звуковым модам.
Особенностью метода является то, что эффект от-

Рис. 10. Сравнение экспериментальных и расчетных амплитуд давления и фаз в дальнем поле для частоты f = 6400 Гц:
(а) – амплитуды, (б) – фазы.
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ражения звуковых мод от открытого конца канала
обратно в канал учитывается на основе численно-
го или аналитического расчета коэффициентов
отражения. Такое представление звукового поля
позволяет почти вдвое сократить количество не-
известных амплитуд звуковых мод, т.е. неизвест-
ны только амплитуды звуковых мод в падающей
звуковой волне, а отраженное звуковое поле вы-
числяется по амплитудам падающего звука.

Валидация метода была проведена в заглушен-
ной камере АК-2 с помощью маломасштабной
модели воздухозаборника в условиях отсутствия
потока на основе сравнения расчетной и экспе-
риментальной направленности в дальнем поле.
Для выделения модального состава звукового по-
ля использовалась решетка из 48 микрофонов.
Измерения в дальнем поле и в канале были син-
хронизированы друг с другом, так что последую-
щая обработка могла выполняться единообразно

Рис. 11. Сравнение экспериментальных и расчетных комплексных давлений в дальнем поле: (а) – частота 5000 Гц,
угол наблюдения 44.4 градуса; (б) – частота 5000 Гц, угол наблюдения 55 градусов; (в) – частота 6000 Гц, угол наблю-
дения 55 градусов; (г) – частота 6400 Гц, угол наблюдения 55 градусов (Продолжение см. на следующей странице).
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с целью последующего сравнения как амплитуд-
ных, так и фазовых значений. Поскольку случай
генерации коррелированных звуковых мод очень
чувствителен к присутствию посторонних источ-
ников звука, например, к звуку, генерируемому
вибрациями внешней поверхности модели возду-
хозаборника, то для повышения точности при-
шлось приложить значительные усилия в методи-
ческой части экспериментальных исследований.

На основе найденных амплитуд звуковых мод
с использованием аналитического решения по
излучению звука из полубесконечного цилиндри-
ческого канала были рассчитаны амплитудные и
фазовые характеристики звукового поля на мик-
рофонах полярной решетки в дальнем поле. Да-
лее полученные расчетные значения сравнива-
лись с экспериментальными данными.

В результате разработанный метод модальной
декомпозиции был успешно апробирован до ча-
стоты 6400 Гц ( ). На этой верхней часто-
те количество распространяющихся коррелиро-
ванных звуковых мод в канале составляло 46 при
использовании 48 микрофонов в решетке. Таким
образом, метод декомпозиции коррелированных
мод оказался валидированным для случая, когда
количество распространяющихся мод в канале не
превышает количество микрофонов.

Основной вывод настоящей работы состоит в
том, что случай генерации коррелированных зву-
ковых мод в канале является наиболее сложным
для прогнозирования направленности излучения
в дальнем поле, поскольку в его формировании
участвуют почти все звуковые моды, даже если их
амплитуды в канале очень малы.

≈ 11.7ka

Рис. 11. Окончание.
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Исследовано влияние переменности импеданса звукопоглощающей конструкции (ЗПК) воздухоза-
борника на шум вентилятора авиационного двигателя в дальнем поле. Расчеты проводились в осе-
симметричной постановке для одиночных мод на основе решения методом конечных элементов
уравнения Блохинцева для акустического потенциала. Импеданс ЗПК определялся по хорошо раз-
витой полуэмпирической модели, учитывающей влияние высокого уровня звукового давления
(УЗД) и скользящего потока. Разработана процедура расчета распространения одиночных звуковых
мод через воздухозаборник авиационного двигателя, облицованный ЗПК с переменным импедан-
сом, зависящим от скорости потока и УЗД в локальной точке ЗПК. Выполнена валидация расчет-
ной процедуры. Проведены расчеты распространения одиночных мод в переднюю полусферу для
воздухозаборника, на стенке которого задавались условия жесткой стенки, постоянного импеданса
(импеданс не меняется по длине ЗПК) и переменного импеданса (импеданс изменяется по длине
ЗПК в зависимости от изменений скорости скользящего потока и УЗД). По результатам расчетов
установлено, что постоянный и переменный импеданс дают отличные друг от друга значения УЗД
в дальнем поле, при этом учет переменности импеданса меняет не только значения УЗД в дальнем
поле, но и направленность максимального излучения моды.
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ВВЕДЕНИЕ
Доминирующим источником шума современ-

ного авиационного двухконтурного двигателя яв-
ляется вентилятор. В связи с этим важно уметь с
хорошей точностью определять расчетным спосо-
бом шум вентилятора в дальнем поле. Прогнози-
рование шума вентилятора в дальнем поле может
строиться на моделировании распространения
одиночных звуковых мод с заданными амплитуд-
ными коэффициентами от сечения вентилятора в
дальнее поле, где затем выполняется суммирова-
ние мод. Моделирование представляет собой
обычно численное решение математической мо-
дели в стационарной постановке с заданными
граничными условиями, которая описывает рас-
пространение звуковых волн в движущейся среде
до границ, где скорость среды уже довольно мала.
Далее с помощью интеграла Гельмгольца–Кирх-
гоффа акустическое давление пересчитывается в

дальнее поле. Такая постановка существенно
экономит вычислительные ресурсы и время рас-
четов. Модальный состав генерируемого венти-
лятором шума предварительно можно получить
из решения нестационарной газодинамической
задачи взаимодействия набегающего потока с
вентиляторной ступенью [1–4].

Кроме того, описанная постановка использу-
ется и для расчетного исследования влияния на
уровни звукового давления в дальнем поле: раз-
ных значений импедансов [5, 6]; разной длины
звукопоглощающих конструкций (ЗПК) и места
установки ЗПК в воздухозаборнике [7]; формы
воздухозаборника [2, 7, 8]; математических моде-
лей распространения звука [8–10].

ЗПК локально-реагирующего типа, использу-
емые для облицовки каналов авиационного дви-
гателя, представляют собой изолированные ячейки
различной геометрической формы (обычно пра-

УДК 534.231
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вильный шестиугольник), перекрытые тонкими
перфорированными листами. Основная характе-
ристика ЗПК – импеданс – зависит как от гео-
метрических параметров (степень перфорации,
глубина ячеек, толщина перфорированного ли-
ста), так и от специфических внешних условий, к
которым в первую очередь можно отнести высо-
кий уровень звукового давления (УЗД) и наличие
в канале скользящего потока. Оба данных пара-
метра являются величинами, изменяющимися
вдоль канала воздухозаборника. Скорость сколь-
зящего потока достигает максимальных значений
на губе воздухозаборника и уменьшается по мере
приближения потока к вентилятору. Уровень зву-
кового давления уменьшается, наоборот, при
удалении от вентилятора, вследствие поглощения
части звуковой энергии при прохождении волн
через зону звукопоглощающей облицовки. Дан-
ные эффекты ведут к тому, что импеданс по факту
является величиной переменной вдоль ЗПК. Тем
не менее, во множестве расчетов импеданс при-
нимается величиной постоянной (например, в
[5–10]), установленной для некоторого среднего
значения скорости и звукового давления, что, ко-
нечно, отражается на точности получаемых ре-
зультатов.

Существует ряд способов, которыми можно
определить зависимость импеданса от скорости и
УЗД. Прежде всего, это полуэмпирические модели,
построенные на аналитических решениях упро-
щенных математических моделей физических
процессов, происходящих в ЗПК при их эксплуа-
тации, с использованием некоторых эмпириче-
ских констант. Подробнее с основными полуэм-
пирическими моделями локально-реагирующих
ЗПК можно познакомиться в работах [11–14].
Можно также определить импеданс ЗПК на осно-
ве численного моделирования распространения
волн в канале интерферометра при установлен-
ном в нем образце ЗПК [15–18]. Однако для этого
требуется заметно больше вычислительного вре-
мени и ресурсов, чем при расчете по полуэмпири-
ческой модели (даже при малом числе резонато-
ров в геометрической модели), т.к. расчеты необ-
ходимо проводить для разных скоростей потока и
уровней звукового давления. Наиболее трудоем-
ким способом является экспериментальное опре-
деление импеданса. Чтобы определить зависи-
мость импеданса образца ЗПК от скорости потока
и УЗД, требуется провести большое количество
измерений при разных условиях испытаний об-
разца в установке “Интерферометр со скользя-
щим потоком” [19–21]. Безусловно, все перечис-
ленные подходы имеют разную точность опреде-
ления импеданса, но для проведения оценочных
исследований наиболее рациональным является
использование полуэмпирических моделей.

Необходимо также заметить еще одну особен-
ность при расчете распространения звуковых мод
через воздухозаборник с переменным импедан-
сом ЗПК. Поскольку импеданс зависит от скоро-
сти потока и УЗД, то для задания импеданса нуж-
но знать распределение данных параметров вдоль
ЗПК. Если распределение скорости можно опре-
делить из проведения предварительного газоди-
намического расчета, и при проведении акусти-
ческого расчета данная зависимость остается без
изменений, то с УЗД дело обстоит сложнее. Это
связано с тем, что, с одной стороны, импеданс за-
висит от УЗД, а с другой – распределение УЗД
вдоль ЗПК зависит от импеданса. В результате
расчетная процедура распространения звуковых
мод должна представлять собой итерационный
процесс, который выполняется до тех пор, пока
не установится постоянное распределение УЗД
вдоль воздухозаборника.

Таким образом, целями данного исследования
являются:

– разработка процедуры расчета распростра-
нения одиночных звуковых мод через воздухоза-
борник авиационного двигателя, облицованный
ЗПК с переменным импедансом, зависящим от
скорости потока и уровня звукового давления в
локальной точке ЗПК;

– проведение расчетов распространения зву-
ковых мод для разных условий стенки воздухоза-
борника (жесткая стенка, постоянный импеданс,
переменный импеданс);

– сравнительный анализ уровней звукового
давления для разных мод в дальнем поле с оцен-
кой влияния переменности импеданса звукопо-
глощающей облицовки на шум в дальнем поле.

Важно отметить, что исследование носит в
первую очередь оценочный характер, т.е. являет-
ся проверкой – насколько сильно учет изменения
скорости скользящего потока и УЗД вдоль ЗПК в
расчете импеданса влияет на результаты распро-
странения одиночных мод в дальнее поле относи-
тельно результатов, получаемых при расчетах с
постоянным импедансом. В исследовании также
валидируется разработанная процедура учета пе-
ременности импеданса в расчете распростране-
ния одиночных мод в дальнее поле.

МОДЕЛЬ ИМПЕДАНСА
И ХАРАКТЕРИСТИКИ 

РАССМАТРИВАЕМЫХ ЗПК
Как было отмечено выше, полуэмпирическая

модель позволяет быстро определить импеданс
ЗПК при заданной совокупности всех необходи-
мых параметров. Поскольку импедансная грани-
ца в численном моделировании распространения
звуковых мод через воздухозаборник разбивается
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на множество точек, в которых имеется разная
скорость и УЗД, и расчетная процедура для каж-
дой моды носит итерационный характер, то пре-
имущество использования полуэмпирической
модели в подобных исследованиях перед другими
методами определения импеданса весьма ощути-
мо. Для расчета нормализованного импеданса
была выбрана хорошо развитая полуэмпириче-
ская модель А.Ф. Соболева, представленная в ра-
боте [11].

Для облицовки воздухозаборника авиацион-
ного двигателя обычно применяются однослой-
ные или двухслойные ЗПК локально-реагирую-
щего типа. Таким образом, в работе рассматрива-
ются два варианта разных геометрических
параметров, характерных для ЗПК, применяемых
в облицовке воздухозаборника, которые представ-
лены в табл. 1. Указанные параметры используют-
ся в дальнейших расчетах определения импеданса
на основе полуэмпирической модели.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ 
ОДИНОЧНЫХ ЗВУКОВЫХ МОД 

В ПЕРЕДНЮЮ ПОЛУСФЕРУ

Расчетная область представляет собой осесим-
метричную модель воздухозаборника авиацион-
ного двигателя и небольшую область вокруг него.
В геометрии воздухозаборника использовались
некоторые типовые размеры, характерные для
двигателей среднемагистральных самолетов.
Внешний радиус кольцевого канала в сечении
вентилятора составляет 1 м, внутренний радиус –
0.2 м. На входе в воздухозаборник радиус канала
равен 0.96 м. Внешняя граница расчетной обла-
сти удалена от центра входа в воздухозаборник на
расстояние 8.6 м.

Вся расчетная область разбита на несколько
подобластей (рис. 1), для каждой из которых ис-
пользуется своя математическая модель.

Таблица 1. Геометрические параметры ЗПК

Параметр Обозначение

Значение

однослойная ЗПК двухслойная ЗПК
(1-й слой/2-й слой)

Длина стороны стенки сотового резонатора, мм a 8 8/8

Высота полости резонатора, мм h 60 30/30

Толщина перфорированной пластины, мм t 1 1/1

Диаметр отверстия, мм d 1 1/1

Доля перфорации σ 0.13 0.10/0.05

Рис. 1. Нумерация подобластей расчетной области.

II

III

I

IV
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Для подобласти I расчет потока проводился в
осесимметричной постановке на основе предпо-
ложения о том, что поток является безвихревым,
изоэнтропийным, невязким и сжимаемым. Поля
скорости и плотности определяются из системы
стационарных уравнений Эйлера для потенци-
ального потока:

(1)

где  – потенциал скорости потока;  – плот-
ность;  – отношение удельных теплоемкостей;
параметры потока с подстрочными обозначения-
ми “ref” соответствуют параметрам из табл. 2.

Моделируются условия испытания двигателя
на открытом стенде, т.е. спутный поток отсут-
ствует. Внешняя граница подобласти I находится
на расстоянии 8 м от центра входа в воздухозабор-
ник. Данное расстояние достаточно, чтобы ско-

( )

γ Φ  γ ρ γ+ = +    γ − ρ ρ γ − ρ   
∇ ρ∇Φ =

v
2 2

ref ref ref

ref ref

,
2 1 2 1

0,

p p

Φ ρ
γ

рость среды на внешней границе подобласти I
можно было считать близкой к 0. Таким образом,
в качестве граничных условий для решения урав-
нений (1) на линии 1 (рис. 2) подобласти I задается
нормальная скорость и плотность, характерные
для работы вентилятора на режиме “Посадка”.
На линии 3 (рис. 2) задается нулевое значение
нормального к линии потенциала скорости. На
остальных границах подобласти I для решения
уравнений (1) задаются условия непротекания и
проскальзывания.

Акустические расчеты в подобласти I и IV
(рис. 1) выполнялись в осесимметричной поста-
новке на основе уравнения Блохинцева для аку-
стического потенциала:

(2)

где  – вектор скорости установившегося потока,
компоненты которого находятся из предвари-
тельного газодинамического расчета.

Генерация одиночной моды с окружным но-
мером m и радиальным номером n реализуется
следующим образом. На линии источника 1, при-
надлежащей подобласти I, задается поток массы:

Акустический потенциал  определяется как

(3)

ρ− ω ωϕ + ∇ϕ +

 ρ+ ∇ ρ ∇ϕ − + ∇ϕ = 
 

V

V V

0
2
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0
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V

= − ξ ϕ ρ0.mn mn mnm i

φmn

ϕ =
− ρ − ξ0 0 0

,
( M )

mn
mn
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p
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Таблица 2. Опорные параметры в газодинамическом
расчете

Параметр Обозначение Значение

Давление, Па 101325

Плотность, кг/м3 1.2

Температура, °С 20

Скорость, м/с 103

refp

ρref

refT

vref

Рис. 2. Линии задания граничных условий: 1 – источник звука; 2 – импеданс ЗПК; 3 – граница вычисления интеграла
Гельмгольца–Кирхгоффа; 4 – ось симметрии.

1
2

3

4
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где  – осевое вол-

новое число; M0 – число Маха. Акустическое дав-
ление определяется по формуле:

Здесь  – амплитуда одиночной моды; ,  –
функции Бесселя и Нейманна порядка m, соот-
ветственно;  – радиальное волновое
число, где  – внешний радиус канала в сечении 1
(рис. 2);  – n-ый корень характеристического
уравнения:

где  – отношение внутреннего радиуса  к
внешнему радиусу канала  в сечении 1 (рис. 2).

Коэффициент  находится по формуле:

Коэффициент нормировки  для плоской
волны (m = 0, n = 0) равен 1, в остальных случаях
определяется по выражению:

где .

На линии 1, принадлежащей подобласти IV
(рис. 1), фиксируется разность потенциалов меж-
ду областью I и IV

где  – потенциал, входящий в уравнение (2), ко-
торый представляет собой сумму прямой и отра-
женной волны;  – потенциал, соответствую-
щий генерируемой моде и определяемый по фор-
муле (3).

Стоит отметить, что линия задания источника
звука 1 на рис. 2 не соответствует точному поло-
жению вентилятора, а находится по факту немно-
го перед вентилятором в сечении, где определяет-
ся модальный состав шума вентилятора на основе
нестационарного газодинамического расчета
вентиляторной ступени [1–4]. При этом в реаль-
ном шуме вентилятора амплитуды звуковых мод
сильно разнятся по уровню, и моды с изначально
низкой амплитудой будут оказывать слабое воз-
действие на изменение импеданса вдоль ЗПК.
В нашем же исследовании амплитуды всех мод
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−
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 являются одинаковыми и соответствуют
уровню звукового давления 160 дБ. Такая поста-
новка принята для удобства сопоставления влия-
ния переменного импеданса на УЗД, формируе-
мый в дальнем поле каждой отдельной модой при
прочих равных условиях.

Линия 2 на рис. 1 моделирует звукопоглощаю-
щую облицовку воздухозаборника. На этой ли-
нии задается импедансное граничное условие в
виде:

(4)

Здесь n – нормальный к границе вектор;
 – импеданс;  – известное значение

нормализованного импеданса, которое определя-
ется по полуэмпирической модели [11].

Распределение акустического давления в под-
области II (рис. 1) определялось на основе урав-
нения Гельмгольца:

(5)

Полученные для подобласти II значения аку-
стического давления на границе 3 пересчитыва-
ются через интеграл Гельмгольца–Кирхгоффа в
дальнее поле:

(6)

где  – функция Грина; R – рас-

стояние, на котором находится источник звука (в
нашем случае соответствует линии 3 на рис. 2); r –
расстояние, на которое пересчитывается акусти-
ческое давление (в нашем случае 50 м от центра
входа в воздухозаборник, что соответствует поло-
жению микрофонов на открытом стенде).

Для обеспечения неотражающих условий на
внешних границах с обоих краев расчетной обла-
сти располагаются идеально согласованные слои –
сферический в подобласти III и цилиндрический
в подобласти IV (рис. 1). На остальных внешних
границах расчетной области, кроме линии осевой
симметрии 4 (рис. 2), для проведения акустиче-
ских расчетов задается условие жесткой стенки.

Уравнения (1), (2), (5) с соответствующими гра-
ничными условиями решаются методом конечных
элементов в программном пакете COMSOL Multi-
physics.
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ПРОЦЕДУРА РАСЧЕТА 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ОДИНОЧНЫХ МОД 

В ДАЛЬНЕЕ ПОЛЕ С УЧЕТОМ 
ЗАВИСИМОСТИ ИМПЕДАНСА ЗПК 

ОТ СКОРОСТИ СКОЛЬЗЯЩЕГО ПОТОКА 
И УРОВНЯ ЗВУКОВОГО ДАВЛЕНИЯ

Как видно из полуэмпирической модели [11],
импеданс ЗПК зависит от УЗД. При этом УЗД из-
меняется вдоль ЗПК из-за поглощения звуковой
энергии и, соответственно, вдоль ЗПК изменяет-
ся и импеданс. Поскольку коэффициент звукопо-
глощения и нормализованный импеданс связаны
друг с другом, то можно сказать, что и импеданс в
свою очередь оказывает влияние на УЗД. Таким
образом, взаимовлияние импеданса и УЗД долж-
но быть учтено в граничном условии (4) путем за-
дания соответствующих значений .

Также из полуэмпирической модели [11] и
формулы (4) видно, что импеданс зависит от ско-
рости скользящего потока, однако обратного воз-
действия импеданса на скорость потока нет. По-
этому достаточно один раз определить поле ско-
рости в подобласти I (рис. 1) и далее использовать
без изменений полученные значения скорости в
акустическом расчете для одиночных мод с раз-
ными окружными и радиальными номерами.

Для учета взаимовлияния импеданса и УЗД
была разработана расчетная процедура, блок-схема
которой представлена на рис. 3. Расчетная проце-
дура состоит из нескольких шагов. Шаги 1.1 и 1.2
являются предварительными шагами. На шаге 1.1
выполняется газодинамический расчет: решаются
уравнения (1) с соответствующими граничными
условиями, в результате чего определяется поле
скорости, используемое на дальнейших шагах. На
шаге 1.2 решаются уравнения (2) и (5) с соответ-
ствующими граничными условиями. При этом на
линии 2 (рис. 2) может быть задано условие жест-
кой стенки или постоянный нормализованный
импеданс , определенный по полуэмпириче-
ской модели при скорости скользящего потока

 и УЗД 160 дБ.
Шаг 2 представляет собой считывание вдоль

линии 2 (рис. 2) скорости скользящего потока,
найденной на шаге 1.1, и УЗД, найденного на ша-
ге 1.2. Для этого вся линия 2 разбивается на 401
точку, в которых значения УЗД запоминаются в
массив  с целью дальнейшего его сравне-
ния с новым приближением.

На шаге 3 по полуэмпирической модели опре-
деляется  при скорости потока и УЗД в каждой
из 401-ой точке. Затем найденные импедансы ин-
терполируются на узлы конечно-элементной сет-
ки вдоль линии 2 (рис. 2) и подставляются в импе-
дансное граничное условие (4). На шаге 4 реша-
ются уравнения (2) и (5) с соответствующими
граничными условиями. На шаге 5 считывается

nZ

nZ

vref

oldУЗД

nZ

найденное на шаге 4 распределение УЗД вдоль
линии 2 (рис. 2) и сохраняется в массив .

На шаге 6 выполняется проверка условия:

(7)

где k – номер точки на линии 2; K – общее число
точек на линии 2 (в нашем случае K = 401).

Если условие (7) истинно, то по формуле (6)
определяется акустическое давление в дальнем
поле, которое затем пересчитывается в УЗД, и
расчетная процедура на этом останавливается.
Если условие (7) ложно, то значения массива

 сохраняются в массив  и вновь по-
вторяются шаги 3–6 расчетной процедуры.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ И ИХ АНАЛИЗ

Результаты газодинамического расчета пред-
ставлены на рис. 4. Видно, что, начиная с коорди-
наты 0.6 м в направлении к входу в воздухозабор-
ник, скорость потока значительно возрастает, что
должно отражаться на импедансе ЗПК.

Акустические расчеты проводились для частот
500, 1000, 1500 Гц. В данный диапазон довольно
часто попадают первые три гармоники вентиля-
тора, имеющие наиболее высокие уровни генера-
ции шума при работе двухконтурного турбореак-
тивного двигателя среднемагистрального самоле-
та на режиме “Посадка”. Данных частот вполне
достаточно для проведения оценочного анализа
влияния переменности импеданса на УЗД в даль-
нем поле. Выбор же более высоких режимов рабо-
ты двигателя увеличит время расчетов, т.к. увели-
чится количество распространяющихся мод, но
принципиально это не повлияет на выводы, сде-
ланные по результатам исследований.

В расчете рассматривались следующие вари-
анты условий на границе ЗПК: жесткая стенка;
постоянный импеданс (импеданс не меняется по
длине ЗПК); переменный импеданс (импеданс
изменяется по длине ЗПК в зависимости от изме-
нений скорости скользящего потока и УЗД). По-
скольку расчеты проводились для большого ко-
личества мод, то на рис. 5–7 представлены только
некоторые примеры, которые наиболее ярко де-
монстрируют соотношения между распределени-
ями УЗД в дальнем поле, полученные для разных
условий, реализуемых на границе ЗПК.

Из представленных графиков видно, что в за-
висимости от окружного и радиального номера
моды, а также геометрических характеристик
ЗПК могут получаться разные соотношения меж-
ду УЗД в дальнем поле для постоянного и пере-
менного импеданса:

newУЗД

дБ,
=

Δ = − ≤ old new

1
УЗД УЗД УЗД 1 

K

k k
k

newУЗД oldУЗД
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Рис. 3. Блок-схема алгоритма по учету зависимости импеданса от скорости скользящего потока и уровня звукового
давления.

Шаг 1.1 Расчет поля скорости в канале воздухозаборника

Шаг 6
�УЗД � 1 дБ

Шаг 5 Считывание УЗД вдоль линии ЗПК

Шаг 4 Расчет звукового поля в канале воздухозаборника
с заданным распределением импеданса вдоль ЗПК

Шаг 3 Задание импеданса в соответствии с распределением
УЗД и скорости потока вдоль ЗПК

Шаг 2 Считывание скорости скользящего потока и УЗД
вдоль линии ЗПК

Шаг 1.2 Расчет звукового поля в канале воздухозаборника
с жесткой стенкой или стенкой с постоянным импедансом

НЕТ

ДА

Расчет УЗД в дальнем поле

    ВЫХОД

Рис. 4. Осевая компонента скорости потока: (a) – во всей области расчета; (б) – вдоль границы ЗПК.
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– переменный импеданс дает более высокий
УЗД, чем постоянный импеданс во всей области
направленности излучения (рис. 5в, 6г);

– постоянный импеданс дает более высокий
УЗД, чем переменный импеданс во всей области
направленности излучения (рис. 5г);

– постоянный и переменный импеданс дают
примерно одинаковый УЗД в направлении углов

0–50 градусов, а затем УЗД начинают существен-
но отличаться (рис. 5а, 5б, 7б, 7г);

– постоянный и переменный импеданс дают
примерно одинаковый УЗД в направлении боль-
ших углов 60–150 градусов (рис. 7в, двухслойная
ЗПК).

– постоянный и переменный импеданс дают
примерно одинаковый УЗД во всем диапазоне

Рис. 5. УЗД в дальнем поле для некоторых одиночных мод на частоте 500 Гц: слева – однослойная ЗПК; справа – двух-
слойная ЗПК; (а) – мода (m = 0, n = 0); (б) – мода (m = 1, n = 2); (в) – мода (m = 3, n = 0); (г) – мода (m = 6, n = 0); 
жесткая стенка;  постоянный импеданс;  переменный импеданс.
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рассматриваемых углов (рис. 6a, однослойная
ЗПК).

Оценив результаты для разных мод, можно
сделать вывод, что в подавляющем большинстве
случаев постоянный и переменный импеданс да-
ют отличные друг от друга значения УЗД в даль-
нем поле, при этом учет переменности импеданса
меняет не только значения УЗД в дальнем поле,

но и направленность максимального излучения
моды.

Заметим также, что распределения УЗД в даль-
нем поле для однослойной и двухслойной ЗПК в
случае переменного импеданса схожи между со-
бой, тогда как при постоянном импедансе одно-
слойные ЗПК ожидаемо дали несколько более
высокие УЗД, чем двухслойные ЗПК. Однако для

Рис. 6. УЗД в дальнем поле для некоторых одиночных мод на частоте 1000 Гц: слева – однослойная ЗПК; справа –
двухслойная ЗПК; (а) – мода (m = 0, n = 0); (б) – мода (m = 1, n = 4); (в) – мода (m = 5, n = 3); (г) – мода (m = 9, n = 0);

 жесткая стенка;  постоянный импеданс;  переменный импеданс.
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всего многообразия геометрических параметров
ЗПК, применяемых в облицовке воздухозаборни-
ков, вполне возможно найдутся и такие, которые
дадут более сильные отличия в поведении УЗД в
дальнем поле при учете переменности импеданса
в расчете распространения мод. Безусловно, дру-
гие факторы также повлияют на перераспределе-
ние соотношений между УЗД в дальнем поле для
постоянного и переменного импеданса, напри-
мер, форма воздухозаборника [22] или проведе-

ние расчетов при набегающем потоке (полетные
условия) [23].

Чтобы валидировать представленную на рис. 4
процедуру, расчеты с переменным импедансом
проводились для разных начальных распределе-
ний УЗД вдоль стенки ЗПК (шаг 1.2 на рис. 3.).
В первом случае в качестве начального прибли-
жения для вычисления переменного импеданса
использовалось распределение УЗД, полученное
в расчете распространения моды при жесткой

Рис. 7. УЗД в дальнем поле для некоторых одиночных мод на частоте 1500 Гц: слева – однослойная ЗПК; справа –
двухслойная ЗПК; (а) – мода (m = 0, n = 0); (б) – мода (m = 0, n = 7); (в) – мода (m = 5, n = 5); (г) – мода (m = 11, n = 4);

 жесткая стенка;  постоянный импеданс;  переменный импеданс.
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стенке, а во втором случае – при стенке с посто-
янным импедансом. На рис. 8 показаны примеры
вариантов начальных и конечных распределений
УЗД вдоль линии ЗПК. Несмотря на то что вари-
анты начальных распределений УЗД сильно от-
личаются друг от друга, видно, что расчетная про-
цедура всегда приходит к одному и тому же ко-
нечному решению. Данный результат получен
для всех расчетных случаев (все распространяю-
щиеся моды на частоте 500, 1000 и 1500 Гц), что
подтверждает корректность предложенной про-
цедуры учета зависимости импеданса стенки от
скорости потока и УЗД в задаче расчета распро-
странения одиночных мод в дальнее поле.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенные исследования показывают, что
разработанная авторами процедура расчета рас-
пространения одиночных звуковых мод через
воздухозаборник авиационного двигателя, обли-
цованный ЗПК с переменным импедансом, зави-
сящим от скорости потока и уровня звукового
давления в локальной точке ЗПК, составлена
корректно. Это доказывается тем, что абсолютно
разные начальные приближения по распределе-
нию УЗД вдоль ЗПК для рассматриваемой моды
приводят к одному и тому же конечному реше-
нию. Таким образом, валидированная процедура
может быть предложена для применения в даль-
нейших расчетах по прогнозированию шума вен-
тилятора в дальнем поле на основе тяжеловесных
математических моделей, более полно учитываю-
щих физические эффекты (например, наличие
турбулентного пограничного слоя), сопровожда-
ющие распространение звуковых мод в канале с
потоком, что позволит повысить точность опре-
деления значений УЗД.

Сравнительный анализ результатов расчетов,
полученных по разработанной процедуре, пока-
зал, что в зависимости от окружного и радиально-
го номера моды, а также геометрических характе-

ристик ЗПК могут получаться разные соотноше-
ния между УЗД в дальнем поле для постоянного и
переменного импеданса. В общем случае посто-
янный и переменный импеданс дают отличные
друг от друга значения УЗД в дальнем поле, при
этом учет переменности импеданса меняет не
только значения УЗД в дальнем поле, но и на-
правленность максимального излучения моды.
Это говорит о том, что эффект переменного им-
педанса необходимо учитывать при прогнозиро-
вании шума вентилятора в дальнем поле.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Пермского края и Российского научного фонда,
номер проекта 22-22-20087.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Reboul G., Polacsek C., Desquesnes G. Towards numer-

ical simulation of fan broadband noise propagation and
radiation from aero-engines // AIAA Paper 2009–
3337.

2. Martin Doherty, Howoong Namgoong. Impact of turbo-
fan intake distortion on fan noise propagation and gen-
eration // AIAA Paper 2016–2018.

3. Winkler J., Reimann C.A., Gumke Ch.D., Ali A.A.,
Reba R.A. Inlet and aft tonal noise predictions of a full-
scale turbofan engine with bifurcation and inlet distor-
tion // AIAA Paper 2017–3034.

4. Шуваев Н.В., Синер А.А., Большагин Н.Н., Колегов Р.Н.
Численное моделирование отражения акустиче-
ской волны от вращающегося лопаточного венца //
Вестник ПНИПУ. Аэрокосмическая техника,
2018. № 52. С. 5–15.

5. Shi Zheng, Mei Zhuang, Frank Thiele. Noise prediction
and optimization system for turbofan engine inlet duct
design // AIAA Paper 2004–3031.

6. Astley R.J., Sugimoto R., Mustafi P. Computational ae-
ro-acoustics for fan duct propagation and radiation.
Current status and application to turbofan liner optimi-
zation // J. Sound and Vibration, 2011. V. 330.
P. 3832–3845.

7. Xiong L., Sugimoto R., Quaranta E. Effects of turbofan
engine intake droop and length on fan tone noise //
AIAA Paper 2019–2581.

Рис. 8. Распределение УЗД вдоль линии ЗПК: (а) – мода (m = 12, n = 1) на частоте 1000 Гц при двухслойной ЗПК; (б)
–мода (m = 0, n = 7) на частоте 1500 Гц при однослойной ЗПК;  начальное распределение Вариант 1 (жесткая
стенка);  начальное распределение Вариант 2 (постоянный импеданс);  конечное распределение для рас-
чета с переменным импедансом при начальном распределении по Варианту 1;  конечное распределение для рас-
чета с переменным импедансом при начальном распределении по Варианту 2.

100

120

140

160
(б)

1.20.2 0.4 0.6 0.8 1.00
Расстояние вдоль ЗПК, м

У
ЗД

, д
Б

100

120

140

160
(а)

1.20.2 0.4 0.6 0.8 1.00
Расстояние вдоль ЗПК, м

У
ЗД

, д
Б



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 2  2023

ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ ПЕРЕМЕННОСТИ ИМПЕДАНСА 241

8. Sugimoto R., Murray P., McAlpine A., Astley R.J. Predic-
tion of in-duct and near-field noise for a fan rig intake //
AIAA Paper 2013–2022.

9. Justin H. Lan, Yueping Guo, Cyrille Breard. Validation
of acoustic propagation code with JT15D static and
flight test data // AIAA Paper 2004–2986.

10. Venditti D.A., Ait-Ali-Yahia D., Robichaud M., Girard G.
Spectral-element/Kirchhoff method for fan-tone di-
rectivity calculations // AIAA Paper 2005–2926.

11. Соболев А.Ф. Полуэмпирическая теория однослой-
ных сотовых звукопоглощающих конструкций с
лицевой перфорированной панелью // Акуст.
журн. 2007. Т. 53. № 6. С. 861–872.

12. Jia Yu, Marta Ruiz, Hwa Wan Kwan. Validation of Go-
odrich perforate liner impedance model using NASA
Langley test data // AIAA Paper 2008–2930.

13. Spillere A., Reis D., Cordioli J.A. A systematic review of
semi-empirical acoustic liner models under grazing
flow and high SPL // Proc. the 22-nd Int. Congress on
Acoustics, Buenos Aires, 5–9 September 2016.

14. Rienstra S.W., Singh D.K. Nonlinear asymptotic imped-
ance model for a Helmholtz resonator of finite depth //
AIAA J. 2018. V. 56. № 5. P. 1792–1802.

15. Herv´e Denayer, Wim De Roeck, Wim Desmet, Thomas
Toulorge. Acoustic characterization of a Helmholtz res-
onator under grazing f low conditions using a hybrid-
methodology // AIAA Paper. 2013–2076.

16. Na W., Boij S., Efraimsson G. Simulations of acoustic
wave propagation in an impedance tube using a fre-
quency-domain linearized Navier-Stokes methodology //
AIAA Paper 2014–2960.

17. Jensen M.H., Shaposhnikov K., Svensson E. Using the
linearized Navier–Stokes equations to model acoustic
liners // AIAA Paper 2018–3783.

18. Khramtsov I.V., Kustov O.Yu., Palchikovskiy V.V., Bulbo-
vich R.V. Comparison of acoustic characteristics of res-
onant liner samples at normal incidence of waves based
on semiempirical model, natural experiment and nu-
merical simulation // AIP Conf. Proc. 2021. V. 2351.
No. 030036.

19. Jones M.G., Watson W.R., Parrott T.L. Benchmark data
for evaluation of aeroacoustic propagation codes with
grazing f low // AIAA Paper 2005–2853.

20. Tatsuya Ishii, Kenichiro Nagai, Hideshi Oinuma, Shunji
Enomoto. Experimental study of acoustic liner panels
shared in IFAR program // AIAA Paper 2019–2602.

21. Остриков Н.Н., Яковец М.А., Ипатов М.С. Экспе-
риментальное подтверждение аналитической мо-
дели распространения звука в прямоугольном ка-
нале при наличии скачков импеданса и разработка
на ее основе метода извлечения импеданса //
Акуст. журн. 2020. Т. 66. С. 128–147.

22. Башкатов В.В., Остриков Н.Н., Яковец М.А. Иссле-
дование влияния неоднородности скорости пото-
ка вблизи среза канала воздухозаборника на коэф-
фициенты отражения звуковых мод // Материалы
VII-ой Всероссийской конференции молодых уче-
ных и специалистов “Акустика среды обитания”,
Россия, Москва, 26–27 мая 2022. С. 21–34.

23. Копьев В.Ф., Остриков Н.Н., Яковец М.А., Ипатов М.С.,
Кругляева А.Е., Сидоров С.Ю. Излучение звука из
открытого конца канала, моделирующего воздухо-
заборник авиадвигателя в статических условиях и
в потоке // Акуст. журн. 2019. Т. 65. С. 59–73.



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ, 2023, том 69, № 2, с. 242–248

242

НАЗЕМНЫЕ СТЕНДОВЫЕ ИСПЫТАНИЯ
ПЛОСКОГО СОПЛА С ШУМОГЛУШЕНИЕМ

© 2023 г.   И. В. Беляевa, *, С. Ю. Макашовa, М. Ю. Зайцевa, В. Г. Юдинa, А. В. Потаповa

aЦентральный аэрогидродинамический институт, Москва, Россия
*e-mail: ivan.belyaev@tsagi.ru

Поступила в редакцию 12.12.2022 г.
После доработки 12.12.2022 г.

Принята к публикации 22.12.2022 г.

Важность шума струи для перспективного сверхзвукового гражданского самолета (СГС) на режи-
мах взлета и набора высоты диктует необходимость разработки методов снижения шума струи и их
последующей валидации в крупномасштабных и натурных испытаниях. В данной работе приводят-
ся результаты первых в российской практике наземных акустических испытаний плоского сопла с
системой шумоглушения, которое устанавливается на двигатель дозвукового самолета – демон-
стратора технологии. Было рассмотрено плоское косое сопло с эжектором и экранами – элемента-
ми планера СГС. Проведено сравнение результатов испытаний для трех вариантов геометрии сопла:
круглого сопла, соответствующего измерениям для исходного двигателя без модификаций, плоско-
го сопла без экранов и плоского сопла с экранами. Было получено, что при использовании плоского
сопла без экранов имеется два противоположных эффекта: усиление шума по сравнению с круглым
соплом для углов наблюдения, близких к оси струи, и ослабление шума при углах наблюдения,
близких к плоскости вращения вентилятора. Установка экранов приводит к усилению шума на ве-
личину до 5 дБ в области низких частот менее 150 Гц и снижению шума на величину 2 дБ для частот
250 Гц и выше. Оценка шума на местности в метрике EPNL показала, что применение данного
плоского сопла с системой шумоглушения приводит к эффекту снижения шума на местности по
сравнению с исходным круглым соплом.

Ключевые слова: аэроакустика, шум струи, плоское сопло, шум на местности, снижение шума
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ВВЕДЕНИЕ
Воздействие сверхзвукового гражданского са-

молета (СГС) на окружающую среду представляет
собой одну из важнейших проблем при разработке
сверхзвукового гражданского самолета и включает
в себя такие эффекты как влияние СГС на климат
[1], звуковой удар [2] и шум СГС на местности (в
районе аэропорта) [3]. Данная работа посвящена
исследованию проблемы снижения шума СГС.
Несмотря на то, что сейчас нормы по шуму на
местности для перспективных СГС отсутствуют,
Международная организация гражданской авиа-
ции (ИКАО) ведет активную работу по их созда-
нию. При этом ожидается, что перспективные
СГС будут демонстрировать низкие уровни шума
на местности, в целом соответствующие уровням
шума дозвуковых самолетов [4].

Это представляет собой очень сложную техни-
ческую задачу, так как современные дозвуковые
самолеты прошли значительный эволюционный
путь и достигли впечатляющих успехов в области
снижения шума, в основном за счет увеличения
степени двухконтурности двигателей. Использо-

вание таких двигателей в перспективных СГС за-
труднено тем обстоятельством, что двигатели с
большой степенью двухконтурности серьезно
ухудшают аэродинамические характеристики
СГС на трансзвуковом и сверхзвуковом режимах
полета [5]. Как следствие, усилия по снижению
шума перспективных СГС вынуждены сосредота-
чиваться на других способах шумоподавления, в
частности, экранировании шума двигателей эле-
ментами планера.

Так как для самолетов с двигателями малой и
средней степени двухконтурности, которые рас-
сматриваются в качестве силовой установки пер-
спективных СГС, одним из доминирующих ис-
точников шума является реактивная струя [6], то
ключевую роль в снижении шума СГС будут иг-
рать методы снижения шума струи. Если сниже-
ние шума струи для дозвуковых самолетов дости-
галось в основном за счет снижения ее скорости
из-за увеличения степени двухконтурности дви-
гателя, то для перспективных СГС требуются дру-
гие методы снижения шума, не связанные со сни-
жением скорости струи. Среди таких методов
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можно выделить использование сопла с эжекто-
ром [7, 8] и экранирование шума струи [9, 10].

В рамках данной работы были проведены аку-
стические испытания плоского сопла с эжекто-
ром как при наличии экранирующих элементов,
так и в их отсутствие. Шум плоского сопла с экра-
нами и без экранов сравнивался с базовым круглым
соплом, что позволяет оценить акустическую эф-
фективность плоского сопла. Особенность дан-
ной работы состояла в том, что впервые в отече-
ственной практике акустические испытания
плоского сопла были проведены в составе само-
лета на натурном двигателе, что обеспечивает не
только корректное моделирование параметров
самой струи (температуру, скорость истечения,
число Рейнольдса и т.д.), но и учет влияния дру-
гих источников шума двигателя, например шума
вентилятора. Для испытаний использовался 4-дви-

гательный дозвуковой самолет, который высту-
пал в роли демонстратора технологий.

ОПИСАНИЕ ИСПЫТАНИЙ

Для проведения тестовых акустических испы-
таний силовой установки с системой шумоглуше-
ния один из двигателей самолета оснащался
плоским соплом с экранами или без них (рис. 1).
Во время испытаний самолет неподвижно распо-
лагался на земле.

Испытания проводились для трех режимов ра-
боты двигателя: посадочный малый газ, номи-
нальный режим и максимальный режим. Двига-
тель последовательно работал на каждом из этих
режимов в течение ~3 мин для обеспечения сбора
достаточной статистики для усреднения спектров
шума. После полного прохода от малого газа до
максимального режима двигатель возвращался

Рис. 1. Наземные стендовые испытания плоского сопла в составе самолета. Крайний правый двигатель самолета обо-
рудован плоским соплом с экранами (внизу) или без экранов (вверху).
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обратно к режиму малого газа и испытания по-
вторялись. В результате каждый из режимов был
измерен несколько раз: 3 раза для круглого сопла,
2 раза для плоского сопла без экранов и 2 раза для
плоского сопла с экранами. Остальные двигатели
самолета во время испытаний были выключены.

Акустические измерения проводились с помо-
щью 1/4″ микрофонов GRAS типа 40ВЕ (частот-
ный диапазон 4 Гц–80 кГц, динамический диапа-
зон 30–168 дБ, чувствительность 4 мВ/Па), установ-
ленных непосредственно на бетонной поверхности
измерительной площадки с использованием метал-
лических державок. Данные с микрофонов реги-
стрировались с помощью 8-канального регистра-
тора акустических сигналов “Экофизика-500”.
Перед проведением испытаний была выполнена
калибровка микрофонов и проверка работоспо-
собности измерительной аппаратуры в условиях
заглушенной камеры АК-2 ЦАГИ.

Микрофоны для акустических измерений бы-
ли размещены в фиксированных точках относи-
тельно двигателя. Точки измерения располагались
на дуге окружности радиусом 60 м с центром, рас-
положенным под входом в воздухозаборник. По-
ложение точек измерения и их нумерация приве-
дены на рис. 2. Микрофоны были установлены на
поверхности земли в задней полусфере в диапазо-
не углов θ от 90° до 160° с шагом 10°.

Так как измерения шума проводились с помо-
щью микрофонов, расположенных на бетонном
основании, из измеренных уровней шума вычи-
талось значение в 6 дБ, соответствующее удвое-
нию сигнала при измерении звука на твердой по-
верхности. Кроме того, к полученным спектрам
шума применялась поправка на атмосферное за-
тухание, учитывающая температуру и влажность
воздуха во время измерений.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ
И АНАЛИЗ ДАННЫХ

Для каждой конфигурации сопла и каждого
режима работы двигателя были измерены узкопо-
лосные и третьоктавные спектры на каждом мик-
рофоне. Пример спектров шума для микрофона
под 90° приведен на рис. 3 для всех трех режимов
работы двигателя в конфигурации сопла с экра-
нами. Тональные пики в узкополосном спектре
шума связаны, по всей видимости, с шумом вен-
тилятора. Спектры для других углов наблюдения
θ на максимальном режиме работы двигателя для
плоского сопла с экранами для всех использован-
ных микрофонов приведены на рис. 4.

Стоит отметить, что спектры на рис. 3–4 пред-
ставляют собой первичные результаты измере-
ний до введения поправок. Как уже отмечалось
выше, при анализе результатов к этим спектрам
применяются поправки на отражение от земли и
на атмосферное затухание.

Сравнение третьоктавных спектров круглого
сопла и плоского сопла с экранами и без экранов
приведено на рис. 5 для максимального режима,
под углами 90° и 160° от оси двигателя. Видно, что
для угла наблюдения в плоскости вращения вен-
тилятора (θ = 90°) плоское сопло без экранов
приводит к снижению шума практически во всем
диапазоне измеряемых частот. При этом для угла
наблюдения вблизи оси струи (θ = 160°) плоское

Рис. 2. Расположение точек измерений на гоночной
площадке.

90°100°110°
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130°

140°
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Рис. 3. Спектры шума для угла наблюдения 90° для
трех режимов работы двигателя (красная кривая –
малый газ, синяя – номинальный режим, зеленая –
максимальный): (а) – узкополосные, (б) – третьок-
тавные.
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сопло без экранов приводит к существенному
снижению шума на величину до 9 дБ в области
низких частот (до 200 Гц) и к значительному уси-
лению шума на величину до 10 дБ для более высо-
ких частот.

Установка экранов на плоское сопло играет
скорее отрицательную роль для угла наблюдения
вблизи струи (θ = 160°). В области низких частот
(до 250 Гц) она приводит к увеличению шума на
величину до 5 дБ при незначительном (менее 0.5 дБ)
снижении для высоких частот (более 4 кГц) по
сравнению с шумом струи из плоского сопла без
экранов. По сравнению с круглым соплом шум
струи из плоского сопла с экранами оказывается
выше почти во всем частотном диапазоне, за ис-
ключением очень низких частот. Для угла наблю-
дения в плоскости вращения вентилятора (θ =
= 90°) экраны также приводят к некоторому уси-
лению шума в области низких частот (менее 250 Гц)
и к снижению шума на величину до 2 дБ в области
высоких частот (более 1000 Гц) по сравнению с
плоским соплом без экранов. По сравнению с круг-
лым соплом плоское сопло с экранами также
обеспечивает снижение шума почти во всем диа-
пазоне частот.

Более наглядно эффект плоского сопла на шум
струи можно представить в виде разности между
уровнями шума для плоского сопла SPLплоское и
для круглого сопла SPLкруглое, выраженными в дБ:

Δ = −1 плоское круглое( ) (SPL ) )SPL .(f f f

На рис. 6 приведен график зависимости Δ1(f) в
дБ для плоского сопла без экранов для макси-
мального режима работы двигателя. Из рис. 6
видно, что при использовании плоского сопла без
экранов имеется два противоположных эффекта:
ослабление шума струи для углов наблюдения,
близких к плоскости вращения вентилятора, и
усиление шума для углов наблюдения, близких к
оси струи для частот выше 200 Гц.

Аналогично, влияние экранов на шум плоского
сопла можно наглядно представить в виде разно-
сти между уровнями шума для плоского сопла с
экранами SPLэкраны и сопла без экранов SPLплоское,
выраженными в дБ:

На рис. 7 приведен график зависимости Δ2(f) в
дБ для максимального режима работы двигателя.
Видно, что в области низких частот (менее 300 Гц)
для измеренных углов наблюдения θ установка
экранов приводит в основном к усилению шума
струи, истекающей из плоского сопла. В области
более высоких частот экраны в целом приводят к
снижению шума плоского сопла. Такое влияние
экранов является ожидаемым, так как эффектив-
ность экранирования возрастает с увеличением
частоты [11], так что в области высоких частот
установка экранов приводит к снижению шума,
особенно для углов наблюдения вдали от оси
струи.

( ) ( ) ( )Δ =2 экраны плоскоеSPL – SPL .f f f

Рис. 4. Спектры уровней звукового давления для всех исследованных углов наблюдения θ на максимальном режиме
работы двигателя.
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В целом можно сказать, что использование
плоского сопла как с экранами, так и без экранов
демонстрирует два противоположных эффекта:
ослабление и усиление шума в определенных
диапазонах частот и углов наблюдения.

Для того чтобы определить, какой из этих двух
эффектов окажется преобладающим, была вы-
полнена оценка шума самолета на местности в
боковой точке [12] для случая, когда в качестве
матриц шума двигателя использовались измерен-
ные в данных акустических испытаниях третьок-
тавные спектры шума для круглого и плоского
сопла с экранами и без них. Оценки шума на
местности в метрике EPNL выполнялись для рас-
сматриваемого дозвукового самолета – демон-
стратора технологии с соответствующей взлетной
траекторией и параметрами работы двигателей.
Расчеты шума проводились в программном паке-
те SOPRANO [13], разработанном в рамках евро-
пейского проекта SILENCE(R). Данный про-
граммный пакет был ранее провалидирован в
ЦАГИ с помощью сравнения с результатами рас-
четов на основе внутренних расчетных программ
и сравнения с экспериментальными данными,
которое продемонстрировало хорошее согласие
полученных результатов. Схема расчета шума на
местности включала эффекты поглощения в атмо-
сфере, бокового затухания и отражения от земли.

Было получено, что для рассматриваемого са-
молета использование плоского сопла без экра-

Рис. 5. Сравнение третьоктавных спектров для круг-
лого сопла и плоского сопла с эжектором на макси-
мальном режиме: (а) – 90°, (б) – 160°.
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Круглое
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Рис. 6. Зависимость Δ1(f) в дБ для максимального режима работы двигателя.
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нов приводит к снижению шума в боковой точке
на величину 4 EPNдБ по сравнению с круглым
соплом. Установка экранов приводит к дополни-
тельному эффекту снижения шума на величину
1 EPNдБ по сравнению с плоским соплом без
экранов. Полученные результаты показывают,
что рассматриваемое плоское сопло может ис-
пользоваться для снижения шума струи.

Однако стоит отметить, что оценка шума на
местности была выполнена только для одной сер-
тификационной (боковой) точки, соответствую-
щей взлету самолета, так как положение микро-
фонов в эксперименте соответствовало именно
ей. Для других сертификационных точек влияние
плоского сопла на шум струи не оценивалось. Так
как азимутальная неоднородность диаграммы на-
правленности плоского сопла становится значи-
тельной (до ±5 дБ) для числа Струхаля St > 1 [14],
то можно ожидать, что в области средних и высо-
ких частот рассматриваемое плоское сопло также
будет иметь азимутально неоднородную диаграм-
му направленности шума струи. Как следствие,
для остальных сертификационных точек влияние
плоского сопла на шум струи требует отдельного
дополнительного исследования, в котором будет
исследована диаграмма направленности шума
плоского сопла для других азимутальных углов,
например, с помощью поворота плоского сопла
относительно оси струи. Кроме того, представля-
ет интерес проведение аналогичных исследова-
ний для различных сопел в условиях, когда сохра-
няются не режимы работы двигателя (т.е. оборо-

ты вентилятора), а его тяга. Тем не менее,
полученный результат снижения шума в метрике
EPNL для боковой сертификационной точки яв-
ляется обнадеживающим и указывает, что данное
(или аналогичное) плоское сопло с системой шу-
моглушения может использоваться для снижения
шума струи перспективного СГС.

ВЫВОДЫ
Проведены тестовые акустические испытания

элементов системы шумоглушения силовой уста-
новки в составе 4-двигательного дозвукового са-
молета. Во время испытаний самолет находился
неподвижно на земле, из 4 двигателей работал
только один – крайний правый. Получены узко-
полосные и третьоктавные спектры уровней зву-
кового давления для базового круглого сопла дви-
гателя и для плоского сопла с экранами и без
экранов.

Показано, что использование плоского сопла
как с экранами, так и без экранов демонстрирует
два противоположных эффекта: ослабление и
усиление шума в определенных диапазонах ча-
стот и углов наблюдения. Так, по сравнению с
круглым соплом установка плоского сопла без
экранов приводит для различных углов наблюде-
ния к двум противоположным эффектам: значи-
тельному усилению шума (на величину до 9 дБ) в
направлении, близком к оси струи, и к значитель-
ному снижению шума (на величину до 8 дБ) для
углов наблюдения, близких к плоскости враще-

Рис. 7. Зависимость Δ2(f) в дБ для максимального режима работы двигателя.
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ния вентилятора, в широком диапазоне частот.
Применение экранов приводит к значительному
усилению шума (на величину до 5 дБ) в области
низких частот (до 250 Гц) и снижению шума в об-
ласти высоких частот на величину до 6 дБ по срав-
нению с шумом плоского сопла без экранов.

Для того чтобы определить, какой из этих двух
эффектов окажется преобладающим, была вы-
полнена оценка шума на местности в боковой
точке для случая, когда в качестве матриц шума
двигателя использовались измеренные в данных
акустических испытаниях третьоктавные спек-
тры шума для круглого и плоского сопла с экра-
нами и без них. Было получено, что для рассмат-
риваемого самолета использование плоского
сопла без экранов приводит к снижению шума в
боковой точке на величину 4 EPNдБ по сравне-
нию с круглым соплом. Установка экранов при-
водит к дополнительному эффекту снижения шу-
ма на величину 1 EPNдБ по сравнению с плоским
соплом без экранов.

Полученный положительный результат требу-
ет проведения дальнейших исследований, вклю-
чая продолжение стендовых испытаний для опре-
деления азимутальной неоднородности диаграм-
мы направленности шума и для исследования
влияния формы сопла на тягу двигателя, а также
проведения летных испытаний на натурном са-
молете-демонстраторе технологий СГС.

Калибровка микрофонов и проверка работо-
способности измерительной аппаратуры была
выполнена на базе УНУ “Заглушенная камера с
потоком АК-2” ФАУ ЦАГИ, модернизируемой
при поддержке Минобрнауки России по согла-
шению № 075-15-2022-1036. Расчет спектрограмм
разностей уровней шума модифицированного и
базового сопел был выполнен при финансовой
поддержке Российского научного фонда (грант
РНФ 21-71-30016).
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ВВЕДЕНИЕ
Композиционные материалы с каждым годом

играют все более значимую роль при создании
авиационной техники. При этом темпы изучения
свойств новых материалов зачастую отстают от
темпов их создания. В частности, в настоящее
время мы не имеем достаточно данных об акусти-
ческих и виброакустических характеристиках
конструкций, выполненных из композиционных
материалов. Поэтому существует настоятельная
потребность в экспериментальном определении
основных акустических и виброакустических ха-
рактеристик конструкций из полимерных компо-
зиционных материалов и их сравнения с хорошо
изученными характеристиками традиционных
подкрепленных металлических самолетных кон-
струкций. Знание этих характеристик позволит
оптимизировать конструкцию из композицион-
ного материала с учетом эффектов влияния про-
странственно-временной структуры звуковых и
псевдозвуковых полей пульсаций давления на об-
текаемой поверхности самолета.

Акустическое воздействие пульсаций на кон-
струкцию самолета может быть смоделировано в
реверберационных камерах при возбуждении те-
стовых панелей диффузным звуковым полем, так
как при таком моделировании могут быть вос-
произведены как частотные, так и волновые ха-
рактеристики реального возбуждающего поля.
Измеренные при таких испытаниях характери-

стики панелей могут быть непосредственно ис-
пользованы, например, при прогнозе шума в са-
лоне самолета под акустическим воздействием
силовой установки. Эффекты увеличения звуко-
изоляции панелей за счет их облицовки вибропо-
глощающими материалами, измеренные в лабо-
раторных условиях, также могут быть непосред-
ственно использованы при прогнозе шума в
самолете от этого источника.

Воздействие псевдозвуковых пульсаций дав-
ления, обусловленных влиянием турбулентного
пограничного слоя или струи двигателя на кон-
струкцию, не может быть смоделировано при ее
акустическом нагружении. Это связано с прин-
ципиальным различием волнового состава звуко-
вых и псевдозвуковых полей. Частотно-волновой
спектр диффузного звукового поля в ревербера-
ционной камере ограничен волновыми числами

. Это означает, что в заданной полосе
частот звуковое поле не может возбудить корот-
коволновые моды панели с волновыми числами,
большими , которые хорошо возбужда-
ются псевдозвуковыми пульсациями давления и
могут определять характеристики отражения и
прохождения в условиях полета. Поэтому для мо-
делирования поведения конструкции под дей-
ствием псевдозвуковых пульсаций используется
ее точечное механическое возбуждение, при ко-
тором в конструкции возбуждается весь спектр
структурных мод аналогично тому, как это проис-

≤ 0ωk c

=0 0ωk c
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ходит при обтекании фюзеляжа турбулентным
потоком. Полученные при данном возбуждении
характеристики могут быть использованы для
прогноза шума, излучаемого в салон самолета и
во внешнее акустическое пространство. В частно-
сти, звуковая мощность, излучаемая панелью в
камеру низкого уровня при ее точечном возбуж-
дении вибростендом, определяется отношением
коэффициента потерь на излучение к полному
коэффициенту потерь. Этим же параметром
определяется звуковая мощность, излучаемая
бортовой самолетной конструкцией в салон под
действием пульсаций давления турбулентного
пограничного слоя. Этот факт позволяет оценить
эффективность применяемых материалов в усло-
виях полета по результатам определения вибро-
акустических характеристик голых и облицован-
ных панелей в лабораторных условиях.

Ранее [1] были представлены данные по звуко-
изоляции, полному коэффициенту потерь, коэф-
фициенту потерь на излучение, акустической
вибровозбудимости и др. для многослойных па-
нелей различной толщины, изготовленных из
композиционного материала на основе ткани из
углеволокна. Была также приведена оценка эф-
фективности нескольких вариантов вибропогло-
щающих покрытий при диффузном звуковом и
точечном механическом возбуждении панелей
[2]. В данной статье представлены результаты
определения основных виброакустических ха-
рактеристик композитной панели в сравнении с
характеристиками подкрепленной металличе-
ской панели сопоставимой массы и относитель-
ной жесткости. Сравнительный анализ проведен
для панелей без облицовки и облицованных виб-
ропоглощающим материалом (ВПМ) в случае их
возбуждения звуковыми и псевдозвуковыми по-
лями пульсаций давления.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА, 
ТЕСТОВЫЕ ПАНЕЛИ

И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

Экспериментальные исследования, результа-
ты которых представлены в данной статье, были
проведены в реверберационных камерах стенда
АК-11. Описание стенда представлено в [1].
В экспериментах были задействованы две плос-
кие панели с примерно одинаковой поверхност-
ной массой, выполненные из разных материалов.
Первая панель состоит из девяти слоев компози-
ционного материала, изготовленного на основе
ткани из высокопрочного углеродного волокна.
Суммарная толщина панели 5.0 мм, поверхност-
ная масса 7.0 кг/м2. Вторая – тонкостенная плос-
кая панель, выполненная из алюминиевого сплава
и подкрепленная перекрестным набором стрин-
геров и шпангоутов, моделирует типовую борто-

вую конструкцию самолета. Поверхностная мас-
са панели 7.2 кг/м2.

Испытания проводились как на необлицован-
ных панелях, так и на панелях, облицованных
вибропоглощающим материалом ВТП-1В тол-
щиной 1.0 мм с поверхностной массой 1.1 кг/м2.
Облицовка композитной панели производилась
по всей ее площади, так что поверхностная масса
облицованной панели составила 8.1 кг/м2. У ме-
таллической панели облицовывались только
шпации, так что ее поверхностная масса с обли-
цовкой составила 8.12 кг/м2.

В результате испытаний была определена зву-
коизоляция голых и облицованных панелей, а
также их виброакустические характеристики –
полный коэффициент потерь, коэффициент по-
терь на излучение в камеры высокого (КВУ) и
низкого (КНУ) уровня, акустическая вибровоз-
будимость. Метод определения акустических и
виброакустических характеристик панелей, ме-
тодика проведения испытаний и используемое
при измерениях оборудование и программное
обеспечение описаны в работе [1].

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ

Рассмотрим последовательно и сравним меж-
ду собой измеренные характеристики композит-
ной и металлической панелей. На рисунках будем
использовать букву “С” для обозначения компо-
зитной панели, букву “М” – для обозначения ме-
таллической панели. Индекс “0” означает необ-
лицованную панель, индекс “1” – панель, обли-
цованную ВПМ. Например, обозначение “С0”
соответствует необлицованной композитной па-
нели, а “М1” – облицованной металлической.

На рис. 1 приведены значения измеренной
звукоизоляции композитной панели в диффуз-
ном звуковом поле в сравнении со звукоизоляци-
ей металлической панели. Здесь сплошными ли-
ниями с маркерами приведены кривые звукоизо-
ляции необлицованных панелей, а пунктирными
линиями без маркеров – панелей с облицовкой.
Красные линии соответствуют композитной па-
нели, синие линии – металлической.

Из рисунка видно, что, начиная с полосы ча-
стот 400 Гц, звукоизоляция голой композитной
панели превышает звукоизоляцию металличе-
ской панели. В отдельных полосах частот превы-
шение достигает 10 дБ. Исключение составляют
полосы частот 2000–3150 Гц, в которых звукоизо-
ляция композитной панели несколько меньше
звукоизоляции металлической панели. Это объ-
ясняется тем, что в полосу 2500 Гц попадает кри-
тическая частота композитной панели, что и при-
водит к провалу ее звукоизоляции. Критическая
частота металлической панели с толщиной об-
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шивки 1.2 мм лежит в полосе 10000 Гц, о чем сви-
детельствует провал ее звукоизоляции в этой ча-
стотной области.

Зная критическую частоту и массу композит-
ной панели, можно рассчитать ее жесткость и
оценить модуль Юнга материала. Для данной па-
нели он равен . При известной
плотности материала, которая составляет

, можно оценить относитель-
ную жесткость панели . Для данной панели

 что лишь на 4% выше анало-
гичной величины для панели из алюминиевого
сплава. Таким образом, сравниваемые композит-
ная и металлическая панели имеют не только
одинаковую поверхностную массу, но и одинако-
вую относительную жесткость.

Облицовка панелей вибропоглощающим ма-
териалом приводит к увеличению звукоизоляции
композитной панели на частотах выше 1000 Гц,
металлической – на частотах выше 400 Гц. Как
будет показано ниже, именно на этих частотах
суммарная звукоизоляция панелей определяется
резонансным механизмом прохождения звука.
Облицовка панелей ВПМ приводит к тому, что
звукоизоляция композитной панели становится
выше звукоизоляции металлической панели на
всех частотах выше 315 Гц, так как в окрестности
критической частоты эффективность облицовки
максимальная.

На рис. 2 приведены частотные зависимости
полного коэффициента потерь для рассматривае-
мых вариантов панелей. Видно, что у необлицо-
ванной композитной панели полный коэффици-

= × 10 23.8 10 Н мE

ρ = × 3 31.4 10 кг м
ρE

ρ = × 7 2 22.7 10 м с ,E

ент потерь почти не изменяется с частотой и его
значение равно примерно 0.01. У металлической
панели полный коэффициент потерь изменяется
от 0.002 на низких частотах до 0.06 в окрестности
критической частоты. Почти во всем частотном
диапазоне полный коэффициент потерь компо-
зитной панели выше, чем металлической.

Облицовка композитной панели вибропогло-
щающим материалом приводит к увеличению
полного коэффициента потерь в 2–3 раза почти
на всех частотах. У металлической панели на часто-
тах ниже 500 Гц облицовка неэффективна, а эффек-
тивность ее применения на более высоких частотах
заметно ниже, чем у композитной панели.

На рис. 3 приведены кривые значений коэф-
фициента потерь на излучение в камеру низкого
уровня. Этот коэффициент определяет долю
энергии, излучаемой в рассматриваемое полу-
пространство, относительно суммарной энергии
колебаний панели.

Из рисунка видно, что коэффициент потерь на
излучение в КНУ композитной панели выше это-
го коэффициента металлической панели практи-
чески во всем частотном диапазоне. Особенно
сильно это выражено в низкочастотной части
спектра, где коэффициент потерь на излучение
композитной панели до 30 раз больше этой вели-
чины для металлической панели. Облицовка па-
нелей ВПМ слабо влияет на коэффициент потерь
на излучение в КНУ.

Акустическая вибровозбудимость, определяе-
мая как отношение энергии колебаний панели Е2
к энергии звукового поля в камере высокого
уровня Е1, оценивается по результатам измерения

Рис. 1. Звукоизоляция композитной и металлической панели в диффузном поле.
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вибраций панели и уровней звукового давления в
КВУ. На рис. 4 приведены результаты измерений
этой характеристики для рассматриваемых пане-
лей. Из рисунка видно, что вибровозбудимость
необлицованной композитной панели значи-
тельно ниже вибровозбудимости металлической
панели. На частотах 400–1600 Гц величина виб-
ровозбудимости этих панелей отличается на по-
рядок. Облицовка панелей вибропоглощающим
материалом приводит к еще большему различию
в их акустической вибровозбудимости. В указан-
ном частотном диапазоне вибровозбудимость

композитной панели становится ниже в 20–60
раз по сравнению с металлической.

На основе измеренных характеристик может
быть рассчитана резонансная составляющая зву-
коизоляции панелей при их акустическом воз-
буждении, а также получена оценка суммарной
звукоизоляции и ее составляющих от пульсаций
давления турбулентного пограничного слоя в
условиях полета.

Звукоизоляция  преграды определяется через
ее коэффициент звукоизоляции  или через ко-

R
r

Рис. 2. Полный коэффициент потерь композитной и металлической панели.
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Рис. 3. Коэффициент потерь на излучение в КНУ композитной и металлической панели.
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эффициент прохождения (коэффициент звуко-
проницаемости)  как

Коэффициент прохождения  связан с коэф-
фициентом рассеяния (коэффициентом внутрен-
них потерь)  и с коэффициентом отражения 
соотношением, выражающим закон сохранения
энергии:

Таким образом, определение суммарной звуко-
изоляции преграды и ее резонансной составляю-
щей, а также потерь в ней на основе измеренных
виброакустических характеристик для различно-
го типа нагрузки идентично определению харак-
теристик отражения и прохождения звуковых и
псевдозвуковых пульсаций.

Выражение для коэффициента прохождения
энергии через конструкцию за счет резонансного
механизма звукопередачи  в диффузном поле
нагрузки можно получить из соотношений энер-
гетического статистического метода:

где  – объем КВУ, – площадь панели. Коэф-
фициент  за счет нерезонансного прохождения
энергии не может быть измерен, но его можно
рассчитать по закону масс для диффузного поля.

На рис. 5а для необлицованной композитной
панели кривая резонансного коэффициента про-
хождения  изображена сплошной синей лини-
ей. Красной прерывистой линией приведены

τ = 1 r

= = τ10 lg 10 lg1 .R r

τ

ηin ε

η + τ + ε =in 1.

τr

π
τ = η 0 32

3
1 0

8
,r r

f VE
E c A

3V A
τn

τr

значения коэффициента нерезонансной пере-
дачи . Суммарный коэффициент прохожде-
ния  изображен сплошной зеленой
линией с маркерами. Красными круглыми мар-
керами нанесены значения коэффициента прохож-
дения , полученного на основе измеренной зву-
коизоляции панели, приведенной на рис. 1.

Из рис. 5a следует, что суммарный коэффици-
ент прохождения , рассчитанный на основе
закона массы и измеренных виброакустических
характеристик, хорошо совпадает с эксперимен-
тально полученным коэффициентом  во всем
частотном диапазоне. На частотах ниже 1600 Гц
прохождение энергии обусловлено, в основном,
нерезонансным механизмом звукопередачи при
незначительном влиянии резонансного прохож-
дения. На частотах 1600 Гц и выше прохождение
энергии определяется исключительно резонанс-
ной звукопередачей.

Облицовка панели ВПМ приводит к ослабле-
нию резонансной передачи. На рис. 5a резонанс-
ный коэффициент звукопередачи для облицован-
ной панели показан пунктирной линией. Можно
видеть, что облицовка приводит к существенному
снижению резонансной передачи на всех часто-
тах и, как следствие, к снижению суммарной пе-
редачи на частотах выше 1250 Гц, где резонансная
передача превалирует.

Для металлической панели наблюдается от-
личное от композитной панели поведение коэф-
фициентов прохождения. На рис. 5б приведены
коэффициенты прохождения для необлицован-
ной металлической панели. Из рисунка видно,
что нерезонансная передача является определяю-

τn

τ = τ + τsum r n

τexp

τsum

τexp

Рис. 4. Акустическая вибровозбудимость композитной и металлической панели.
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щей только на частотах ниже 400 Гц. В диапазоне
частот 400–1250 Гц резонансный и нерезонанс-
ный коэффициенты звукопередачи сопоставимы
по величине. На более высоких частотах опреде-
ляющей становится резонансная передача.

Облицовка металлической панели вибропо-
глощающим материалом не так эффективна, как
облицовка композитной панели. На рис. 5б пунк-
тирной линией приведены значения резонансно-
го коэффициента для облицованной панели.
Можно видеть, что максимальная эффективность
облицовки наблюдается в окрестности критиче-
ской частоты 10000 Гц. На частотах 250–400 Гц
облицовка даже повышает резонансный коэффи-

циент прохождения, хотя это и не приводит к
уменьшению суммарной звукоизоляции.

На рис. 6а приведены частотные зависимости
коэффициентов прохождения и рассеяния для
композитной панели при ее акустическом воз-
буждении. Сплошной зеленой линией с маркера-
ми приведены значения суммарного коэффици-
ента прохождения для необлицованной панели.
Сплошной синей линией изображена кривая
значений коэффициента внутренних потерь не-
облицованной панели. Прерывистыми линиями
приведены значения коэффициентов для обли-
цованной панели. Из рисунка следует, что для
панели без облицовки на частотах выше 400 Гц

Рис. 5. Коэффициенты прохождения (а) – для композитной панели, (б) – для металлической панели.
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коэффициент рассеяния значительно превышает
коэффициент прохождения. Исключение состав-
ляет полоса частот 2500 Гц, в которой эти коэф-
фициенты совпадают. В этой полосе находится
критическая частота панели. Облицовка панели
ВПМ приводит к увеличению коэффициента рас-
сеяния и уменьшению коэффициента прохожде-
ния, как это показано прерывистыми линиями на
рис. 6а.

Значения коэффициентов прохождения и рас-
сеяния для металлической панели при ее акусти-
ческом возбуждении показаны на рис. 6б. Здесь
для необлицованной панели коэффициент рассе-
яния превышает коэффициент прохождения

лишь на частотах выше 3150 Гц. Для облицован-
ной панели эта частота равняется 1600 Гц, что в
10 раз превышает аналогичную частоту для ком-
позитной панели.

На рис. 7 приведены коэффициенты прохож-
дения для композитной и металлической панелей
при их звуковом возбуждении. Из этого рисунка
видно, что композитная панель является более
эффективной преградой на пути распростране-
ния звуковых волн в области частот выше 315 Гц.

На рис. 8 приведены значения коэффициентов
отражения акустических пульсаций для всех ис-
пытанных вариантов панелей. Все значения ле-
жат в диапазоне 0.92–0.99 за исключением полосы

Рис. 6. Коэффициенты прохождения и рассеяния (а) – для композитной панели, (б) – для металлической панели.
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10000 Гц, где величина коэффициента отражения
облицованной металлической панели равняется
0.78. Этот эффект объясняется резким увеличе-
нием внутренних потерь в окрестности критиче-
ской частоты.

Из рисунка видно, что в диапазоне частот
630–8000 Гц композитная и металлическая па-
нели без облицовки отражают звуковую энергию
почти одинаково, с коэффициентом отражения

. На частотах ниже 400 Гц коэффи-
циент отражения металлической панели выше
на 1–2%, а в полосе 10000 – ниже на 2.5%.

ε ≈ −0.98 0.99

Облицовка металлической панели ВПМ почти
не изменяет ее отражающую способность на ча-
стотах ниже 3150 Гц и значительно уменьшает на
более высоких частотах за счет увеличения внут-
ренних потерь. Облицовка композитной панели
оказывает гораздо более сильное влияние на от-
ражающую способность, которая уменьшается
почти во всем диапазоне частот до 3% за счет
сильного увеличения диссипации, как это следу-
ет из рис. 6а. Для облицованной панели коэффи-
циент отражения на частотах выше 200 Гц лежит
в диапазоне 0.96–0.98.

Рис. 7. Коэффициенты прохождения для композитной и металлической панели.
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Рис. 8. Коэффициенты отражения для композитной и металлической панели.
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ХАРАКТЕРИСТИКИ ПАНЕЛЕЙ 
В УСЛОВИЯХ ПОЛЕТА

В случае, когда конструкция подвержена воз-
действию псевдозвуковых пульсаций турбулент-
ного потока, характеристики отражения и про-
хождения энергии изменяются. Коэффициенты
прохождения при обтекании поверхности турбу-
лентным потоком в условиях полета могут быть
рассчитаны по известным соотношениям [3], в
которые входят измеренные виброакустические
характеристики панели и параметры потока.

На рис. 9а приведены значения резонансного,
нерезонансного и суммарного коэффициентов

прохождения для необлицованной композитной
панели. Здесь и ниже все коэффициенты получе-
ны для условий полета самолета на высоте H =
= 10000 м с числом Маха M = 0.8 и расстояния от
носа самолета x = 10 м. Из рисунка видно, что в
условиях полета суммарный коэффициент про-
хождения определяется исключительно резо-
нансной передачей энергии в отличие от случая
акустического возбуждения, когда большую роль
играет нерезонансная звукопередача.

Облицовка панели ВПМ существенно пони-
жает коэффициент прохождения, как это показа-
но на рис. 9а пунктирной линией. Однако даже у
облицованной панели определяющим является

Рис. 9. Коэффициенты прохождения (а) – для композитной панели в потоке и (б) – для металлической панели
в потоке.
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резонансное прохождение энергии, как это и сле-
дует из рисунка. Влияние нерезонансной переда-
чи слабо проявляется лишь в области высоких ча-
стот выше 4000 Гц.

Для металлической панели в условиях ее воз-
буждения псевдозвуковыми пульсациями давле-
ния определяющей также является резонансная
передача. На рис. 9б приведены частотные зави-
симости для резонансного, нерезонансного и
суммарного коэффициентов прохождения необ-
лицованной металлической панели. Из рисунка
видно, что суммарный коэффициент прохожде-
ния совпадает с резонансным во всем частотном

диапазоне. Значения нерезонансного коэффици-
ента на один-два порядка ниже.

Облицовка металлической панели ВПМ не-
сколько уменьшает резонансную передачу, одна-
ко она остается определяющей во всем частотном
диапазоне. Значения коэффициента для облицо-
ванной металлической панели показаны на рис.
9б пунктирной линией.

На рис. 10а для композитной панели приведе-
но сравнение коэффициентов прохождения и
рассеяния при псевдозвуковом возбуждении.
Можно видеть, что для голой панели коэффициент
рассеяния более чем на порядок превышает коэф-

Рис. 10. Коэффициенты прохождения и рассеяния (а) – для композитной панели в потоке и (б) – для металлической
панели в потоке.
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фициент прохождения на всех частотах. Облицовка
панели вибропоглощающим материалом увеличи-
вает это различие до двух порядков и более.

Для металлической панели, возбуждаемой
псевдозвуковыми пульсациями давления, коэф-
фициенты прохождения и рассеяния сравнимы
по величине на значительном протяжении ча-
стотной оси. На рис. 10б приведено сравнение
этих коэффициентов для голой и облицованной
металлической панели. На частотах выше 2500 Гц
коэффициент прохождения уменьшается с часто-
той, а коэффициент рассеяния повышается и в
полосе частот 10000 Гц различие между этими ко-
эффициентами достигает от трех до пяти поряд-

ков для голой и облицованной панели соответ-
ственно.

На рис. 11 приведены суммарные коэффици-
енты прохождения для рассмотренных вариантов
панелей при их возбуждении псевдозвуковыми
пульсациями. Из рисунка видно, что в условиях
полета коэффициент прохождения композитной
панели примерно на порядок меньше коэффици-
ента металлической панели. Облицовка кон-
струкции ВПМ приводит к снижению коэффи-
циента, но общая картина остается прежней –
энергия псевдозвуковых пульсаций проникает
через композитную панель примерно на порядок
слабее, чем через металлическую.

Рис. 11. Коэффициенты прохождения для композитной панели в потоке.
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Рис. 12. Коэффициенты отражения для металлической панели в потоке.
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На рис. 12 приведены значения коэффициента
отражения для всех вариантов панелей в потоке.
Для голой композитной панели коэффициент от-
ражения почти постоянен во всем частотном диа-
пазоне и равняется 0.99. Только в полосе 10000 Гц
он уменьшается до величины 0.975. Облицовка
композитной панели приводит к уменьшению
коэффициента отражения до величины 0.96–0.98
за счет того, что значительная часть энергии по-
глощается.

Для голой металлической панели коэффици-
ент отражения превышает значение 0.99 почти во
всем диапазоне частот, а на низких частотах до-
стигает величины 0.997. Уменьшение этого коэф-
фициента наблюдается только в окрестности кри-
тической частоты, где его величина снижается до
0.95. Облицовка металлической панели практи-
чески не изменяет величину коэффициента отра-
жения на частотах ниже 3150 Гц. На более высо-
ких частотах его величина уменьшается с часто-
той и достигает величины 0.78 в полосе 10000 Гц.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлены результаты анализа данных, по-

лученных при проведении экспериментальных
исследований в реверберационных камерах.
Определены виброакустические характеристики
композитной и подкрепленной металлической
панелей, обладающих одинаковой поверхност-
ной массой и относительной жесткостью. Прове-
дено сравнение виброакустических характеристик
композитной панели с характеристиками метал-
лической панели.

Определены коэффициенты прохождения, от-
ражения и рассеяния для композитной и метал-
лической панели без облицовки и с облицовкой
для случая их звукового возбуждения и возбужде-
ния псевдозвуковыми пульсациями давления
турбулентного пограничного слоя в условиях, со-

ответствующих крейсерскому полету самолета.
Проведено сравнение коэффициентов композит-
ной и металлической панели.

Показано, что при звуковом и особенно при
псевдозвуковом возбуждении звукопроницае-
мость композитной панели, характеризуемая ко-
эффициентом прохождения, значительно ниже
звукопроницаемости металлической панели.
Этот вывод справедлив как для панели без обли-
цовки, так и с облицовкой.

Установлено, что отражающая способность
композитной и металлической панели без обли-
цовки примерно одинакова. При наличии обли-
цовки отражающая способность композитной
панели ниже почти на всех частотах за исключе-
нием окрестности критической частоты металли-
ческой панели.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (грант 21-71-30016). Калибровка датчиков и
измерительной системы проводилась на базе
УНУ “Заглушенная камера с потоком АК-2” ФАУ
ЦАГИ, модернизируемой при поддержке Мини-
стерства науки и высшего образования Россий-
ской федерации по соглашению № 075-15-2022-
1036.
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Представлены результаты исследования усталостных характеристик выполненных из полимерного
композиционного материала соединений типа “обшивка–стрингер” (Т-образцов), подвергающих-
ся случайному виброакустическому нагружению с широким спектром. На основе анализа экспери-
ментальных данных определены механизмы возникновения и развития повреждений, а также кри-
терий и мода разрушения для образцов с дефектами от ударного воздействия и для образцов без де-
фектов. Продемонстрировано влияние ударных повреждений на усталостные характеристики
исследуемых образцов при различной энергии удара и уровнях виброакустического нагружения.
Выявлены основные закономерности влияния дефектов на усталостные характеристики, которые
могут использоваться в дальнейшем при создании расчетных моделей развития повреждений в кон-
струкциях из полимерного композиционного материала при виброакустическом нагружении.
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ВВЕДЕНИЕ
С конца 1950-х гг. исследование усталостных

характеристик элементов конструкции планера
самолета, подвергающихся интенсивному аку-
стическому воздействию, является неотъемлемой
частью выявления особенностей отклика упругих
авиационных конструкций на нестационарное
возбуждение с произвольным спектром [1], а так-
же важным аспектом при сертификации самолета
[2]. За прошедшие 60 лет было выполнено значи-
тельное число расчетных и экспериментальных
исследований, которые позволили создать мето-
ды расчета отклика и оценки долговечности раз-
личных элементов авиационных конструкций,
подвергающихся интенсивному звуковому воз-
действию [3–5]. Однако основное внимание в
этих работах было уделено элементам конструк-
ций, выполненных из металлов, в то время как
исследование композитных материалов носило
фрагментарный или узкоспециализированный
характер, что не позволяло определить физиче-
ские особенности поведения композитов при
акустическом воздействии, выявить для них ос-
новные моды и типы разрушения и, как след-

ствие, непосредственно исследовать усталостные
характеристики.

Активное исследование свойств композитных
и, в особенности, полимерных композиционных
материалов (ПКМ) началось после их широкого
внедрения в силовые элементы конструкции са-
молета, такие как крыло, фюзеляж, мотогондола.
Результатом этого стали работы [6–14], в которых
были проведены активные исследования отклика
конструкций из ПКМ на акустическое и\или
вибрационное воздействие с произвольным ча-
стотным спектром именно с точки зрения выяв-
ления основных физических причин, влияющих
на усталостные характеристики конструкций, из-
готовленных из материалов такого типа. Главным
объектом исследований в представленных работах
было изучение образцов, которые изначально не
имели дефектов, однако именно внутренние (скры-
тые) дефекты зачастую являются определяющими
при зарождении и росте трещин или расслоения ис-
следуемых образцов, приводя к разрушению кон-
струкции. Таким образом, исследование влияния
внутренних дефектов на усталостные характери-
стики элементов авиационных конструкций,
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подвергающихся интенсивному акустическому
и/или вибрационному воздействию, представля-
ет значительный интерес как с прикладной, авиа-
ционно-конструкторской, так и с фундаменталь-
ной, материаловедческой точек зрения.

Представленная работа является непосред-
ственным продолжением работы, выполненной в
статье [14] и посвященной расчетно-эксперимен-
тальным исследованиям влияния виброакустиче-
ских нагрузок на прочность композитных соеди-
нений. Здесь, используя экспериментальные и
расчетные методики, развитые и валидированные
в [14], представлен результат полного комплекса
экспериментальных исследований изготовлен-
ных из ПКМ соединений типа “обшивка–стрин-
гер” (так называемые Т-образцы), по результатам
которых определены усталостные характеристи-
ки и построены кривые усталости, являющиеся
основным результатом исследований такого рода.
Помимо определения усталостных характеристик
типовых Т-образцов, в данной работе проводится
определение усталостных характеристик Т-об-
разцов с предварительно нанесенными ударными
повреждениями, что позволяет выявить основ-
ные механизмы возникновения и развития по-
вреждений, а также вклад дефектов в расслоение
исследуемых образцов, что является непосред-
ственным критерием разрушения конструкции.
Полученные в данной работе результаты могут
использоваться для построения новых и совер-
шенствования уже существующих расчетных мо-
делей развития повреждений в конструкциях из
ПКМ при вибрационном и/или акустическом на-
гружении.

ИССЛЕДУЕМЫЕ ОБРАЗЦЫ
И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

В качестве объекта исследований были выбраны
Т-образцы однострингерных панелей (рис. 1), анало-
гичные уже рассмотренным в работе [14]. Армирова-
ние в образцах, как и ранее, было выполнено согласно
схеме , где
индекс “у” обозначает углеродные волокна, а
индекс “с” – стеклоткань. В качестве базового
материала был использован однонаправлен-
ный препрег HexPly на основе углеродного
(M21/34%/UD194/IMA) и стеклянного (M21/45%/120)
волокон. Жгут в корне ребра выполнен из угле-
ленты M21/34%/UD194/IMA. Упругие характе-
ристики монослоев, используемых при изготов-
лении исследуемых образцов, аналогичны рас-
смотренным в работе [14].

Всего при проведении измерений было иссле-
довано 20 образцов, 10 из которых испытывались
в исходном состоянии, а на другие 10 перед про-
ведением вибрационных испытаний наносились
ударные повреждения. Удары наносились ко-
пром InstronCEAST 9350 с вертикально-падаю-
щим грузом (диаметр ударника 25 мм). На один из
образцов удар был нанесен в центр обшивки по
оси стингера с энергией в 30 Дж, что привело к
появлению видимого расслоения с обратной сто-
роны образца. На четыре образца удары были на-
несены соответственно с энергиями 20, 10, 10 и 5 Дж.
Удары с такими энергиями приводили к види-
мым повреждениям обшивки без выхода расслое-
ния на обратную сторону. Для оценки влияния
напряженно-деформированного состояния на
длительность роста расслоения, в пяти образцах
место приложения удара было смещено от оси

+ − + −с у у у у у у у
2 1[0 45 45 0 90 0 45 45 ]S

Рис. 1. Исследуемый Т-образец.
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стрингера на 6 мм в зону максимальных деформа-
ций. На все эти образцы были нанесены удары с
энергией 5 Дж (впоследствии, именно эти пять
образцов использовались для построения уста-
лостной кривой). Перед началом испытаний про-
водился неразрушающий ультразвуковой кон-
троль (УЗК) всех образцов с ударом с наружной и
внутренней стороны с использованием ультра-
звукового дефектоскопа Sitescan D-20. УЗК поз-
волил выявить область внутренних повреждений
образцов от удара, которая для всех 10 образцов,
вне зависимости от энергии удара, имела схожий
размер.

В настоящей работе за основу была принята
методика [6, 15], моделирующая звуковое воздей-
ствие на конструкцию путем приложения к об-
разцам вибрационного нагружения. Подробное
описание данной методики в приложении к задаче
исследования образцов из ПКМ и ее использова-
ние при проведении рассматриваемых экспери-
ментальных исследований представлено в работе
[14] (там же представлено подробное обсуждение
возможности моделирования акустического на-
гружения вибрационным нагружением и пределы
его применимости). Здесь мы сделаем несколько
замечаний относительно размещения датчиков
на исследуемом образце.

На рис. 2 представлена фотография размеще-
ния измерительных вибродатчиков и тензодатчи-
ков при проведении измерений. Каждый иссле-
дуемый образец оснащался 1 вибродатчиком и 4
тензодатчиками. Тензодатчики наклеивались в
зоне максимальных деформаций, которая была
определена конечно-элементным расчетом [1, 14,
16]. Еще один вибродатчик, предназначенный
для измерения задающего вибрационного воз-
действия, устанавливался непосредственно на
вибростоле (рис. 2). Макет вибродатчика (рис. 2)
имел такую же массу, как и исходный вибродат-

чик, и был необходим для обеспечения симмет-
ричной нагрузки на исследуемый образец.

Вибрационное нагружение представляло со-
бой узкополосный случайный процесс с равно-
мерной спектральной плотностью в заданной по-
лосе частот на различных уровнях среднеквадра-
тичных значений деформаций. Ширина полосы
выбиралась равной 1/3-октаве со среднегеомет-
рической частотой, соответствующей 1-й резо-
нансной частоте колебаний образца. Определе-
ние 1-й резонансной частоты проводилось путем
приложения к образцу свип-сигнала с плавно из-
меняющейся частотой в диапазоне от 60 до 500 Гц
и последующим определением максимального
значения сигнала вибродатчика, размещенного
на образце. Сравнение резонансных частот, вы-
численных в работе [14] с помощью метода конеч-
ных элементов для данной экспериментальной
конфигурации, показало хорошее совпадение с
экспериментально измеренными частотами
(ошибка расчета составила около 1% от экспери-
ментально измеренной частоты).

ИССЛЕДОВАНИЕ УСТАЛОСТНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК Т-ОБРАЗЦОВ

Испытания образцов без удара
Рассмотрим результаты исследования уста-

лостных характеристик образцов без предвари-
тельно нанесенных ударных повреждений, кото-
рые являются дополнением к ранее приведенным
в работе [14] данным. На предварительном этапе
первый образец был испытан на статический
трехточечный изгиб с целью определения доми-
нирующей моды разрушения. Испытания осталь-
ных девяти образцов проводились на уровнях
среднеквадратичных деформаций в диапазоне от
600 до 2000 με. В процессе испытаний выполнял-
ся непрерывный мониторинг резонансной часто-

Рис. 2. Установка измерительных датчиков при проведении измерений.
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ты, снижение которой [6, 15] является индикато-
ром падения жесткости вследствие появления
внутренних неоднородностей (в данном случае
расслоений). Для иллюстрации этого факта на
рис. 3 приведены графики снижения резонанс-
ной частоты в зависимости от числа циклов (на-
работки) для двух исследуемых образцов (ампли-
туда 1000 и 800 με).

В качестве критерия разрушения принималось
одно из двух состояний исследуемого образца:
визуально регистрируемое появление расслоения
на одном или двух торцах (рис. 4), либо снижение
резонансной частоты (рис. 3). Отечественный [5]
и зарубежный [6, 7] опыт показывает, что сниже-
ние частоты в композитном образце на 2–3% поз-
воляет зафиксировать момент зарождения внут-
ренних расслоений, приводящих к снижению
жесткости упругой системы. При таком уменьше-
нии резонансной частоты относительное повре-
ждение в сечении составляет 10–20%, а при
уменьшении частоты на 10–15% обычно проис-
ходит разрушение образца [6, 7].

Таким образом, на основе полученных экспе-
риментальных данных для десяти исследуемых
образцов, с использованием методики, описан-
ной в работе [17], была построена средняя кривая
усталости, представленная на рис. 5. На этом же
рисунке для сравнения представлены также дан-
ные из базы данных ESDU 84027 [4] для конструк-
тивно подобных образцов типа интегральный
стрингер (точками со стрелками на рис. 5 обозна-
чены образцы, не доведенные до разрушения).

Сравнительный анализ зависимостей числа
циклов до разрушения от уровня среднеквадрати-

ческих деформаций, представленных на рис. 5,
показывает, что полученные в рамках настоящей
работы точки лежат в одном диапазоне с точками
из ESDU. Это свидетельствует о том, что уста-
лостные характеристики образцов из ПКМ по
большей части зависят не от самого материала, а
от типа концентратора напряжений, которым в
данном случае является соединение типа “об-
шивка-стрингер”.

Испытания образцов с ударом

Рассмотрим далее результаты исследования
образцов с предварительно нанесенными удар-
ными повреждениями. Примеры графиков сни-
жения резонансной частоты в зависимости от
числа циклов (наработки) для двух рассмотрен-
ных образцов (энергии удара 10 Дж в центр и 5 Дж
в зону максимальных деформаций) показаны на
рис. 6. Как видно, процессы появления и разви-
тия повреждений в образцах с ударом (рис. 6) и
без удара (рис. 3) имеют схожий характер. Повре-
ждение зарождается внутри образца в виде рас-
слоения в переходной радиусной зоне и развива-
ется вплоть до выхода в виде межслоевой трещи-
ны сначала на один торец образца, а затем на
второй (рис. 7).

Тщательный анализ полученных зависимо-
стей резонансной частоты от числа циклов пока-
зывает, что для всех рассмотренных образцов они
носят индивидуальный характер, но в некоторых
случаях совпадают по характеру изменения. В 6-ти
случаях из 10 в зависимостях выделяются участки
ускоренного падения частоты, совпадающие с

Рис. 3. Зависимость резонансной частоты от числа циклов для двух исследуемых образцов без удара (красная кривая –
800 με, синяя кривая – 1000 με).

310
Ч

ас
то

та
, Г

ц
308
306
304
302
300
298
296
294
292
290
288
286

0.0E+00 1.0E+06 2.0E+06 3.0E+06 4.0E+06 5.0E+06
Число циклов

1-е повреждение

1-е повреждение
2-е повреждение

2%

2%

6.0E+06 7.0E+06 8.0E+06 9.0E+06



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 2  2023

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ УДАРНЫХ ПОВРЕЖДЕНИЙ 265

моментами обнаружения выхода повреждений на
одну или две боковые поверхности образца.
В остальных случаях наблюдается монотонное
падение частоты. Зависимости изменения частот
для образцов с ударом по виду не отличаются от

зависимостей, полученных для образцов без уда-
ра [10]. Для четырех рассмотренных образцов па-
дение частоты достигло 2%, прежде чем был об-
наружен выход повреждения на одну из внешних
поверхностей. Также в 4-х случаях внешнее по-

Рис. 4. Пример расслоения на боковой поверхности (торец А) исследуемого образца.

Рис. 5. Сравнение усталостных кривых для исследуемого композитного соединения с данными ESDU для конструк-
тивно подобных образцов типа интегральный стрингер.
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вреждение было обнаружено до достижения ча-
стотой пороговой величины, лежащей на 2% ниже
начального значения. В одном случае эти собы-
тия совпали.

По результатам испытаний на момент обнару-
жения выхода повреждения на один из торцов па-
дение частоты лежало в пределах от 0.2 до 4.4% от
начального значения. Соответственно, на момент
выявления повреждений на 2-й поверхности па-
дение частоты достигало значений от 1.8 до 4.9%.

Таким образом, было установлено, что хотя кри-
терий разрушения, основанный на 2%-ом сниже-
нии собственной частоты, является широко при-
менимым в практике проведения вибрационных
испытаний, он не всегда является надежным ин-
дикатором реального повреждения исследуемого
образца, в том числе и визуально обнаруживаемо-
го расслоения на боковой поверхности.

Для построения усталостной кривой в случае
образцов с начальными ударными повреждения-

Рис. 6. Зависимость резонансной частоты от числа циклов для двух исследуемых образцов с ударом (красная кривая –
10 Дж, синяя кривая – 5 Дж).
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Рис. 7. Пример расслоения на боковой поверхности исследуемого образца с предварительно нанесенным ударным по-
вреждением: (а) – торец А, (б) – торец Б.
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ми использовались результаты испытаний образ-
цов, для которых удары с энергией 5 Дж были на-
несены в зону максимальных деформаций. Дан-
ные образцы испытывались на 5-ти уровнях
нагружения, соответствующих среднеквадратич-
ным значениям деформаций от 400 до 800 με. На
рис. 8 представлено сравнение построенных уста-
лостных кривых для образцов в исходном состоя-
нии и образцов с ударными повреждениями.
В качестве критерия разрушения при построении
кривых усталости в обоих случаях принято визу-
ально обнаруживаемое расслоение на одной из
боковых поверхностей образца.

Из представленных данных видно, что кривая
усталости образцов с ударом практически экви-
дистанта кривой усталости для образцов без удара.
Значение коэффициента наклона кривой устало-
сти составляет m ≈ 9.2. Долговечность при нали-
чии ударного повреждения в данном случае сни-
жается более чем в 240 раз.

Уравнения полученных кривых усталости для
образцов без удара и с ударом соответственно мо-
гут быть записаны в виде:

(1)

(2)

АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ
Представленные результаты исследований

Т-образцов позволяют выявить ряд закономер-
ностей их усталостного поведения при вибра-

−ε = 0.109RMS 4996. ,2N
−ε = 0.109RMS 2754. .1N

ционном нагружении. В частности, вне зависи-
мости от уровня деформаций при испытаниях на
усталость, наличия/отсутствия ударного поврежде-
ния в образце или энергии удара, мода разрушения
во всех образцах остается неизменной – расслоение
в зоне радиусного перехода (рис. 1, 4, 7). Таким об-
разом, ударные повреждения не влияют не только
на моду разрушения, но и на значение коэффици-
ента наклона кривой усталости, записанной в виде
степенной функции (выражения (1) и (2)).

Проводимый во время усталостных вибраци-
онных испытаний мониторинг резонансной ча-
стоты образцов позволил выявить определенную
закономерность развития повреждений, харак-
терную именно для образцов с предварительно
нанесенным ударом. Так, в результате монито-
ринга 9 образцов с ударными повреждениями
различных энергий и мест расположения удара
наблюдалось стабильное снижение резонансной
частоты от начала циклического нагружения и
вплоть до выхода повреждения на обе боковые
поверхности образца, что считалось разрушением
образца.

Для трех из шести образцов без удара также на-
блюдалось похожее поведение в виде стабильного
снижения резонансной частоты, однако другие
три образца показали практически полное отсут-
ствие эффекта снижения резонансной частоты с
последующим скачкообразным снижением непо-
средственно в момент разрушения образца.

Такое усталостное поведение образцов может
объясняться тем, что при наличии в образце явно
выраженного концентратора напряжения в виде

Рис. 8. Сравнение усталостной кривой для образцов без предварительно нанесенных ударных повреждений с уста-
лостной кривой для образцов с предварительно нанесенными ударными повреждениями.
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удара или некоторого необнаруживаемого внут-
реннего дефекта, накапливаемая в ходе усталост-
ных вибрационных испытаний энергия уходит в
раскрытие трещины (расслоения), в результате
чего наблюдается ее стабильный рост по направ-
лению к боковым сторонам образцов.

В то же время для образцов без концентратора
напряжения эта энергия, вероятнее всего, вызы-
вает микроповреждения композитной матрицы,
которые на первом этапе не влияют на жесткость
всего образца, но затем объединяются в одно
большое повреждение, в результате чего возника-
ет скачкообразный рост расслоения и, как след-
ствие, снижение жесткости, что приводит к сни-
жению резонансной частоты образца.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В результате проведенных исследований виб-

роакустического нагружения для композитного
соединения типа “обшивка–стрингер” (Т-обра-
зец) были определены механизмы возникнове-
ния и развития повреждений в образцах такого
типа. Рассмотрено 2 различных критерия разру-
шения, в том числе появление видимого расслое-
ния на одной или двух боковых поверхностях и
2%-ное снижение резонансной частоты образца.
Данные критерии основаны на результатах мони-
торинга развития повреждений в образце в про-
цессе усталостных вибрационных испытаний, в
том числе с помощью методов визуального кон-
троля и мониторинга изменения резонансной ча-
стоты образца.

По результатам экспериментальных исследо-
ваний построены кривые усталости для компо-
зитного соединения типа “обшивка–стрингер” в
случае образцов без предварительно нанесенных
ударных повреждений и с предварительно нане-
сенными ударными повреждениями. Выполнено
сравнение полученных кривых усталости для об-
разцов без предварительно нанесенных повре-
ждений с данными из ESDU [4, 10] для конструк-
тивно подобных образцов типа интегральный
стрингер, которое показало, что усталостное по-
ведение рассмотренного концентратора, а имен-
но композитного соединения “обшивка–стрин-
гер”, имеет схожий характер, несмотря на различ-
ные материалы, из которых были изготовлены
образцы.

При помощи сравнения кривых усталости
для образцов с предварительно нанесенными
ударными повреждениями и для образцов без пред-
варительно нанесенных повреждений было про-
анализировано влияние ударных повреждений на
усталостные характеристики исследуемого компо-
зитного соединения типа “обшивка–стрингер”.

Полученные по результатам данной работы за-
кономерности могут быть полезны при создании

расчетных моделей развития повреждений в кон-
струкциях из ПКМ при виброакустическом на-
гружении.

Работa выполнена при финансовой поддержке
гранта РНФ № 21-71-30016. Валидация виброаку-
стических методов измерения проводилась на ба-
зе УНУ “Заглушенная камера с потоком АК-2”
ФАУ ЦАГИ, модернизируемой при поддержке
Министерства науки и высшего образования
Российской федерации по соглашению № 075-15-
2022-1036.
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Решена задача об отражении плоской звуковой волны от жесткой поверхности, покрытой диполь-
ными резонаторами. Показано, что такая поверхность реагирует на наклонно падающие волны,
при этом найденная угловая зависимость коэффициента отражения не может быть получена для
поверхностей, свойства которых описываются обычным импедансом. В связи с этим предложено
понятие тангенциального импеданса – отношения касательного акустического воздействия на
поверхность к ее нормальной скорости. Показано, что тангенциальный импеданс может быть как
изотропным, так и анизотропным, т.е. величина последнего зависит от направления падающей вол-
ны. Соответствующие поверхности предложено называть неполяризованными и поляризованны-
ми. В некоторых случаях тангенциальный импеданс может быть полезен для макроскопического
описания метаповерхностей со сложной структурой.

Ключевые слова: метаповерхность, дипольный резонатор, коэффициент отражения, поляризация,
граничные условия
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ВВЕДЕНИЕ
Акустическими метаматериалами называют

сложноустроенные структуры, обладающие не-
обычными свойствами и состоящие из элементов
малого волнового размера – метаатомов, связан-
ных между собой определенным образом. Поверх-
ность, покрытую метаатомами, называют метапо-
верхностью. Метаповерхности могут обладать вы-
сокими звукопоглощающими свойствами [1, 2],
иногда даже большими по сравнению с обычными
материалами [3]. Также резонансные структуры
предлагается использовать для покрытия объектов
[4, 5], чтобы делать их акустически невидимыми.

Согласно недавним обзорам по акустическим
метаматериалам [6–8] в качестве метаатомов ча-
ще всего используются резонаторы различного
устройства: резонаторы Гельмгольца, четверть и
полуволновые резонаторы [9, 10], мембранные
элементы [11, 12]. Если метаатомы являются рас-
сеивателями звука монопольного типа, то взаи-
модействие метаповерхностей со звуковой вол-
ной может быть описано привычными парамет-
рами – импедансом или адмитансом [13].

Однако для создания метаматериалов исследо-
ватели почти не используют резонаторы, облада-
ющие иным типом рассеяния звука, например,

дипольным, квадрупольным и т.д. Хотя можно
ожидать, что метаповерхности из резонаторов не-
монопольного типа будут иметь другие свойства.
Резонатор дипольного типа был предложен, а
также теоретически и экспериментально изучен
для гашения звука в узкой трубе в работе [14].
Впоследствии дипольный резонатор успешно
применен для гашения звука, излучаемого из от-
крытой трубы [15], а также вместе с монопольным
резонатором для поглощения звука в трубах [16, 17].
Плоские решетки монопольных и дипольных ре-
зонаторов при достаточной плотности располо-
жения образуют звукопоглощающую поверх-
ность [18]. На рис. 1 приведены примеры устрой-
ства дипольных резонаторов. Простейшая
физическая модель – это сфера на пружине (рис.
1а). Экспериментально исследована мембранная
конструкция – трубка, короткая по сравнению с
длиной волны, один конец которой затянут мем-
браной, а другой открыт (рис. 1б). На первой соб-
ственной частоте колебаний мембраны такой ос-
циллятор имеет дипольную характеристику излу-
чения. Если мембрана встроена в жесткий экран
(рис. 1в), то второе собственное колебание явля-
ется совокупностью двух противофазных моно-
полей, центры которых находятся на расстоянии,
равном половине размера мембраны. Другими

УДК 534.24
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словами, на второй моде мембрана является ди-
польным резонатором, момент которого направ-
лен вдоль экрана. Метаатом типа “масса в массе”
[19] также является дипольным резонатором (г).

В работе [20] исследовано распространение
звука в узкой трубе, стенки которой покрыты ди-
польными резонаторами, и обнаружен эффект
волноводной изоляции, но его параметры отли-
чаются от аналогичного эффекта, полученного с
помощью монопольных резонаторов [21]. Такие
же отличия могут иметь место при использовании
дипольных резонаторов в качестве метаатомов
для метаповерхности. В развитие идеи, предло-
женной в [20], в настоящей работе рассмотрена
плоская поверхность, покрытая дипольными ре-
зонаторами, и решена задача об отражении плос-
кой гармонической волны от нее.

ПОВЕРХНОСТЬ С ДИПОЛЬНЫМИ 
РЕЗОНАТОРАМИ

Традиционная физическая модель диполя –
несжимаемая осциллирующая сфера [22]. Если на
сферу действует сила, создаваемая, например,
пружиной и возвращающая сферу к начальному
положению, то такая система становится резона-
тором. Сфера, закрепленная к жесткой поверхно-
сти на стерженьке, совершающем изгибные коле-
бания, является дипольным резонатором [14]. Да-
лее рассмотрим два типа дипольных резонаторов.

Резонаторы первого типа могут колебаться толь-
ко вдоль одного направления. Если стерженек
имеет поперечное сечение в виде вытянутого пря-
моугольника, то стерженек изгибается только
вдоль короткой стороны; его колебаниями вдоль
длинной стороны пренебрежем. Резонаторы вто-
рого типа могут осциллировать в любом направ-
лении на некоторой плоскости. Очевидно, что
это происходит, если стерженек имеет круглое
поперечное сечение. Из физических соображе-
ния ясно, что резонаторы второго типа одинаково
реагируют на акустические возмущения, при-
шедшие с разных направлений, а движение резо-
наторов первого типа зависит от направления
распространения звуковой волны.

Рассмотрим квадратную решетку с простран-
ственным периодом  сфер радиуса  (рис. 2), за-
крепленных стерженьками к абсолютно жесткой
поверхности, лежащей в плоскости . Считая
высоту стерженька малой по сравнению с длиной
звуковой волны, будем полагать, что резонаторы
расположены в точках с координатами .
Пара целых чисел  и  определяют резонатор в
решетке. Пусть на поверхность падает плоская
гармоническая волна с круговой частотой  и ам-
плитудой звукового давления . Отраженная от
жесткой поверхности волна имеет такую же ам-
плитуду. Опуская временной множитель , t –
время, запишем поле звукового давления в полу-
пространстве  без учета резонаторов в виде

(1)

Падающую волну можно также задать волно-
вым числом , углом паде-
ния  и углом , характеризующим направление
распространения волны (1). Введенные величины
связаны между собой следующими соотношения-
ми: , , .
Кроме этого, удобно использовать вектор единич-
ной длины , направление кото-
рого совпадает с направлением проекции волново-
го вектора падающей волны на поверхность.

Возмущение (1) вызывает движение резонато-
ров, которое охарактеризуем дипольными мо-

L a

= 0z
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Рис. 1. Дипольные резонаторы.
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Рис. 2. Поверхность с дипольными резонаторами.
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ментами . Согласно теореме Блоха запишем

, здесь ,  – дипольный
момент резонатора с номером . Диффе-
ренцируя известное выражение для поля решетки
монополей [23, 24], найдем поле, излучаемое ди-
польными резонаторами,

(2)

где  – плотность среды,  – целые числа,

.
Поле (2) является суперпозицией плоских волн.
Если период решетки менее половины длины
звуковой волны, то однородным является только
нулевой спектр . Далее будем рассмат-
ривать решетки, в которых расстояние между со-
седними резонаторами не превышает половину
длины волны.

Полное звуковое поле равно . Для
его расчета необходимо найти дипольный мо-
мент. Сделаем это для резонаторов первого типа.
Зададим направление, вдоль которого резонатор
совершает колебания, вектором единичной дли-
ны τ. Уравнение движения резонатора запишем,
следуя [20, 22],

(3)

где  – скорость резонатора,  – скорость среды в
окрестности резонатора вдоль вектора τ, ,  –
масса и объем сферы,  – жесткость пружины,  –
коэффициент трения,  – присоединенная масса.

Дипольный момент связан со скоростью сфе-
ры соотношением . Из (3) при гармони-
ческой зависимости получаем

(4)

(5)

где  – импеданс резонатора.
Давление и скорость среды связаны соотноше-

нием , скорость среды вдоль дипольного
момента равна . Подставляя эти выраже-
ния в (4), находим дипольный момент резонато-
ра, возникающий под воздействием поля (1),

(6)

(7)
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где  – импеданс излучения, .
Подставляя (6) в (2), находим амплитуду нуле-

вого спектра

(8)

Амплитуда отраженной волны равна ,
что дает выражение для коэффициента отраже-
ния плоской волны от поверхности, покрытой ре-
зонаторами,

(9)

Рассмотрим отражение звука на резонансной ча-
стоте, определяемой из уравнения .
Введем безразмерный вещественный импеданс
резонатора  и угол 
между векторами  и . Тогда из (9) получаем за-
висимость коэффициента отражения от направ-
ления падающей волны

(10)

Коэффициент отражения зависит, во-первых,
от угла падения : при нормальном падении

, поскольку движение диполей не возбужда-
ется, и поверхность остается жесткой для падаю-
щей волны. Во-вторых, коэффициент отражения
зависит от направления распространения волны
относительно направления колебаний сфер. Если
волна падает поперек дипольного момента, т.е.

, то  при любом угле падения .
Итак, рассмотренная поверхность реагирует

на наклонное падение звуковой волны, при этом
очевидно, что акустические свойства поверхно-
сти нельзя описать некоторым эквивалентным
импедансом, определяемым как отношение дав-
ления около поверхности к ее нормальной скоро-
сти, поскольку такой импеданс дает зависимость
коэффициента поглощения от угла падения, от-
личную от (10).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТАНГЕНЦИАЛЬНОГО 
ИМПЕДАНСА

Из практических соображений акустические
свойства микронеоднородных поверхностей опи-
сывают макроскопическими параметрами, на-
пример, некоторым эквивалентным импедансом
[13]. Эквивалентность применения импеданса в
каждом случае требует особых оговорок, в насто-
ящей работе поверхности будем считать эквива-
лентными, если в дальнем поле они создают оди-
наковое поле, или, другими словами, они имеют
одинаковый коэффициент отражения .
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Граничное условие на импедансной поверхно-
сти принято задавать в виде отношения

(11)

где  – звуковое давление у поверхности,  – ее
нормальная скорость. Знак “–” возникает в (11),
поскольку волна, падающая из полупространства

 на поверхность , оказывает воздей-
ствие на поверхность в отрицательном направле-
нии оси . Это воздействие приложено по нормали
к поверхности и вызывает ее движение, поэтому
естественно величине  дать уточненное назва-
ние – нормальный импеданс.

Коэффициент отражения плоской волны, за-
даваемой первым слагаемым в правой части (1),
от поверхности , на которой выполняется
граничное условие (11), хорошо известен:

(12)

Теперь зададим граничное условие на поверх-
ности  в виде

(13)

где  – некоторый известный вектор единичной длины,
лежащий в плоскости , .

Коэффициент отражения от такой поверхно-
сти равен

(14)

где  – угол между векторами  и . Нетрудно за-
метить, что выражения (10) и (14) имеют одина-
ковую зависимость от углов  и  и совпадают, ес-
ли . В оговоренном смысле граничное
условие (13) является эквивалентной заменой по-
верхности с решеткой дипольных резонаторов.

Таким образом, мы можем охарактеризовать
поверхность с достаточно сложной микроскопи-
ческой структурой (рис. 2) простым граничным
условием (13), которое в физическом смысле яв-
ляется отношением воздействия, касательного к
плоскости, к ее нормальной скорости. Поэтому
назовем величину  тангенциальным импедан-
сом, а поверхность с граничным условием (13)
тангенциально реагирующей.

Проведем краткое сравнение выражений (12) и
(14). При нормальном падении коэффициент от-
ражения от тангенциально реагирующей поверх-
ности всегда равен +1, а при отражении от нор-
мально реагирующей поверхности его абсолют-
ное значение меньше 1, если . При
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скользящем падении  коэффициент от-
ражения от поверхностей обоих типов ,
т.е. поверхности ведут себя как мягкая граница.
Для полного поглощения падающей волны мни-
мые части импедансов  и  должны быть равны
нулю, при этом действительная часть нормально-
го импеданса должна быть не менее . Но для
любого значения действительной части танген-
циального импеданса существуют углы (за ис-
ключением  и ), при которых проис-
ходит полное поглощение падающей волны.

ПОЛЯРИЗОВАННАЯ ПОВЕРХНОСТЬ
Для характеристики поверхности граничным

условием (13) необходимо знать значение пара-
метра  и направление . В случае резонаторной
поверхности (рис. 2) вектор  задает направление
дипольного момента резонаторов. Зафиксиро-
ванная ориентация диполей создает выделенное
направление, определяющее анизотропные отра-
жающие свойства поверхности. По аналогии с
электродинамикой, называющей среды, в кото-
рых электрический дипольный момент по раз-
ным причинам упорядочен, поляризованными,
рассматриваемую поверхность можно назвать по-
ляризованной, а  – вектором поляризации. По-
верхность тем лучше взаимодействует с падаю-
щей волной, чем ближе направление ее распро-
странения к вектору поляризации.

Рассмотренная поверхность с резонаторами
поляризована, поскольку устройство резонатора
таково, что он может колебаться только в одном
расправлении. Резонаторы второго типа – с круг-
лым сечением стерженька – одинаково реагиру-
ют на воздействие с любых направлений. В пер-
вом приближении можно считать, что векторы 
и  совпадают [23], поэтому , а коэффици-
ент отражения от поверхности с учетом этого
определяется формулой (10). У такой поверхно-
сти нет выделенного направления , ее назовем
неполяризованной.

Граничное условие для неполяризованной
тангенциально реагирующей поверхности легко
получаем из (13):

(15)

где  – касательный лапласиан.
Коэффициент отражения от неполяризован-

ной поверхности определяется выражением (14),
в котором . На рис. 3 приведен расчет зависи-
мости коэффициента отражения от угла падения
для нормально и тангенциально реагирующих
поверхностей с вещественными импедансами
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена граница – жесткая поверхность,

покрытая дипольными резонаторами малого вол-
нового размера, расположенными на малом вол-
новом расстоянии друг от друга – макроскопиче-
ские свойства которой не могут быть описаны
нормальным импедансом, т.е. отношением давле-
ния у границы к ее нормальной скорости. Показа-
но, что движение поверхности вызывает касатель-
ное воздействие. Для описания акустических
свойств таких поверхностей предложено понятие
тангенциального импеданса – отношение второй
производной давления по направлению вдоль по-
верхности к ее нормальной скорости.

Отметим, что определения тангенциального
импеданса (13) и (15) не являются универсальны-
ми. Выбор параметра, характеризующего воздей-
ствие среды на метаповерхность и задаваемого
числителем в граничных условиях (13) и (15), за-
висит от структуры поверхности. Если, напри-
мер, поверхность покрыта решеткой квадруполь-
ных резонаторов, то воздействие на поверхность
будет пропорционально четвертой производной
давления по координатам.
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Рис. 3. Коэффициент отражения от нормально (1) и
тангенциально (2) реагирующих поверхностей.
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