
Журналы РАН,  выходящие в свет на русском языке

* Материалы журнала издаются группой Pleiades Publishing на английском языке

Р О С С И Й С К А Я  А К А Д Е М И Я  Н А У К

Автоматика и телемеханика* 
Агрохимия 
Азия и Африка сегодня 
Акустический журнал* 
Астрономический вестник. Исследования солнечной системы* 
Астрономический журнал* 
Биологические мембраны* 
Биология внутренних вод* 
Биология моря* 
Биоорганическая химия* 
Биофизика* 
Биохимия* 
Ботанический журнал 
Вестник древней истории 
Вестник Российской академии наук* 
Вестник российской сельскохозяйственной науки 
Водные ресурсы* 
Вопросы истории естествознания и техники 
Вопросы ихтиологии* 
Вопросы языкознания 
Вулканология и сейсмология* 
Высокомолекулярные соединения (Серия A, B, C)* 
Генетика* 
Геология рудных месторождений* 
Геомагнетизм и аэрономия* 
Геоморфология и палеогеография 
Геотектоника* 
Геохимия* 
Геоэкология, инженерная геология, гидрогеология, геокриология 
Государство и право 
Дефектоскопия* 
Дифференциальные уравнения* 
Доклады РАН. Математика, информатика, процессы управления* 
Доклады РАН. Науки о Жизни* 
Доклады РАН. Науки о Земле* 
Доклады РАН. Физика, технические науки* 
Доклады РАН. Химия, науки о материалах* 
Журнал аналитической химии* 
Журнал высшей нервной деятельности имени И.П. Павлова 
Журнал вычислительной математики и математической физики* 
Журнал неорганической химии* 
Журнал общей биологии 
Журнал общей химии* 
Журнал органической химии* 
Журнал прикладной химии* 
Журнал физической химии* 
Журнал эволюционной биохимии и физиологии* 
Журнал экспериментальной и теоретической физики* 
Записки Российского минералогического общества* 
Зоологический журнал 
Известия РАН. Механика жидкости и газа* 
Известия РАН. Механика твердого тела* 
Известия РАН. Серия биологическая* 
Известия РАН. Серия географическая* 
Известия РАН. Серия литературы и языка 
Известия РАН. Серия физическая* 
Известия РАН. Теория и системы управления* 
Известия РАН. Физика атмосферы и океана* 
Известия РАН. Энергетика * 
Известия Русского географического общества* 
Исследование Земли из космоса* 
Кинетика и катализ* 
Коллоидный журнал* 
Координационная химия* 
Космические исследования* 
Кристаллография* 
Латинская Америка 
Лёд и Снег 
Лесоведение* 
Литология и полезные ископаемые* 

Математическое моделирование* 
Мембраны и мембранные технологии 
Металлы*  
Микология и фитопатология 
Микробиология* 
Микроэлектроника* 
Молекулярная биология* 
Нейрохимия* 
Неорганические материалы* 
Нефтехимия* 
Новая и новейшая история 
Общественные науки и современность 
Общество и экономика 
Океанология* 
Онтогенез* 
Палеонтологический журнал* 
Паразитология* 
Петрология* 
Письма в Астрономический журнал: астрономия и космическая астрофизика* 
Письма в Журнал экспериментальной и теоретической физики* 
Поверхность. Рентгеновские, синхротронные и нейтронные 
исследования* 
Почвоведение* 
Приборы и техника эксперимента* 
Прикладная биохимия и микробиология* 
Прикладная математика и механика* 
Проблемы Дальнего Востока 
Проблемы машиностроения и надежности машин* 
Проблемы передачи информации* 
Программирование* 
Психологический журнал 
Радиационная биология. Радиоэкология 
Радиотехника и электроника* 
Радиохимия* 
Расплавы* 
Растительные ресурсы 
Российская археология 
Российская история 
Российская сельскохозяйственная наука* 
Российский физиологический журнал имени И.М. Сеченова * 
Русская литература 
Русская речь 
Славяноведение 
Сенсорные системы 
Социологические исследования 
Стратиграфия. Геологическая корреляция* 
США и Канада: экономика, политика, культура 
Теоретические основы химической технологии* 
Теплофизика высоких температур* 
Успехи современной биологии* 
Успехи физиологических наук 
Физика Земли* 
Физика и химия стекла* 
Физика металлов и металловедение* 
Физика плазмы* 
Физикохимия поверхности и защита материалов* 
Физиология растений* 
Физиология человека* 
Химическая физика* 
Химия высоких энергий* 
Химия твердого топлива* 
Цитология* 
Человек 
Экология* 
Экономика и математические методы 
Электрохимия* 
Энтомологическое обозрение* 
Этнографическое обозрение 
Ядерная физика 

Том 69, Номер 4

АКУСТИЧЕСКИЙ
ЖУРНАЛ

Июль - Август 2023
ISSN 0320-7919

Индекс 70010

А
К

У
С

Т
И

Ч
Е

С
К

И
Й

 Ж
У

Р
Н

А
Л

 •
 Т

о
м

 6
9

 •
 №

 4
 •

 2
0

2
3

 

IS
S

N
 0

3
2

0
-7

9
1

9
 А

ку
ст

и
че

ск
и

й
 ж

ур
н

ал
, 

2
0

2
3

, 
то

м
 6

9
, 

№
 4

www.sciencejournals.ru



СОДЕРЖАНИЕ

Том 69, номер 4, 2023

КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ И ТЕОРИИ ВОЛН

Точечный источник сдвиговых SV-волн с вертикальной поляризацией в твердом слое

А. Д. Лапин 393

Собственные колебания упругой полуполосы при различном расположении участков
фиксации ее краев

С. А. Назаров 398

НЕЛИНЕЙНАЯ АКУСТИКА

Экспериментальные исследования влияния 3D-печати при 100% заполнении на упругие 
свойства нитевидных образцов полимера PLA

А. Б. Володарский, А. И. Кокшайский, Н. И. Одина, А. И. Коробов, 
Е. С. Михалев, Н. В. Ширгина 410

Использование фокусированных ударно-волновых пучков для подавления 
эффектов диффузии при объемной тепловой абляции биоткани

П. А. Пестова, М. М. Карзова, П. В. Юлдашев, В. А. Хохлова 417

ФИЗИЧЕСКАЯ АКУСТИКА

Возбуждение акустических мод гармониками тона отверстия в струйном 
осцилляторе Гельмгольца

А. А. Абдрашитов, Е. А. Марфин 430

Определение скорости и затухания акустической волны в жидкостях с различным акустическим 
импедансом с помощью акустического интерферометра

Б. Д. Зайцев, И. А. Бородина, А. А. Теплых, А. П. Семёнов 438

Акустические исследования плавления и кристаллизации эвтектических сплавов
галлий–серебро в пористых стеклах

А. Л. Пирозерский, Е. В. Чарная, Х. А. Абдуламонов, А. И. Недбай, Ю. А. Кумзеров, 
А. В. Фокин, А. С. Хомутова 446

АКУСТИКА ОКЕАНА. 
ГИДРОАКУСТИКА

Взаимодействие мод на киле тороса в широкой полосе частот

В. А. Григорьев, А. А. Луньков 453

Обнаружение эхо-сигналов с учетом многолучевости волновода и многобликовости отражателя

В. Н. Драченко, Г. Н. Кузнецов, А. Н. Михнюк 465



  

АКУСТИКА ПОМЕЩЕНИЙ. 
МУЗЫКАЛЬНАЯ АКУСТИКА

Моделирование и расчет влияния подрезки тональных отверстий деревянных духовых
инструментов на смещение собственных частот воздушного канала

Р. А. Герасимов 478

ОБРАБОТКА АКУСТИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ. 
КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Информационно-статистический подход к анализу сигналов акустической эмиссии

В. И. Ерофеев, А. В. Иляхинский, В. М. Родюшкин, Д. А. Рябов, А. А. Хлыбов 490

Детектирование удаленной речи

В. Н. Сорокин 497

ИНФОРМАЦИЯ

В. А. Хохловой присуждена Серебряная медаль Рэлея–Гельмгольца 506



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ, 2023, том 69, № 4, с. 393–397

393
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Найдено поле SV-источника поперечных волн в твердом однородном слое со свободными граница-
ми. На этих границах, помимо поперечных волн, возникают и продольные волны. Полное поле в
слое характеризуется скалярным и векторным потенциалами. Вследствие осевой симметрии этого
поля векторный потенциал имеет только угловую компоненту. Интегральное представление потен-
циалов получено методом Фурье–Бесселя. На основе теории вычетов поле в слое представлено в
виде суперпозиции цилиндрических мод Лэмба. Рассчитаны амплитуды этих мод.

Ключевые слова: SV-источник поперечных волн, скалярный и векторный потенциал, метод Фурье-
Бесселя, цилиндрические моды Лэмба
DOI: 10.31857/S0320791923600312, EDN: QSCGBS

ВВЕДЕНИЕ
Среди исследований полей в твердых телах

можно выделить работы по расчетам полей раз-
личных точечных источников [1–8]. В работе [1]
рассмотрено поле точечного источника силы в
безграничной анизотропной среде. В [2] проана-
лизировано поле SH-источника в слое. Поле вер-
тикальной точечной, или линейной силы исследо-
вано в [3]. Подробный анализ поля импульсного
точечного силового источника в нестационарной
постановке дан в [4]. Модовый анализ поля в
жидком слое, лежащем на упругом полупро-
странстве, при его возбуждении точечной силой
проведен в [5]. Влияние ориентации точечной си-
лы на поле в твердом полупространстве рассмот-
рено в [6]. В современном учебнике [7], рассмат-
ривающем асимптотические представления поля
в безграничном твердом теле, перечислены, в
частности, элементарные точечные источники:
источник объемной скорости, источник силы и
центр вращения. Наконец, в фундаментальной
монографии [8] обсуждаются элементарные ис-
точники сейсмических полей. Предлагается ком-
поновать их из точечных сил. Поля этих сил и их
комбинаций содержат как потенциальную, так и
вихревую компоненты. В книге пропагандирует-
ся теория двойной пары сил применительно к ре-
альным процессам сейсмических процессов.

Настоящая работа посвящена расчету поля то-
чечного источника сдвигового поля в твердом
слое. Твердые тела отличаются от жидкостей тем,

что при деформациях в них возникают не только
давления, но и сдвиговые упругие напряжения.
Поэтому в твердых телах, помимо продольных
волн того же типа, что и в жидкостях, могут рас-
пространяться и поперечные волны, в которых
частицы колеблются перпендикулярно к направ-
лению распространения. В сейсмологии сдвиговые
волны с горизонтальной поляризацией называют
SH-волнами, сдвиговые волны с вертикальной по-
ляризацией называют SV-волнами, Элементарным
точечным источником SH-волн является так назы-
ваемый крутоль – сфера, вмороженная в среду, со-
вершающая колебания вокруг некоторой своей
оси (рис. 1а). Элементарным точечным источни-
ком SV-волн является тор, вмороженный в среду,
поверхность которого совершает колебания во-
круг направляющей тора (рис. 1б). Этот источник
характерен тем, что его сила и момент равны нулю.

В работе впервые найдено поле точечного SV-ис-
точника волн в твердом однородном слое со сво-
бодными границами. Представим потенциаль-
ную часть смещения в виде градиента некоторого
скаляра , а соленоидальную часть смещения в
виде вихря векторного потенциала  [1, 2]:

(1)

С учетом осевой симметрии остается только одна –
угловая компонента векторного потенциала  и
уравнение для нее также является скалярным.
Источник на рис. 1а имеет как раз такую симмет-

ϕ
ψ

= ϕ +grad rot .u ψ

ψ
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рию. При наличии свободных границ помимо по-
перечных волн возникнут и продольные волны.

ИЗЛУЧЕНИЕ SV-ИСТОЧНИКА 
ПОПЕРЕЧНЫХ ВОЛН В ТВЕРДОМ СЛОЕ 

СО СВОБОДНЫМИ ГРАНИЦАМИ

Геометрия задачи показана на рис.2. В цилин-
дрической системе координат (r,  границы
этого слоя совпадают с плоскостями . То-
чечный гармонический SV-источник, создающий
поперечные волны с поляризацией в плоскости rz,
расположен в точке ( ), временной
множитель  опускаем. Потенциал 
представим в виде производной . В ра-
ботах [11, 12] показано, что граничные условия на
свободных границах слоя просто записываются

α, )z
= ±z h

= = 00,r z z
− ωexp( )i t ψ

ψ ≡ ∂φ ∂r

через скалярные функции  и . Смеще-
ния в твердой среде получим по формулам

(2)

Компоненты тензора напряжений записываются
через скаляры ϕ и :

(3)

где λ и μ – коэффициенты Ламе. Условия обра-
щения их в нуль при  дают с учетом волно-
вых уравнений граничные условия:

ϕ( , )r z φ( , )r z

( )∂ϕ ∂ φ ∂ϕ ∂φ∂= − = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 1, .r zu u r
r r z z r r r

φ

 ∂ϕ ∂ φ∂σ = λΔϕ + μ + Δφ − ∂ ∂ ∂ 
 ∂ϕ ∂ φ∂σ = μ + Δφ − ∂ ∂ ∂ 

2

2

2

2

2 ,

2 2 ,

zz

rz

z z z

r z z

= ±z h

Рис. 1. (а) – Источник SH–волн, крутоль, (б) – источник SV–волн, тор.

(а) (б)

Рис. 2. Постановка задачи.

z

z0

+h

r

–h
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(4)

где и  – волновые числа про-
дольной и поперечной волн.

Скалярные функции  и  удовлетво-
ряют уравнениям

(5)

(6)

где  – момент, направленный по угловому орту,
вдоль образующей тора (рис. 1а).  – дельта-
функция, а  равна нулю при  и обладает
свойством

(7)

Правая часть (6) является точечным источни-
ком поля SV-волн. Этот источник, в отличие от
точечного источника силы, рассматриваемого в
работах [1, 2, 4, 6], не излучает продольные P-вол-
ны.

Используем преобразование Фурье–Бесселя

(8)

(9)

где  – функция Бесселя. Пользуясь форму-
лами (5), (8)–(9), получим:

(10)

Аналогично из формул (6)–(9) получим

(11)

Из граничных условий (4) при помощи преобра-
зования Фурье–Бесселя (8), (9) получим для  и 
соотношения при :

(12)

( )
( )

 ∂ϕ ∂ φ∂ ∂= ± ϕ + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ϕ ∂φ∂− = φ +
∂ ∂ ∂

2
2

2

2 2, ,

22 ,

t

t

z h k r r
r r r r r r z

k r
z r r r

= ωl lk c = ωt tk k

ϕ( , )r z φ( , )r z

Δϕ + ϕ =2 0,k

Δφ + φ = δ − δ2
0 1( ) ( ),tk F z z r

F
δ( )z

1δ ( )r ≠ 0r

π δ = 12 ( ) ( ) (0).r f r rdr f

∞

∞

ϕ = ϕ ξ ξ ξ ξ

φ = φ ξ ξ ξ ξ









0
0

0
0

( , ) ( , ) ( ) ,

( , ) ( , ) ( ) ,

r z z J r d

r z z J r d

∞

∞

ϕ ξ = ϕ ξ

φ ξ = φ ξ









0
0

0
0

( , ) ( , ) ( ) ,

( , ) ( , ) ( ) ,

z r z J r rdr

z r z J r rdr

ξ0( )J r

ϕ + − ξ ϕ = 
2

2 2
2 ( ) 0.l

d k
dz

φ + − ξ φ = δ −
π

 
2

2 2
02 ( ) ( ).

2t
d Fk z z
dz

ϕ φ
= ±z h
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Рассчитаем скачок производной  при 
Проинтегрируем уравнение (11) в пределах от

 до  в результате получим

(13)

Сама же функция  непрерывна:

(14)

Фурье-компоненты  и  ищем в виде

(15)

(16)

(17)

Подставляя (15)–(17) в формулы (12)–(14), полу-
чим систему алгебраических уравнений для ко-
эффициентов 

Вычислив эти коэффициенты и подставив их в
формулы (15)–(17), получим  и . Формулы (8),
где  и  определены указанным способом, явля-
ются интегральным представлением поля в твер-
дом слое.

Волны в твердом слое можно разделить на две
группы: в одной из них смещения симметричны
относительно средней плоскости слоя, т.е. имеют
место равенства  , а в
другой группе смещения антисимметричны, т.е.

  Используя свойства
цилиндрических функций, получим следующие
формулы для потенциалов симметричных и анти-
симметричных волн:
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ЛАПИН

где  – функция Ханкеля.
Рассчитаем эти потенциалы. Начнем с потен-

циала 

где

Замкнем контур интегрирования в верхней по-
луплоскости . Поле  получим в виде сум-
мы вычетов в полюсах, лежащих в верхней полу-
плоскости:

(18)

где  – n-й корень уравнения .

Аналогично получим потенциал :

(19)

Потенциалы  дают n-ю симметричную ци-
линдрическую моду Лэмба.

Потенциалы антисимметричного поля полу-
чим по формулам:
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где  – n-й корень уравнения . Потен-
циалы  дают n-ю антисимметричную ци-
линдрическую моду Лэмба. Формулы для потен-
циалов  и  не изменяются при замене

, и поэтому они справедливы во всем твер-
дом слое 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Найдено поле точечного SV-источника в твер-
дом однородном слое со свободными границами.
Это поле характеризуется скалярным и вектор-
ным потенциалами. Вследствие осевой симмет-
рии поля векторный потенциал имеет только уг-
ловую компоненту. Интегральное представление
потенциалов получено методом Фурье–Бесселя.
На основе теории вычетов поле этого источника
представлено в виде суперпозиции цилиндриче-
ских мод Лэмба. Рассчитаны амплитуды этих мод.
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ИЗВЕСТНЫЕ ФАКТЫ О СПЕКТРЕ
УПРУГОЙ ПОЛУПОЛОСЫ

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях
на частоте  упругой полубесконечной поло-
сы  (далее по-
луполосы; рис. 1а), изготовленной из изотропно-
го однородного материала с постоянными Ламе

 и . Вектор смещений  удовле-
творяет системе дифференциальных уравнений

(1)

При этом ,  и  – опе-
ратор Лапласа. Сведем размер  и плотность

 к единице. На участках  и  границы 
поставим краевые условия жесткой заделки (Ди-
рихле) и свободного края (Неймана)

(2)

(3)

Здесь  – единичный вектор внешней
нормали, а в формулах

(4)

фигурируют декартовы компоненты тензоров на-
пряжений  и деформаций , а также символ
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Кронекера . Вариационная формулировка за-
дачи (1)–(3) апеллирует к интегральному тожде-
ству [1, 2]

(5)

в котором  – удвоенная упругая энергия
полуполосы,  – натуральное скалярное произве-

дение в пространстве Лебега , а  –
пространство Соболева вектор-функций, подчи-
ненных условиям Дирихле (2).
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КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ
ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ И ТЕОРИИ ВОЛН

Рис. 1. Полоса  единичной толщины и ее половина

. Защемленная поверхность отмечена более жир-
ными линиями – (б) только боковые стороны и (а)
вместе с торцом.

(а)

(б)
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Далее будет изучен спектр  задачи (1)–(3) при
разных способах разбиения границы  на участ-
ки жесткой заделки  и свободного края .

Вопрос о наличии или отсутствии захваченных
волн в упругой полуполосе, важный сам по себе,
также возникает при изучении собственных коле-
баний тонких пластин и балок, точнее при анали-
зе явления пограничного слоя около их кромок, и
в диагностике накопления повреждений в соеди-
нительных зонах. Для скалярных задач соответ-
ствующие конструкции собственных мод вводи-
лись и обосновывались, например, в статьях [3] и
[4], но для векторных задач теории упругости пла-
номерные исследования не публиковались.
В данной работе рассматриваются векторные
упругие поля, свойственные задачам о деформа-
ции тонких упругих прокладок или плит, закреп-
ленных вдоль одного из оснований или зажатых в
малой окрестности кромки. При разрыве клеевых
соединений возникают зоны отслоения пластин,
которые далее называем трещинами, и для иссле-
дования их влияния на спектр применяем аппарат
механики разрушения (ср. [5, 6], [7, гл. 7] и др.).

Начнем с простейших случаев 
 (зажаты боковые стороны;

рис. 1б) и  (закреплен также торец полупо-
лосы; рис. 1а). Известно (ср. расчеты в работе [8]),
что в обоих случаях непрерывный спектр  задачи
(5) – луч  с точкой отсечки

(6)

При  (рис. 1а) дискретный спектр 
пуст. Воспроизведем доказательство из работы [8],
основанное на классическом приеме [9]. Производ-
ная  собственной моды  по-

падает в пространство  благодаря
условию (2) на боковых сторонах и слабой сингу-
лярности  с показателем  поля смеще-
ний в угловых точках раствором  (см. [10] и,
например, [11, гл. III,  8]). При помощи соотно-
шений (2) и (4), а также формулы интегрирования
по частям получаем равенства

(7)

Следовательно, поле  аннулируется на торце 
вместе со своими первыми производными, что
невозможно в силу теоремы о единственности
продолжения решений системы дифференциаль-
ных уравнений Ламе (см., например, книгу [12,
гл. 4]). Итак,  всюду в полуполосе, т.е. соб-
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ственных мод не существует на любой частоте, а
значит, пуст не только дискретный, но и точеч-
ный спектр  (собственных частот нет и внутри
непрерывного спектра ).

Убедимся в том, что в случае  (торец
свободен от внешних воздействий; рис. 1б) име-
ется хотя бы одна собственная частота ниже точ-
ки отсечки . Поскольку боковые стороны полу-
полосы  жестко закреплены, по-прежнему

, а точке отсечки отвечает не завися-
щая от продольной координаты  волна

(8)
где  – орт оси . Согласно минимальному
принципу [13, теорема 10.2.1] нижняя грань  все-
го спектра  задачи (5) вычисляется по формуле

(9)

Таким образом, соотношение , обеспе-
чивающее непустоту дискретного спектра  (при
этом  – первая, наименьшая, собственная
частота), эквивалентно наличию пробной век-
тор-функции , для которой выпол-
нено неравенство

(10)
Воспользуемся приемом из работы [14] и по-

ложим

(11)

где  – малое положительное число, а  – гладкая
вектор-функция с носителем в замкнутом квад-
рате . Имеем

Подставим эти формулы в соотношение (10) и
заметим, что слагаемые порядка  в правой и ле-
вой частях взаимно уничтожаются. Таким обра-
зом, после интегрирования по частям само соот-
ношение принимает вид

(12)

pp
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Поскольку  и 
, можно подобрать компоненту 

так, чтобы последний интеграл в формуле (12)
стал отрицательным, а ее правая часть – положи-
тельной при малом . Итак, для пробной
функции (11) в самом деле выполнено неравен-
ство (10) и, следовательно, дискретный спектр 
содержит собственную частоту .

ИСКУССТВЕННАЯ ТОЧКА ОТСЕЧКИ

Разделим полуполосу  надвое и сузим задачу (1)–
(3) на нижнюю половину 
(тонирована на рис. 1б), назначив на средней ли-
нии  искусственные крае-
вые условия

Продолжения решения , четное для
компоненты  и нечетное для компоненты , да-
ют (гладкое) решение исходной задачи в цельной
полуполосе , а точка отсечки непрерывного
спектра задачи в  равна

При коэффициенте Пуассона 
 на пороге в уполовиненной полосе име-

ется аналогичная (6) волна

а конструкции из второй части предыдущего разде-
ла предоставляют собственную частоту 
задачи в , причем согласно описанной проце-
дуре продолжения собственной моды она попада-
ет в точечный спектр  исходной задачи в .

Справедливо строгое неравенство , так
как первые компоненты соответствующих соб-
ственных мод обладают разным свойством нечет-
ности/четности относительно переменной .

Если же , то аналогичные действия с
не зависящей от продольной координаты волной

дают собственную частоту . Для
 полученные таким способом две частоты

 и , вообще говоря, могут совпасть.
Остается невыясненным вопрос, попадают

или нет частоты  на интервал , т.е. при-
надлежат ли они дискретному спектру  или

σ =11 † 2( ;0, ) 0w x σ =12 † 2( ;0, )w x
= μπ π 2cos( )x ψ2

δ > 0

dp
ω < ω1 †

Π
Π = ∈Π ∈2{ : (0,1 2)}x x

Σ = > =1/2 1 2{ : 0, 1 2}x x x

= σ = >1 1 22 1 1( ,1 2) 0, ( ; ,1 2) 0 при 0.u x u x x

∈ Π1( )u H 

2u 1u
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Π

{ }ω = π μ π λ + μ† min 2 , 2 .

ν = λ λ + μ ∈2( )
∈ [0,1 3)

= π1
† 2 2 (1)( ) sin(2 ) ,w x x e

ω ∈ ω1
1 †(0, ) 

Π

pp Π
ω > ω1

1 1


−2 1 2x

ν ∈ (1 3,1 2)

= π2
† 2 2 (2)( ) sin( )w x x e

ω ∈ ω ω2
1 1 †( , ) 

ν = 1 3

ω1
1
 ω2

1


ω1
i ω†(0, )

dp

оказываются вкрапленными в непрерывный
спектр  задачи (1)–(3).

Отметим, что другая группа искусственных
краевых условий

(13)

бесполезна для обнаружения новых собственных
частот посредством минимального принципа (9),
так как у задачи в зауженной полуполосе  с
условиями (13) сохраняется точка отсечки (6).

ОТСЛОЕНИЕ ВЕРХНЕГО ОСНОВАНИЯ 
ПОЛУПОЛОСЫ

Пусть на рис. 2а при 

(14)

Иными словами, на верхнем основании
 образовалась трещина

, но нижнее основание
 и бесконечный участок  верхнего оста-

лись жестко закрепленными. Точка отсечки (6)
сохранилась, а второй прием из предыдущего раз-
дела с прежней пробной вектор-функцией (11)
устанавливает непустоту дискретного спектра
при всех . Получим дополнительную ин-
формацию о кратности  и образующих

 собственных частотах

(15)

Они вычисляются при помощи максимини-
мального принципа

(16)

cp

= σ = >2 1 12 1 1( ,1 2) 0, ( ; ,1 2) 0 при 0u x u x x

Π

> 0,

− + −

+

Γ = Σ ∪ Σ Σ = > =
Σ = > =

D 1 2

1 2

( ), { : 0, 0},
( ) { : , 1}.

x x x
x x x

,
, ,

+ +Σ = Σ: (0)
ϒ = ∈ =1 2( ) { : (0, ), 1}x x x, ,
−Σ +Σ ( ),

0>,
# ( )dp ,

( )dp ,

ω ω … ω1 2 # ( )( ) ( ) ( ).
d

< < < p ,, , ,

∈

Πω =
Π

2
22\{0}

( , ; )( ) ,max inf
; ( )jj

j
u

E u u

u L%%
,

Рис. 2. (а) – Полоса с трещиной  на верхнем осно-
вании, а также полярные координаты и вырезаемый
полукруг. (б) – Трещина  длиной  на торце.
Жирные линии – зоны защемления границы.

(а)

(б)

ϕ
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l

l
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где  – любое подпространство в  с ко-

размерностью , в частности, .
Более точно, теорема 10.2.2 в [13] гарантирует сле-
дующее: если при некотором  величина из пра-
вой части (16) строго меньше , то, во-пер-
вых,  и, во-вторых, корень квадратный
из этой величины – собственная частота с номе-
ром  из списка (15). Поскольку 
при , а дробь Рэлея в формуле (16) не зави-
сит от способа постановки краевых условий,
справедливо неравенство , т.е.
функции

(17)

– монотонно убывающие на лучах ; здесь
 – длина трещины, при которой происхо-

дит приращение кратности дискретного спектра
(см. ниже). Убывание строгое: собственная мода

 не может быть пропорциональна
, так как иначе она удовлетворяет обоим

краевым условиям (2) и (3) на отрезке
, что противоречит упоминавшейся

теореме о единственности продолжения решения
системы Ламе.

Сначала получим простую, но грубую оценку
кратности  дискретного спектра. С этой це-
лью опять применим максиминимальный прин-
цип (16) с пробными функциями

(18)

продолженными нулем на усеченную полуполосу
 (оставлена без глубокого тони-

рования на рис. 2а) при сохранении класса Собо-
лева . Вычислим дробь Рэлея при

. Имеем

Следовательно, искомая дробь Рэлея равна

(19)

j% Π Γ1
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k xu x e j x

x
,

,

Π = +∞ ×( , ) (0,1), ,
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j j

dx x dx j

,

,

,

,

,
,

( )π πμ + λ + μ −
22 2

2
1( 2 ) ,

4 2
j

,

и при натуральном индексе , подчиненном соот-
ношению

правая часть формулы (16), вычисленная для век-
тор-функции (18), строго меньше квадрата точки
отсечки (6), т.е. теорема 10.2.2 в [13], в частности,
показывает, что кратность дискретного спектра

, строго меньшая , неограниченно воз-
растает при .

Обнаруженная оценка кратности неточная и
ее можно улучшить для достаточно длинных тре-
щин, вычислив асимптотику собственных частот
при . Для этого построим одномерную
модель длинной (тонкой после масштабирова-
ния) балки  (глубоко тонирова-
на на рис. 2а) с защемленными нижним основа-
нием и торцом . При-
мем асимптотический анзац для собственной
моды

(20)

где  – растянутая продольная координа-
та, а многоточие заменяет младшие асимптотиче-
ские члены, не существенные для предпринимае-
мого анализа. Подставим выражение (20) в систе-
му (1) со спектральным параметром

(21)
где

(22)

Проделаем то же с краевыми условиями при
 или . Заметив, что члены, содер-

жащие саму функцию , взаимно уничтожаются,
соберем множители при производной  и
получим следующую скалярную задачу для ком-
поненты :

(23)

(24)

Таким образом,
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а коэффициенты

(26)

включают положительные косинус и синус, при-
чем .

В силу формулы (21) коэффициенты при  в
системе (21) образуют уравнение

(27)

Это уравнение, снабженное краевыми условиями

(28)

имеет решение в том и только в том случае, если
выполнено соотношение

которое приобретает вид обыкновенного диффе-
ренциального уравнения

(29)

Для вычисления коэффициента

(30)

удобно воспользоваться выкладкой

в которой последнее подынтегральное выраже-
ние находится из уравнения (23), а внеинтеграль-
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ные члены – при помощи формул (25) и (26). Фи-
гурирующая в (30) функция

(31)

имеет одну экстремальную точку , мо-
нотонно возрастает на участке  и удовле-
творяет соотношениям  и .
Таким образом, функция (31) и величина (30) по-
ложительные.

В искомой модели балки уравнение (29) снаб-
жается краевыми условиями

(32)

а собственные пары задачи (29), (32) принимают
вид

Обоснование построенных асимптотик соб-
ственных частот и мод проводится по стандарт-
ной схеме (см. публикации [15, 16, 8, 17]), а точное
утверждение предоставляет для любого индекса

 такие величины  и , что при 
собственная частота из списка (15) расположена
ниже точки отсечки (6) и удовлетворяет оценке

(33)

Как и следовало ожидать, полученное ранее
выражение (19) превосходит сумму .
Подчеркнем особо, что увеличение номера  вле-
чет за собой рост величин  и , т.е. асимп-
тотическая формула (33) обслуживает на долж-
ном уровне лишь несколько первых членов в
списке (15) – подробное изучение этого вопроса
можно найти в книге [18, гл. 7], где, в частности,
выявлена зависимость мажоранты в правой части
оценки (33) от номера .

Нетрудно построить и полные асимптотиче-
ские разложения собственных частот и мод. Фор-
мальные бесконечные асимптотические ряды, в
частности, включают члены типа пограничного
слоя, описываемые решениями задачи в единич-
ной полосе  с пороговым спектральным пара-
метром

(34)

(35)
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(36)

В последнем разделе статьи будет показано,
что задача (34)–(36) с финитными правыми ча-
стями  и  однозначно разрешима в
классе вектор-функций, экспоненциально зату-
хающих при  и подчиненных на беско-
нечности “условию излучения”

(37)

Это обстоятельство позволяет организовать
итерационный процесс построения бесконечных
формальных асимптотических рядов для  и

 и поочередно определить их члены при ре-
шении (неоднородных) задач (29), (30) и (34)–(36).
Поправки в асимптотике собственной частоты на-
ходятся при соблюдении условия разрешимости
смешанных краевых задач для обыкновенного диф-
ференциального уравнения на отрезке , а
для продолжения с прямоугольника  на полу-
полосу  (см. рис. 2а) их решения
можно умножить на гладкую срезающую функ-
цию , равную единице при  и ну-
лю при , – именно такое действие привно-
сят правые части в соотношения (34) и (36). Под-
черкнем, что слагаемые типа пограничного слоя,
определяемые при решении задачи в , затуха-
ют при  с экспоненциальной скоростью,
а значит, какой-либо задачи в  решать не требу-
ется.

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ 
ПРИ УВЕЛИЧЕНИИ ЗОНЫ ОТСЛОЕНИЯ

В ситуации (14) придадим малое приращение
 длине трещины  на верхнем основании

полуполосы  и найдем главные поправочные
члены асимптотик

(38)

собственных частот из списка (15). Согласно [10]
(см. также [19], [11, гл. III,  8], [7, гл. 7]) соответ-
ствующие собственные моды , нор-
мированные равенством

(39)

допускают около конца трещины представления

(40)
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Поясним обозначения. Прежде всего
 – полярные координаты с

центром в вершине  трещины (рис. 2а),
а  – гладкая срезающая функция с малым носи-
телем, равная единице в окрестности точки .
Далее аргумент  и индекс  по возможности не
пишем. Вектор-функции

(41)

включают угловые части  и первый (с
наименьшей положительной вещественной ча-
стью) корень  трансцендентного
уравнения (см. [10] и [11, гл. III, 8])

(42)

Таким образом, коэффициенты интенсивно-
сти напряжений  комплексные (ср., например,
[20]), но, несмотря на присутствие в степенном
решении (41) мнимой единицы , собственную
моду (40), разумеется, можно зафиксировать ве-
щественной.

Вектор-функции (41) суть решения модельной
задачи теории упругости в полуплоскости

 с условиями (2) и (3) на лучах
 и  соответствен-

но. Согласно общим результатам [21] (см. также
[7, гл. 3, 2]) эта задача имеет еще одну пару реше-
ний

(43)
для которых верны формулы

(44)

Черта обозначает комплексное сопряжение, а
подынтегральное выражение имеет порядок :
форма  возникла как одномерный интеграл в
формуле Грина для оператора Ламе и потому не
зависит от параметра  для решений модельной
задачи в . Отсюда, в частности, вытекает, что

 из-за рассогласования показателей
 и  у степенных решений  и .

Методика дифференцирования вдоль трещин
(см. изложение статьи [22] в книге [7, гл. 7, 4], а
также работу [23] для одной из задач механики
трещин) устанавливает, что все степенные реше-
ния упомянутой модельной задачи в полуплоско-
сти приобретают показатели ,

 и , . Кроме того,
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имеет место следующая связь степенных реше-
ний (41) и (43):

(45)

Определение множителя  трудоемко – требу-
ется найти корни уравнения (42), восстановить
угловые части ,  согласно формулам из [11,
гл. III 8] и вычислить громоздкий интеграл из
(44), однако положительность множителя  уже
была проверена в [22, 23] при помощи асимптоти-
ческого анализа задач о росте трещины. Воспро-
изведем сопутствующие выкладки в переложении
для рассматриваемой задачи. Применим метод
сращиваемых асимптотических разложений (см.
монографии [24, 25]) и дополним понятное внеш-
нее разложение

(46)

внутренним разложением

(47)

приемлемым вблизи точки  и учитываю-
щим представление (40), а также малый сдвиг
вершины трещины. Преобразованная согласно
связи (45) формула Тейлора

(48)

и процедура сращивания разложений на уровне 
показывают, что поправочные члены в анзацах
(38) и (46) удовлетворяют системе уравнений

(49)
и краевым условиям (2) и (3), а также вытекаю-
щим из (47), (48) и (45) условиям роста около вер-
шины трещины

(50)

Поскольку  – собственная частота, для су-
ществования сингулярного поля  требуется со-
блюсти условие разрешимости сформированной
задачи (49), (2), (3), (50). С целью его проверки
умножим систему дифференциальных уравнений

скалярно на вектор  и применим
формулу Грина в области

с вырезанным малым ( ) полукругом (глу-
боко тонирован на рис. 2а). При учете соотноше-
ний (39) и (44) получаем, что

(51)

Обратим внимание на то, что комплексное со-
пряжение самой вектор-функции  не нужно, но
оно потребовалось в конце выкладки и не сказа-
лось на результате.

Итак, получена следующая асимптотическая
формула, согласованная с проверенной ранее мо-
нотонностью функций (17):

Если оба коэффициента интенсивности на-
пряжений обратились в нуль, то скорость 
уменьшения собственной частоты замедляется по
крайней мере до .

ПОРОГОВЫЕ РЕЗОНАНСЫ
Ввиду устойчивости собственных частот (15),

принадлежащих дискретному спектру, увеличе-
ние его кратности  при вариации парамет-
ра  может происходить исключительно вслед-
ствие отцепления собственной частоты 
от нижней грани непрерывного спектра (точки
его отсечки (6)). Такое явление наблюдается в том
случае, если у задачи (1)–(3) при  возникает
пороговый резонанс (см. статьи [26–29]), а имен-
но, у задачи с пороговой частотой  имеется
(вещественное) решение

(52)
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с экспоненциально затухающим остатком . Ес-
ли , то  – захваченная волна, но в случае

 решение (52) стабилизируется при
 к вектор-функции (8) поперечной пере-

менной  и резонанс называется правильным
[28]. К сожалению, не удалось выяснить, обраща-
ется ли в нуль коэффициент  для конкретных
критических длин . Поэтому обсудим обе воз-
можности и продемонстрируем, что качество по-
рогового резонанса сказывается на процессе от-
цепления собственных частот.

При  сохраним асимптотический анзац
(38) для собственной частоты

. Кроме того, для соответ-

ствующей собственной моды  прини-
маем прежние внешнее и внутреннее разложения

(46) и (47), а для поправок  и 
выводим задачу (49), (2), (3), (50) и при помощи
выкладки (51) получаем окончательную формулу

(53)

Если коэффициенты интенсивности напряже-
ний обратились в нуль (ср. соотношение (64) при

), то представление (53) становится малосо-
держательным и требуется построение младших
асимптотических членов, а скорость  отцепле-
ния собственной частоты уменьшается до  (ср.
асимптотические конструкции в работе [16]).

 К сожалению, нельзя утверждать, что формула
(53) остается в силе при , т.е. при уменьше-
нии длины трещины. Дело в том, что в принципе
возможно поднятие истинной собственной ча-
стоты вовнутрь непрерывного спектра, однако ее
положение неустойчиво и заранее неизвестно,
окажутся ли все младшие асимптотические члены
в разложении (53) вещественными, или появится
точка комплексного резонанса с малой мнимой
частью (ср. [30, 17]). Впрочем, используя метод
“точной настройки” параметров (см., например,
[31, 29]) можно попытаться и при  поместить
величину  на вещественную ось путем

тщательного подбора профиля  искривлен-
ного торца  полубесконечной полосы

(54)

В случае правильного порогового резонанса
требуются более сложные вычисления. Начнем с
построения одномерной модели колебаний тон-
кой упругой прокладки  между двумя абсо-
лютно жесткими полуплоскостями. В новом

†u
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Ξ( )h

асимптотическом анзаце (20), ингредиенты кото-
рого снабдим символом , производится замена

, учитывающая условия за-
щемления (2) на обоих сторонах прокладки. Кро-
ме того, функции  и  находятся из задач (23),
(24) и (27), (28), в которых вместо дроби  всюду
фигурирует число  и последние условия Нейма-
на заменены условиями Дирихле  и

. Таким образом, получаем выражение

(55)

с прежним коэффициентом  из (26) и поло-
жительной величиной . Наконец, условие
разрешимости задачи для  принимает вид обык-
новенного дифференциального уравнения (29) с
новым коэффициентом

(56)

В искомой модели упругой прокладки 
уравнение (29) снабжается условиями в точках

 и , имитирующими краевые условия на
торцах  и , однако далее будут востребованы
два факта, которые благодаря проведенным вы-
числениям вытекают из общих результатов [19],
[7, гл. 3,  1] и [33, гл. 9]. Во-первых, на порого-
вой частоте  у задачи в цельной полосе

 с условиями Дирихле (2) на боко-
вых сторонах помимо ограниченной волны (8)
имеется линейно растущая волна

(57)
но других полиномиально зависящих от перемен-
ной  волн нет.

Во-вторых, у той же задачи в  на частоте

(58)

имеются две медленно растущие при 
волны

(59)

где  – функция (55),  – решение видоизме-
ненной указанным выше способом задачи (27),
(28) и

(60)


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Формальная проверка того, что вектор-функ-
ции (57) и (59) удовлетворяют задачам в полосе

, производится непосредственными вычисле-
ниями.

Поскольку в формуле (58) пороговой частоте
 предписано возмущение , слагаемое  из

внешнего разложения (46) удовлетворяет системе
(1) с параметром , краевым условиям (2),
(3) и условиям роста (50), полученным в результа-
те сращивания с внутренним разложением (47)
около точки . Из-за наличия ограничен-
ного решения (52) полученная задача имеет толь-
ко линейно растущее на бесконечности решение

(61)

с экспоненциально затухающим остатком ,
произвольным коэффициентом  и коэффици-
ентом  при линейной волне (57), вычисляемом
при помощи усложненной выкладки (51). Именно,

(62)

и, следовательно,

(63)

Пояснение: применили формулу Грина в пря-
моугольнике  с вырезанным полукругом ма-
лого радиуса с центром , а интегралы по по-
луокружности и отрезку  вы-
числили при помощи разложений (50), (40) с
коэффициентами интенсивности  и представ-
лений (52), (61), (57), причем при нахождении по-
следнего интеграла из (62) повторили выкладку,
приведшую к выражению (56).

Слагаемые  и  не затухают при , а
значит, анзац (46) нуждается в исправлении на
больших расстояниях от конца  трещи-
ны . Следуя работам [16, 32], срастим его
с разложением
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содержащим множитель  и волну

(59), равную  и содержащую малый, но
положительный показатель (60). Таким образом,
представление (61) свойственно именно захва-
ченной волне. Соотношение  (важен
знак минус), появившееся в результате сращива-
ния, в силу формул (60) и (63) предоставляет по-
правочный член в анзаце (58) для собственной ча-
стоты:

Итак, в случае правильного порогового резо-
нанса собственная частота отцепляется от порога
с меньшей скоростью , чем в случае захва-
ченной волны (52), . Если оба коэффициен-

та интенсивности напряжений  обратились в
нуль, то скорость снижается по крайней мере до

 – для ее вычисления требуются младшие
асимптотические члены (ср. публикации [16, 32]).
В рассмотренной задаче при условии  ана-
литически определить кратность порогового ре-
зонанса не удается. Если же  и ,
то все выкладки и рассуждения из предыдущих
разделов нуждаются лишь в незначительных из-
менениях, например, первое краевое условие
Неймана в (32) для одномерных моделей балки

 становится условием Дирихле . Вме-
сте с тем совмещение выкладок (7) и (51), приме-
ненных к ограниченному пороговому решению

(52) и его производной , затухающей
при , приводит к равенству

(64)

Таким образом, оба коэффициента интенсив-
ности напряжений у решения  обратиться в
нуль не могут. Следовательно, по понятной при-
чине кратность порогового резонанса не превос-
ходит двух.

ЧАСТИЧНОЕ ЗАКРЕПЛЕНИЕ ТОРЦА
Пусть на рис. 2б

(65)

т.е. краевое условие (3) поставлено только на ча-
сти  торца  полуполосы . В первом разделе
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было показано, что при  (вся граница 
жестко защемлена) дискретный спектр  пу-
стой, но при  в нем присутствуют собствен-
ные частоты (15) (однако их количество 
осталось неизвестным). Подчеркнем, что в дан-
ном разделе формулам, использованным ранее
при анализе отслоения верхнего основания полупо-
лосы, теперь придается новый смысл. Например,
максиминимальный принцип (16) доказывает, что
функции (17) монотонно убывают на интервале

, где величина  характеризуется под-
нятием собственной частоты  на порог  и об-
разованием порогового резонанса. Таким образом,
существует зависящий от коэффициента Пуассона

 размер , для
которого  при , но 
при . Правомерна гипотеза: первый по-
роговый резонанс правильный, так как наличие
быстро затухающей моды на низких частотах со-
мнительно. К сожалению, автор не нашел строгого
подтверждения этого факта. Вычисление критиче-
ского размера  – также открытый вопрос.

ЦЕЛИКОМ ОТСЛОИВШЕЕСЯ
ВЕРХНЕЕ ОСНОВАНИЕ

Рассмотрим задачу (1)–(3) при условиях (убра-
ли верхнюю жирную черту на рис. 2б)

В этом случае точка отсечки принимает вид
(22), но все приведенные ранее результаты и при-
емы анализа остаются в силе с понятными изме-
нениями. В частности, у задачи (1)–(3) при

 имеется собственная частота  ниже
точки отсечки (22). Таким образом, одномерная
модель (29), (32) не полностью описывает спектр
конечной балки , защемленной вдоль

, а именно, ниже серии собственных
частот, описываемых формулами (21) и (33), об-
наружена по крайней мере одна собственная ча-
стота  с собственной модой, сугубо лока-
лизованной около торца .

В задаче о полуполосе с длинной трещиной
, т.е. при ,

дискретный спектр становится весьма обильным,
так как в модельной задаче о колебаниях балки

 с единственно защемленным торцом 
появляются две серии собственных частот

в которых фигурируют собственные числа задач о
поперечных и продольных колебаниях одномер-

= 0 ∂Π
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β +… β +…(2) (1)
2

1 1и ,j j,,

ной балки Кирхгофа соответственно (см., напри-
мер, [7, гл. 1 3]):

(66)

и

Здесь  – цилиндрическая жест-

кость упругой балки-полосы.

ПОЛУПОЛОСА С ПОЛНОСТЬЮ 
СВОБОДНЫМ КРАЕМ

При  и  (полностью убрали
жирную черту на рис. 1а) непрерывный спектр  –
замкнутая полуось , а дискретный
спектр заведомо пуст. Вместе с тем известно [34],
что при , т.е. нулевом коэффициенте Пуас-
сона , у системы Ламе (1) в полупо-
лосе  с краевым условием Неймана (3) на всей
ее границе  существует собственная частота

, вкрапленная в непрерывный спектр. Вместе
с тем при увеличении  это собственное число
исчезает, превращаясь в точку комплексного ре-
зонанса (см. [30, 17]), однако при малом

 с некоторым  можно предска-
зать (результат не опубликован) существование

такого профиля  искривленного торца полупо-
лосы (54) или ее боковых сторон, что в непрерыв-
ном спектре сохраняется собственная частота

.

Стационарной ( ) задаче Неймана (1), (3)
в прямой полуполосе  удовлетворяют
три жестких смещения, поворот и трансляции,

(67)

а также полиномиальные поля

§
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(68)

отвечающие изгибающему моменту и силам, про-
дольной и перерезывающей. Согласно термино-
логии [28] наличие в списке (68) квадратичного и
кубического полиномов означает, что пороговый
( ) резонанс в обсуждаемой задаче – вырож-
денный. Подчеркнем, что в рассмотренных ранее
задачах резонансы на порогах (6) и (22) невырож-
денные, так как на пороговой частоте имеются
только решения (8) и (57) с не более чем линей-
ным ростом при . Изменение качества по-
рогового резонанса провоцирует еще один эф-
фект при вариации данных задачи.

Как уже упоминалось в разделе, посвященном
резонансам на пороге (6), околопороговая часто-
та (53) или (58) возникает при увеличении длины
трещины, и только в случае порогового резонан-
са, порожденного захваченной волной (52) при

, точка  может подняться в не-
прерывный спектр , причем для этого
требуется точная настройка профиля искривлен-
ного торца полуполосы (54).

Единственно возможное “сползание вниз”
собственной частоты с порога – общее свойство
невырожденных собственных пороговых резо-
нансов. По другому дело обстоит в случае вырож-
денного порога, а именно, в статье [32] реализо-
ван эффект “поднятия” собственной частоты с
нулевого порога, вырожденного в силу богатого
набора (67), (68) решений задачи (1), (3) в полупо-
лосе .

Поясним природу неожиданного феномена.
В случае невырожденного порога на околопоро-
говых частотах , т.е. при малом ,
решением одномерной модели (52) (уравнение
второго порядка) служат только осциллирующие

волны , из которых соорудить захвачен-
ную волну невозможно. Вместе с тем в модели
Кирхгофа список решений уравнения (66) чет-
вертого порядка с параметром 

содержит одно затухающее при  – имен-
но оно и служит зачинателем захваченной волны.
Поскольку в рассматриваемом случае собствен-
ная частота принадлежит непрерывному спектру

, для ее сохранения потребовалась
точная настройка параметров задачи, а именно, –
тщательно подобранные искривленный торец
полуполосы (54) и переменная плотность матери-
ала  на конечной ее части (подробности см.
в статье [32]). Многие вопросы спектрального
анализа вырожденных порогов остаются откры-
тыми.

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ
ВДОЛЬ ГРАНИЦЫ

На первый взгляд кажется, что заимствован-
ный из статьи [8] и восходящий к работе [9] прием
дифференцирования по переменной  указывает
на отсутствие захваченных волн в задаче (1)–(3)
при . Этот факт противоречил бы про-
веренной непустоте дискретного спектра .
Однако прежняя аргументация не годится из-за
корневой сингулярности производной  в вер-
шине трещины: неприемлемое соотношение (7)
превращается во вполне возможное (64). В случае

 благодаря перемене пози-
ций зон Неймана и Дирихле формула (64) снова
превращается в непозволительное равенство

(69)

Таким образом, при жесткой заделке торца по-
луполосы или его окрестности захваченных мод
нет на любой частоте. Наконец, для трещины

, удаленной ( )
от торца, появление собственных частот в дис-
кретном спектре действительно возможно, так
как в аналогичном (64) и (69) равенстве возника-
ют суммы квадратов модулей коэффициентов ин-

тенсивности в точках  и  с разными
знаками.

Дифференцирование по переменной  полез-
но и при исследовании задачи о пограничном
слое около вершины трещины. Эта задача (34)–
(36) в цельной полосе  с финитны-
ми правыми частями  и  имеет решение (37) в том
и только в том случае, если нет захваченных волн.
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Пусть  – такая волна, конечно же, не-
тривиальная. Выкладка (7) для вектор-функций

 и  в области  показы-

вает, что . Таким обра-
зом, коэффициенты интенсивности напряжений
у волны  равны нулю, и поэтому ее производная

 остается в классе Соболева  и становит-
ся захваченной волной. У нее опять-таки нулевые
коэффициенты интенсивности, т.е. в разложении
вектор-функции  около начала координат  от-
сутствуют и слагаемые порядка . По индук-
ции проверяем, что все члены (сходящегося) ряда
по степеням радиальной переменной (см. ком-
ментарии, предшествовавшие формуле (45)) ан-
нулируются, т.е.  в окрестности точки , что
невозможно в силу уже неоднократно упоминав-
шейся теоремы о единственности продолжения.
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ния скорости упругих волн от приложенного механического напряжения (вплоть до разрыва) для
исходного и 3D-напечатанного образцов полимера PLA. По результатам измерений рассчитаны ли-
нейный и нелинейный модули Юнга и акустический нелинейный параметр второго порядка. Уста-
новлено, что 3D-печать приводит к ухудшению прочностных и пластических характеристик поли-
мера PLА. Обнаружено различное поведение нелинейных параметров исходного и 3D-напечатан-
ного образцов полимера PLA в области нагрузки и разгрузки, которое связывается с изменением
внутренней структуры образца, вызванным 3D-печатью.
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ВВЕДЕНИЕ
В последнее десятилетие все более востребо-

ванной становится технология 3D-печати раз-
личных материалов, которая активно применяет-
ся не только в лабораториях и на фабриках с вы-
сокоточным и массовым производством, но и на
бытовом уровне. 3D-печать открывает возможно-
сти создания новых композитных образцов, в том
числе метаматериалов, из различных материалов,
как полимеров [1–5], так и металлических спла-
вов [6–8]. В общем смысле 3D-принтер представ-
ляет собой станок с программным управлением,
использующий при изготовлении детали различ-
ные физические принципы [9]. Перечислим ос-
новные виды 3D-печати. Существует SLA-печать
(stereolithography, лазерная стереолитография),
позволяющая печатать с очень высокой точно-
стью образцы из фотополимеров [10]. Принтер
для SLA-печати и расходные материалы к нему
доступны по цене, что способствует их широкому
распространению. В ряде технологий 3D-печати,
таких как DMLS (direct metal laser sintering), SLS
(selective laser sintering), SLM (selective laser melting)
используется сплавление либо спекание металлов

при помощи мощных лазеров [11]. Расходные ма-
териалы и принтеры для этих видов печати явля-
ются самыми дорогими на рынке, поэтому при-
меняют их в основном в лабораториях и при огра-
ниченном производстве сложных деталей. К этим
же видам печати относится EBM (electron-beam
melting) печать, где вместо лазера применяется
электронно-лучевая трубка [12]. Сферы примене-
ния этого вида печати ограничены медицински-
ми приложениями, аэрокосмической областью и
мелкосерийным производством деталей сложной
формы. Самой же распространенной технологи-
ей является FDM (fused deposition modeling) пе-
чать, позволяющая печатать объемные модели из
полимеров при помощи послойного наплавления
[13, 14]. Широкий выбор полимеров для печати
позволяет покрыть огромный спектр различных
приложений – они используются для изготовле-
ния гибких или жестких, устойчивых к ультрафи-
олету или ацетону, обладающих повышенной
температурой размягчения изделий. Доступная
цена принтеров и расходных материалов обеспе-
чивает им широкое распространение во всех при-

УДК 534.2

НЕЛИНЕЙНАЯ АКУСТИКА



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 4  2023

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 411

ложениях, в которых не требуется повышенная
точность или прочность, сравнимая с металлами.

Одним из термопластических полимеров, ши-
роко использующихся при 3D-печати, является
PLA (polylactic acid, полилактид). Будучи неток-
сичным и имея хорошие механические свойства,
PLA используется для производства различных
компонентов и объектов пищевой и медицин-
ской промышленности, в том числе биомедицин-
ских устройств [15–19].

Одним из важных преимуществ PLA является
то, что детали из него можно легко изготовить ме-
тодом FDM с помощью простых и недорогих
коммерческих 3D-принтеров. На механические
свойства аддитивно изготовленного PLA суще-
ственно влияют как параметры 3D-печати, такие
как размер сопла, процент и схема заполнения,
температура и скорость печати [20, 21], так и хи-
мический состав (например, пигменты, вводимые
для изменения окраски, также влияют на механи-
ческие свойства и на уровень кристалличности
PLA) [22].

Многочисленные исследования показывают,
что 3D-печать приводит к существенному изме-
нению механических характеристик PLA [23–26].
Так, если предел прочности исходного литого
PLA может достигать 60 МПа [23], то для 3D-на-
печатанных материалов предел прочности может
значительно уменьшаться (вплоть до 50%) в зави-
симости от ориентации нитей заполнения [24–26].

Сравнение механических характеристик
3D-напечатанного и литого PLA, измеренных
статическим методом, было произведено в работе
[27]. Было обнаружено, что для исследованных
образцов PLA 3D-печать приводит к существен-
ному уменьшению предела прочности (с примерно
52 до 44 МПа), уменьшению модуля Юнга (с при-
мерно 3.2 до 3 ГПа) и предела текучести (с при-
мерно 12.7 до 10.5 МПа); в то же время предельная
деформация при разрыве, наоборот, незначи-
тельно увеличилась для напечатанных образцов
(с 1.65 до 1.74%).

Такое изменение механических свойств является
следствием изменения микроструктуры полимеров,
вызванного термомеханическими воздействия-
ми, возникающими при 3D-печати: возникает
текстура, определяемая способом укладки нити,
возникают дефекты, обусловленные особенно-
стями и несовершенством адгезии нитей, пори-
стость в случае отсутствия дегазации [27], может
изменяться соотношение кристаллической и
аморфной фаз, могут изменяться или возникать
упорядоченные субструктуры [23].

Линейные акустические методы применялись
ранее для исследования процессов стеклования
[28] и деградации [29] полимеров на основе PLA.
В работе [30] были исследованы линейные аку-
стические свойства образцов 3D-напечатанных

восьми коммерчески доступных термопластич-
ных полимеров, включая PLA. Стандартными
эхо-импульсными методами на отражение и про-
хождение были измерены коэффициент затуха-
ния, скорость звука и рассчитан акустический
импеданс.

Нелинейные акустические методы для иссле-
дования полимеров на основе PLA применялись
в работе [23]. Методом генерации гармоник изме-
рялся нелинейный акустический параметр третьего
порядка при изгибной деформации образцов PLA,
подвергавшихся химическим и физическим воз-
действиям. Установлено, что наибольшее воздей-
ствие на изменение величины нелинейного аку-
стического параметра оказывает введение примеси,
а также сочетанное применение всех использо-
вавшихся методов обработки.

В настоящей работе приводятся результаты
экспериментальных исследований ультразвуко-
вым и статическим методами влияния 3D-печати
на линейные и нелинейные упругие свойства ни-
тевидных образцов полимера PLA марки eSun.
Были исследованы как линейные упругие свой-
ства образцов полимера PLA (статическим мето-
дом, т.е. по нагрузочной кривой механическое
напряжение σ–деформация ε вплоть до разрыва),
так и нелинейные (с использованием модифици-
рованного метода Терстона–Браггера, который
заключается в измерении зависимости относи-
тельного изменения скорости упругих волн в об-
разце от величины приложенного к нему механи-
ческого напряжения растяжения).

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ОБРАЗЦЫ, 
УСТАНОВКА И МЕТОДИКА 

ЭКСПЕРИМЕНТА
Автоматизированная установка, использовав-

шаяся для одновременного измерения статиче-
ским методом и методом Терстона–Браггера за-
висимости деформации и относительного изме-
нения скорости упругих волн от приложенного
механического напряжения, ранее подробно бы-
ла описана в [31]. Она включала в себя механиче-
скую (для создания механического напряжения
растяжения) и ультразвуковую части. Для измере-
ния относительного изменения скорости упругих
волн использовалась автоматизированная им-
пульсная ультразвуковая установка, которая была
разработана на базе ультразвуковой автоматизи-
рованной системы Ritec RAM-5000. Для генерации
и приема продольных акустических волн были ис-
пользованы пьезоэлектрические преобразователи с
резонансной частотой 300 кГц. Преобразователи
прикреплялись с помощью подпружиненных за-
жимов к торцам усеченных конусов, в которых
были закреплены концы образцов. Для устране-
ния высокочастотных компонент зондирующий
сигнал пропускался через фильтр нижних частот.
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ВОЛОДАРСКИЙ и др.

Для управления ходом эксперимента и обработки
полученных данных использовался специально
разработанный пакет программ с графическим
интерфейсом. Он был установлен на персональ-
ном компьютере и обеспечивал возможность од-
новременного проведения статических и ультра-
звуковых измерений с дальнейшим их архивиро-
ванием и обработкой.

Для проведения исследований были изготов-
лены два образца полимера PLA. Первый (назы-
ваемый далее “исходным”) был вырезан из нити
коммерческого полимера PLA марки eSun без до-
полнительной термической или иной обработки.
Он имел форму тонкого цилиндра длиной L =
= 121.7 мм и диаметром D = 1.7 мм.

Второй образец (называемый далее “напеча-
танным”) был напечатан на 3D-принтере из той
же нити полимера PLA марки eSun. Он имел фор-
му тонкой прямой призмы длиной 118 мм с осно-
ванием в форме правильного шестиугольника с
длиной стороны 1.05 мм. Печать производилась
методом послойного наплавления на самодель-
ном 3D-принтере, близком по параметрам к мо-
дели “3DQ Mini”, при температуре 160°C, 100%
заполнении и диаметре сопла 0.05 мм, ориента-
ция нити – вдоль длинной оси призмы.

По результатам измерений были рассчитаны
по методике, описанной в [31], как линейные (ли-
нейный модуль Юнга E), так и нелинейные упру-
гие параметры (нелинейный модуль Юнга EN и
нелинейный параметр второго порядка N) для
нитевидных образцов как исходного образца PLA
марки eSun, так и для образца PLA, изготовлен-
ного методом 3D-печати из исходного материала.

Линейный модуль Юнга (коэффициент упру-
гости второго порядка) E определялся из нагру-
зочной кривой механическое напряжение–де-
формация по формуле:

(1)Δσ=
Δε

.E

Нелинейный модуль Юнга (коэффициент
упругости третьего порядка) EN определялся из
зависимости относительного изменения скоро-
сти от приложенного механического напряжения
по формуле:

(2)

Акустический нелинейный параметр второго
порядка N рассчитывался по формуле:

(3)

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА
И ИХ АНАЛИЗ

В результате серии экспериментов была полу-
чена информация о линейных и нелинейных
упругих свойствах исследуемых образцов исход-
ного и 3D-напечатанного образцов полимера
PLA и влиянии на них периодических процессов
циклов механической нагрузки-разгрузки. Общее
время каждого эксперимента составляло 4.5 ч, таким
образом, процесс нагружения можно считать
близким к квазистатическому.

Результаты измерения зависимости напряже-
ние–деформация σ = σ(ε) в исследуемых образ-
цах для двух с половиной циклов периодического
изменения приложенного к нему механического
напряжения приведены на рис. 1 для (а) исходно-
го и (б) 3D-напечатанного образцов. Для каждого
цикла нагрузки-разгрузки наблюдалась незна-
чительная гистерезисная зависимость σ = σ(ε).
После первого цикла остаточные деформации
составляли ε ~ 0.0010 ± 0.0003 для исходного об-
разца и ε ~ 0.0003 ± 0.0003 для напечатанного, по-
сле второго – ε ~ 0.0019 ± 0.0003 для исходного об-
разца и ε ~ 0.0014 ± 0.0003 для напечатанного.

Проведенные экспериментальные измерения
зависимости напряжение–деформация позволи-

( )Δ=
Δ ст

2 .
εN
E VE

V

= .NEN
E

Рис. 1. Экспериментально измеренная нагрузочная кривая σ(ε) для (а) – исходного и (б) – 3D-напечатанного образ-
цов PLA.
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ли определить механические характеристики ис-
следуемых образцов (предел прочности, остаточ-
ная деформация при разрыве, модуль Юнга). Мо-
дуль Юнга определялся на линейных участках
нагрузочных кривых по методике, описанной в
работе [31]. Рассчитанные по эксперименталь-
ным данным значения механических параметров
исходного и 3D-напечатанного образцов PLA
представлены в табл. 1.

Как видно из табл. 1, механические свойства
напечатанного образца полимера PLA несколько
ухудшились: он имеет несколько меньший предел
прочности и меньшую остаточную деформацию
при разрыве.

По формуле (1) были рассчитаны линейные
модули Юнга в обоих исследуемых образцах при
их нагрузке и разгрузке. Линейная часть второго
цикла нагрузки-разгрузки, по которой рассчиты-
вался модуль Юнга методом наименьших квадра-
тов, приведена на рис. 2.

Значения линейных модулей Юнга в исследу-
емых образцах PLA для всех циклов нагрузки и
разгрузки приведены в табл. 2. Видно, что модули
Юнга как исходного, так и напечатанного образ-
цов несколько увеличиваются при нагружении
образцов, что можно объяснить их упрочнением.
На первом цикле нагрузки-разгрузки, в линейной
области нагрузочной кривой, различие модулей
Юнга исходного и напечатанного образцов по-
рядка погрешности измерения. На втором цикле
нагрузки-разгрузки, который уже выходил за пре-
делы линейной области, исходный и напечатанный

образец ведут себя различным образом: модуль
Юнга исходного образца остается почти неизмен-
ным, а напечатанного незначительно уменьшается
после нагрузки.

В ходе эксперимента одновременно с измере-
нием нагрузочной кривой σ(ε) были измерены за-
висимости относительного изменения скорости
продольной упругой волны (ΔV/V) в образце от
величины его статической деформации  в про-
цессе нагрузки-разгрузки. Полученные зависи-
мости представлены на графиках (рис. 3).

Видно, что при малых деформациях (до 0.01)
зависимость относительного изменения скоро-
сти упругих волн от деформации при нагруз-
ке-разгрузке образцов близка к линейной. Это
позволило рассчитать значения модулей Юнга
третьего порядка с помощью формулы (2) с ис-
пользованием метода наименьших квадратов.
Пример линейной части зависимости относи-
тельного изменения скорости от деформации
для первого цикла нагрузки-разгрузки для ис-
ходного и напечатанного образцов приведен на
рис. 4. Отметим, что различное поведение отно-
сительного изменения скорости звука при на-
грузке и разгрузке видно уже после первого цикла
нагружения.

Значения коэффициентов упругости третьего
порядка для всех циклов нагрузки и разгрузки
представлены в табл. 3. Видно, что нагружение
как исходного, так и напечатанного образцов
приводит к росту нелинейного модуля Юнга, и
этот рост одного порядка для исходного и напеча-

стε

Таблица 1. Прочностные и пластические характеристики исходного и 3D-напечатанного образцов PLA

Исходный 3D-напечатанный

Модуль Юнга, ГПа 2.6 ± 0.1 2.7 ± 0.1
Предел прочности, МПа 44 ± 1 40 ± 1
Деформация при разрыве, % 2.9 ± 0.1 2.3 ± 0.1

Рис. 2. Экспериментально измеренные нагрузочные кривые σ(ε) для второго цикла при (а) – нагрузке и (б) – разгрузке
исходного и 3D-напечатанного образцов PLA.
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танного образцов. Но если нелинейный модуль
Юнга исходного образца возрастает почти моно-
тонно, то его поведение для 3D-напечатанного
образца немонотонное: он несколько увеличива-
ется в области нагрузки и уменьшается в области
разгрузки.

Используя полученные значения коэффици-
ентов упругости второго и третьего порядков, по
формуле (3) был рассчитан акустический нели-
нейный параметр N, значения которого представ-
лены в табл. 4. Видно, что нелинейный параметр
как для исходного, так и для напечатанного об-
разцов ведет себя немонотонно по мере нагруже-
ния. Однако нелинейный параметр исходного об-
разца сильно увеличивается после первого нагру-
жения, а потом меняется слабо. Нелинейный же
параметр напечатанного образца растет и при
первом, и при втором нагружениях, а на второй
разгрузке падает. Такое различие можно связать с
различием внутренней структуры исходного и
3D-напечатанного образцов.

Данных об абсолютном значении нелинейно-
го параметра PLA в литературе нами не обнаруже-
но. В предшествующей статье авторов по опреде-
лению упругих модулей и нелинейного параметра
образцов PLA [31] была допущена ошибка при
вычислении относительного изменения скорости
звука, что привело к существенному занижению
абсолютных значений нелинейного модуля упру-
гости и нелинейного параметра. Скорректиро-
ванные значения нелинейного параметра приве-
дены в [32] и составляют от 5.0 ± 0.4 до 5.9 ±0.5 в
сопоставимом диапазоне деформаций, что в пре-
делах погрешности близко к значениям, получен-
ным в данной работе. Небольшое различие может
быть связано со старением второго образца, кото-
рый исследовался на 2 года позже.

Средние значения нелинейного параметра B/A
для ряда полимеров (полистирол, акрил, поли-
этилентерефталат, поливинилхлорид, поликар-
бонат), измеренные методом фокусированного

ультразвука, достигают 9–11 [33]. Поведение не-
линейного параметра при механическом нагру-
жении полипропилена исследовалось в работе
[34]. На начальном участке растяжения чистого
полипропилена его нелинейный параметр второ-

го порядка  вел себя немонотонно: в

линейной части он падал с 7.5 до 5, при выходе на
начальную стадию пластической области снова
возрос до 7.5, а при дальнейшем растяжении сно-
ва стал уменьшаться. Таким образом, можно сде-
лать вывод о том, что величина нелинейного па-
раметра полимера меняется в зависимости от то-

( )∂−
∂

ε
ε

V
V

Таблица 2. Линейный модуль Юнга исходного и
3D-напечатанного образцов PLA при нагрузке-раз-
грузке

Модуль Юнга, ГПа Исходный 3D-напечатанный

1 цикл, нагрузка 2.6 ± 0.1 2.7 ± 0.1
1 цикл, разгрузка 2.7 ± 0.1 2.8 ± 0.1
2 цикл, нагрузка 3.0 ± 0.1 2.9 ± 0.1
2 цикл, разгрузка 3.0 ± 0.1 2.7 ± 0.1
3 цикл, нагрузка 3.1 ± 0.1 3.2 ± 0.1

Рис. 3. Экспериментально измеренные зависимости относительного изменения скорости продольной волны от ста-
тической деформации для (а) – исходного и (б) – 3D-напечатанного образцов PLA.
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Таблица 3. Коэффициенты упругости третьего поряд-
ка исходного и 3D-напечатанного образцов PLA при
нагрузке-разгрузке

Коэффициент 
упругости третьего 

порядка, ГПа
Исходный 3D-напечатанный

1 цикл, нагрузка 14.4 ± 0.7 14.6 ± 0.7
1 цикл, разгрузка 19.0 ± 0.9 16.9 ± 0.8
2 цикл, нагрузка 18.8 ± 0.9 19.7 ± 0.9
2 цикл, разгрузка 20 ± 1 16.2 ± 0.8
3 цикл, нагрузка 21 ± 1 22 ± 1
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го, на каком участке нагрузочной кривой он
измеряется. Это может служить основой для не-
линейного акустического контроля нагружаемых
полимеров.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Экспериментально исследовано влияние 3D-пе-
чати при 100% заполнении на механические, ли-
нейные и нелинейные упругие параметры образ-
ца промышленного полимера PLA марки eSun.

Для 3D-напечатанного образца PLA обнару-
жено уменьшение предела прочности примерно
на 10% и величины остаточной деформации при
разрыве примерно на 20%.

Установлено, что периодические нагрузки-раз-
грузки образца приводят к незначительному уве-
личению величины модуля Юнга E как для исход-
ного, так и для напечатанного образцов.

Обнаружено немонотонное поведение нели-
нейного модуля упругости и нелинейного пара-
метра по мере нагружения, характер которого от-
личается для исходного и для напечатанного об-
разцов. Это различие связывается с различием

внутренней структуры исходного и 3D-напеча-
танного образцов.

Полученные результаты дают информацию о
влиянии 3D-печати при 100% заполнении на ме-
ханические, линейные и нелинейные упругие
свойства полимера PLA и могут быть использо-
ваны при создании образцов композитов и мета-
материалов в технологии 3D-печати, а также
служить основой для развития методов нелиней-
ного акустического контроля нагружаемых по-
лимеров.

Исследования выполнены за счет гранта Россий-
ского научного фонда (проект № 19-12-00098).
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Представлены результаты численного моделирования, имитирующего эксперимент по облучению
ткани говяжьей печени ex vivo мощным фокусированным ультразвуком с помощью терапевтиче-
ской решетки клинической системы MR-HIFU (Sonalleve V1 3.0T, Profound Medical Corp., Canada).
Рассмотрены и сравниваются непрерывный квазилинейный и импульсно-периодические ударно-
волновые режимы облучения с одинаковой средней по времени мощностью. Объемные тепловые
разрушения создавались путем перемещения фокуса излучателя в его фокальной плоскости по дис-
кретным траекториям, состоящим из двух либо четырех концентрических окружностей с макси-
мальным радиусом 4 мм. Проанализировано влияние критерия контроля тепловой дозы в процессе
облучения и критерия остановки воздействия ультразвуком на форму, объем и время создания теп-
лового разрушения. Акустическое поле в ткани рассчитывалось с помощью уравнения Вестервель-
та, температурное поле моделировалось с помощью неоднородного уравнения теплопроводности,
граница разрушения определялась в соответствии с порогом тепловой дозы. В квазилинейном ре-
жиме, соответствующем клиническому, тепловая диффузия приводит к удлинению формы разру-
шения в 2–3 раза вдоль оси ультразвукового пучка по сравнению с поперечным размером траекто-
рии. Использование импульсно-периодических ударно-волновых режимов облучения с отключе-
нием внутренних окружностей траектории по мере достижения на них порогового значения
тепловой дозы позволяет существенно подавить эффекты тепловой диффузии в аксиальном на-
правлении пучка и получить локализованные тепловые разрушения заданной формы с сопостави-
мой клиническому случаю скоростью тепловой абляции.

Ключевые слова: мощный фокусированный ультразвук, ударный фронт, тепловая диффузия, нели-
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ВВЕДЕНИЕ
В последние десятилетия быстро развивается

технология HIFU (от англ. аббревиатуры High In-
tensity Focused Ultrasound) неинвазивной хирургии,
при которой локальное разрушение пораженных
тканей органа происходит без хирургического вме-
шательства под действием высокоинтенсивного
сфокусированного ультразвука [1–4]. В клиниче-
ской практике основным механизмом разруше-
ния тканей с помощью технологии HIFU является
тепловая абляция ткани при ее облучении квази-
гармоническими ультразвуковыми волнами.
Принцип такого воздействия заключается в фо-
кусировке ультразвукового пучка в предполагае-
мую область разрушения, где поглощенная аку-
стическая энергия переходит в тепло, вызывая
тепловой некроз ткани [3, 5]. Далее в статье теп-

ловой некроз (абляция), вызываемый нагревани-
ем биологической ткани, будем называть тепло-
вым разрушением ткани или просто разрушением.

Для создания объемных тепловых разрушений
в клинических системах HIFU производится по-
следовательное перемещение единичного фокуса
излучателя по задаваемой траектории [6, 7]. Так, в
рассматриваемой в данной работе клинической
системе MR-HIFU Sonalleve V1 за счет электрон-
ной фазировки фокус терапевтической решетки
перемещается дискретным образом по точкам,
расположенным на концентрических окружно-
стях с радиусами 2, 4, 6 и 8 мм (рис. 1а) [6, 10, 11].
При этом порядок облучения единичных фокусов
на каждой окружности выбирается так, чтобы по-
следовательно облучаемые точки располагались
максимально далеко друг от друга (показано схе-
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матично на двух внутренних окружностях с помо-
щью нумерации на рис. 1а). В зависимости от
планируемого размера разрушения в протокол
облучения включается от одной до четырех
окружностей траектории. При необходимости со-
здания разрушений большего размера излучатель
или облучаемая область перемещаются механи-
чески в новое местоположение и процесс облуче-
ния повторяется заново [13].

Характерными для клинической практики
HIFU являются протоколы непрерывного облу-
чения квазилинейными волнами с акустической
мощностью ультразвукового пучка в диапазоне
90–300 Вт [14, 15], при этом облучение каждого
дискретного фокуса происходит в течение десят-
ков миллисекунд (50 мс для Sonalleve V1) [6, 11].
Контроль создаваемого объема теплового раз-
рушения производится путем встроенного
МРТ-мониторинга, который отображает в ре-
жиме реального времени температуру в области
разрушения. По кривой роста температуры в
каждом пространственном вокселе облучаемого
объема происходит расчет тепловой дозы, а затем
по ее пороговому значению, соответствующему
полному некрозу ткани (240 эквивалентных ми-
нут при температуре 43°C), определяется контур
разрушенной области [14]. Облучение начинается
с внутренней окружности, которая многократно
облучается до тех пор, пока на ней не достигается
пороговое значение тепловой дозы. После этого
начинается многократное облучение точек следу-
ющей окружности и т.д. Характерное время облу-

чения всей траектории составляет несколько де-
сятков секунд [6, 11, 12].

Формирование однородного объемного теп-
лового разрушения, состоящего из множествен-
ных единичных разрушений, происходит за счет
тепловой диффузии. При этом эффекты диффу-
зии тепла проявляются не только в облучаемой
плоскости траектории, но и в аксиальном направ-
лении ультразвукового пучка, что определяет
окончательные форму и объем разрушения. Теп-
ловые объемные разрушения, наблюдаемые в ла-
бораторных экспериментах и в клинической
практике, полученные в традиционных для HIFU
квазилинейных режимах облучения, имеют эл-
липсоидальную форму и вытянуты в аксиальном
направлении в 2–3 раза по сравнению с попереч-
ным размером траектории [6, 11, 12, 16]. Суще-
ственное вытягивание формы объемного разруше-
ния вдоль оси пучка за счет эффектов диффузии де-
лает невозможным получение локализованных
разрушений и может повлечь нежелательные по-
вреждения близкорасположенных к заданной об-
ласти критических структур, таких как кости или
сосуды [17–19]. Последние, в свою очередь, за
счет перфузии кровотока уносят тепло, что также
увеличивает неопределенность конечной формы
теплового разрушения.

Для создания предсказуемых локализованных
разрушений недавно было предложено использо-
вать ударно-волновые импульсно-периодические
режимы облучения, при которых увеличение пи-
ковой мощности излучателя сопровождается

Рис. 1. (а) – Используемая в клинике траектория перемещения единичного фокуса, состоящая из 4 концентрических
окружностей с радиусами 2, 4, 6 и 8 мм. Последовательность электронного перемещения фокуса решетки отмечена
числами. (б) – Схема проведения численного моделирования, имитирующего эксперимент. Ультразвуковой пучок
создается HIFU-решеткой, состоящей из 256 элементов диаметром 6.6 мм с рабочей частотой 1.2 МГц; диаметр решет-
ки равен 128 мм; фокусное расстояние F = 120 мм; фокусировка происходит на глубину h = 2.5 см в образец ткани го-
вяжьей печени; излучатель и образец ткани помещены в воду. (в, г) – Две траектории дискретного перемещения фо-
куса ультразвукового пучка: (в) – первая траектория “2, 4 мм” состоит из 2 концентрических окружностей с радиусами
2 и 4 мм, межфокусное расстояние на каждой окружности составляет 1.56 мм; (г) – вторая – “1, 2, 3, 4 мм” – из 4
окружностей радиусами 1, 2, 3, 4 мм, в этом случае расстояние между фокусами на окружностях уменьшается в 2 раза
(0.78 мм).
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уменьшением коэффициента заполнения для
каждого из импульсов, посылаемых в точки дис-
кретной траектории перемещения фокуса. При
этом средняя по времени мощность пучка остает-
ся такой же, как при облучении в принятых кли-
нических режимах непрерывного режима излуче-
ния решетки [20–24]. Присутствие высокоампли-
тудного ударного фронта в профиле волны в
фокусе сопровождается резким увеличением по-
глощения энергии пучка на образовавшемся раз-
рыве [20–22]. Высокая степень фокусировки
ударных фронтов в сочетании с быстрым нагре-
вом приводят к тому, что одиночные тепловые
разрушения формируются в течение миллисе-
кунд, а эффекты тепловой диффузии в аксиальном
направлении не успевают проявиться [23, 24].
Вследствие этого можно говорить об уменьшении
степени проявления эффектов тепловой диффу-
зии вдоль оси пучка и получении хорошо локали-
зованных разрушений заданной формы.

Целью данной работы являлось сравнение сте-
пени проявления эффектов диффузии тепла при
облучении мощным фокусированным ультразву-
ком в клинической системе Sonalleve V1 в непре-
рывном квазилинейном либо в импульсно-пери-
одических ударно-волновых режимах облучения
с одинаковой средней по времени мощностью.
В работе проанализировано влияние начальной
пиковой интенсивности ультразвука при трех
различных критериях контроля достижения по-
роговой тепловой дозы вдоль траектории облуче-
ния на форму и объем полученного разрушения
ткани и скорость объемной тепловой абляции.
Исследовано также влияние шага между точками
дискретной траектории на равномерность темпера-
турного поля в квазилинейном режиме облучения.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Схема проведения численного моделирова-

ния, имитирующего физический эксперимент
ex vivo, показана на рис. 1б. Моделирование про-
водилось для терапевтической решетки клиниче-
ской системы MR-HIFU (Sonalleve V1 3.0T, Profound
Medical Corp., Canada). Излучателем ультразвуковых
волн являлась мощная фазированная решетка, со-
стоящая из 256 элементов круглой формы с диа-
метром 6.6 мм, расположенных рандомизировано
на сферической поверхности с апертурой 128 мм
и фокусным расстоянием F = 120 мм, рабочая ча-
стота составляла 1.2 МГц [25].

Ультразвуковой пучок проходил через согла-
сующую среду (воду) и фокусировался на глубину
h = 2.5 см в образец говяжьей печени (рис. 1б).
Для получения объемных разрушений фокус из-
лучателя перемещался в его фокальной плоско-
сти (x, y, z = F) по дискретной траектории, состо-
ящей из фокусов, расположенных на концентри-
ческих окружностях.

В данной работе для моделирования облуче-
ния, близкого к клиническому случаю in situ, был
выбран квазилинейный режим с начальной интен-
сивностью на элементах решетки I0 = 1.2 Вт/см2, со-
ответствующей начальной акустической мощно-
сти ультразвукового пучка 105 Вт. Облучение
происходило непрерывно, время переключения
между единичными фокусами составляло 20 мс,
что является предельно возможным временем
электронной перефокусировки для клинической
системы Sonalleve V1. Были проведены расчеты
для двух траекторий облучения с целью выявле-
ния влияния шага между точками дискретной
траектории на равномерность температурных
распределений в ткани образца при создании теп-
ловых разрушений одинакового поперечного раз-
мера. Первая траектория являлась традиционной
клинической траекторией и представляла собой
две окружности с радиусами 2 и 4 мм (рис. 1в).
Вторая траектория была получена простран-
ственным масштабированием клинической тра-
ектории в два раза в сторону уменьшения рассто-
яний между фокусами и состояла из четырех
окружностей с радиусами 1, 2, 3 и 4 мм (рис. 1г).
Для обеих траекторий число точек на внутренней
окружности было равным восьми, а на каждой
последующей возрастало еще на восемь, таким
образом всего на первой траектории располага-
лось 24 единичных фокуса, а на второй 80 фоку-
сов. Последовательность облучения единичных
фокусов в обоих случаях соответствовала нумера-
ции, показанной на рис. 1а, 1в. Пространствен-
ные шаги между фокусами вдоль каждой из
окружностей составляли 1.56 мм для первой и
0.78 мм для второй траектории. Моделирование
ударно-волновых импульсно-периодических ре-
жимов облучения, позволяющих подавить акси-
альное вытягивание формы объемного разруше-
ния и снизить проявление эффектов тепловой диф-
фузии, проводилось для двух начальных пиковых
интенсивностей на элементах решетки I0 = 8 и
I0 = 15 Вт/см2. При этом для обеспечения одина-
ковой средней по времени мощности пучка, та-
кой же как и в квазилинейном случае (105 Вт),
длительность воздействия на единичный фокус
составляла theat = 3 мс для I0 = 8 Вт/см2 и theat = 1.6 мс
для I0 = 15 Вт/см2, а интервал переключения меж-
ду единичными фокусами был таким же (20 мс),
как в квазилинейном случае. Ударно-волновой
режим с начальной пиковой интенсивностью на
элементах решетки I0 = 8 Вт/см2 соответствовал
случаю образования развитого разрыва в фокаль-
ном профиле волны, а случай I0 = 15 Вт/см2 соот-
ветствовал режиму насыщения, предельно дости-
жимому в исследовательских целях в системе
HIFU Sonalleve V1. Пиковые акустические мощ-
ности терапевтической решетки при выбранных
уровнях начальной пиковой интенсивности I0 = 8
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и I0 = 15 Вт/см2 на ее элементах составляли 700 и
1300 Вт, соответственно.

В ударно-волновых режимах облучения мощ-
ность тепловых источников концентрируется в
меньшем объеме вокруг фокуса по сравнению со
случаем облучения квазигармоническими волна-
ми [20]. Основываясь на этом факте, для модели-
рования процесса создания объемного теплового
разрушения в ударно-волновых режимах была
выбрана вторая траектория облучения с умень-
шенным по сравнению с клиническим случаем
пространственным шагом (рис. 1г), при этом в
траекторию была добавлена центральная точка.

Влияние критерия окончания воздействия
ультразвуком на степень проявления диффузии
тепла в квазилинейном, а затем и в ударно-волно-
вых режимах, анализировалось по результатам
моделирования трех протоколов облучения, от-
личие которых заключалось в различных крите-
риях контроля тепловой дозы:

1) Протокол 1 (клинический): облучение каж-
дой окружности происходит до тех пор, пока на
ней не будет достигнуто пороговое значение теп-
ловой дозы, после достижения которого начина-
ется облучение следующей окружности.

2) Протокол 2 (с отключением внутренних
кругов): облучение начинает происходить по всем
окружностям траектории, однако по мере дости-
жения тепловой дозы внутри каждого круга про-
изводится последовательное отключение внут-
ренних кругов.

3) Протокол 3 (контроль тепловой дозы на
внешнем круге): облучение происходит по всем
окружностям траектории до тех пор, пока порого-
вое значение дозы не будет достигнуто на внеш-
нем круге.

По результатам моделирования были получе-
ны значения объемов тепловых разрушений V и
скорости объемной тепловой абляции. При этом
скорость тепловой абляции рассчитывалась как
отношение объема разрушения ко времени облу-
чения, а объем разрушения определялся после
остывания образца по области, в которой тепло-
вая доза достигла порогового значения. Время
остывания в каждом режиме облучения опреде-
лялось моментом прекращения увеличения раз-
меров теплового разрушения за счет продолжаю-
щейся после окончания воздействия диффузии
тепла.

ЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ

Ультразвуковое поле и тепловые источники

Фокусировка ультразвукового пучка в воде, а
затем в образце говяжьей печени описывалась с
помощью модифицированного уравнения Вестер-

вельта, учитывающего нелинейные и дифракци-
онные эффекты, а также поглощение в ткани [22]:

(1)

где  – давление, 

 – оператор Лапласа, – коор-
дината, вдоль которой происходит фокусировка
пучка,  – время в сопровождающей си-
стеме координат, параметры  – ско-
рость звука, коэффициент нелинейности, плот-
ность среды и коэффициент термовязкого погло-
щения в среде, соответственно. Значения
указанных физических параметров для воды бы-
ли равны  = 998 кг/м3,  = 1485 м/с, β = 3.5, а для
ткани говяжьей печени  = 1050 кг/м3,  = 1580 м/с,
β = 4.0 [24, 26, 27]. Коэффициент термовязкого
поглощения в обеих средах был выбран одинако-
вым и составлял δ = 4.33 × 10–6 м2/с.

В дополнение к термовязкому поглощению
для расчета поглощения в ткани печени исполь-
зовался оператор L(p), который соответствовал
линейной зависимости от частоты коэффициен-
та поглощения, равного 8.43 м–1 на частоте
1.2 МГц, и логарифмическому закону дисперсии

  [20, 22].

Моделирование уравнения Вестервельта (1)
проводилось с использованием численного алго-
ритма, развитого ранее в работе [28], а затем неод-
нократно применяемого для расчетов мощных
ультразвуковых полей различных медицинских
излучателей [22, 25, 29, 30]. Для постановки гра-
ничного условия использовалась модель идеали-
зированной решетки Sonalleve V1 [25], где снача-
ла граничные условия задавались на сферической
поверхности решетки в виде равномерного рас-
пределения колебательной скорости на ее эле-
ментах, а затем с помощью интеграла Рэлея пере-
носились на плоскость, касательную к центру из-
лучателя.

Результаты моделирования уравнения (1) ис-
пользовались для нахождения пространственно-
го распределения плотности мощности тепловых
источников Q(x, y, z) в ткани печени. Для этого
профиль давления в каждой точке пространства
сначала представлялся в виде разложения в ряд
Фурье, а затем находилась полная интенсивность
волны I как сумма интенсивностей всех гармоник
(Nharm ≤ 800) с комплексными амплитудами давле-
ния. Мощность тепловыделения Q в среде за счет
поглощения энергии волны рассчитывалась как
скорость убыли интенсивности при вычислении
оператора нелинейности и поглощения на каж-
дом шаге сетки dz [24]:

( )β∂ ∂ ∂δ= Δ + + +
∂τ∂ ρ ∂τ ∂τ

2 2 2 3
0

3 2 3 3
0 0 0

,
2 2 2
cp p pp L p

z c c

( )= τ    , , ,p p x y z Δ = ∂ ∂ +2 2x

+ ∂ ∂ + ∂ ∂2 2 2 2y z  z

τ = − 0       t z c
β ρ δ0 0,   ,   и  c

ρ0 0c
ρ0 0c

( )( )− =0 0  c f c c ( ) ( ) ( )α π2
0 0 0 0lnc f f f
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(2)

Тепловые источники рассчитывались в узлах
пространственной сетки с поперечными шагами
dx = dy = 0.025 мм, продольным шагом dz = 0.1 мм
и выводились в окне размерами [–8, 8] мм по
осям x и y и [100, 140] мм по оси z.

Температурное поле
Полученные в результате акустического расче-

та пространственные распределения плотности
мощности тепловых источников Q в ткани ис-
пользовались для нахождения температурного
поля при моделировании неоднородного уравне-
ния теплопроводности:

(3)

где T – температура, t – время, χ – коэффициент
температуропроводности,  – теплоемкость
образца, Q – плотность мощности тепловых ис-
точников в ткани, рассчитанных на основе
уравнения Вестервельта. Значения физических
параметров в уравнении (3) соответствовали
ткани печени и были равны ,

 [22, 24, 26, 27].
Алгоритм решения уравнения (3) подробно

описан в работе [24] и включал в себя использова-
ние аналитического решения уравнения тепло-
проводности в k-пространстве:

(4)

где  – пространственные Фу-
рье-спектры от соответствующих величин

  , а  – на-
чальное распределение температуры в рассматри-
ваемом объеме. Переходы между декартовыми
координатами и k-пространством осуществля-
лись с помощью операций быстрого преобразова-
ния Фурье (БПФ), входящих в стандартную биб-
лиотеку FFTW языка программирования Fortran.

Решение уравнения теплопроводности (3)
происходило в два этапа. Сначала с использова-
нием решения (4) в течение 20 мс рассчитывалось
температурное поле в единичном фокусе, причем
в расчет входили его нагрев до момента времени
theat и дальнейшее остывание. После нахождения
нагрева единичного фокуса, проводился расчет
объемного теплового разрушения от начальной
температуры T0 = 20°C. Свойство линейности
уравнения (3) позволило независимо добавлять

( ) ( ) ( )+ −= − , , , ,
, , .

I x y z dz I x y z
Q x y z

dz
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

= − π +

 + − − π π

2 2
0

2 2
2 2

V

, exp 4 χ

1 exp 4 χ ,
4

ˆ

χ

ˆ ˆT t T t

Q
t

C

k k k

k
k

k
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заранее рассчитанное решение для температур-
ного поля при единичном воздействии в разные
точки траектории с временным шагом 20 мс, рав-
ным времени перемещения фокуса по траекто-
рии облучения, что существенно оптимизировало
длительность расчетов. После окончания облуче-
ния моделировался процесс остывания образца в
течение 12 с для начальной пиковой интенсивно-
сти I0 = 1.2 Вт/см2, 10 с для I0 = 8 Вт/см2 и 7 с для
I0 = 15 Вт/см2 для учета увеличения объема разру-
шения за счет продолжающейся диффузии тепла.

Решение для температурного поля единичного
воздействия рассчитывалось с шагами dx = dy =
= 0.025 мм и dz = 0.1 мм. Ранее было показано, что
для корректного описания температурного поля
объемного разрушения поперечный размер чис-
ленного окна единичного воздействия должен не
менее, чем в два раза превышать диаметр внеш-
ней окружности траектории [31]. Исходя из этого,
единичное воздействие рассчитывалось в окне
размерами [–8, 8] мм по осям x и y и [100, 140] мм
по оси z. Для дальнейшего расчета температуры
при объемных разрушениях во избежание эффек-
та наложения частот при взятии операций БПФ
размеры пространственных окон подбирались та-
ким образом, чтобы на границе окна не происхо-
дило повышения температуры. Решение для объ-
емного разрушения бралось в поперечном окне
[–15, 15] мм.

Тепловая доза

В качестве критерия теплового некроза ткани
использовалась интегральная величина тепловой
дозы:

(5)

где коэффициент  принимает значение
 и 

[32],  – обычно используемый в высокоинтен-
сивных режимах HIFU временной эквивалент
пороговой разрушающей тепловой дозы, состав-
ляющей 240 минут при температуре 43°C, и рав-
ный 1.76 с в случае его определения относительно
температуры 56°C [1, 14, 24, 33]. Подробный алго-
ритм моделирования тепловой дозы описан в ра-
боте [24]. Пространственные окна, используемые
при расчете распределения единичной тепловой
дозы, соответствовали пространственному окну
при расчете распределения температуры в оди-
ночном фокусе.

( )−= ≥
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РЕЗУЛЬТАТЫ

1. Акустическое поле

На рис. 2а–2в (левый столбец) представлены
рассчитанные с помощью уравнения Вестервель-
та (1) профили давления в фокусе HIFU-решет-
ки, соответствующие начальным пиковым ин-
тенсивностям на ее элементах (а) I0 = 1.2 Вт/см2,
(б) I0 = 8 Вт/см2, (в) I0 = 15 Вт/см2 при фокусиров-
ке в середину образца ткани печени на глубину
2.5 см.

Режим с начальной интенсивностью I0 = 1.2 Вт/см2

соответствует квазилинейному распростране-
нию, определяемому по критерию перехода не
более 10% энергии волны в фокусе в высшие гар-
моники в фокусе излучателя [34]. В этом случае в
профиле волны уже проявляется асимметрич-
ность, уровень пикового положительного давле-
ния становится выше, чем пикового отрицатель-
ного, однако нелинейные эффекты еще не явля-
ются существенными для теплового воздействия
(рис. 2а). По мере увеличения пиковой интенсив-
ности на элементах решетки фокальный профиль

волны искажается с последующим формировани-
ем ударного фронта (разрыва), причем разрыв на-
чинает формироваться в верхней части профиля,
а затем нижняя граница разрыва постепенно сме-
щается “вниз” и уходит в область отрицательного
давления [35]. При начальной пиковой интенсив-
ности I0 = 8 Вт/см2 нижняя граница разрыва нахо-
дится вблизи нулевого уровня давления (рис. 2б),
что является отличительной особенностью так
называемого развитого разрыва [36]. Случай фор-
мирования развитого разрыва интересен тем, что
для него отношение амплитуды разрыва Ash (скач-
ка давления на ударном фронте) к начальной ам-
плитуде давления волны на излучателе p0 достига-
ет своего максимума, т.е. фокусировка является
наиболее эффективной [36]. В этом случае значе-
ние амплитуды разрыва и пикового положитель-
ного давления совпадают. При дальнейшем уве-
личении интенсивности на элементах решетки
рост отношения Ash/p0 замедляется и можно гово-
рить о наступлении режима насыщения (I0 = 15 Вт/см2,
рис. 2в) [37].

Рис. 2. Профили давления в фокусе (левый столбец), пространственные распределения плотности мощности тепло-
вых источников в ткани (средний столбец) и температурные распределения (правый столбец) на момент перемещения
фокуса (20 мс) в аксиальных (x, z) плоскостях пучка для (а) – квазигармонического режима облучения с интенсивно-
стью на элементах решетки I0 = 1.2 Вт/см2, (б) – режима с формированием развитого разрыва (I0 = 8 Вт/см2) и (в) –
режима насыщения (I0 = 15 Вт/см2). Черным контуром обозначена область, внутри которой тепловая доза превысила
свое пороговое значение после остывания образца.
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Для начальных пиковых интенсивностей I0 = 8
и I0 = 15 Вт/см2 амплитуды разрыва составили
Ash = 90 и Ash = 120 МПа, соответственно. Теоре-
тическая оценка времени вскипания ткани

 при используемых в
расчете параметрах ткани и достигаемых ампли-
тудах ударного фронта составляет  = 2.9 мс для
I0 = 8 Вт/см2 и 1.2 мс для I0 = 15 Вт/см2. Таким об-
разом, в рассматриваемых в данной работе удар-
но-волновых режимах облучения вскипание тка-
ни и сопутствующее формирование теплового
разрушения следует ожидать уже в течение време-
ни нагрева theat единичного фокуса.

Распределения плотности мощности тепловых
источников Q (рис. 2, средний столбец) суще-
ственно отличаются в случае квазилинейного
нагрева (рис. 2а) и ударно-волновых режимов
(рис. 2б, 2в). Максимальное значение Q в случае
развитого разрыва в 200 раз превышает соответ-
ствующее значение в квазилинейном случае, а в
режиме насыщения аналогичное отношение уве-
личивается до 414 раз.

Во всех трех случаях рефракция ультразвуко-
вого пучка на границе вода–ткань приводит к
смещению максимума поля из геометрического
фокуса F = 120 мм в сторону к излучателю на 2 мм.
Поперечные и аксиальные размеры теплового
пятна, рассчитанные по уровню e–1 от пикового
значения, составляют 1.2 × 1.2 × 7 мм при квази-
линейном нагреве (рис. 2а, средний столбец) и
значительно превышают соответствующие раз-
меры в ударно-волновых режимах (рис. 2б, 2в,
средний столбец). В случае формирования разви-
того разрыва I0 = 8 Вт/см2 поглощение акустиче-
ской энергии тканью локализовано в очень малом
объеме (всего 0.3 × 0.3 × 2.7 мм по уровню e–1 от пи-
кового значения). Данная локализация объясня-
ется присутствием ударных фронтов в профиле
волны, которые приводят к острой фокусировке
акустического поля и эффективному поглоще-
нию акустической энергии в фокальной области
малых размеров. Однако при дальнейшем увели-
чении интенсивности на элементах решетки
ударный фронт формируется в более широком
объеме вокруг фокуса, что приводит к увеличению
области тепловых источников (рис. 2в). Характер-
ные размеры теплового пятна для режима насыще-
ния I0 = 15 Вт/см2 составляют 0.4 × 0.4 × 3.6 мм.
Таким образом, наблюдается немонотонность
изменения размеров области повышенного по-
глощения энергии волны. Важно отметить, что в
отличие от приложений гистотрипсии с кипени-
ем [31, 36, 38], где основную роль играет высокая
амплитуда ударного фронта, для получения теп-
ловых HIFU-разрушений в ударно-волновых ре-
жимах существенным является также объем во-

( ) ( )= ρ Δ β2 4 3
boil 0 0 0 sh6 Vt c C T f A

boilt

круг фокуса, в котором произошло формирова-
ние разрывов.

2. Температурное поле единичного воздействия
Численный расчет уравнения теплопровод-

ности (3) с использованием решения (4) пока-
зал, что для облучения единичного фокуса в ква-
зилинейном режиме нагрев образца от началь-
ной температуры T0 = 20°C составляет порядка
4°C в текущем единичном фокусе к моменту на-
чала облучения следующего (20 мс), причем до-
стижения порога тепловой дозы не происходит
ни в одной точке (рис. 2а, правый столбец).
В ударно-волновых режимах остаточный нагрев
к моменту времени 20 мс составляет 93 и 126°C в
случае I0 = 8 и I0 = 15 Вт/см2 (рис. 2б, 2в, правый
столбец), соответственно, а размеры температур-
ных пятен повторяют соответствующие размеры
тепловых источников. При этом за время элек-
тронного перемещения фокуса решетки происхо-
дит формирование единичных тепловых разруше-
ний с размерами 0.25 × 0.25 × 2.3 и 0.4 × 0.4 × 3.5 мм
для I0 = 8 и I0 = 15 Вт/см2, соответственно (рис. 2б, 2в,
правый столбец).

Таким образом, более острая фокусировка
ударных фронтов, сопровождающаяся эффектив-
ным поглощением акустической энергии, позво-
ляет получить быстрое единичное предсказуемое
локализованное тепловое разрушение небольшо-
го размера с незначительными эффектами тепло-
вой диффузии.

3. Получение объемного разрушения
в квазилинейном режиме облучения

Результаты облучения объема ткани в квази-
линейном режиме с использованием традицион-
ной клинической траектории из двух окружно-
стей с радиусами 2 и 4 мм представлены на рис. 3
в виде пространственных температурных распре-
делений в момент окончания нагрева для трех
указанных выше протоколов облучения.

В случае облучения по протоколу 1, использу-
емому в клинической практике, для достижения
порогового значения тепловой дозы потребова-
лось сначала совершить 41 обход по внутренней
окружности (2 мм), а затем 24 раза облучить
внешнюю окружность (4 мм). За время облучения
14.24 с форма разрушения в аксиальном направ-
лении несимметрично “вытягивалась” за счет эф-
фектов тепловой диффузии: аксиальный размер
аблированного объема после остывания составил
16.8 мм, что в 2.4 раза превышает аксиальный раз-
мер единичного теплового пятна (7 мм), а ско-
рость тепловой абляции составила 2.2 см3/мин,
что соответствует известным численным и экспе-
риментальным данным [12, 39].
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В рассматриваемых двух других протоколах
облучение по траектории начинается одинаково:
две окружности облучаются по очереди 30 раз до
момента достижения порогового значения тепло-
вой дозы на внутренней окружности. Затем в про-
токоле 2 исключалось перемещение фокуса по
внутренней окружности, а внешняя окружность
облучалась еще 5 раз до достижения на ней порога
тепловой дозы. В протоколе 3 контроль тепловой
дозы производился только на внешней окружно-
сти, поэтому облучение продолжалось по всей

траектории, в результате чего суммарно было со-
вершено еще 4 обхода по внешней окружности и
5 по внутренней. В данном случае дополнитель-
ное воздействие на центральную область после
формирования в ней теплового некроза приводит
к перегреву центральной области разрушения и к
повышенной средней температуре в области раз-
рушения по сравнению с клиническим протоко-
лом (63 против 59°C). Следствием этого является
достижение большего объема разрушения с более
симметричной формой и более высокой скоро-
стью тепловой абляции по сравнению с облуче-
нием по другим протоколам (табл. 1, столбец
“траектория 2, 4 мм”).

Предположение о выгоде перегрева центра об-
лучаемой области для повышения скорости теп-
ловой абляции ткани обсуждалось ранее в работах
[6, 11]. Качественно данное предположение мож-
но объяснить тем, что большую часть времени на-
грева (около 10 с) происходит постепенное про-
гревание заданного объема до формирования
теплового разрушения, т.е. на этом отрезке вре-
мени “мгновенная скорость” тепловой абляции
равна нулю. Затем, по мере роста температуры до
56–58°C происходит тепловая абляция заданного
объема за секунды. При этом увеличение времени
воздействия на уже прогретую или даже разру-
шенную область оказывается эффективным с
точки зрения скорости абляции, поскольку за
счет диффузии тепла происходит абляция сосед-
ней предварительно нагретой области. С учетом
геометрии задачи, наибольшему влиянию про-
цесса диффузии тепла при воздействии на раз-
личные точки траектории подвержена централь-
ная область траектории, поэтому ее перегрев в со-
вокупности с более длительным временем
облучения заданного объема увеличивает ско-
рость абляции.

Уменьшение пространственного шага между
единичными фокусами в два раза с сохранением
максимального поперечного размера траектории
привело к более равномерному нагреву облучае-
мой области для каждого из трех протоколов об-

Рис. 3. Пространственные распределения температу-
ры при облучении по траектории, состоящей из
2 окружностей с радиусами 2, 4 мм в момент оконча-
ния облучения ткани при начальной интенсивности
I0 = 1.2 Вт/см2. Черным контуром обозначена об-
ласть, внутри которой тепловая доза превысила свое
пороговое значение после остывания образца. Верх-
ний ряд соответствует облучению по “клиническому”
протоколу, средний ряд – по протоколу с “отключе-
нием внутренних кругов”, а нижний ряд описывает
протокол с “контролем тепловой дозы на внешнем
круге”. На каждом пространственном распределении
температуры показаны время окончания нагрева и
достигнутая скорость объемной тепловой абляции.
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Таблица 1. Параметры облучения образца ткани говяжьей печени в квазилинейном режиме с начальной пико-
вой интенсивностью на элементах решетки I0 = 1.2 Вт/см2 по круговым траекториям для 3 протоколов. Ni – ко-
личество совершенных обходов по окружности с радиусом i мм. Скорость тепловой абляции рассчитывалась как
отношение полученного объема разрушения ко времени воздействия. V – конечный объем полученного разру-
шения

I0 = 1.2 Вт/см2

Траектория 2, 4 мм; шаг 2 мм Траектория 1, 2, 3, 4 мм; шаг 1 мм

N2 N4
скорость, 
см3/мин V, мм3 N1 N2 N3 N4

скорость, 
см3/мин V, мм3

Протокол 1 41 24 2.215 526 11 9 8 8 2.270 514
Протокол 2 30 35 2.283 610 7 7 9 13 2.284 566
Протокол 3 35 34 2.368 651 11 11 11 11 2.787 817
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лучения (рис. 4). При облучении по протоколу 3
наблюдались наиболее заметные отличия по пи-
ковой температуре и форме: пиковая температура
возросла с 68 до 82°С (средняя по области с 63 до
70°С), тепловое разрушение приняло более симмет-
ричную эллипсоидальную форму, увеличились
объем разрушения (817 против 651 мм3) и скорость
тепловой абляции (2.8 против 2.4 см3/мин).

Анализ количества совершенных обходов Ni
по каждой из окружностей траекторий (табл. 1)
показал, что для клинического протокола 1 ха-
рактерно уменьшение Ni по мере увеличения раз-
мера окружности, что объясняется эффектами
тепловой диффузии. Обратная тенденция наблю-
дается для протокола 2, а для протокола 3 количе-
ство совершенных обходов Ni одинаково для всех
окружностей.

С точки зрения скорости объемной тепловой
абляции и величины конечного объема получен-
ного теплового разрушения наиболее выигрыш-
ным для квазилинейного случая оказался прото-
кол 3 с использованием второй траектории облу-
чения с уменьшенным пространственным шагом
(табл. 1, “траектория 1, 2, 3, 4 мм”). По сравнению
с клиническим случаем (протокол 1, “траектория
2, 4 мм”) выигрыш в скорости составил 26%, а объ-
ем полученного разрушения увеличился на 55%.

Стоит также отметить, что аналог протокола 3,
заключающийся в последовательном облучении
всех точек траектории и многократном повторе-
нии таких полных обходов, используется в кли-
нической системе HIFU Sonalleve в задачах ги-
пертермии, где целью является равномерное под-
держание температуры в диапазоне 40–45°С
внутри заданного объема в течение длительного
времени (порядка часа) [13].

Таким образом, результаты численного экспе-
римента показали, что 1) при облучении ткани в
квазилинейном режиме диффузия тепла играет
существенную роль в формировании конечной
формы объемного теплового разрушения вдоль
оси решетки; 2) уменьшение пространственного
шага траектории позволяет получить более рав-
номерный нагрев; 3) для квазилинейного режима
облучения наиболее выигрышным с точки зрения
скорости тепловой абляции и получения симмет-
ричной формы разрушения является протокол, в
котором облучение всех точек траектории проис-
ходит до момента достижения пороговой тепло-
вой дозы на внешнем круге.

Однако использование квазилинейного режи-
ма вне зависимости от протокола облучения не-
избежно приводит к “вытягиванию” формы раз-
рушения в 2–3 раза вдоль оси ультразвукового
пучка по сравнению с размером единичных теп-
ловых источников. Данная особенность делает
невозможным создание предсказуемых локали-
зованных в аксиальном направлении объемных

тепловых разрушений и может приводить к по-
вреждению близлежащих критических структур.

4. Получение объемного разрушения
в ударно-волновых режимах облучения

Для подавления удлинения формы объемного
разрушения и сопутствующего получения тон-
ких, хорошо локализованных разрушений в дан-
ной работе были рассмотрены ударно-волновые
импульсно-периодические режимы облучения.
Поскольку, в отличие от традиционных квазили-
нейных режимов HIFU, использование ударно-
волновых режимов позволяет получить одиночное
разрушение малого размера в результате однократ-
ного воздействия (рис. 2б, 2в), то для подавления
эффектов тепловой диффузии рассмотрение тра-
ектории с уменьшенным пространственным ша-
гом является априори наиболее выигрышным.
Результаты моделирования облучения ткани для
двух ударно-волновых режимов с начальными
пиковыми интенсивностями 8 и 15 Вт/см2 по тра-
ектории с уменьшенным шагом показаны на рис. 5
для трех рассмотренных ранее протоколов.

В случае развитого разрыва (I0 = 8 Вт/см2) наи-
более выигрышный для квазилинейного случая
протокол 3 оказался наименее оптимальным
(рис. 5, нижний ряд, слева) с точки зрения лока-
лизации теплового разрушения: его форма вытя-
нута в аксиальной плоскости в 3.8 раза по сравне-
нию с соответствующим размером единичного
разрушения (8.8 против 2.3 мм). Наряду с этим
дополнительный перегрев центральной области

Рис. 4. Пространственные распределения температу-
ры при облучении по траектории, состоящей из 4
окружностей с радиусами 1, 2, 3, 4 мм в момент окон-
чания облучения ткани при начальной интенсивно-
сти I0 = 1.2 Вт/см2. Описание рисунка аналогично
подписи к рис. 3.
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ПЕСТОВА и др.

по-прежнему приводит к достижению наиболь-
шей скорости тепловой абляции (табл. 2, столбец “8”),
однако не удовлетворяет цели подавления эф-
фектов тепловой диффузии. В двух других прото-
колах (протоколы 1, 2) облучение внутренней
окружности происходит меньшее количество раз,
в результате чего “вытягивания” формы не про-
исходит (рис. 5, верхний и средний ряды). Влия-
ние эффектов тепловой диффузии значительно
подавляется: аксиальный размер объемных раз-
рушений (3.2 мм) всего в 1.4 раза превышает соот-
ветствующий аксиальный размер единичного
разрушения (рис. 2б), а форма разрушений стано-
вится более локализованной и предсказуемой по
сравнению с квазилинейным случаем. При этом
скорость тепловой абляции при облучении по
протоколу 2 оказалась выше, чем в случае прото-
кола 1, а стенки разрушения ровнее.

В режиме насыщения с начальной пиковой
интенсивностью 15 Вт/см2 поглощение энергии
ультразвукового пучка на образовавшихся разры-
вах происходит в области, превышающей по сво-
им размерам тепловые источники, соответствую-
щие случаю I0 = 8 Вт/см2, поэтому для получения
объемного теплового разрушения требуется
меньшее время облучения и меньшее количество
обходов по окружностям траектории (табл. 2).
Стоит также обратить внимание на то, что в зави-
симости от протокола либо внутренняя, либо
внешняя окружность суммарно облучаются три
раза, а остальные по два (табл. 2, столбец “15”).
Следствием этого являются похожесть формы
разрушения, полученной в протоколах 1, 3 с трех-
кратным облучением внутренней окружности, а
также качественное отличие разрушения в случае
протокола 2, оказавшегося наиболее выигрыш-
ным для ударно-волнового воздействия (рис. 5,

Рис. 5. Пространственные распределения температуры при ударно-волновом облучении с начальной пиковой интен-
сивностью на элементах решетки 8 Вт/см2 (слева) и 15 Вт/см2 (справа) по траектории, состоящей из 4 окружностей с
радиусами 1, 2, 3, 4 мм. Описание рисунка аналогично подписи к рис. 3.
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Таблица 2. Параметры облучения образца говяжьей печени в ударно-волновых импульсно-периодических ре-
жимах с начальными пиковыми интенсивностями I0 = 8 и I0 = 15 Вт/см2 для 3 протоколов облучения. Фокус из-
лучателя перемещался по круговой траектории, состоящей из 4 окружностей с радиусами 1, 2, 3 и 4 мм. Ni – ко-
личество совершенных обходов по окружности с радиусом i мм. Скорость тепловой абляции рассчитывалась как
отношение полученного разрушения на время воздействия. V – конечный объем полученного разрушения

I0, Вт/см2

8 15

N1 N2 N3 N4
скорость,
см3/мин

V, мм3 N1 N2 N3 N4
скорость,
см3/мин

V, мм3

Протокол 1 3 3 4 3 1.45 133 3 2 2 2 3.10 179
Протокол 2 3 3 4 5 1.52 167 2 2 2 3 2.98 192
Протокол 3 5 5 5 5 2.23 302 3 2 2 2 2.97 169
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справа). Протокол 2 позволил подавить “вытяги-
вание” формы объемного разрушения и умень-
шить проявление тепловой диффузии. Так, ре-
зультаты расчетов показали, что аксиальный раз-
мер объемного разрушения (3.6 мм) повторяет
соответствующий размер (3.5 мм) единичного
разрушения. Отключение внутренних окружно-
стей в протоколе 2 в течение облучения позволи-
ло получить более равномерное температурное
распределение без перегрева центральной обла-
сти, который наблюдался в протоколах 1, 3.

Сравнение двух ударно-волновых импульсно-
периодических режимов облучения с начальны-
ми пиковыми интенсивностями 8 и 15 Вт/см2 по-
казало, что при увеличении начальной пиковой
интенсивности на элементах решетки скорость
тепловой абляции увеличивается, а проявление
эффектов диффузии тепла от нагреваемой обла-
сти в окружающие слои ткани в аксиальном на-
правлении уменьшается. Для обоих режимов об-
лучения наиболее выигрышным является прото-
кол 2, позволяющий получить предсказуемые по
форме объемные тепловые разрушения с резкими
краями и прямыми передними стенками. В этом
случае объемы полученных разрушений, времена
воздействия и скорости тепловой абляции состави-
ли, соответственно, 167 мм3, 6.62 с и 1.52 см3/мин
для I0 = 8 Вт/см2 и 192 мм3, 3.88 с и 2.98 см3/мин
для I0 = 15 Вт/см2. Стоит отметить, что в рассмат-
риваемом режиме насыщения (15 Вт/см2) скорость
тепловой абляции была в 2 раза выше соответству-
ющей скорости в режиме развитого разрыва
(8 Вт/см2) и в 1.4 раза выше, чем в клиническом
квазилинейном режиме (1.2 Вт/см2), поэтому
наиболее выигрышным является облучение в ре-
жиме насыщения.

Таким образом, было показано, что использо-
вание импульсно-периодических ударно-волно-
вых режимов облучения с отключением внутрен-
них окружностей траектории по мере достижения
на них порогового значения тепловой дозы поз-
воляет подавить эффекты тепловой диффузии
вдоль оси ультразвукового пучка и получить хо-
рошо локализованные тепловые разрушения за-
данной формы с сопоставимыми клиническому
случаю скоростями тепловой абляции. Для кли-
нической системы Sonalleve V1 реализация такого
облучения представляется наиболее выигрыш-
ной при использовании предельных пиковых
мощностей системы.

ВЫВОДЫ
На основании полученных результатов могут

быть сделаны следующие выводы:
1) использование квазилинейного режима (105 Вт),

характерного для клинической практики in situ
рассмотренной в данной работе HIFU-системы,

вне зависимости от протокола облучения приво-
дит к удлинению теплового разрушения вдоль оси
пучка в 2.5 раза по сравнению с аксиальными раз-
мерами тепловых источников и с поперечным
размером траектории; максимальная скорость
тепловой абляции и наибольший объем теплово-
го разрушения достигаются при облучении по
траектории с уменьшенным шагом (1 мм) и кон-
тролем тепловой дозы только на внешней окруж-
ности;

2) в ударно-волновых импульсно-периодиче-
ских режимах (пиковые мощности 700 и 1300 Вт)
за счет быстрого нагревания подавляется “вытя-
гивание” объемного теплового разрушения вдоль
оси пучка; скорость тепловой абляции при облу-
чении по траектории с уменьшенным шагом
(1 мм) увеличивается в 1.4 раза (1300 Вт) по срав-
нению с клиническим квазилинейным режимом,
а тепловую дозу предпочтительно контролиро-
вать на каждой окружности траектории, отклю-
чая внутренние окружности по мере достижения
на них порогового значения дозы;

3) при выборе ударно-волнового режима облу-
чения важно учитывать, в какой области вокруг
фокуса происходит формирование разрывов, по-
скольку для подавления эффектов тепловой диф-
фузии существенную роль играет размер единич-
ного разрушения. В клинической системе HIFU
Sonalleve V1 наибольшее ускорение тепловой аб-
ляции и получение наиболее предсказуемых ло-
кализованных тепловых разрушений с резкими
краями достигается в максимально достижимом
по пиковой мощности ударно-волновом режиме.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показана перспективность использо-
вания ударно-волновых режимов для быстрого
получения предсказуемых и локализованных
объемных тепловых разрушений биологической
ткани с подавленным эффектом тепловой диф-
фузии вдоль оси излучателя по сравнению с ква-
зилинейным случаем. В режимах, близких к кли-
ническим, для получения симметричного разру-
шения объема порядка 1 см3 с наибольшей
скоростью абляции пороговое значение тепловой
дозы наиболее выигрышно контролировать на
внешней окружности траектории облучения.

Для быстрого получения хорошо локализован-
ного малого объема разрушения (0.2 см3) в форме
слоя толщиной около 4 мм рекомендуется облу-
чать ткань в ударно-волновом режиме по траек-
тории с уменьшенным шагом и отключением
внутренних окружностей в процессе контроля
тепловой дозы. Такой подход позволяет получать
предсказуемые формы теплового разрушения с
резкими краями. Однако, несмотря на эффектив-
ное подавления проявления эффектов тепловой
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диффузии в аксиальном направлении, формиро-
вание объемного разрушения из слияния единич-
ных фокусов в поперечном направлении все еще
происходит за счет диффузии тепла. Данный ас-
пект будет учтен при проведении дальнейших ис-
следований, в которых планируется исследовать
облучение по равномерно заполненной фокуса-
ми траектории различной геометрии с однократ-
ным ударно-волновым воздействием на каждый
фокус. Кроме того, для создания объемных теп-
ловых разрушений, сопоставимых по размеру с
клиническими (несколько см3), представляется
перспективной разработка ударно-волновых
протоколов послойного облучения ткани.

В качестве практических рекомендаций из ре-
зультатов данной работы следует, что облучение
биологических тканей в импульсно-периодиче-
ском ударно-волновом режиме с использованием
максимально достижимой пиковой мощности
HIFU-источника имеет несомненные преимуще-
ства и может быть осуществимо в существующей
клинической установке HIFU Sonalleve. Также
данный результат может быть обобщен на другие
клинические системы HIFU, подобные Sonalleve.

Авторы выражают благодарность Л.Р. Гаври-
лову за ценные замечания при обсуждении ре-
зультатов работы.

Работа выполнена при финансовой поддержке
гранта РНФ №22-72-00047.
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Проведено экспериментальное исследование возбуждения периодических колебаний давления в
модели струйного осциллятора Гельмгольца с цилиндрической камерой при натекании круглой
струи воздуха на острую кромку выходного отверстия. Исследовалась эволюция амплитудно-ча-
стотного спектра тона отверстия от его возникновения при скорости струи около 2 м/с до возбуж-
дения первой моды акустического резонанса на частоте Гельмгольца. Тон отверстия представлял
собой семейство гармоник, последовательно усложняющееся по мере увеличения длины и скорости
струи. Изучено последовательное возникновение семейства акустических мод на гармониках
струйного тона при дальнейшем увеличении скорости струи. Моды на частоте Гельмгольца возни-
кали поочередно на гармониках тона отверстия в полосе усиления резонатора, начиная с наивыс-
шей гармоники. Первая мода возникала на наивысшей гармонике, вторая мода возникала на
предыдущей гармонике и т.д. Завершающая мода возникала на основной гармонике тона отверстия
и имела максимальную амплитуду. При дальнейшем увеличении числа Рейнольдса периодические
колебания давления переходили в неупорядоченные турбулентные пульсации. При достаточном
размере камеры и скорости струи на наивысшей гармонике тона отверстия возникал азимутальный
и полуволновой резонансы. Наибольшее число Рейнольдса, при котором наблюдался резонанс на
частоте Гельмгольца, составляло 105.
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ВВЕДЕНИЕ

Струйный осциллятор Гельмгольца (СОГ) –
проточный излучатель колебаний, позволяю-
щий генерировать интенсивные колебания в по-
токе жидкости. Его конструкция представляет
собой комбинацию двух элементов: струйного
генератора и объемного резонатора [1]. Струй-
ный генератор представляет собой систему
“сопло–струя–кромка” и является источником
тона отверстия. Объемный резонатор состоит из
цилиндрической камеры, закрытой с торцов
крышками, в центре каждой из которых выпол-
нены соосные отверстия. Отверстие в передней
крышке является соплом для формирования
струи в резонансной камере. При натекании этой
струи на острую кромку отверстия в задней
крышке генерируются первичные колебания не-
большой амплитуды – тон отверстия. При совпа-
дении частоты тона отверстия с частотой соб-
ственных колебаний объемного резонатора (fN)

происходит резонанс, и из выходного отверстия
излучается интенсивный звук [2, 3].

Система “сопло–струя–отверстие” имеет
много общего с системой “щель–плоская струя–
клин”, и обе системы принадлежат к одному се-
мейству генераторов кромочных тонов. Из мно-
гочисленных исследований плоской системы [1,
4–9] стало понятно, что нельзя “просто” исполь-
зовать длину L в качестве характерного размера и
скорость струи W и вычислить с их помощью ча-
стоту колебаний давления в системе [10] (f ~ W/L),
как делается в случае свободной затопленной
струи [11–13], где характерный размер L – это
толщина щели. По ходу экспериментов стало по-
нятно, что плавное изменение скорости или дли-
ны струи не приводит к такому же плавному из-
менению частоты тона отверстия. Исследователи
заметили, что при плавном изменении скорости
или длины струи интервалы генерации колеба-
ний давления – стадии (stage [1]) – чередуются с
интервалами полной тишины, нарушаемой лишь
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турбулентным “шипением”. Такую смену режи-
мов стали объяснять наличием в струйных систе-
мах механизма обратной связи, который, в конеч-
ном счете, и определяет частоту струйного тона
[10]. Было отмечено [1, 5], что в пределах стадий
число Струхаля (St = fL/W) изменяется плавно
при плавном изменении числа Рейнольдса (Re =
= LW/ν). На границах стадий небольшое измене-
ние Re приводит к резкому изменению St.

Описание механизма генерации колебаний
давления в системе “сопло–струя–кромка” пред-
ложено Крюгером [14] и схематически выглядит
следующим образом. Вокруг струи в камере за
острой кромкой сопла образуется тороидальный
пульсирующий вихрь, от которого с определен-
ной периодичностью отделяются кольцеобраз-
ные вихревые структуры. Эти вихри, увеличива-
ясь в размере и увлекаясь струей, перемещаются
со скоростью Wc к выходному отверстию. Соуда-
ряясь с острой кромкой выходного отверстия,
они деформируются и разрушаются с генерацией
импульса давления, который распространяется
вверх по потоку. Когда импульсы давления до-
стигают области пульсирующего вихря, они
участвуют в формировании новых вихревых
структур и увеличивают их энергию.

В условиях синфазности начинает работать
механизм положительной обратной связи и уве-
личивается амплитуда тона отверстия. На частоте
обратной связи (частоте автоколебательной си-
стемы “сопло–струя–кромка”) (fFb) генерируется
наиболее громкий звук. Прямое измерение часто-

ты обратной связи (fFb) в экспериментах не пред-
ставлялось возможным ранее, и не представляет-
ся возможным в настоящее время. Выполняется
косвенное измерение посредством измерения
частоты возбужденной гармоники – тона с пре-
имущественной амплитудой. Но недостаточная
чувствительность измерительной аппаратуры не
позволяла прежде уверенно определить связь
между частотой возбужденной гармоники и ча-
стотами других гармоник в спектре измеренного
сигнала [15].

Морель [16] считал, что в струйной системе
“сопло–струя–отверстие” каждому участку тона
с плавным изменением частоты – стадии – соот-
ветствует свое число Струхаля и определенное
количество вихревых колец в интервале между
срезом сопла и острой выходной кромкой. Вслед-
ствие этого положения, соседние стадии различа-
ются, прежде всего, на одно вихревое кольцо, пе-
ремещающееся в интервале между срезом сопла и
выходным отверстием. Он наблюдал возникнове-
ние первого пика в амплитудно-частотном спек-
тре при скорости струи порядка 2 м/с.

В результате представленного ряда исследова-
ний были получены противоречивые результаты,
а некоторые интересные умозаключения не на-
шли своего экспериментального подтверждения.
Отсутствуют работы по расшифровке динамики
амплитудно-частотного спектра струйного тона
при плавном увеличении скорости струи. Нуме-
рация гармоник в спектре вызывает затруднение.
В связи с этим, авторы всех известных работ не
затрагивают вопрос о наличии гармонической
связи между элементами спектра. Не получил до-
статочного освещения механизм возбуждения
акустических мод. В представленной статье гид-
родинамика струи не исследуется. Исследуется ее
результат – генерация колебаний давления в ос-
цилляторе и их поведение при плавном увеличе-
нии скорости струи. Цель работы – исследование
возникновения элементов частотного спектра
струйного тона и выявление происхождения мод
акустического резонанса.

МЕТОДИКА И ЭКСПЕРИМЕНТ
На рис. 1 представлена схема модели струйно-

го осциллятора Гельмгольца (СОГ), которая была
изготовлена из отрезка пластиковой трубы 1 с
пластиковыми крышками 2 и 4. В крышках были
выполнены отверстия 3 и 5 для прокачки воздуха
через камеру [16]. В передней крышке монтиро-
вался измерительный микрофон 6 и штуцер 7 для
замера статического давления внутри камеры
(рис. 1).

Модель осциллятора 1 была вмонтирована в
крышку вакуумируемой камеры 2 (рис. 2). Воздух

Рис. 1. Схема сборки модели СОГ.

1

2

3

4

5

6

7

l1

d
2

d
1

L
D



432

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 4  2023

АБДРАШИТОВ, МАРФИН

из камеры отсасывался вакуумным насосом, со-
здавая необходимый для формирования струи пе-
репад давления. Соотношение объемов вакууми-
руемой камеры 2 и резонансной камеры осцилля-
тора было достаточным, чтобы резонансная
камера была акустически не связана с другими
объемами, например, подводящими шлангами.
Исследование собственных колебаний резонатора
методом озвучивания динамиком показало, что
их частота при таком расположении не меняется.

Скорость струи рассчитывалась по перепаду
давления на сопле (W = (2Δp/ρ)1/2). Для измере-
ния перепада давления на входном сопле исполь-
зовался преобразователь давления ПД 150-ДВ300
с выходным сигналом 4–20 мА. С помощью мик-
рофона RFT MV 221 Robotron с чувствительно-
стью 54 мВ/Па регистрировались колебания дав-
ления в резонансной камере. Данные сигналы
поступали на 14-битный аналого-цифровой пре-
образователь E14-440. В экспериментах частота
дискретизации составляла 10 кГц. Для записи и
обработки сигналов использовалась программа
Power Graph 3.3.10. Калибровка частоты и ампли-
туды колебаний давления осуществлялась с по-
мощью пистонфона Robotron RFT 05 001.

Числа Струхаля (StL = fL/W) и Рейнольдса (ReL =
= LW/ν), где ν – кинематическая вязкость воздуха,
в настоящей работе рассчитывались по идеаль-
ной скорости струи [17]. Сборка модели, экспери-
ментальный стенд, система измерений и обработ-
ки результатов экспериментов описаны в работах
[18–20].

Для возбуждения тона отверстия и акустиче-
ского резонанса использовался СОГ с цилиндри-
ческими соплами диаметром d1 = 12 мм и длиной
(0.56–2)d1. Выходное отверстие имело длину
10 мм, диаметр изменялся в интервале d2 = (1–
1.5)d1. Диаметр камеры составлял D = 6.5d1, и дли-
на изменялась в интервале L = (0.75–2)d1. Осцил-
лятор с различными соотношениями размеров
также изучался в работе [21]. Камера резонатора
по Росситеру [22] – глубокая (0.8 > 2L/D > 0.2).

В каждом эксперименте выполнялось плавное
увеличение скорости струи от нулевого значения.
Значения перепада давления на сопле и колеба-
ний давления в камере записывались программой
во временной области в виде осциллограммы.
Выполнялось оконное преобразование Фурье
сигнала с микрофона, соответствующего колеба-
ниям давления в камере, и преобразование пара-
метров из временной области в частотную. Затем
производился анализ частотных спектров. Была
разработана методика идентификации и нумера-
ции элементов частотного спектра (гармоник).

Комбинационный звук, возбуждаемый стру-
ей, натекающей на острую кромку, называется
тоном и состоит из гармоник: основной и высших.

Тон разделяется на устойчивые участки – ста-
дии [stage] со скачками частоты и амплитуды на
границах участков при плавном изменении Re. Те же
стадии при резонансе называем модами [mode].

РЕЗУЛЬТАТЫ И АНАЛИЗ
На следующих рисунках представлены харак-

терные особенности возникновения кромочного
тона и последующего резонанса в цилиндриче-
ской камере с двумя отверстиями при продувке
воздухом, на примере осциллятора диаметром
78 мм и длиной 12 мм с соплом d1 = 12 × 16 мм и
выходным отверстием d2 = 12 × 10 мм. Частота
собственных колебаний (ЧСК) при возбуждении
динамиком fN = 712 Гц.

Вначале кратковременно записывался сигнал
с преобразователя давления и микрофона – ос-
циллограмма при нулевой скорости потока для
нахождения и введения поправок. При плавном
увеличении скорости струи до величины W ~ 1.8 м/с
в камере возникали периодические колебания дав-
ления на частоте F0 в несколько десятков герц – воз-
никал тон отверстия (рис. 3а). Его частота была
значительно меньше fN камеры и резонанс не воз-
никал. Появление в амплитудно-частотном спек-
тре первого выраженного пика означает начало
функционирования механизма усиления в струе
на частоте обратной связи fFb. Единственная гар-
моника в спектре означает синусоидальную фор-
му исследуемого сигнала и согласование обрат-
ной связи по частоте и фазе с параметрами обра-
зования первичных возмущений давления на
острой выходной кромке. Амплитуда тона в пер-

Рис. 2. Блок-схема экспериментального стенда: 1 –
модель СОГ, 2 – вакууммируемая камера, 3 – вакуум-
насос, 4 – микрофон, 5 – штуцер замера давления,
6 – преобразователь давления, 7 – микрофонный
усилитель, 8 – аналого-цифровой преобразователь,
9 – персональный компьютер.
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вый момент незначительно превышала наимень-
ший значащий бит (LSB).

При увеличении скорости струи до 3.4 м/с ам-
плитуда первого пика по оси ординат стремительно
возрастала (см. масштаб ординаты), и пик сме-
щался по частоте на оси абсцисс вправо – в сто-
рону увеличения частоты. Возникала первая гар-
моника F1 на удвоенной частоте основной гармо-
ники F0 (рис. 3б). При дальнейшем увеличении
скорости до 5.2 м/с возникала вторая гармоника
F2 на частоте, кратной частоте основной гармоники
(рис. 3в). Появление в сигнале высших гармоник
означает искажение формы сигнала от первона-
чальной синусоиды при нарушении синфазности
этапов возбуждения тона отверстия. Преимуще-
ственная амплитуда при изменении скорости
струи могла перескочить на одну из высших гар-
моник, частота и фаза которой лучше соответ-
ствовала параметрам обратной связи в струе. Ос-
новная гармоника при этом не исчезала, как и
остальные гармоники, просто они не получали
усиление по механизму обратной связи. При
плавном увеличении скорости струи все семей-
ство гармоник смещалось в сторону увеличения

частоты по оси абсцисс, а преимущественная ам-
плитуда могла перескакивать с одной на другую.

При достижении гармоникой F2 по частоте
нижнего края полосы усиления резонатора ∆F

становилось заметно увеличение ее амплитуды
(рис. 4а), начинался резонанс – амплитуда гармо-
ники увеличивалась многократно. Остальные ча-
стоты в первый момент просто приглушались
(рис. 4б), а в середине полосы усиления исчезали
из наблюдения совершенно, что соответствует
природе резонанса. При дальнейшем незначи-
тельном увеличении скорости струи частота этой
гармоники выходила за верхний край полосы
усиления, и она затухала (рис. 4в). На рис. 4в так-
же наблюдается затухание остальных гармоник.
Но это два самостоятельных явления: резонанс
определяет амплитуду той гармоники, которая
попадает в полосу усиления, но усилить другие
гармоники он не может, хотя может подавить.
Амплитуду остальных гармоник определяет бли-
зость их частоты и фазы к параметрам обратной
связи. На рис. 4б частота или фаза обратной связи
попадают между гармониками F0 и F1.

Рис. 3. Возникновение и развитие гармоник струйного тона: (а) – W = 1.8 м/с, (б) – W = 3.4 м/с, (в) – W = 5.2 м/с.
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Рис. 4. Возникновение и развитие первой акустической моды: (а) – W = 5.7 м/с, (б) – W = 6.5 м/с, (в) – W = 6.7 м/с.
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На рис. 4а все гармоники струйного тона хоро-
шо видны, поскольку резонанс еще только наме-
тился и не подавил все остальные элементы спектра,
частота которых не попадала в полосу усиления
резонатора. В момент возникновения первой мо-
ды, как правило, наблюдалось все семейство гар-
моник струйного тона, начиная с основной гар-
моники F0 и заканчивая той высшей гармоникой,
на которой собиралась развиться первая акусти-
ческая мода. Таким образом становилось очевид-
ным количество мод, которые можно было ожи-
дать и которые впоследствии разовьются после-
довательно при плавном увеличении скорости
струи. Судя по рис. 4а и 4в, можно ожидать после-
довательное возникновение трех мод на гармони-
ках F2, F1 и F0. Но на рис. 4в, когда ни одна из гар-
моник не попадает в резонанс и подавление
остальных частот не работает, видны всплески по
амплитуде, обозначенные стрелочками.

При дальнейшем увеличении скорости струи
частота второй гармоники струйного тона F2 вы-
ходила за верхний край полосы усиления резона-
тора и первая мода плавно затухала (рис. 5а). Но
возникала вторая мода на первой гармонике F1.
При этом, общая картина на рис. 5а просматрива-
ется следующим образом. Частоты, соответству-
ющие основной F0 и первой F1 гармоникам струй-
ного тона, можно проследить визуально. Первая
гармоника попадает в полосу усиления резонато-
ра и производит вторую моду. Основная гармони-
ка F0 наблюдается в силу того, что получает усиле-
ние по механизму обратной связи в струе.

Небольшое увеличение скорости усиливает
рассогласование частоты и фазы первичных воз-
мущений давления и параметров обратной связи,
которое наметилось на рис. 4в. На рис. 5б видно,
что все семейство гармоник перестроилось для
наилучшего согласования внутренних парамет-
ров. Частота основной гармоники F0 и первой

гармоники F1 по величине не изменились. Но ос-
новная гармоника F0 стала теперь первой гармо-

никой , а первая гармоника F1 стала второй

гармоникой  в новом семействе. Из всплеска
амплитуды на рис. 4в, отмеченного стрелочками,

возникли новые гармоники F* и . Частота тона
стала вдвое меньше. Это связано с тем, что увели-
чение частоты обратной связи fFb при увеличении
скорости струи отстает от увеличения частоты
производства первичных возмущений давления
на выходной кромке. Происходит скачок частоты
вниз на графике с осями W → F. Эти скачки ча-
стоты вниз отмечаются всеми исследователями
клинового тона [1, 4–9].

Анализируя рис. 5б, можно ожидать в дальней-
шем последовательное возникновение четырех
мод при увеличении скорости струи из четырех
наблюдаемых гармоник. На рис. 5в видно, что

вторая мода на гармонике  выходит из полосы
усиления и затухает, а третья мода на гармонике

 – на максимуме амплитуды.

На рис. 6а и 6б видно, как незначительное уве-
личение скорости струи приводит к затуханию

третьей моды на гармонике  и возникновению

четвертой моды на гармонике . При дальней-
шем увеличении скорости затухает последняя мо-

да на гармонике . Мода на гармонике F* не воз-
никла. Возможно, что ее мощности не хватило,
чтобы “раскачать” резонатор.

При дальнейшем увеличении скорости струи и
достаточной длине камеры на высшей гармонике
струйного тона возникнет азимутальный [23] и
полуволновой резонанс [24].
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Рис. 5. Возникновение и развитие второй акустической моды: (а) – W = 8 м/с, (б) – W = 10.2 м/с, (в) – W = 11.2 м/с.

1.0
А, Па

(а)

Ч
С

К
 =

 7
12

 Г
ц

Ч
С

К
-7

12
 Г

цЧ
С

К
-7

12
 Г

ц

F0
F *

F *

F1

*F2

*F2

*F0

*F0

*F1

*F1
0.6

0.2

0

1.0

А, Па

0.6

0.2

0250 500 500 750 750F, Гц

(б)

250 F, Гц

0.6

1.0

А, Па
(в)

0.2

0 250 500 F, Гц



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 4  2023

ВОЗБУЖДЕНИЕ АКУСТИЧЕСКИХ МОД 435

В комплексном виде возникновение струйно-
го тона и развитие мод изображено на рис. 7. На
этом рисунке изображено развитие струйного то-
на и отклик осциллятора на гармоники. Лучи, вы-
ходящие из начала координат, представляют со-
бой характеристические линии St = const. Такое
представление используется во многих работах
[7–9].

Каждый луч St = const соответствует той гармони-
ке, которая возбудила данную моду, поскольку ха-
рактеризовать акустическую моду числом Струхаля
нельзя. Мода – это резонанс – акустическое явле-
ние, а в определение числа Струхаля входит гидро-
динамический параметр – скорость. Но, фор-
мально, вычисление числа Струхаля для моды
можно произвести и даже получить в результате
некоторую величину, которой в дальнейшем
удобно оперировать.

В пределах моды величина числа Струхаля не
постоянная. При увеличении скорости струи ча-

стота соответствующей гармоники также увели-
чивается, но отстает от роста скорости. Поэтому
величина числа Струхаля в пределах моды умень-
шается при увеличении скорости струи (см. рис. 7).

ОБСУЖДЕНИЕ
Можно заметить, что на рис. 3 частота высших

гармоник F1 и F2 тона отверстия кратна частоте
основной гармоники F0. В начале первой моды на
рис. 4a частоты гармоник также кратны. Но в
конце моды на рис. 4б кратность нарушается.
Возрастание частоты первой гармоники F1 при
увеличении скорости струи происходит одновре-
менно с основной гармоникой F0. А увеличение
частоты второй гармоники F2 отстает от первых
двух – первая гармоника F1 догоняет вторую F2,
образующую моду. Во второй моде это явление
менее заметно вследствие возникновения двух
новых гармоник и уменьшения интервалов между
ними (см. рис. 5в). Но в третьей и четвертой модах
это явление заметно очень хорошо, причем в чет-
вертой моде – с самого начала моды (см. рис. 6).
Частота гармоники, формирующей моду, увели-
чивается медленнее, нежели частоты остальных
гармоник, удаленных от частоты резонанса. Это
явление изображено на рис. 8. В литературе это
явление описано [16], но объяснения ему еще не
найдено.

Появление высших гармоник означает иска-
жение сигнала по форме от синусоиды вследствие
нарушения синфазности обратной связи. Первая
мода развивалась на самой высшей гармонике и
далее по убывающей. Завершающая мода возни-
кала на основной гармонике, когда ее частота до-
стигала полосы усиления резонатора. Дальней-
шее увеличение скорости струи при завершении
моды, опирающейся на основную гармонику, уже
ни к чему не приводило.

Рис. 6. Возникновение и развитие четвертой акустической моды: (а) – W = 14.3 м/с, (б) – W = 14.5 м/с, (в) – W = 28 м/с.
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ника тона отверстия с преимущественной амплиту-
дой,  – акустическая мода.
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ВЫВОДЫ

Проведенные эксперименты показали, что все
элементы тона отверстия и моды акустического
резонанса, последовательно возникающие в ча-
стотном спектре при плавном увеличении числа
Рейнольдса, являются гармонически связанны-
ми. Гармоники, кратные частоте Гельмгольца ка-
меры fN, в интервале числа Рейнольдса 0–105 не
замечены. Гармоника тона отверстия с преиму-
щественной амплитудой не обязательно является
основной гармоникой, просто ее частота совпада-
ет с частотой обратной связи в струйной системе.

Гармоники тона отверстия с частотой, попада-
ющей в полосу усиления резонатора, производят
акустические моды на частоте собственных коле-
баний резонатора. Акустическая мода не может
характеризоваться числом Струхаля, поскольку
мода – это акустическое явление, а в определение
числа Струхаля входит гидродинамический пара-
метр – скорость.

Первая акустическая мода всегда возникает на
высшей из гармоник, существующих в спектре
тона отверстия. Завершающая акустическая мода
всегда возникает на основной гармонике тона от-
верстия. В системе “сопло–струя–кромка–резо-
натор” существует единственная последователь-
ность вихревых формаций, перемещающаяся
вместе со струей и производящая весь спектр гар-
моник тона отверстия и мод акустического резо-
нанса.
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ВВЕДЕНИЕ

Акустические методы широко используются
для изучения механических и электрических
свойств различных жидкостей [1, 2], включая рео-
логические [3, 4] и биологические [5, 6]. Особое
место занимает исследование скорости и затуха-
ния звука, которые являются фундаментальными
свойствами твердых, жидких и газообразных сред.
Несмотря на то, что проблемой измерения скоро-
сти и затухания звука в жидкости ученые занима-
ются более 70 лет [7, 8], задача эксперименталь-
ного определения этих параметров в жидких и га-
зообразных средах остается актуальной и в наши
дни [9]. Научный и технический интерес пред-
ставляют данные по скорости звука в таких веще-
ствах как сжиженные газы, органические масла,
высокомолекулярные парафины и хладагенты и т.д.

Скорость звука является важной характери-
стикой также в медицине и биологии для опреде-
ления параметров биологических тканей, жидких
клеточных суспензий, различных раковых кле-
ток, суспензий микроводорослей и т.д. [10–13].
Суспензии, содержащие различную концентра-
цию микро- и наночастиц, имеют разную ско-
рость звука, и эта информация используется в

ультразвуковой спектроскопии для измерения
концентрации и размера взвешенных частиц [14–16].

Существующие методы измерения акустиче-
ских параметров в жидких средах можно разбить
на две основные группы:

1. Прямые методы, в которых для измерения
скорости и затухания акустических волн исполь-
зуются короткие по сравнению с временем про-
хождения волны через образец акустические им-
пульсы. В этом случае задача сводится к точному
измерению расстояния между преобразователя-
ми и измерению времени задержки.

2. Косвенные методы, в которых используется
непрерывный акустический сигнал и измеряется
длина звуковой волны на заданной частоте или
изменение фазы при изменении частоты или рас-
стояния между преобразователями.

При реализации импульсного метода электро-
акустический преобразователь посылает корот-
кие звуковые импульсы в исследуемую жидкость,
которые принимаются выходным преобразовате-
лем [17]. По измеренному времени распростране-
ния этих импульсов вдоль известной длины аку-
стической базы определяется скорость волны.
При использовании этого метода существует
ошибка измерения времени задержки, связанная
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с конечной длительностью фронта принимаемого
задержанного сигнала и необходимостью выбора
реперной точки на этом импульсе. При измене-
нии длины акустической базы можно также опре-
делить затухание волны в жидкости по изменению
амплитуды прошедшего импульса независимо от
коэффициента преобразования электрического
импульса в акустический [17]. Существует также
вариант с двойным или многократным прохожде-
нием сигнала вдоль акустической базы – от излу-
чателя к отражателю и обратно, причем при воз-
вращении отраженных импульсов к излучателю
последний работает как приемник [17–19]. В этом
случае можно получить целую серию задержан-
ных эхо-импульсов, амплитуда которых умень-
шается с ростом номера импульса. По времени
задержки между импульсами можно определить
скорость акустической волны. По уменьшению
амплитуды эхо-импульсов можно найти затуха-
ние волны при условии линейности приемника
акустических импульсов.

В импульсных измерителях скорости звука в
жидкости весьма перспективным является ис-
пользование акустической базы, выполненной из
пьезоэлектрического цилиндра [20]. Акустиче-
ская база представляет собой внутренность тон-
костенного цилиндрического пьезоэлемента с
общим электродом, нанесенным на всю внутрен-
нюю его поверхность и двумя электродами на
внешней поверхности.

Существует также разновидность импульсного
метода, в котором акустическая волна от преоб-
разователя к преобразователю проходит по двум
акустическим каналам [21]. Один канал – это
твердотельный звукопровод, имеющий акустиче-
ский контакт с преобразователями, второй канал
образуется исследуемой жидкостью. Акустиче-
ский импульс, проходя по этим каналам, создает
в приемной аппаратуре два задержанных импуль-
са. По известной разнице времени задержки и по
известной скорости волны в твердотельном зву-
копроводе можно определить скорость волны в
жидкости. К недостатку метода можно отнести
необходимость обеспечения условия распростра-
нения плоской волны в каждом канале.

К настоящему времени для измерения скоро-
сти и затухания акустической волны в жидкости
разработаны и созданы серийно выпускаемые
приборы. К ним относится широко используе-
мый цифровой измеритель скорости звука в жид-
костях в судовой серийной аппаратуре [22–24].
В цифровом импульсном методе в общем случае
используются многократные отражения акусти-
ческого импульса от отражателя и акустического
преобразователя.

Разработаны также малогабаритные измерите-
ли скорости акустической волны в жидкости, со-
стоящие из излучающего и принимающего пре-

образователей продольной волны, находящиеся в
жидкостном контейнере [25]. После заполнения
контейнера исследуемой жидкостью скорость
волны высвечивается на цифровом мониторе.

Поскольку главный недостаток импульсного
метода – это погрешность при определении вре-
мени задержки, то современные работы по этой
проблеме связаны, в основном, с модернизацией
аппаратуры для точного определения времени за-
держки импульса [26, 27].

Среди методов измерения скорости акустиче-
ской волны в жидкостях с акустической волной в
непрерывном режиме можно выделить фазовые и
интерферометрические методы.

Фазовый метод [28, 29] заключается в следую-
щем. Излучающий преобразователь в непрерыв-
ном режиме излучает в жидкость акустическую
волну, которая преобразуется в электрический
сигнал, фаза которого регистрируется прибором.
По наклону зависимости фазы от частоты при
фиксированном расстоянии между преобразова-
телями можно определить время задержки и со-
ответственно скорость волны. Скорость волны
можно также найти по наклону зависимости фазы от
расстояния между преобразователями. Главная
проблема в этих методах – обеспечение линейно-
сти фазы от частоты или от расстояния между преоб-
разователями, что является непростой задачей.

Ультразвуковые интерферометры разделяются
на интерферометры с переменной базой или с пе-
ременной частотой [17]. В обоих случаях обеспе-
чивается резонансное расстояние между излуча-
ющим и приемным преобразователями или меж-
ду излучающим преобразователем и отражателем.
Искомая длина волны и, следовательно, искомая
скорость акустической волны определяется по
расстоянию между отдельными резонансными
пиками или по их разности частот. Коэффициент
затухания можно определить, измеряя изменение
амплитуды резонансных пиков от расстояния или
по ширине резонансной кривой. Метод импульс-
ного интерферометра переменной акустической
базы, описанный в [30–32], сводится к измере-
нию длины ультразвуковой волны в исследуемой
среде и основан на использовании резонансных
свойств столба исследуемой жидкости, заклю-
ченного между излучателем и приемником уль-
тразвуковых волн. В результате образования сто-
ячих волн ультразвуковое давление в исследуе-
мой среде периодически повторяется вдоль
акустической базы через половину длины волны.
Для измерения затухания волны предлагается
определять изменение максимального значения
амплитуды на заданном расстоянии. Однако в
этом случае существует “кажущееся” затухание,
связанное с уходом части мощности в преобразо-
ватели, которое необходимо каким-то образом
учитывать.
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В работе [33] описан метод акустического ин-
терферометра постоянной длины, реализован-
ный в акустическом анализаторе биологических
сред. Работа прибора основана на том, что стол-
бик исследуемой жидкости, находящейся в ци-
линдрической полости между двумя пьезопреобра-
зователями, является механическим резонатором,
собственные частоты которого линейно связаны
со скоростью ультразвука в исследуемой среде.
Измерение скорости ультразвука в жидкости, за-
полняющей ячейку, сводится к определению ча-
стоты заданного резонансного пика по максиму-
му амплитудно-частотной характеристики или по
точке перегиба на фазово-частотной характери-
стике. В этом случае также существует “кажущееся”
затухание, связанное с тем, что исследуется не
собственная добротность столба жидкости, а на-
груженная добротность, связанная с уходом части
мощности в преобразователи.

В настоящей работе с помощью акустического
интерферометра определена скорость акустиче-
ской волны в жидкостях с различным акустиче-
ским импедансом. Впервые показано, что отно-
шение резонансных величин максимума и мини-
мума коэффициента прохождения S12 для одной и
той же пары излучатель–приемник зависит от
акустического импеданса изучаемой жидкости.
Теоретический анализ, проведенный впервые,
позволил определить механический импеданс в
плоскости “преобразователь–жидкость” в зави-
симости от акустического импеданса жидкости.
На основе теоретического анализа разработана
методика определения затухания акустической
волны в жидкости, свободная от влияния “кажу-
щегося” затухания, связанного с уходом части
акустической мощности в преобразователи.

ОПИСАНИЕ ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ 
УСТАНОВКИ

Для проведения экспериментов была создана
измерительная установка, состоящая из двух пре-
образователей продольной акустической волны с
частотой ~1. 057 МГц (рис. 1). Эти преобразовате-
ли, представляющие собой металлические ци-
линдры диаметром 32 мм, с плоскими, излучаю-
щими/принимающими плоскостями располага-
лись друг над другом. Положение нижнего
преобразователя было фиксированным, а второй
преобразователь с помощью прецизионного
устройства мог перемещаться в пределах 0–7 мм с
точностью 10 мкм. Прецизионное устройство
обеспечивало параллельность излучающих/при-
нимающих плоскостей преобразователей. Верх-
няя часть нижнего преобразователя располага-
лась в жидкостном контейнере. Преобразовате-
ли подключались к измерителю S-параметров
E5071C (Agilent) в режиме измерения параметра
S12 на частоте ~1.057 МГц. Контейнер заполнялся

исследуемой жидкостью, и зазор d между преоб-
разователями увеличивался с шагом 50 мкм. На
каждом шаге измерялось значение параметра S12
на указанной частоте. В результате была построе-
на зависимость величины S12 от зазора между пре-
образователями, которая использовалась для
определения скорости и затухания продольной
акустической волны.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ

С помощью описанной измерительной уста-
новки исследовались следующие жидкости: ди-
стиллированная вода, этиловый спирт, смесь эти-
лового спирта с дистиллированной водой (50 : 50 по
объему), три смеси дистиллированной воды с
глицерином в соотношении 50 : 50, 20 : 80 и 5 : 95
и чистый глицерин. Соотношения для смеси “во-
да–глицерин” указаны по массе. Все измерения
проводились при температуре T = 25°С. В табл. 1
представлены плотности исследуемых жидко-
стей. Плотность измерялась путем взвешивания
1 мл жидкости на аналитических весах PA-214C
(Pioner, OHAUS Corporation). Объем жидкости 1 мл
обеспечивался с помощью прецизионной лабора-
торной пипетки (Колор, Ленпипет).

Поскольку измеренные зависимости коэффи-
циента прохождения S12 от величины зазора меж-
ду преобразователями для перечисленных выше
образцов жидкости оказались качественно похо-
жими, на рис. 2а–4а приведены данные для эти-
лового спирта, воды и глицерина. Видно, что в
каждом случае зависимость представляет собой
периодическую функцию с чередующимися мак-
симальными и минимальными значениями. Та-

Рис. 1. Схема эксперимента: 1, 2 – пьезоэлектриче-
ские преобразователи; 3 – исследуемая жидкость; 4 –
жидкостный контейнер; 5 – измеритель S-параметров.

1

2
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5
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кая зависимость объясняется тем, что слой жид-
кости представляет собой резонатор, который резо-
нирует в том случае, когда вдоль слоя укладывается
целое число полуволн. Поэтому расстояния меж-
ду ближайшими максимальными или минималь-
ными значениями указанной зависимости равны
половине длины волны. Были определены значе-
ния длины волны для каждой смеси, которые
приведены в табл. 2. Здесь же приведены значе-
ния скорости продольной акустической волны,
удельного механического импеданса и продоль-
ные модули упругости для каждого образца жид-
кости. Удельный механический импеданс опре-
делялся как произведение скорости волны V на
плотность материала ρ.

Было установлено, что зависимости параметра
S12 от расстояния между преобразователями для
всех жидкостей кроме глицерина представляют

собой периодическую функцию с чередующими-
ся максимальными и минимальными значения-
ми одинаковой величины. Это означает, что зату-
хание акустической волны на частоте 1.057 МГц
для этих жидкостей пренебрежимо мало. Однако
для чистого глицерина (рис. 4а) с ростом зазора d
между преобразователями максимальные значе-
ния плавно уменьшаются. В дальнейшем будет
показано, как в этом случае будет извлечена ин-
формация о затухании волны.

Было также установлено, что изменение пара-
метра S12 от максимума до минимума (ΔS12) зави-
сит от удельного механического импеданса ис-
следуемой жидкости. На рис. 5а представлена за-
висимость ΔS12 от удельного импеданса жидкости
ρV. Видно, что с ростом импеданса жидкости ве-
личина ΔS12 монотонно уменьшается от 11.2 до 6.9 дБ.

Таблица 1. Плотность исследуемых водных смесей при температуре 25°С

Исследуемая 
жидкость

Этиловый
спирт

Этиловый 
спирт с водой 

50 : 50
Вода

Вода с 
глицерином, 

50 : 50

Вода с 
глицерином, 

20 : 80

Вода с 
глицерином,

5 : 95
Глицерин

Плотность, кг/м3 830 900 965 1080.8 1173.4 1223.9 1236.6

Рис. 2. (а) – Экспериментальная и (б) – теоретическая зависимости параметра S12 от расстояния d между пьезопреоб-
разователями для этилового спирта.
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Таблица 2. Длина волны на частоте 1.057 МГц и скорость продольной акустической волны, а также удельный ме-
ханический импеданс и модуль упругости исследуемых водных смесей при температуре 25°С

Исследуемая жидкость
Этиловый 

спирт

Этиловый 
спирт с водой 

50 : 50
Вода

Вода с 
глицерином

50 : 50

Вода 
с глицерином

20 : 80

Вода с 
глицерином

5 : 95
Глицерин

Длина волны, мм 1.13 ± 2.2% 1.44 ± 3.7% 1.41 ± 1.73% 1.6 ± 3.17% 1.76 ± 3.11% 1.8 1.8

Скорость, м/с 1197.6 ± 2.2% 1525.1 ± 3.7% 1494.9 ±1 .73% 1726.1 ± 3.17% 1860.3 ± 3.11% 1902.6 1902.6

Удельный механический 
импеданс, 105 кг/(м2 с)

9.94 13.73 14.43 18.66 21.83 23.29 23.53

Модуль упругости, 109 Па 1.12 2.09 2.157 3.22 4.06 4.43 4.47
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
ПРОХОЖДЕНИЯ АКУСТИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ 

ЧЕРЕЗ СЛОЙ ЖИДКОСТИ МЕЖДУ 
ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯМИ

Теоретический анализ особенностей интерфе-
ренционного метода при измерении скорости и

затухания акустической волны в жидкостях с раз-
личным механическим импедансом был прове-
ден с помощью механической эквивалентной
схемы. На рис. 6 представлена механическая эк-
вивалентная схема слоя жидкости, заключенного
между преобразователями [34]. Значения сопро-

Рис. 3. (а) – Экспериментальная и (б) – теоретическая зависимости параметра S12 от расстояния d между пьезопреоб-
разователями для дистиллированной воды.
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Рис. 4. (а) – Экспериментальная и (б) – теоретическая зависимости параметра S12 от расстояния d между пьезопреоб-
разователями для чистого глицерина.
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Рис. 5. Зависимости величины изменения параметра S12 от максимума до минимума (ΔS12) (а) – от удельного механи-
ческого импеданса жидкости ρV и (б) – от сопротивления R в плоскости преобразователей.
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тивлений R1 и R2 определялись следующим обра-
зом [34]:

(1)

(2)

Здесь Z = ρVS – полный механический импеданс
жидкости, ρ – плотность жидкости, V – скорость
акустической волны, S – площадь преобразовате-
лей, k = 2π/λ – волновое число, λ – длина волны.
Нагрузки R с обеих сторон соответствуют преоб-
разователям. Механическая “ЭДС” излучающего
преобразователя представлена источником F1,
который генерирует механическую силу, прило-
женную к левому краю слоя жидкости по закону

(3)
где f – частота, F0 – амплитуда, t – время. Расчет
проводился с помощью метода контурных токов
I1, I2 и I3 для каждого контура. Стандартный при-
ем позволил найти ток I3 в третьем контуре

(4)

и силу Fout, действующую на выходной преобразо-
ватель

(5)
Отсюда коэффициент передачи S12 определял-

ся как

(6)

Были найдены теоретические зависимости ко-
эффициента прохождения S12 от зазора d между
преобразователями для исследуемых образцов
жидкости. Для всех образцов жидкости расстоя-
ния между максимальными значениями пара-
метра S12 оказались в точности равными экспе-
риментальным значениям. Это подтверждается
рис. 2б–4б для этилового спирта, воды и глице-
рина. Видно также, что максимальные теоретиче-

( )=1 tg ,
2

kdR jZ

= −2 sin( ).R jZ kd

= π1 0 exp( 2 ),F F j ft

=
+ + + −

2
3 1 2
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=out 3 .F I R

= 3
12
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ские значения S12 во всех случаях близки к 0, в то
время как в эксперименте максимум S12 меняется
от –11 до –7 дБ. Это связано с тем, что в теории не
учитывается коэффициент двойного преобразо-
вания электрического сигнала в акустический и
наоборот, который лежит в указанных выше пре-
делах. Изменения ΔS12 для всех жидкостей в слу-
чае теоретического анализа также в точности со-
ответствовали экспериментальным величинам.
Однако для обеспечения этого соответствия было
проделано следующее. Известно, что коэффици-
ент преобразования электрического сигнала в
акустический и наоборот для пластинчатых пье-
зопреобразователей зависит не только от коэф-
фициента электромеханической связи пластины,
но и от механического импеданса контактирую-
щей среды [34]. Поэтому величина сопротивле-
ния R в плоскости преобразователей определяет-
ся не только параметрами преобразователя, но и
механическим импедансом исследуемой жидко-
сти. На рис. 5б представлена зависимость ΔS12 от
сопротивления R. Именно использование этой
зависимости привело к тому, что теоретические
значения ΔS12 для всех жидкостей оказались рав-
ными экспериментальным величинам.

На рис. 4б представлена теоретическая зависи-
мость коэффициента прохождения S12 от зазора d
между преобразователями для чистого глицери-
на. Как уже отмечалось, на экспериментальной
зависимости коэффициента прохождения S12 от
зазора d между преобразователями для чистого
глицерина видно, что с ростом величины этого
зазора максимальное значение S12 плавно умень-
шается. Очевидно, что это связано с заметным за-
туханием акустической волны в глицерине. Пу-
тем перебора величины удельного затухания вол-
ны было найдено такое ее значение, которое
привело к совпадению теоретической и экспери-
ментальной зависимостей S12 от зазора d. Затуха-
ние оказалось равным Im k = 6 Нп/м = 0.52 дБ/см.
Поскольку [3]

(7)

отсюда продольная вязкость η11 = 2.32 Па с. Сле-
дует отметить, что при таком подходе автоматиче-
ски устраняется “кажущееся” затухание, связан-
ное с не равным 1 коэффициентом отражения
волны от преобразователей. В этом случае, как
уже отмечалось, к собственной добротности слоя
жидкости добавляется нагруженная добротность,
приводящая к “кажущемуся” затуханию. Поэто-
му, если в соответствии с методом [32] определить
затухание как разность максимальных значений
S12 (8–7.6 дБ) , отнесенных к известному расстоя-
нию (5.45–0.95 мм), мы получим Im k = 0.89 дБ/см.
Это значение выше, чем полученное Imk = 0.52 дБ/см
в связи с наличием “кажущегося” затухания, свя-

π η=
2 2

112Im ,fk
Vc

Рис. 6. Механическая эквивалентная схема слоя жид-
кости между преобразователями.

R1

R2F1 R R

R1

I1 I2 I3



444

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 4  2023

ЗАЙЦЕВ и др.

занного с уходом акустической мощности в пре-
образователи.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
С помощью акустического интерферометра

определена скорость акустической волны в жид-
костях с различным акустическим импедансом.
Впервые показано, что указанный импеданс
определяет отношение резонансных величин
максимума и минимума коэффициента прохож-
дения S12 для одной и той же пары “излучатель–
приемник” на зависимости коэффициента про-
хождения от расстояния между преобразователя-
ми. Впервые проведенный теоретический анализ
позволил определить механический импеданс в
плоскости “преобразователь–жидкость” в зави-
симости от акустического импеданса жидкости.
На основе теоретического анализа разработана
методика определения затухания жидкости, сво-
бодная от влияния “кажущегося” затухания, свя-
занного с уходом части акустической мощности в
преобразователи. Затухание продольной акусти-
ческой волны, оцененное в глицерине по извест-
ной методике [32], включающей указанное “ка-
жущееся” затухание, оказалось равным 0.89 дБ/см.
С учетом этого источника ошибки истинное зату-
хание равно 0.52 дБ/см.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского Научного Фонда (грант № 23-22-00134).
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Представлены результаты акустических исследований процессов плавления и кристаллизации
сплавов Ag–Ga с содержанием серебра 1.5 и 3 ат. %, внедренных в пористые стекла со средним раз-
мером пор 13 нм. Измерены температурные зависимости скорости продольных ультразвуковых
волн модифицированным импульсно-фазовым методом на частоте 7 МГц в диапазоне 200–325 К
при полных и частичных циклах охлаждение-нагрев. На температурных зависимостях скорости
ультразвука наблюдались области, соответствующие фазовым переходам. Выявлены существенные
изменения фазовой диаграммы объемного сплава вследствие наноструктурирования. Показано,
что при разных составах сплава в порах формируются сегрегаты с различной кристаллической
структурой.

Ключевые слова: эвтектический сплав Ag–Ga, плавление и кристаллизация, нанокомпозиты, фазо-
вая диаграмма, полиморфизм, пористые стекла, физическая акустика
DOI: 10.31857/S0320791923600014, EDN: ZGMSPM

1. ВВЕДЕНИЕ
Особенности фазовых переходов (ФП) плав-

ления и кристаллизации для материалов, внед-
ренных в поры нанопористых матриц, вызывают
значительный интерес в современной физике
низкоразмерных систем [1–3]. К настоящему
времени достаточно хорошо изучен случай одно-
компонентных систем: органических и простых
жидкостей [4, 5] и легкоплавких металлов [6–9].
Для большей части материалов наблюдался сдвиг
температур ФП, а также значительное размытие
переходов, которое увеличивалось с уменьшением
размеров пор, и воспроизводимый температурный
гистерезис между плавлением и кристаллизацией
[10]. Наряду с общими закономерностями, были
обнаружены особенности, специфические для
конкретных материалов. Так, например, для
ртути и олова в силикатных матрицах сообща-
лось о формировании жидкого слоя на поверхно-
сти частиц [7, 9], что может быть описано в рам-
ках модели “жидкой шубы”, разработанной ранее
для изолированных малых частиц [11]. В зависи-
мости от ряда факторов в нанопорах формирова-

лись различные кристаллические модификации
галлия [12, 13], в том числе структуры, метаста-
бильные или не образующиеся в объеме.

В то же время особенности процессов плавле-
ния и кристаллизации в условиях ограниченной
геометрии для бинарных и многокомпонентных
систем и, в частности, для эвтектических сплавов
практически не изучены. Наиболее подробная
информация была получена с использованием
методов физической акустики, ЯМР и малоугло-
вого рассеяния нейтронов для бинарного эвтек-
тического сплава галлия и индия различного со-
става, введенного в силикатные опаловые мат-
рицы и пористые стекла [14–19]. Эвтектические
металлические сплавы имеют широкий спектр
практических применений от гибкой робототех-
ники и медицинского приборостроения до само-
восстанавливающихся сверхпроводниковых кон-
тактов, вследствие чего исследование влияния
наноструктурирования на их свойства имеет
большое прикладное значение [20]. Этот вопрос
представляется важным и в фундаментальном
плане для изучения роли размерных эффектов и
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взаимодействия со стенками пор в изменении фа-
зовых диаграмм многокомпонентных систем.

В настоящей работе методами физической
акустики проведены исследования плавления и
кристаллизации эвтектических сплавов Ag–Ga с
долей серебра 1.5 и 3 ат. % в нанокомпозитах на
основе пористых стеклянных матриц со средним
размером пор около 13 нм.

2. ОБРАЗЦЫ И МЕТОДИКА 
ЭКСПЕРИМЕНТА

Пористые стеклянные матрицы изготавлива-
лись из термообработанных заготовок натрий-боро-
силикатного стекла ДВ-1 (состав: Na2O – 7 мол. %,
B2O3 – 23 мол. %, SiO2 – 70 мол. %). Получение
пористых матриц включало следующие этапы:
выщелачивание в 3М растворе соляной кислоты,
промывание в дистиллированной воде, щелочное
травление в растворе гидроксида калия, промы-
вание в дистиллированной воде и высушивание.

Изготовленные пористые матрицы тестирова-
лись на азотном поромере Quadrasorb SI. Диффе-
ренциальная и интегральная функции распреде-
ления пор по размерам представлены на рис. 1.
Средний размер пор составлял 13 нм, удельная
пористость – 0.16 см3/г, удельная площадь по-
верхности – 48 м2/г.

Для приготовления нанокомпозитов исполь-
зовались сплавы галлий–серебро с долей серебра
1.5 и 3 ат. %. Сплавы вводились в поры в расплав-
ленном состоянии под давлением до 1 ГПа. Из
полученных нанокомпозитов были изготовлены
образцы для исследований в форме прямоуголь-

ных плоскопараллельных пластин толщиной 2 мм с
поперечным сечением 5 × 7 мм. Образцы в даль-
нейшем обозначаются как С-Ag1.5 и С-Ag3, в со-
ответствии с концентрацией серебра в сплавах.

Измерения скорости ультразвука проводились
модифицированным импульсно-фазовым мето-
дом [21]. Информация о плавлении и кристалли-
зации сплавов в порах получалась на основе ана-
лиза температурных зависимостей скорости уль-
тразвука при нагреве и охлаждении. Отметим
преимущества акустических методов: высокую
чувствительность к изменению состояния веще-
ства в порах, широкие возможности выбора тех
или иных температурных режимов измерений и
быстроту получения данных при фиксированной
температуре. Поскольку исследуемые образцы
представляют собой сильнопоглощающие среды,
применялся одноимпульсный вариант акустиче-
ского тракта [22] с двумя одинаковыми звукопро-
водами. Метод основан на определении разности
фаз электрических сигналов, возбуждаемых дву-
мя акустическими импульсами, один из которых
прошел через оба звукопровода и исследуемый
образец, а второй отразился от передней грани
образца и прошел дважды через первый звуко-
провод. В отличие от метода [22], который явля-
ется вариантом импульсного фазового интерфе-
рометра с интерференцией в электрических кана-
лах, измерения модифицированным методом [21]
проводятся на фиксированной частоте, что ис-
ключает ошибки, связанные с фазочастотной ха-
рактеристикой акустического и электрического
тракта. Для устранения погрешности, обусловлен-
ной нетождественностью звукопроводов, каждое
измерение скорости проводилось дважды, с пере-
ключением функций пьезопреобразователей –
излучающий-принимающий и только принима-
ющий, и вычислялось среднее арифметическое
обратных скоростей.

Ячейка для температурных измерений пред-
ставляла собой цилиндрическую теплоизолиро-
ванную камеру, в которой размещался теплооб-
менник типа “труба в трубе”, охлаждаемый парами
азота, с дополнительным резистивным нагрева-
телем. Звукопроводы из кварцевого стекла дли-
ной 200 мм входят в теплообменник через верх-
ний и нижний фланцы камеры на расстояние
около 30 мм. Держатель нижнего звукопровода
крепится неподвижно на нижнем фланце, держа-
тель верхнего – через сильфонный компенсатор.
На внешние торцы звукопроводов закрепляются
пьезопреобразователи из ниобата лития, срез Y + 36°.
Акустический контакт звукопроводов с образцом
и пьезопреобразователями обеспечивается ваку-
умной смазкой Apiezon N.

Ультразвуковые измерения проводились на
продольных волнах с частотой 7 МГц при непре-
рывном изменении температуры. Скорость изме-

Рис. 1. Дифференциальная (кружки) и интегральная
(треугольники) функции распределения пор по раз-
мерам по данным азотной порометрии.
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нения температуры, за исключением области вы-
хода на режим и областей стабилизации темпера-
туры, составляла около 0.6 К/мин.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 2 представлены температурные зави-
симости относительного изменения скорости
ультразвука , (v(T) и v0 –
скорости ультразвука при температурах T и 323 К
соответственно) в образце С-Ag3. Образец пред-
варительно нагревался от комнатной температу-
ры до 326 К, после чего проводились измерения в
процессе охлаждения до 245 К и последующего
нагрева до 324 К. Такой режим соответствовал из-
менению состояния сплава от полностью рас-
плавленного до полностью закристаллизованно-
го и снова полностью расплавленного. Области
значительного изменения скорости отвечают фа-
зовым превращениям в образце [5, 14–16]. При
охлаждении вплоть до 287.2 К наблюдалось сла-
бое, практически линейное уменьшение скоро-
сти. Затем начиналась кристаллизация, при этом
скорость ультразвука скачком возрастала почти на
10%, а из-за выделения скрытой теплоты образец
нагревался на ~0.5 K. На графике температурной
зависимости производной относительного изме-

нения скорости по температуре ,

приведенном на вставке на рис. 2, имеются два
минимума, что указывает на двухстадийный ха-
рактер кристаллизации. Учитывая, что распреде-
ление пор по размерам не является бимодальным,
можно предположить, что наличие двух этапов
кристаллизации связано с образованием обога-
щенных галлием твердых фаз с различной кри-
сталлической структурой.

Температуры окончания кристаллизации и
начала плавления равны приблизительно 260 и
280 K соответственно. При нагреве на графике
температурной зависимости u(T) наблюдается
только один минимум, однако около 295 К име-
ется небольшой излом (отмечен стрелкой на
вставке к рис. 2). Эту аномалию можно интер-
претировать как наличие двух сильно перекры-
вающихся по температуре этапов плавления, со-
ответствующих разным кристаллическим моди-
фикациям обогащенного галлием сегрегата.
Окончание плавления при нагреве (~301 К) по-
чти совпадает с температурой минимума произ-
водной (рис. 2). Однако в области окончания
плавления на температурной зависимости скоро-
сти наблюдался небольшой минимум, по-види-
мому, связанный с релаксацией механических
напряжений в матрице [5]. При дальнейшем на-
греве до 324 K скорость ультразвука изменялась
незначительно. Следует отметить, что, начиная
со второго полного цикла охлаждение-нагрев,

( )Δ ≡ −v v v v v0 0 0( )T

≡ v

v0

( )1( ) d Tu T
dT вид температурных зависимостей скорости для

полных циклов практически не менялся.
Мы проводили также измерения при частич-

ных температурных циклах, при которых охла-
ждение или нагрев прекращались до полного
окончания процесса кристаллизации или
плавления сплава в порах. Температурные зави-
симости относительного изменения скорости
ультразвука в частичных циклах для образца С-
Ag3 показаны на рис. 3.

Для частичного цикла на рис. 3а после нагрева
до 296.8 K образец выдерживался при постоянной
температуре в течение 70 мин. За это время отно-
сительное изменение скорости составило менее
0.4%, что свидетельствует о достижении равнове-
сия. Затем образец снова охлаждался до 230 К. Как
видно на рис. 3а, ветвь охлаждения частичного
цикла проходит между ветвями охлаждения и на-
грева полного цикла, что соответствует частич-
ной обратимости процесса плавления. Частичная
обратимость плавления связана, вероятно, с вли-
янием нерасплавленной части вещества в порах,
которая служит центрами кристаллизации.

Частичный цикл, показанный на рис. 3а, за-
вершался нагревом до 325 К. Ниже 301 К темпера-
турная зависимость скорости ультразвука прак-
тически совпадала с ветвью нагрева полного цикла,
однако в интервале 301–306 К наблюдалась ано-
малия в виде ступеньки (отмечена стрелкой на

Рис. 2. Температурные зависимости относительного
изменения скорости ультразвука в образце С-Ag3 при
полном температурном цикле. Тонкие линии – охла-
ждение, жирные – нагрев. На вставке – температурная
зависимость производной u(T) (скачок скорости при
охлаждении исключен при расчете). Стрелкой указана
аномалия u(T) при нагреве, обсуждаемая в тексте.
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рис. 3а). Можно предположить, что она связана с
образованием при кристаллизации обогащенной
галлием кристаллической фазы, температура
плавления которой лежит выше температуры
плавления α-Ga. Ранее высокотемпературная
тетрагональная фаза галлия была обнаружена в
работе [23] при исследовании плавления и кри-
сталлизации галлия в пористом стекле с размером
пор 4 нм. Эта тетрагональная модификация была
обозначена -Ga в работе [12]. Высокотемпера-
турные фазы также наблюдались при акустиче-
ских исследованиях плавления и кристаллизации
сплава Ga–In с долей индия 9 ат. % в пористом
стекле с размером пор 7 нм [18].

Результаты, полученные при другом частич-
ном цикле охлаждение-нагрев, представлены на
рис. 3б. Образец охлаждался от 325 до 284.4 К.
Кристаллизация части сплава в порах происходи-
ла скачком при 287.3 К. При этом образец нагре-
вался на 1.8 К. При 284.4 К охлаждение прекра-
щалось и температура оставалась постоянной в
течение 45 мин. За это время скорость ультразву-
ка менялась менее чем на 0.2%. Затем образец на-
гревался до первоначальной температуры. Как
следует из рис. 3б, ветвь нагрева частичного цик-
ла приближалась к соответствующей ветви пол-
ного цикла лишь вблизи температуры окончания
плавления, что означает частичную обратимость
процесса кристаллизации. Отметим, что кристал-

λ

лическая фаза с высокой температурой плавле-
ния в данном цикле не возникала.

Температурные зависимости относительного
изменения скорости ультразвука в образце С-Ag1.5
при полных и частичных температурных циклах,
показанные на рис. 4 и рис. 5, несколько отлича-
ются от данных для образца С-Ag3. Как видно на
рис. 4, петли гистерезиса в полных циклах не пол-
ностью стабилизируются после первого цикла.
Температура начала кристаллизации (269 К)
сдвигалась в третьем цикле на 6 К относительно
начала кристаллизации (263 К) во втором цикле.
Кроме того, происходило постепенное уменьше-
ние максимального значения . Температуры
окончания кристаллизации и начала плавления
сплава в порах для образца С-Ag1.5 были суще-
ственно ниже, чем соответствующие температу-
ры для образца С-Ag3. При некоторых полных и
частичных температурных циклах на ветвях на-
грева наблюдалась аномальная ступенька, ука-
занная стрелками на рис. 4 и 5. Как и для С-Ag3,
результаты измерений при частичных циклах для
С-Ag1.5 (рис. 5) указывают на частичную обрати-
мость процессов плавления и кристаллизации.

Характерные температуры областей плавления
и кристаллизации основной части сплавов в по-
рах (без учета отмеченных стрелками аномалий
при плавлении) для обоих образцов, определен-
ные исходя из измерений скорости ультразвука,
приведены в табл. 1.

Δv v0

Рис. 3. Температурные зависимости относительного изменения скорости ультразвука для образца С-Ag3 при частич-
ных температурных циклах. Пунктирной линией показан полный цикл (рис. 2). (a) Предварительное охлаждение от
комнатной температуры до 230 K – тонкая синяя линия, красные кружки – нагрев до 296.8 K, синие треугольники –
охлаждение до 230 К после стабилизации температуры (см. текст). Жирная пурпурная линия – нагрев. Стрелкой от-
мечена аномалия, обсуждаемая в тексте. (б) Охлаждение – синие треугольники, нагрев после стабилизации темпера-
туры – красные кружки.
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Полученные данные о плавлении и кристалли-
зации сплава в порах следует сопоставить с соот-
ветствующими данными для объемного сплава.
Имеющиеся в литературе сведения о фазовой
диаграмме объемной системы Ag-Ga являются в
значительной степени противоречивыми [24–
28]. Во всех исследованиях отмечается существо-
вание эвтектической точки в области малого со-
держания серебра. Однако данные по значениям
концентрации сплава в эвтектической точке и тем-
пературы солидуса различаются. Согласно [24] кон-
центрация серебра в эвтектической точке составля-
ет 3.2 ат. %, а температура солидуса равна 25°С. По
данным [25] эвтектической точке соответствует
меньшая концентрация серебра 1.7 ат. % и темпе-
ратура солидуса на один градус выше, 26°С.

В объемных эвтектических сплавах ниже ли-
нии солидуса имеется сегрегация на две различ-
ные кристаллические фазы. В случае системы
Ag–Ga при низкой концентрации серебра сегре-
гатами являются обогащенный галлием твердый
раствор со структурой α-Ga и интерметалличе-
ское соединение Ag3Ga2, состав которого недавно
был уточнен в работе [28].

На рис. 6 показан участок фазовой диаграммы
объемной системы Ag-Ga по данным [24] и [25] в
области малых концентраций серебра и отмечены
интервалы плавления сплавов в образцах С-Ag3 и
С-Ag1.5 согласно табл. 1. Видно, что интервалы
плавления для сплавов в порах значительно уши-
рены по сравнению с разницей температур лик-
видуса и солидуса для тех же составов объемных
сплавов. Температуры начала плавления сплавов
в порах различаются для двух образцов, хотя для
приготовления нанокомпозитов использовалась
одна и та же пористая матрица. Таким образом,
обнаруженное различие температур начала плав-
ления не может быть обусловлено размерными
эффектами. Поскольку начало плавления сплава
должно соответствовать положению линии соли-
дуса, которое не зависит от концентрации компо-
нент для конкретной морфологии сегрегатов, то
полученный результат однозначно свидетель-
ствует о формировании в исследованных образ-
цах сегрегатов с различной структурой. Учитывая
склонность галлия к полиморфизму, можно
предположить, что в образцах С-Ag3 и С-Ag1.5
образуются разные обогащенные галлием фазы,
не считая появления фазы со структурой -Ga.
Возможно, что в образце С-Ag3 кристаллизуется

λ

фаза со структурой α-Ga. С таким предположе-
нием согласуется температура окончания плавле-
ния в этом образце, превышающая температуру
солидуса в объемном сплаве. Кроме того, в этом
образце возникает и обогащенный галлием сегре-
гат со структурой, отличной от α-Ga, о чем свиде-
тельствует двухступенчатый процесс кристалли-
зации. Температура окончания плавления в об-
разце С-Ag1.5 не сильно снижена по сравнению с
образцом С-Ag3. Мы можем предположить, что в
образце С-Ag1.5 часть обогащенных галлием се-
грегатов также имеет структуру α-Ga, а остальная
часть кристаллизуется в структуру со значительно
меньшей температурой плавления. В рамках та-
кого предположения результаты, показанные на
рис. 6, свидетельствуют о понижении линии со-
лидуса при введении сплава Ag-Ga в нанопоры и
о близости состава сплава в образце С-Ag1.5 к эв-
тектической точке в условиях ограниченной гео-
метрии. Для подтверждения кристаллической
структуры сегрегатов необходимо проведение
температурных рентгеновских исследований.

Рис. 4. Температурные зависимости относительного
изменения скорости ультразвука в образце С-Ag1.5
при полных циклах. Тонкие линии – охлаждение,
жирные – нагрев. Сплошные линии – второй цикл,
пунктирные – третий. Стрелкой указана аномалия,
обсуждаемая в тексте.
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Таблица 1. Температуры Tf1 и Tf2 начала и окончания кристаллизации, соответственно, и Tm1 и Tm2 начала и
окончания плавления, соответственно, для сплавов, находящихся в нанопорах

Образец Tf1, K Tf2, K Tm1, K Tm2, K

С-Ag3 287.5 ± 0.5 260 ± 3 280 ± 3 301.0 ± 0.5
С-Ag1.5 263.0 ± 0.5

269.0 ± 0.5
225 ± 10 230 ± 10 295 ± 1

297 ± 1



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 4  2023

АКУСТИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ПЛАВЛЕНИЯ 451

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенные ультразвуковые исследования
процессов плавления и кристаллизации эвтекти-
ческих сплавов галлий–серебро с долей серебра
1.5 и 3 ат. % в пористых стеклах с размером пор
около 13 нм показали, что при разных составах
основная часть сплавов в порах кристаллизуется с
образованием различных обогащенных галлием
сегрегатов. Выявлено значительное уширение
интервалов плавления и кристаллизации, в ос-
новном за счет понижения температур начала
этих процессов. Сравнение полученных результа-
тов с фазовой диаграммой объемного сплава Ag–Ga
позволило сделать предположение о понижении
температуры солидуса для сегрегатов со структу-
рой α-Ga, находящихся в нанопорах, и о близости
сплава с концентрацией серебра 1.5 ат. % к эвтекти-
ческой точке. Выявлена частичная обратимость
плавления и кристаллизации в обоих исследован-
ных нанокомпозитах. Проведенные исследования
подтверждают высокую информативность ультра-
звуковых методов при исследованиях фазовых
переходов в наноструктурированных материалах.

Определение характеристик пористых матриц
методом азотной порометрии проводилось на
оборудовании Ресурсного центра СПбГУ “Центр
диагностики функциональных материалов для
медицины, фармакологии и наноэлектроники”.

Рис. 5. Температурные зависимости относительного изменения скорости ультразвука для образца С-Ag1.5 при частич-
ных циклах. Стрелками указаны аномалии, обсуждаемые в тексте. (a) Тонкая пунктирная линия – предварительное
охлаждение до 199.8 К, красные кружки – нагрев до 283.9 К, синие треугольники – охлаждение после стабилизации
температуры до 196.4 К, жирная пунктирная линия – нагрев. (б) Синие треугольники – охлаждение от 325.4 до
269.8 К, красные кружки – нагрев после стабилизации температуры до 324.8 К. Сплошной линией обозначена часть
третьего полного цикла, показанного на рис. 4.
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Рис. 6. Фрагмент фазовой диаграммы объемного
сплава Ag–Ga по данным работ [24] (синие пунктир-
ные линии) и [25] (черные сплошные линии) и интер-
валы плавления сплава в порах для образцов С-Ag3
(красные кружки и жирная линия) и С-Ag1.5 (зеле-
ные треугольники и жирная линия). Символы обо-
значают границы интервалов плавления.
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В рамках численного моделирования исследуется возможность дистанционного акустического мо-
ниторинга килей торосов в мелководных волноводах, покрытых льдом. Рассматривается среднеста-
тистический для арктического региона торос с осадкой киля 8 м, помещенный в волновод глубиной
40 м. Предполагается, что гряда тороса перпендикулярна акустической трассе, длина которой 10 км.
Используется точечный широкополосный источник и вертикальная приемная антенна, необходи-
мая для выделения модальных амплитуд. Показано, что взаимодействие мод на киле достаточно яр-
ко проявляется в модуляции амплитуд мод в широкой полосе частот. Предложена методика анализа
этой модуляции с помощью построения кепстрограмм (спектрограмм от спектра). На кепстрограм-
мах выявляются дисперсионные кривые, соответствующие парам взаимодействующих мод. Затем
по расположению дисперсионных кривых на кепстрограмме можно оценить местоположение киля
на трассе.
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ВВЕДЕНИЕ

Характерной особенностью арктического ле-
дяного покрова являются торосы – хаотические
нагромождения обломков льда, образующиеся в
результате давления ледяных полей друг на друга.
Торосы возникают при разломах льдов неболь-
шой толщины (молодых или однолетних) и фор-
мируют на ледяном покрове протяженные гряды.
В поперечном сечении гряды торосов состоят из
надводной и подводной частей (паруса и киля),
причем осадка киля в 3–5 раз больше высоты па-
руса [1] (рис. 1).

Масса льда в торосах составляет около 40% от
всей массы льда Арктики [2]. По этой причине то-
росы играют важную роль в процессах теплооб-
мена между океаном и атмосферой, оказывают вли-
яние на климатические изменения в целом [3]. Кро-
ме того, большая концентрация льда в торосах,
особенно в киле, достигающего порою дна, пред-
ставляет серьезную проблему для судоходства,
угрожает эксплуатации нефтегазовых платформ,
подводных трубопроводов и линий связи.

Обычно торосы имеют осадку киля около 10 м
[1, 4]. Наблюдаются также экстремальные кили с
осадкой до 40–50 м [2, 5]. Двигаясь в составе
дрейфующих льдов на морских акваториях с глу-
бинами до 50 м, кили торосов цепляют дно и про-
пахивают глубокие борозды [6]. Заметим, что айс-
берги в отличие от торосов имеют большие разме-
ры килей. Кили крупных айсбергов оставляют
следы на дне до глубин 150 м [6].

Исследования распространения звука в аркти-
ческих волноводах при наличии неоднородного
ледового покрова начали проводиться достаточно
давно [7, 8], но продолжают оставаться актуаль-
ными и в настоящее время [9, 10]. Это связано с
активным освоением арктического региона в по-
следнее десятилетие, что требует адаптации алго-
ритмов звукоподводной связи [11] и методов аку-
стического мониторинга подледной среды [12].
Отметим, что в указанных выше работах в основ-
ном рассматриваются условия глубокого океана
и/или решается прямая задача оценки дополни-
тельных потерь при распространении, связанных
с наличием килей на протяженных трассах.
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ГРИГОРЬЕВ, ЛУНЬКОВ

В настоящей работе в рамках численного мо-
делирования исследуется возможность решения
обратной задачи, а именно дистанционного аку-
стического мониторинга килей торосов в шель-
фовой зоне. В качестве первого приближения бу-
дет рассматриваться один среднестатистический
торос с осадкой киля 8 м, помещенный в одно-
родный по горизонтали волновод глубиной 40 м.
(Средняя глубина Арктического шельфа России
не превышает 50 м). Гряда тороса перпендику-
лярна акустической трассе, длина которой 10 км.
Наличие тороса, прежде всего киля, нарушает од-
нородность волновода по горизонтали, что в рам-
ках модового описания распространения звука
приводит к взаимодействию мод на киле. В ре-
зультате на приемнике наблюдается возмущен-
ное звуковое поле, отличное от невозмущенного
поля в отсутствие тороса. В частотной области
возмущение проявляется в модуляции амплитуд
отдельных мод, подобно тому, как это наблюда-
лось в численных экспериментах [13] при взаимо-
действии мод на сосредоточенной неоднородно-
сти в виде солитона внутренних волн или локаль-

ном поднятии дна. Анализируя период этой
модуляции, можно выделить информацию о ме-
стоположении киля на трассе.

1. МОДЕЛЬ ТОРОСА И ВОЛНОВОДА
1.1. Модель тороса

На рис. 1 показана схема поперечного сечения
тороса. Парус и киль состоят из нагромождения
ледяных блоков, между которыми имеются пу-
стоты, заполненные воздухом (в парусе) и водой
(в киле). Вода в верхней части киля на уровне по-
верхностного льда замерзает, образуя консолиди-
рованный слой, состоящий только изо льда.

Используем простейшую геометрическую мо-
дель тороса в виде двух равнобедренных треугольни-
ков [14] с вершинами на одной вертикали (рис. 2).
Параметры треугольников выберем в соответ-
ствии с [1] как средние параметры торосов, изме-
ренные в ряде районов Мирового океана Северно-
го полушария:  2 м,  8 м,  12 м,  36 м
(обозначения указаны на рис. 2). Толщину льда за
пределами тороса примем равной  1 м.

Пусть центр тороса находится на горизонталь-
ном расстоянии  от начала координат (рис. 2).
Введем обозначения: , .
Тогда верхняя  и нижняя  границы льда
описываются формулами:

(1)

(2)

Акустические параметры льда за пределами
тороса возьмем из [15]:  3500 м/с – скорость
продольных волн,  1800 м/с – скорость попе-
речных волн,  900 кг/м3 – плотность льда,

 0.3 дБ/λ – коэффициент затухания продоль-
ных волн,  1 дБ/λ – коэффициент затухания
поперечных волн.

Акустические параметры тороса будем считать
соответствующими приведенным выше парамет-
рам сплошного льда за исключением скорости
продольных волн. Полагаем, что она зависит от
горизонтальной координаты  и линейно меняет-
ся от  3500 м/с на краях тороса до  2600 м/с
в центре. Таким образом, скорость  продоль-
ных волн в торосе и за его пределами описывается
формулой:
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Рис. 2. Модель тороса и волновода.
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(3)

Объясним выбор приведенных выше парамет-
ров внутри тороса. Средняя пористость тороса
составляет около 0.2 [1] (объем незанятого льдом
пространства 20%, объем льда 80%). Льды тороса
можно считать неподвижными для звука и со-
ставляющими жесткий каркас. По этой причине
скорость поперечных волн в торосе можно счи-
тать примерно такой же, как в сплошном льду.
Скорость продольных волн в торосе оценим по
подводной части киля в рамках двухкомпонент-
ной модели среды лед–вода, пренебрегая мень-
шими по объему парусом и консолидированным
слоем. Согласно [16] для двухкомпонентной сре-
ды имеем следующее выражение для скорости
продольных волн:

(4)

где  – пористость тороса,  – плотность воды, 
и  – коэффициент сжимаемости воды и льда.
Для чистой воды безо льда имеем  и при за-
данных значениях для воды  1000 кг/м3,

 1460 м/с (см. раздел 1.2) из (4) получаем
 м2/Н. Для сплошного льда без воды

имеем  и при заданных выше значениях для
льда  900 кг/м3,  3500 м/с из (4) полу-
чаем  м2/Н. Вычисленные коэффи-
циенты  и  соответствуют эксперименталь-
ным значениям. Используя эти  и  при пори-
стости , из (4) получаем  2600 м/с. Это
значение скорости продольных волн примем в
центре тороса:  2600 м/с.

Ввиду малого значения средней пористости
тороса другие его акустические параметры (плот-
ность, коэффициенты затухания продольных и
поперечных волн) полагаем соответствующими
сплошному льду.

1.2. Модель волновода
Модель волновода, покрытого льдом и содер-

жащего один торос, представим в каждом попе-
речном сечении как трехслойное полупростран-
ство: лед–вода–дно.

Лед: ,  – скорость про-
дольных волн,  – скорость поперечных волн,

– плотность,  и – коэффициенты затуха-
ния продольных и поперечных волн. Значения
указанных параметров приведены в разделе 1.1.

Вода: ,  40 м,  1460 м/с –
скорость звука,  1000 кг/м3 – плотность.
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Дно: ,  1600 м/с – скорость звука, 
= 1600 кг/м3 – плотность,  0.33 дБ/λ – коэф-
фициент затухания звука в дне.

2. ЗВУКОВОЕ ПОЛЕ В ВОДНОМ СЛОЕ

Пусть в системе координат  (рис. 2) коор-
динаты точечного источника , где

, а координаты приемника . За-
пишем акустическое давление в точке приема на
частоте  в виде: , где

 – комплексная амплитуда давления,  – время.
Согласно модовой теории в пренебрежении
горизонтальной рефракцией поле  для неодно-
родного волновода (неоднородность – это то-
рос) представляется в виде [17]

(5)

где  – учитываемое число мод,  – модовые
коэффициенты,  и  –
нормированные собственные функции и соб-
ственные значения, определяемые из решения
задачи Штурма–Лиувилля [18]:
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 – определитель матрицы :

 – алгебраические дополнения к
соответствующим элементам матрицы  (первый
индекс – строка, второй индекс – столбец,  –
минор матрицы , равный определителю остав-
шейся матрицы при вычеркивании -й строки и

-го столбца).

Все радикалы  в приведенных выше форму-
лах и далее по тексту понимаются однозначно как
главное значение1 комплексного квадратного
корня, у которого . Если , то
выбирается значение, у которого . Дан-
ное правило соответствует функции sqrt в пакете
прикладных программ MATLAB. В соответствии
с данным правилом принципиальная при реше-

нии (6) величина  выбрана в виде ,
что приводит к EJP-разрезу на комплексной
плоскости  (гипербола 
при ). EJP-разрез дает полное и ко-
нечное число нормальных мод в результате реше-
ния (6). Заметим, что выбор величины  в виде

 приводит к М-разрезу (гипербола
 при ), что дает

при решении (6) не только нормальные моды, но
и квазимоды. Однако в данной работе квазимоды
не учитываются ввиду их малого вклада. Запись
поля в виде (5) означает также, что не учитывает-
ся непрерывный спектр. Подробнее о различных
разрезах и классификации мод см. в [19, 20].

Поскольку , то из (6) находим уравне-
ние на собственные значения :

(7)

где  – толщина водного слоя. Соб-
ственные функции при  равны:

(8)

1 Второе, не главное значение комплексного квадратного
корня отличается от главного значения знаком.
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Заметим, что везде в области вне тороса
( ) собственные функции и собственные
значения не зависят от . Обозначим их соответ-
ственно:  и . Для области внут-
ри тороса ( ) удобно ввести новую пере-
менную: , . Тогда в (5) имеем:

, ,

где  – реальная часть собственных значений
внутри тороса как функция .

Коэффициенты  находятся из решения
системы дифференциальных уравнений взаимо-
действия мод в неоднородном волноводе. Вос-
пользуемся уравнениями, полученными в [21],
которые применительно к нашему случаю имеют
вид

(9)

где , ,

– коэффициенты взаимодействия мод. Началь-
ные условия для системы (9) при  задаются
формулой: , где

– мощность источника (при расчетах
 для всех рассматриваемых частот звука).

Заметим, что коэффициенты взаимодействия
мод в (9) выражаются через интегралы в конеч-
ных пределах (по водному слою). Это удобнее с
вычислительной точки зрения, чем использова-
ние коэффициентов взаимодействия мод, выра-
жающихся через интегралы в бесконечных преде-
лах (по водному слою и дну), что имеет место в
других известных уравнениях взаимодействия
мод, аналогичных (9) [21]. Другое преимущество
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системы (9) состоит в возможности учета взаимо-
действия не только нормальных мод, но и квази-
мод [21]. (В нашем случае это преимущество не
используется, т.к. квазимоды не рассматриваются).

Заметим также, что в [21] система вида (9) была
получена для неоднородного волновода с гори-
зонтальными границами раздела сред. В нашем слу-
чае граница льда на киле не горизонтальна и к сде-
ланным в [21] стандартным приближениям в процес-
се вывода (9) нужно добавить допущение о
возможности замены компонент поля вдоль норма-
ли к границе льда на компоненты вдоль оси  в ис-
ходных граничных условиях (выражения (А5) в [18]).
Только в этом случае мы приходим к собствен-
ным числам и собственным функциям волновода
сравнения (6), через которые выражаются коэф-
фициенты  согласно (9).

С физической точки зрения игнорирование
угла между нормалью к границе льда и вертика-
лью означает неучет отраженного в обратном на-
правлении поля от киля. Таким образом, выраже-
ния (5) и (9) учитывают только прямое поле и не
учитывают отраженного поля. При выбранных
выше параметрах тороса вектор нормали к боко-
вой грани киля отклонен от вертикали на 21°. Это
нельзя назвать малой величиной, поэтому отра-
жение от киля может быть заметно. Вместе с
этим, киль занимает 20% ширины водного слоя.
При крайнем допущении полного отражения по-
ля от киля (что недостижимо даже для киля с вер-
тикальными стенками) прямое поле в волноводе
все равно будет доминировать на 80%, и выраже-
ния (5) и (9) можно считать вполне адекватными
(см. также замечание в конце раздела 3).

Введем в (9) матричные обозначения:
, , ,

, где  – номер строки,  – номер столб-
ца,  – диагональная матрица, составленная из
строки . Тогда (9) приобретает вид:

откуда

(10)

где .
Рассмотрим три области:
1) . Здесь нет взаимодействия мод, т.е.

, , . Получаем систему неза-

висимых уравнений , что эквивалентно

. Тогда решение имеет вид
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менной , . Система (9) при этом
приобретает вид:
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3) . Здесь нет взаимодействия мод,
поэтому аналогично области 1 получаем:

(18)

что при  равно

(19)

или в развернутом виде

(20)

Таким образом, выражение (5) принимает вид:

(21)

3. ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ
Запишем (21) в виде

(22)

где явно введены зависимости от частоты  и от
положения  тороса,  – модальные ам-
плитуды (или коэффициенты возбуждения мод),
соответствующие (21).

Найдем квадраты модуля модальных амплитуд
:

(23)

которые кратко можно записать в виде

(24)

где  – модовые коэффициенты (20) с
указанными зависимостями от  и .

Заметим, что для волновода без тороса квадра-

ты модуля модальных амплитуд 
имеют вид

(25)

Выражения (23) вычислим при  10 км, раз-
личных глубинах источника  и в полосе частот
от десятков до сотен Гц.

Далее, проведем анализ с целью определения
положения  киля по зависимостям . Для
этого предлагается рассмотреть кепстрограмму
(скользящее преобразование Фурье с окном 
от спектра):

(26)

где .

Пусть величина  такова, что в этой полосе
в выражении (23) можно считать все перемен-
ные константами, кроме осциллирующего члена

, в котором полагаем линей-

ную зависимость ,

где производная берется при . Тогда (23) можно
записать в виде

(27)

где учтено , ,  – ком-

плексные константы, определяемые из (23), звез-
дочка означает комплексное сопряжение. Кон-
станты  представляют собой почти единичную
матрицу, что связано с почти единичной матри-

цей . По этой причине  и

, где , . Оставляя в (27)
только значимые слагаемые, получаем
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(28)

где , .
Выражение (28) показывает, что в кепстро-

грамме  будут наблюдаться частоты
модуляций амплитуд мод вида

(29)

На плоскости  эти частоты модуляций
представляют собой некоторые линии, которые
будем называть дисперсионными кривыми. Зави-
симость от  проявляется в пропорциональном
масштабировании (растягивании) кепстрограм-
мы вдоль оси .

Заметим, что дисперсионные кривые опреде-
ляются параметрами волновода без тороса и не
зависят от свойств самого тороса (или любой дру-
гой локальной неоднородности), кроме расстоя-
ния  от источника. По этой причине обсуждае-
мый в разделе 2 вопрос точности описания поля
(неучет отраженного поля от киля) важен для ре-
шения прямой задачи, но не играет принципи-
альной роли для решения обратной задачи. Дей-
ствительно, более или менее точное решение
прямой задачи приведет только к изменению яр-
кости кепстрограммы на дисперсионных кривых,
но не изменит расположения самих кривых, по
которым оценивается положение киля на трассе.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
4.1. Модальные амплитуды

Расчеты модальных амплитуд проводились в
полосе 80–520 Гц с шагом 1 Гц. Учитывались
только те моды, которые являются распространя-
ющимися (т.е. удовлетворяющими условию

 и имеющими минимальное за-
тухание) на протяжении всего канала, включая
самый узкий участок под пиком киля. Например,
для частоты 300 Гц число распространяющихся
мод вне киля равно 7, а в сечении, проходящем
через пик киля, таких мод 5. Поэтому при расче-
тах по формуле (23) бралось 5 мод. Количество
учитываемых мод во всех диапазонах частот при-
ведено в табл. 1.

На рис. 3 приведены примеры вычисленных
согласно (23) и (25) частотных зависимостей

 для волновода с торосом (синяя линия) и
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 для волновода без тороса (красная линия).
Наблюдающаяся в присутствии тороса модуля-
ция амплитуд мод содержит информацию о ме-
стоположении  киля. Кроме того, картина моду-
ляции зависит от глубины источника , посколь-
ку глубина источника задает тот или иной набор
мод в канале.

На рис. 4 для волновода без тороса показаны
величины  на частоте 300 Гц для всех распро-
страняющихся мод и различных глубин источни-
ка. Хорошо видно, как меняется распределение
энергии по модам в зависимости от глубины ис-
точника. Рис. 4 позволяет предсказать, какие ча-
стоты модуляции из полного спектра (29) будут
наблюдаться в волноводе с торосом. Например,
при  10 м в канале доминируют первые три
моды. Если смотреть спектр модуляции первой
моды, то в нем будут доминировать частоты (дис-
персионные кривые)  и . При  15 м
рассмотрение спектра модуляции второй моды
должно обнаруживать частоты  и .

На рис. 5 показаны примеры расчета кепстро-
грамм  согласно (26). При этом была
подобрана полоса 80 Гц так, чтобы ли-
нии в кепстрограмме выглядели наиболее отчет-
ливо. Соответствующие дисперсионные кривые,
рассмотренные в предыдущем абзаце, хорошо ло-
жатся на наблюдаемые частоты модуляции. На
рис. 5а–5в рассматривается одна и та же ситуация
(  1,  10 м), но при разных положения киля
на трассе:  7.5, 5, 2.5 км (длина трассы 10 км).
Видно, что по мере приближения киля к источни-
ку звука (по мере уменьшения ) кепстрограмма
пропорционально сжимается вдоль горизонталь-
ной оси. При этом на рис. 5в две близкорасполо-
женные дисперсионные кривые сливаются в од-
ну, что необходимо учитывать при определении
величины . В этом случае следует ограничить
максимальную частоту сигнала до 250 Гц или вы-
брать глубину источника так, чтобы не наблюда-

( )ω0
mJ

0r
sz

0
mJ

=sz

Ω12 Ω13 =sz

Ω = Ω21 12 Ω24

( )Ω ω0 0, ;mG r
( )Δω π =2

=m =sz
=0r

0r

0r

Таблица 1. Количество учитываемых мод

Диапазон частот, Гц Число мод

80–160 2
161–208 3
209–252 4
253–308 5
309–363 6
364–419 7
420–475 8
476–520 9
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лись две близкорасположенные дисперсионные
кривые, которые могли бы слиться (например,
при  20 м в кепстрограмме первой моды на-
блюдается одна кривая ). Можно использо-
вать также способ, предложенный в [13], – анали-
зировать интервал между соседними максимума-
ми непосредственно по картине модуляции
амплитуды моды, без взятия кепстрограммы.

4.2. Выделение модальных амплитуд
Зададимся вопросом, насколько хорошо мо-

дальные амплитуды  могут быть выделены с
помощью вертикальной антенны. Пусть на неко-

=sz
Ω13

mA

торой частоте  имеем значения комплексной
амплитуды , принимаемые на глубине :

(30)

Значения собственных функций  из-
вестны. Требуется найти .

Используем метод псевдообратной матрицы.
Запишем (30) в матричном виде:

(31)

ω
( )nP z nz
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Рис. 3. Зависимости  для волновода с торосом (синяя линия) и  для волновода без тороса (красная ли-
ния). Моды  1 и  2,  10 м,  7.5 км.
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Рис. 4. Квадраты модуля модальных амплитуд  в волноводе без тороса на расстоянии 10 км на частоте 300 Гц при
различных глубинах источника.
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где  – матрица размера ,

 – столбец размера ,  –
столбец размера .

Если  – псевдообратная матрица размера
, то

(32)

Заметим, что решение в виде (32) минимизирует
норму  [23]. В MATLAB псевдообратная
матрица вычисляется процедурой pinv.

Протестируем описанный выше метод выде-
ления модальных амплитуд или, говоря иначе,
метод выделения мод. Для этого сформируем со-

( )( )Ψ = ψ0
m nz ×N M

( )=ˆ
mAA ×1M ( )( )= nP zP

×1N
+Ψ

×M N
+= Ψˆ .A P

Ψ −Â P

гласно (22) принимаемое поле. Затем выделим из
этого поля пять значений  на каждой фиксиро-
ванной частоте, используя метод псевдообратной
матрицы. Расчеты показывают, что использова-
ние антенн с разным числом элементов, начиная
от 40 (  1 : 1 : 40 м) до 5 (  2 : 8 : 34 м) не ме-
няют визуального качества выделения первых пя-
ти модальных амплитуд. При использовании 4
элементов антенны (  2 : 10 : 32 м) хорошо вы-
деляются только 1 и 2 моды. Соответственно, кар-
тины кепстрограмм для 1 и 2 мод, полученные по-
сле выделения мод антенной с числом элементов
более трех, практически неотличимы от идеаль-
ных кепстрограмм, вычисленных без выделения
мод антенной.

mA

=nz =nz

=nz

Рис. 5. Примеры кепстрограмм  при указанных на рисунке параметрах, где . Белые линии – дис-
персионные кривые . На рис. 5в масштаб вдоль  в два раза увеличен.
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4.3. Модовые импульсы

Если с помощью вертикальной антенны моды
выделяются хорошо (раздел 4.2), то по времени
прихода модовых импульсов на дальности 10 км
моды не разделяются (рис. 6).

Поясним, как получен рис. 6. Предполагается,
что излучается сигнал (импульс), амплитудный
спектр которого в диапазоне  представляет
собой колоколообразную форму с центром коло-
кола на центральной частоте. При этом амплиту-
да гармоник излучаемого сигнала описывается
окном Чебышева  с уровнем боковых лепест-
ков 100 дБ (процедура chebwin в MATLAB), фазо-
вый спектр излучаемого сигнала равен нулю. Во
временной области амплитуда излучаемого сиг-
нала также имеет колоколообразную форму с
максимумом при . Принимаемый модовый
импульс описывается выражением

(33)

где  – комплексная ам-
плитуда -й моды (см. (22)).

На рис. 6 показаны принимаемые на расстоя-
нии  10 км модовые импульсы первых трех
мод, полученные при излучении импульса в диа-
пазонах 300 ± 220 Гц и 300 ± 40 Гц. Другие пара-
метры расчетов:  7.5 км,  10 м. Видно,
что модовые импульсы значительно пересекаются
независимо от рассматриваемой полосы частот.
Следовательно, моды не могут быть успешно раз-
делены по времени прихода для рассматриваемо-
го расстояния между источником и приемником.

На рис. 6б обращает на себя внимание модо-
вый импульс третьей моды. Он состоит из трех от-
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дельных импульсов с разным временем прихода.
Объясняется это следующим образом. В канале
при рассматриваемой глубине источника доми-
нируют первые три моды (рис. 4). Групповые ско-
рости первых трех мод (на частоте 300 Гц) равны:

Времена прихода основных по амплитуде модо-
вых импульсов для этих трех мод соответственно
равны: , , . Вместе с
этим, моды 1 и 2, первоначально имеющие груп-
повые скорости  и , взаимодействуют с килем
тороса и порождают другие моды, в частности,

= =
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Рис. 6. Модовые импульсы в диапазонах: (а) – 300 ± 220 Гц, (б) – 300 ± 40 Гц.
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Рис. 7. Огибающие модовых импульсов, показанных
на рис. 6б, с вычисленными с помощью групповых
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моду 3, распространяющуюся после своего по-
явления со скоростью . Таким образом, прини-
маемые импульсы третьей моды, порожденные
от импульсов первой и второй мод, имеют вре-
мена прихода соответственно равные:

, . На
рис. 7 изображены огибающие модовых импуль-
сов и показаны времена прихода, вычисленные
по приведенным выше формулам. Некоторое не-
согласование наблюдается только между време-
нем  и соответствующим максимумом.

Здесь следует отметить, что подход к монито-
рингу неоднородной подводной среды, основан-
ный на регистрации времен прихода первичных и
вторичных модовых импульсов, был впервые
предложен и аналитически обоснован в работах
[24, 25]. Применительно к мониторингу солито-
нов внутренних волн в эксперименте SWARM95
данный подход рассматривался в [26, 27]. При
этом качественный анализ модовых импульсов
требует применения как приемных, так и излуча-
ющих антенн.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, результаты моделирования

показывают возможность дистанционного аку-
стического мониторинга килей торосов в мелко-
водных волноводах. Физической основой такой
возможности является взаимодействие мод на
киле, достаточно ярко проявляющееся в модуля-
ции амплитуд мод в широкой полосе частот.
Предложена методика анализа этой модуляции с
помощью построения кепстрограмм. На кепстро-
граммах выявляются дисперсионные кривые, со-
ответствующие взаимодействующим модам. За-
тем по расположению дисперсионных кривых на
кепстрограмме можно определить местоположе-
ние киля на трассе. С практической точки зрения
для мониторинга торосов достаточно источника,
излучающего широкополосный сигнал, и прием-
ной вертикальной антенны, расположенной на
расстоянии нескольких километров.

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда № 22-72-10121,
https://rscf.ru/project/22-72-10121/.
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В шельфовой зоне выполнено экспериментальное исследование возможности повышения вероят-
ности обнаружения эхо-сигналов на фоне помех в результате учета многолучевой модели волновода
и конструктивных особенностей отражателя. Экспериментально обоснована возможность увеличе-
ния дальности сопровождения и уменьшения вероятности ложных тревог при использовании алго-
ритма, использующего продолжительность временного интервала, в течение которого наблюдается
последовательность отраженных от одного отражателя сигналов в связи с многолучевостью распро-
странения сигналов и многобликовостью отраженного сигнала, если структура цели сложная и
включает несколько разнесенных в пространстве отражателей. Даны рекомендации по выбору ин-
тервалов – длин реализации, в пределах которых возможно суммирование энергии отраженных
сигналов. Показано, что в результате накопления мощности сигнала с использованием алгоритма,
частично учитывающего модель эхо-сигнала, увеличивается время сопровождения цели и умень-
шаются ложные тревоги.

Ключевые слова: модель многолучевого акустического канала, многобликовость отражателя, обна-
ружение и сопровождение цели с использованием накопления мощности на интервале наблюдения
отраженных сигналов, моделирование, эксперимент, уменьшение ложных тревог, увеличение даль-
ности сопровождения
DOI: 10.31857/S032079192360049X, EDN: BWGFON

1. ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время в различных организациях

выполняется разработка быстро развертываемых
гидролокационных станций (ГЛС) обнаружения
малоразмерных тел. Их назначение – охрана осо-
бо важных объектов, расположенных в прибреж-
ных районах, и защита хозяйственных субъектов
со стороны прилегающей акватории. Целевым
назначением подобных комплексов является об-
наружение несанкционированного проникнове-
ния к охраняемому объекту пловцов на ластах или
средствах движения, а также обнаружение и со-
провождение автономных необитаемых подвод-
ных аппаратов и подвижных морских роботов.
Защищаемыми объектами могут быть промыш-
ленные, энергетические, хозяйственные, спор-
тивные, военные и государственные объекты и
учреждения, имеющие водные границы.

При обработке сигналов следует учитывать, что
при работе гидролокатора в реальном морском вол-
новоде эхо-сигналы, отраженные от обнаруживае-
мой цели, приходят на приемную антенну в виде со-
вокупности лучей, параметры которых определя-

ются акустико-гидрологическими условиями
распространения и свойствами отражателя. Оп-
тимальный алгоритм обнаружения многолучево-
го эхо-сигнала соответствует обработке, согласо-
ванной с параметрами моделей излучаемого сиг-
нала, волновода и отражателя, и учитывающей
корреляционные свойства помехи. Такой алго-
ритм по существу сводится к взвешенному сум-
мированию решающей статистики (РС) на выхо-
де сформированного в пространстве углового ка-
нала, после чего выполняется согласованная
фильтрация принятого сигнала с эталонной ко-
пией излучаемого сигнала. Число сумм определя-
ется числом лучей эхо-сигнала, веса которых
определяются амплитудами и фазами этих сигна-
лов, а задержки – их относительными задержка-
ми в гидроакустическом канале. Данной пробле-
ме за последние десятилетия посвящены ряд ра-
бот, среди которых можно выделить публикации
[1–3], имеющие теоретическое значение. Обзор
методов обработки сигналов с учетом многолуче-
вой модели волновода для обнаружения и оценки
координат источников представлен в [4]. В [5, 6]
выполнено экспериментальное исследование и
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анализ применения согласованной с передаточ-
ной функцией волновода обработки для повышения
эффективности обнаружения и оценки координат
источника в пассивном режиме с использованием
буксируемой или стационарной векторно-ска-
лярной антенны. В [7, 8] исследована помехо-
устойчивость обнаружения и эффективность оценки
координат маломощных источников с использова-
нием алгоритма оценки максимумов корреляцион-
ной функции широкополосных сигналов, распро-
страняющихся в многолучевом волноводе.

Следует также особо отметить дополнительное
влияние многобликовости цели, при которой
каждый отражающий элемент создает свою су-
перпозицию лучей – эхо-сигналов, и которую
также необходимо учитывать при обработке.
Многобликовость создает из-за недостатка ин-
формации о размерах отражателя, его ориента-
ции и направлении движения существенную не-
определенность модели принятых сигналов и
усложняет обработку. Некоторые вопросы влия-
ния многобликовости исследованы в [9, 10].
В частности, отмечается, что даже при большом
отношении сигнал/помеха затруднительно ис-
пользовать многобликовую структуру эхо-сигна-
лов для решения задачи классификации.

Отсюда следует, что реализация оптимального
алгоритма, согласованного с локальными условия-
ми распространения и со свойствами отражателя, и
одновременно учитывающего свойства помех, тре-
бует точного знания лучевой (или модовой) модели
поля и аналитического представления многобли-
ковой частотно-угловой структуры индикатрисы
рассеяния цели. Причем эти данные необходимы
“здесь и сейчас” – на момент решения задачи об-
наружения, т.е. в реальном времени, что практи-
чески невозможно при непрерывном изменении
условий приема сигналов, отраженных от движу-
щейся цели, и сводит “на нет” возможные пре-
имущества согласованной обработки. В таких
условиях представляется полезным использовать
квазисогласованные (квазиоптимальные) алго-
ритмы обработки, частично учитывающие моде-
ли сигнала и отражателя – такие “загрубленные”
алгоритмы обычно бывают более устойчивыми к
изменению характеристик эхо-сигналов и помех
и не требуют детального знания передаточной
функции волновода в точке приема сигналов.

2. АНАЛИЗ ТЕХНИЧЕСКИХ ТРЕБОВАНИЙ
И ХАРАКТЕРИСТИК ГЛС

Перечисленные выше малоразмерные объек-
ты наблюдения являются малошумными, а их об-
наружение и сопровождение необходимо произ-
водить в шельфовой зоне, для которой характер-
но наличие многочисленных локальных
источников помех и отражателей. В связи с этим
было принято решение о необходимости исполь-
зования ГЛС, обеспечивающих освещение под-
водной обстановки и обнаружение целей в актив-

ном режиме. Этим определяются технические
требования к ГЛС – по назначению и свойствам:

• системы освещения подводной обстановки
должны включать ГЛС кругового или секторного
обзора, предназначенные для работы в различных
акваториях и построения в этих акваториях зон
контроля заданной геометрии с размещением в
этой зоне одной или нескольких однотипных
станций;

• излучаемые и обрабатываемые сигналы
должны иметь максимально возможную ширину
рабочей полосы частот для уменьшения ревербе-
рационных помех, повышения точности целеука-
зания и снижения требуемой мощности зондиру-
ющего сигнала;

• ГЛС должны обладать направленностью
приемных и излучающих антенн для эффектив-
ного подавления окружающих шумов и ревербе-
рационной помехи (ложников);

• минимальные энергопотребление и габари-
ты каждой ГЛС, максимальная простота и быст-
рота постановки и подъема на акватории, мини-
мизация стоимости и требований к плавсред-
ствам технического обеспечения;

• использование стандартного интерфейса
Ethernet для передачи данных целеуказания на
верхний уровень охранного комплекса.

В исследованном далее макете ГЛС учитыва-
ются эти требования и используются: а) излучаю-
щая антенна в виде линейной вертикальной ан-
тенной решетки, формирующей направленное в
вертикальной плоскости и ненаправленное излу-
чение в горизонтальной плоскости, и б) прием-
ная антенна – цилиндрическая многоканальная
антенная решетка, обладающая небольшой на-
правленностью в вертикальной плоскости, но
формирующей в горизонтальной плоскости веер
узких стационарных характеристик направлен-
ности, одновременно принимающих отраженные
сигналы со всех горизонтальных направлений.
Совокупная вертикальная и горизонтальная на-
правленность уменьшают влияние распределен-
ных морских шумов и реверберационной помехи,
а также обеспечивают возможность непрерывно-
го наблюдения во всей зоне обзора. Как след-
ствие, производится обнаружение, пеленгование
и сопровождение целей.

В 2010 г. была принята модульная архитектура
приемного тракта, которая позволила создать ли-
нейку однотипных станций-модулей “Тритон” с
различными приемными апертурами и разным
числом приемных элементов – 64, 96 и 128. Фото-
графии1 установленных на штативах станций
“Тритон-64” и "Тритон-128” приведены на рис. 1.
Диапазон рабочих частот 60–90 кГц, диаметр из-

1 На 3-м международном форуме “Морская индустрия Рос-
сии” в 2013 г. НЦВИ ИОФРАН за малогабаритные гидро-
акустические модули “Тритон” был награжден золотой меда-
лью в номинации “Научные исследования и изыскания”.
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лучателя 2 см, диаметр приемных антенн от 21 до
32 см, высота излучающих антенн около 20 см и
приемных – около 10 см.

3. АЛГОРИТМ ОБРАБОТКИ
ОТРАЖЕННЫХ СИГНАЛОВ

Алгоритмы обработки эхо-сигналов разрабо-
таны применительно к макетам “Тритон-64” и
“Тритон-128”. В качестве исходных данных при-
няты модели сигналов и помех, характеристики
которых изложены ниже. Модель принимаемых
ГЛС сигналов имеет вид:

где p(rs, t) – измеренное приемной антенной рас-
пределение давления в точках rs, которое склады-
вается из pN(rs, t) – давления поля помехи, состо-
ящей из шумов окружающей среды, ревербера-
ции и приведенных по входу шумов аппаратуры,
pT(rs, t) – давление поля эхо-сигнала (ε = 0, когда
отражателя нет, и ε = 1, когда отражатель присут-
ствует), NR – число преобразователей в приемной
антенне, T – время наблюдения.

Поле эхо-сигнала определяется функцией
Грина морского волновода, параметрами излуча-
ющей антенны, формой зондирующего сигнала
и, кроме того, объемной индикатрисой рассеяния
отражателя:
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Рис. 1. Фотографии ГЛС, включающих вертикальную линейную излучающую антенну и цилиндрическую многока-
нальную приемную антенну: (а) – “Тритон-64” и (б) – “Тритон-128”.

(а) (б)
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где M и M' – число лучей, соединяющих фазовые
центры излучающей и приемной антенны с точ-
кой rT, где находится отражатель, Aμ, Aμ', tμ, tμ', ,

, ,  – параметры этих лучей, а

 – эквивалентный радиус отражате-

ля в зависимости от направления падения  и

рассеяния , β(R), β(S), β(Σ)– доплеровские пара-
метры.

Вектор-функцию pN(rs, t), описывающую по-
мехи, будем считать распределенной по нормаль-
ному закону с нулевым средним и с некоторой
пространственно-временной корреляционной
матрицей KN(rs, rs', t, t'), которая является суммой
матриц, определяемых суперпозицией помех. Да-
лее при разработке алгоритма обработки сигна-
лов использовались модели помех, описанные в
[5, 6], и в данной работе они не обсуждаются.

Обработку принимаемых ГЛС сигналов, кото-
рая реализует обнаружение и оценку параметров
движущихся объектов с использованием выраже-
ний (1)–(3), можно условно разбить на этапы
предварительной, первичной и вторичной обра-
ботки (рис. 2). К предварительной обработке
(рис. 2, 1) обычно относят аналоговую фильтра-
цию и усиление принятых сигналов, аналого-
цифровое преобразование и цифровую полосо-
вую фильтрацию с децимацией. На этапе первич-
ной обработки (рис. 2, 2) происходят формирова-
ние характеристик направленности, фильтрация,

согласованная с формой зондирующего сигнала,
и обнаружение первичных отметок цели. К вто-
ричной обработке (рис. 2, 3) относят траекторную
фильтрацию и классификацию.

В работе далее исследуется этап обнаружения
отметок цели, так как именно на данном этапе
более всего сказывается многолучевость и много-
бликовость. Индикаторный процесс (ИП) опре-
деляется массивом , n = 1,…, Nt, u =
= 1, …, Nu, а каждая ячейка (Δϕ, Δt) – элементом
пространственного разрешения (ЭПР). Для обна-
ружения отметок выполняется селекция движу-
щейся цели [11], т.е. в каждом ЭПР на выходе
первичной обработки формируется текущее зна-
чение отношения сигнал–помеха (ОСП), которое
автоматически корректируется в процессе работы
станции. Для данного ЭПР и в данный момент вре-
мени величина ОСП формируется следующим
образом:

• с помощью экспоненциального фильтра для
каждого момента времени p вычисляются мато-
жидания ИП и его среднеквадратичные отклоне-
ния:
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Рис. 2. Блок-схема алгоритма обработки сигналов в ГЛС.
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• отношение разности значения индикатор-
ного процесса в этом ЭПР и его математического
ожидания и является текущим значением ОСП,
которое сравнивается с заданным порогом:

(3)

Если выполняется верхнее неравенство, отметка
считается обнаруженной. В этих выражениях Np
– число циклов, за которое происходит оценка
параметров, K – пороговое ОСП, вычисляемое из
вероятностей правильного обнаружения и лож-
ной тревоги.

4. АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ МНОГОЛУЧЕВОСТИ 
И МНОГОБЛИКОВОСТИ
НА ОТКЛИК АНТЕННЫ

Для первичной обработки на практике обычно
используется известный алгоритм Бартлетта [5, 6]
с формированием в горизонтально-вертикальной
плоскости веера характеристик направленности.
На выходе этого алгоритма для выделения (обна-
ружения) отраженных сигналов, превышающих
заданный порог, в каждом ЭПР устанавливаются
динамические пороги. В результате при стандарт-
ной обработке учитывается только наиболее
энергонесущий луч, дающий максимальный от-
клик в решающей статистике. Естественно, по-
добная обработка существенно проигрывает оп-
тимальной.

Ниже рассматривается вариант построения
алгоритма частично согласованной обработки,
учитывающей из набора различных характери-
стик передаточной функции волновода [2, 6]
лишь диапазон возможных значений задержек
приходов сигналов по отдельным лучам, а из ха-
рактеристик цели – возможное пространствен-
ное разнесение отдельных отражателей, каждый
из которых создает “семейство” отраженных сиг-
налов в виде лучевых структур, в совокупности
формирующих многобликовый сигнал.

Для построения алгоритмов с использованием
суммарной энергии предварительно исследуем
экспериментальные данные, полученные в кон-
тролируемых условиях, когда число отражателей
известно. С этой целью рассмотрим характери-
стики эхо-сигналов от известных отражателей,
которые отличаются возможностью формировать
многобликовый эхо-сигнал. Это позволяет срав-
нить результаты обработки экспериментальных
данных от различных отражателей и дать соответ-
ствующие рекомендации.

На рис. 3 показаны отрезки индикаторного
процесса (ИП) в стационарном угловом горизон-
тальном канале приемной антенны, полученные
в трех последовательных циклах локации при
движении на удаление простейшего имитатора
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1( , ) ( , )
.

( , )
p p

p

I u n I u n
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u n

цели – стандартного уголкового отражателя с
длиной ребра 10 см. При этом имитатор облучал-
ся вертикально ориентированным излучателем,
но при движении не выходил из стационарной ха-
рактеристики направленности, сформированной
приемной горизонтальной цилиндрической ан-
тенной. В этих условиях в угловом канале прием-
ной антенны выполняется обработка последова-
тельных групп отраженных от имитатора лучей,
сформированных в вертикальной плоскости. Эти
лучи (сигналы) приходят в точку приема с различ-
ными задержками и образуют пакеты импульсов,
разнесенных на оси времени.

Учитывая простую конструкцию уголкового
отражателя и существование в каждом направле-
нии единственной отражающей зоны, можно
утверждать, что на этом рисунке состав пакета
сигнальных пиков и его изменчивость обусловле-
ны не многобликовостью, а только многолучево-
стью.

На рис. 4 приведены отрезки ИП в угловом ка-
нале, полученные в трех последовательных цик-
лах локации при движении более сложного отра-
жателя – автономного необитаемого подводного
аппарата (АНПА), движущегося под углом около
40–45 градусов к направлению, соединяющему
источник эхо-сигналов и отражатель.

Видно, что количество пиков и расстояния
между ними существенно увеличились. В этой
структуре откликов кроме многолучевости про-
является и многобликовость, которая приводит к
дополнительным задержкам и увеличению числа
отраженных сигналов – и, как следствие, увели-
чению общей длительности отраженного сигна-
ла. Естественно, что при усложнении конструк-
ции и протяженности имитатора и увеличении
числа разнесенных в пространстве отражателей
возрастает количество отраженных импульсов, а
из-за разнесения в горизонтальной плоскости ло-
кальных отражателей возрастет общая временная
протяженность волнового (сигнального) пакета.

Из сравнения результатов, представленных на
рис. 3 и 4, видно, что длительности отраженного
импульса и пакета группы импульсов хорошо со-
гласуются с исходными данными о конструкции
и протяженности отражателей. Ранее возмож-
ность идентификации целей и оценки горизон-
тального размера отражателя по длительности от-
раженного сигнала отмечалaсь в [9, 10].

Приведенные результаты позволяют сделать
вывод, что учет при обработке даже максималь-
ного пика из всех наблюдаемых использует лишь
часть энергии эхо-сигнала, отраженного от цели.
Более полная энергия и отношение сигнал/поме-
ха определяются суммарной энергией суперпози-
ции лучей с учетом многолучевости и вероятной
многобликовости. Сложение энергии пришед-
ших по разным лучам сигналов, отраженных раз-
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несенными в пространстве локальными отража-
телями, и их совместный учет должны увеличить
отношение сигнала/помеха и, соответственно,
дальность обнаружения.

5. ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО 
АЛГОРИТМА ОБРАБОТКИ

Решающая статистика (РС) при стандартной
обработке представляет собой в каждом угловом
канале выход фильтра, согласованного с формой
излучаемого сигнала. Как известно [3, 12–15], вы-
ход согласованного фильтра пропорционален
оценке амплитуды принятого эхо-сигнала. В слу-
чае разрешения во временной области приходов
сигналов по разным лучам значения максимумов
отдельных пиков в РС будут пропорциональны
амплитудам этих сигналов (лучей).

В ЭПР, содержащем эхо-сигнал цели, значе-
ние РС будет определяться суммой помеховой и
сигнальной составляющих. Тогда на основании
(3) для оценки значения ОСП по амплитуде сиг-
нала на выходе первичной обработки можно за-
писать:

(4)( )ρ = − σ ,i in inU U

где Ui – экспериментальное значение РС в i-м
ЭПР, – математическое ожидание и σin – экс-
периментальное среднеквадратичное отклонение
(СКО) помехи в этом же ЭПР.

Величина ρ является экспериментальной
оценкой ОСП на выходе алгоритма первичной
обработки. Поскольку временные разбеги лучей и
отдельных бликов от одиночной цели не велики,
можно сделать предположение, что на этом ин-
тервале математическое ожидание и СКО про-
странственного отклика, обусловленного поме-
ховой составляющей, стационарны или изменя-
ются незначительно. Тогда суммарное ОСП по
всем приходам (пикам) полезного эхо-сигнала по
аналогии с (4) можно записать как

(5)

где K – количество выделенных сигнальных пиков.
Для примера рассмотрим семейство рабочих

характеристик обнаружителя в активном режиме,
приведенное на рис. 5. Данные графики рассчи-
таны в предположении, что помеха распределена
по закону Рэлея с параметром масштаба σ = 1, а
сигнал (отклик на эхо-сигнал) распределен по за-

inU
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Рис. 3. Отрезки индикаторного процесса в “угловом” канале, уголковый отражатель.
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Рис. 4. Отрезки индикаторного процесса в угловом канале для АНПА длиной 3 м.
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кону Райса с параметрами σ = 2 и ν, изменяю-
щимся в соответствии со значением ОСП [12–14].

Например, требуется разработать ГЛС и алго-
ритм, обеспечивающие вероятность правильного
обнаружения PПО = 0.95 при вероятности ложной
тревоги PЛТ = 10–8. Тогда из графиков на рис. 5 по-
лучаем необходимую величину порогового отно-
шения сигнал/помеха ρ0 = 12 (точка 1). Предпо-
ложим, что в стробе по времени возможной за-
держки между пиками ИП будут обнаружены два
пика с ОСП, равными ρ1 = 6. Тогда, как видно из
рис. 5, для каждого из этих пиков вероятность
правильного обнаружения  при вероят-
ности ложной тревоги , что явно недо-
статочно (точка 2).

Полагая, что обнаруженные пики – это со-
ставляющие двух эхо-сигналов, отраженных от
одной цели, мы имеем право суммировать их
мощности для получения мощности суммарного
сигнала. Тогда, учитывая введенное ранее опре-
деление ОСП, для результирующего ОСП будем
иметь значение ρ0 = 12. Поскольку обнаружение
каждого пика является независимым событием,
то для вероятности ложной тревоги совместного
события имеем . А вероят-
ность правильного обнаружения при ОСП ρ0 = 12

=0
ПО 0.73P

−=0 4
ЛТ 10P

−= ∗ =0 0 8
ЛТ ЛТ1 ЛТ2 10P P P

равна 0.95. Таким образом, мы удовлетворили ис-
ходным требованиям по вероятностям правиль-
ного обнаружения и ложной тревоги.

С учетом изложенного выше сформулируем
эвристический квазиоптимальный алгоритм об-
работки, обеспечивающий групповую обработку
нескольких разрешающихся эхо-сигналов с уче-
том наиболее вероятной ориентации движущего-
ся отражателя.

1. Порог обнаружения ρ0 задается стандартно –
исходя из условия достижения требуемых значе-
ний вероятностей правильного обнаружения и
ложной тревоги.

2. Исходя из практических соображений, учи-
тывая условия распространения и вероятные
конструктивные характеристики целей, задаем
диапазон интервалов между задержками по вре-
мени Δt. Далее на этой основе рассчитываем соот-
ветствующий диапазон интервалов дистанций ΔR
для независимых приходов эхо-сигналов по лучам.

3. Задаем величину начального порога обнару-
жения ρ1<ρ0, что резко увеличивает вероятность
ложных тревог.

4. На скользящем пространственно-времен-
нóм окне ΔR находим значения пиков ИП, пре-
вышающих начальный порог  и вычис-≥ ρmax 1iU

Рис. 5. Рабочие характеристики гидролокатора. Требования к эффективности обнаружения обозначены точками.
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ляем их сумму ρ, которая повторно сравнивается
с требуемым порогом ρ0.

5. При превышении суммарным значением
сигнала заданного порога ρ0 определяется ди-
станция до обнаруженной цели – по одному пику
с использованием его максимального значения
или по средневзвешенному значению суммы всех
пиков, превысивших пороги обнаружения ρ1 и ρ0.
При этом подавляются ложные тревоги.

Таким образом, для квазиоптимального алго-
ритма необходимы предварительные расчеты лу-
чевой структуры с целью оценки только вероят-
ных временных интервалов между временами
прихода сигналов по разным лучам – при отраже-
нии одним или несколькими отражателями. При
этом ни угловые и временные спектры, ни ампли-
тудно-фазовые характеристики сигналов, при-
шедших по разным лучам, не рассчитываются и
не используются. В этом принципиальное отли-
чие предлагаемого алгоритма от алгоритма согла-
сованной фильтрации [1–4]. Корреляционная
обработка применяется только для сличения от-
раженных сигналов с излучаемым эталонным
сигналом. Для максимального учета моделей сиг-
налов и помех рекомендуется использовать выра-
жения (1)–(3).

6. РАСЧЕТ ВРЕМЕННЫХ ИНТЕРВАЛОВ, 
НЕОБХОДИМЫХ ДЛЯ НАКОПЛЕНИЯ 

МОЩНОСТИ СИГНАЛА

Рассмотрим результаты расчетов задержек
между эхо-лучами для морского волновода глуби-
ной 30 м в зависимости от дистанции до подвод-
ного объекта. Указанная глубина постановки ре-
комендуется для данной разновидности ГЛС и
мониторинга прибрежных зон. Расчеты выполне-

ны для трех вариантов вертикального распределе-
ния скорости звука (ВРСЗ) в районе работ (рис. 6):
1) температура у поверхности 0°С, у дна 5°С (зим-
ние условия); 2) температура не зависит от глуби-
ны и равна 10°С (отдельные месяцы весной и осе-
нью); 3) температура у поверхности 24°С, у дна
10°С (летние условия). При всех расчетах глуби-
ны ГЛС и отражателя равны половине глубины
волновода. Из полученных результатов на рис. 7
видно, что величины задержек между лучами за-
висят от номера луча, дистанции до отражателя и
различаются при различных ВРСЗ. Однако воз-
можные интервалы изменения задержек не пре-
вышают 3–4 мс для всех трех рассмотренных ва-
риантов ВРСЗ. Для оценки зависимости интерва-
ла задержек от глубины волновода выполнены
также расчеты для ВРСЗ № 2 при глубинах 20 и
10 м (рис. 8). Из результатов расчетов видно, что с
уменьшением глубины волновода интервал воз-
можных задержек между эхо-лучами также
уменьшается.

Приведенные выше результаты соответствуют
простому (одиночному) отражателю. Результиру-
ющий эхо-сигнал от многобликового объекта
представляет собой сумму эхо-сигналов от от-
дельных бликов – одиночных разнесенных отра-
жателей.

Для примера рассмотрим простейшие слож-
ные отражатели, состоящие из двух, разнесенных
на 5 м, или трех простых отражателей, разнесен-
ных на 2.5 и 5 м. На рис. 9 изображены задержки
эхо-лучей от первого (ближайшего) отражателя
(кривые 1) и от второго удаленного на 5 м (кривые 2).
Кривые 3 соответствуют задержке от третьего от-
ражателя, расположенного между первым и вто-
рым на расстояниях 2.5 м. Видно, что расширение
интервала задержек эхо-лучей от сложного отра-
жателя соответствует формуле  где L –
радиальный (продольный) размер объекта, с –
скорость звука.

7. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ПРОВЕРКА 
ЭФФЕКТИВНОСТИ 

КВАЗИОПТИМАЛЬНОГО АЛГОРИТМА
На рис. 10 приведены индикаторные процес-

сы, полученные расчетным путем согласно (4) и
(5). Данные результаты рассчитаны на основании
анализа эхо-сигналов при движении одиночной
цели – малогабаритного подводного аппарата
(см. рис. 4).

Индикаторный процесс, приведенный на
рис. 10б, получен при следующих параметрах
предлагаемого алгоритма: ρ0 = 10, ρ1 = 5, τ = 2 мс
(или ΔR = 1.5 м). Из рисунка следует, что ОСП,
соответствующее эхо-сигналу, полученному с по-
мощью частично согласованного (квазиопти-
мального) алгоритма, – ОСП = 55, т.е. увеличи-

Δ = 2 / ,Lt L c

Рис. 6. ВРСЗ, для которых выполнялись расчеты.
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Рис. 7. Величины задержек между лучами при трех типах ВРСЗ: (а) – № 1, (б) – № 2 и (в) – № 3.
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Рис. 8. Интервалы задержек в точке приема между временами прихода по разным лучам сигналов при глубинах вол-
новода (а) – 20 м и (б) – 10 м. Один отражатель.
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лось более чем в 4 раза по отношению к ОСП, по-
лученному стандартным методом по одиночным
пикам – ОСП = 12 (рис. 10а).

На рис. 11 приведены результаты, полученные
при использовании предлагаемого частично со-
гласованного алгоритма при обработке экспери-
ментальных записей с приемной антенны ГЛС
(рис. 1) обнаружения малоразмерных объектов
[15]. Результаты получены при движении в зоне
обзора малогабаритного АНПА или буксировке
уголкового отражателя при сложности использу-
емого зондирующего сигнала B = ΔFT = 600. На
этих графиках представлены зависимости ОСП
отметок, обнаруженных и идентифицированных
как отметки цели и отнесенных к соответствую-
щей траектории – в зависимости от номера цикла
локации (времени) в трех разных экспериментах.
Кривые 1 соответствуют зависимостям, получен-
ным по разработанному квазиоптимальному ме-

тоду, кривые 2 – получены по стандартному алго-
ритму (по одиночному пику). Обработка выпол-
нялась с использованием следующих параметров:
для (а, б) ρ0 = 15, ρ1 = 7.5, τ = 2 мс; для (в) – ρ0 = 10,
ρ1 = 5.6, τ = 2 мс.

Графики на рис. 11а и 11б относятся к разным
галсам АНПА. График на рис. 11в (кривая 2) по-
лучен при протяжке малогабаритного уголкового
отражателя.

Как видно из этих графиков, во всех случаях
среднее значение ОСП существенно возрастает, а
количество пропусков цели уменьшается, если
использовать квазиоптимальный алгоритм, ча-
стично учитывающий свойства модели сигнала.

Отметим, что на рис. 11а нет увеличения дли-
тельности сопровождения цели, поскольку на
всех этапах этой обработки – по всем даже оди-
ночным достаточно мощным эхо-сигналам отра-
жатель уверенно обнаруживался и сопровождался
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Рис. 9. Задержки между временами прихода в одном и том же волноводе при использовании двойного и тройного от-
ражателей, размещенных на одном движущемся объекте (ВРСЗ № 2, глубина моря 30 м).
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Рис. 10. Изображения индикаторного процесса, полученные (а) – стандартным методом и (б) – при использовании
квазиоптимального алгоритма.
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от входа в зону обнаружения до выхода из нее. Но
на рис. 11б при его движении на удаление и, соот-
ветственно, уменьшении ОСП хорошо видно уве-
личение дальности сопровождения при исполь-
зовании частично согласованного с моделью ал-
горитма обработки (кривая 1) по сравнению с
алгоритмом, использующим только одиночные
импульсы (кривая 2).

Рассмотрим по реализации на рис. 11б зависи-
мость увеличения ОСП по квазиоптимальному
алгоритму от диапазона возможных задержек по
времени Δt (рис. 12). Видно, что ОСП заметно
возрастает при увеличении интервала задержек
эхо-сигналов и времени накопления мощности.

При достижении интервала задержек по времени
2 мс рост ОСП прекращается. Это говорит о том,
что в данной экспериментальной реализации все
пики, соответствующие эхо-сигналам от не-
скольких (трех) характеризующих АНПА локаль-
ных отражателей, расположены в пределах строба
с интервалом времен ±2 мс и уже “просуммиро-
ваны”. На этой основе, учитывая, что отражатель
перемещался под углом около 40–45 градусов к
направлению, соединяющему источник эхо-сиг-
налов и отражатель, легко получить оценку гори-
зонтального размера отражателя – 3–4 м, что со-
гласуется с известными исходными данными.
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8. ОБНАРУЖЕНИЕ И СОПРОВОЖДЕНИЕ 
ЦЕЛЕЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

ТРАЕКТОРНОГО АНАЛИЗА

Из полученных экспериментальных данных
следует, что при высокой информативности по-
следовательности отметок обнаруживаемых це-
лей формальная интерпретация получаемого
изображения усложняется при наличии отраже-
ний от “местников” и ложных отметок целей. Как
следует из литературы, для повышения эффек-
тивности обнаружения и идентификации целей
необходимо выполнять их сопровождение и тра-
екторную фильтрацию. Один из широко исполь-
зуемых алгоритмов траекторного анализа осно-
ван на применении калмановской фильтрации
отметок целей [12–14]. Как следствие, общий
тракт моделирования или обработки дополняется
вторичной обработкой, на этапе которой прово-

дится траекторный анализ. Упрощенная блок-
схема вторичной обработки представлена на рис. 13.

Не останавливаясь на аналитическом пред-
ставлении способов моделирования алгоритма
обнаружения с использованием формул (1)–(3) и
детальном процессе калмановской фильтрации,
который хорошо описан в [12–14], изложим ос-
новные этапы обработки:

• Из тракта первичной обработки или модели-
рования по формулам (1)–(3) принимаются и
анализируются формуляры одиночных отметок
(ФОО) сопровождаемых целей.

• Текущие значения параметров трасс экстра-
полируются на следующий шаг.

• Производится идентификация пришедших
ФОО с каждой из целей, взятых на сопровожде-
ние. Каждая сопровождаемая цель отождествля-
ется только с одной отметкой. Формируются
формуляры неотождествленных отметок (ФНО).

• Идентифицируются ФОО и оставшиеся
ФНО. Производится завязка новых трасс, остав-
шиеся ФОО переводятся в ФНО. Для всех сопро-
вождаемых трасс производится повторная оценка
вероятности обнаружения цели.

• В случае превышения заданного значения
вероятности трасса и ее параметры выводятся на
экран, и подается предупреждающий сигнал
(зуммер и световой сигнал).

Рис. 11. (а), (б) – Зависимости ОСП на разных интервалах сопровождения отражателей двух типов – АНПА с разными
временами накопления мощности, а также (в) – уголковый отражатель (кривая 2).
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• Переход к началу нового цикла обзора про-
странства в выбранной зоне.

Пример реализации алгоритма обработки ре-
зультатов натурного эксперимента с учетом тра-
екторного анализа и предлагаемого метода на-
копления мощности сигналов приведен на рис. 14,
на котором в полярной системе координат на
экране индикатора ГЛС кругового обзора пред-
ставлены две траектории движения отражателя.
Слева приведена траектория при стандартном ис-
пользовании одиночных обнаруженных отметок,
а справа – траектория, полученная с использова-
нием рекомендуемой квазиоптимальной обра-
ботки. Центр экрана обозначен точкой (слева
вверху).

Из результатов, представленных на рис. 14,
видно, что применение предлагаемого алгоритма
позволяет более устойчиво обнаруживать отража-
тель. При этом отсутствуют зоны потери контак-
та, дальность сопровождения увеличивается. Со-
провождение цели прекращается только после
выхода за пределы зоны обзора ГЛС– в данном
эксперименте за пределы 400 м, что для малогаба-
ритных ГЛС является хорошим результатом.

9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработанный квазиоптимальный эвристи-
ческий алгоритм, частично учитывающий свой-
ства модели эхо-сигнала, повышает отношение
сигнал/помеха на выходе системы обработки за
счет учета мощности многолучевых эхо-сигна-
лов, отраженных от обнаруживаемой многобли-
ковой цели. Для реализации алгоритма на первом
этапе устанавливается “заниженный начальный
порог” обнаружения, с использованием которого
обнаруживаются несколько дополнительных
“пиков” – эхо-сигналов, отраженных от цели.
Одновременно обнаруживаются множественные
ложные тревоги. Объединение нескольких эхо-

сигналов на выбранном интервале расстояний
(временном интервале) и их суммирование поз-
воляет при сличении с “завышенным порогом”
повысить вероятность правильного обнаружения
и подавить ложные тревоги.

Для корректного выбора временного интерва-
ла, в пределах которого суммируются амплитуды
эхо-лучей в соответствии с предлагаемым алго-
ритмом, нужно на основании имеющихся харак-
теристик волновода выполнить расчеты интерва-
лов задержек эхо-лучей для простого отражателя
и расширить его на величину ΔtL, которая опреде-
ляется вероятными размерами обнаруживаемых
объектов и направлением их движения.

Авторы рекомендуют с целью повышения ве-
роятности обнаружения применять разработан-
ный достаточно простой алгоритм для частично-
го учета свойств среды и отражателя. Рекоменду-
ется его использовать совместно с траекторным
накоплением.

Авторы выражают особую признательность на-
шему товарищу по работе и другу д. ф.-м. н. В.В. Бо-
родину – инициатору и руководителю данных
разработок, внесшему основополагающий вклад
в создание подобных систем, но не дожившему до
их реализации.
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Рассмотрено влияние наличия и величины радиуса кривизны в местах соединения тональных от-
верстий деревянных духовых инструментов с основным воздушным каналом (подрезка) на смеще-
ние его собственных частот. Приведена методика и формулы для численного расчета, позволяющие
определять величину эффективного радиуса для открытого и закрытого тональных отверстий с пе-
ременным поперечным сечением. На основе полученных зависимостей с помощью метода переда-
точных матриц осуществлен расчет собственных частот воздушного канала с одним отверстием и
проведено сравнение с результатами компьютерного моделирования в программе COMSOL Multi-
physics 5.6. Показано, что увеличение степени подрезки звукового отверстия приводит к росту его
эффективного радиуса, что повышает резонансные частоты в случае открытого отверстия и пони-
жает в случае закрытого. Усреднение акустической массы (для открытого) и объема (для закрытого)
по продольным сечениям отверстия, не обладающего вращательной круговой симметрией в обла-
сти соединения с основным каналом, дает лучшие результаты при нахождении резонансных частот
в сравнении с моделированием.

Ключевые слова: духовые музыкальные инструменты, подрезка тональных отверстий, метод переда-
точных матриц, метод конечных элементов, расчет собственных частот
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ВВЕДЕНИЕ
Акустические свойства деревянных духовых

инструментов в основном являются следствием
их геометрии. Диаметр и высота звуковых отвер-
стий, их расположение вдоль основного ствола
канала и его геометрия, а также высота клапанов
с подушками над отверстиями являются перво-
степенными факторами при определении резо-
нансных частот, тембра, игровых характеристик и
возможностей инструмента. Кривизна основного
ствола воздушного канала, а также такие неболь-
шие детали как толщина стенок тональных отвер-
стий, наличие радиуса кривизны на границе со-
единения отверстия с основным каналом, тип по-
душек и резонатора, тоже оказывают влияние на
положение собственных частот инструмента.
Следует помнить, что любые незначительные из-
менения формы канала – расширения, сужения,
разрывы, шероховатости, изгибы и т.д. – будут
влиять на форму волны, распространяющейся
вдоль канала, а следовательно, и на ее амплитуд-
но-частотную характеристику, определяющую

тембр воспроизводимой ноты. Незначительные,
на порядок меньше миллиметра, изменения гео-
метрии корпуса могут оказать заметное влияние
на результирующий звук и ощущения музыканта.

Глубокое и детальное изучение акустических
характеристик воздушных каналов деревянных
духовых инструментов увеличивает понимание
их исторической эволюции и взаимосвязей меж-
ду основными изменениями в конструкции и
процессами генерации и передачи звука в моди-
фицированных каналах. Это помогает также
определять пертурбативные свойства дизайна,
которые отличают инструменты одной и той же
общей конструкции друг от друга, например,
связь между изменениями в звуковых отверстиях
или канале и откликом инструмента на исполни-
теля. Поскольку такие свойства зависят даже от
небольших изменений в воздушном столбе, необ-
ходимо создавать подробные и точные модели,
чтобы делать надежные прогнозы игровых харак-
теристик инструмента.

УДК 534.13;681.818

АКУСТИКА ПОМЕЩЕНИЙ.
МУЗЫКАЛЬНАЯ АКУСТИКА
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В работах по изучению акустических характе-
ристик воздушных каналов с тональными отвер-
стиями обычно рассматривается только простая
геометрия, когда основной канал представляет
собой прямой цилиндр с боковым отростком (од-
ним или несколькими) в виде такого же прямого
цилиндра меньших размеров [1–8]. На практике
деревянные духовые инструменты часто имеют
радиус кривизны на стыке между боковым отвер-
стием и основным каналом.

Подрезка тональных отверстий – это метод,
который веками использовался производителями
деревянных духовых инструментов для улучше-
ния их игровых характеристик. Известен факт,
что у звуковых отверстий хороших инструментов
из дерева, таких как кларнеты, гобои и флейты
эпохи Возрождения был удален материал из-под
звукового отверстия, что эффективно уменьшало
резкость краев. Подрезка подразумевает расши-
рение звукового отверстия в области его соедине-
ния с основным воздушным каналом инструмен-
та, при этом внешний размер отверстия остается
неизменным. Данная процедура может включать
в себя все, что угодно – от минимального закруг-
ления внутренних краев отверстия до изменения
радиуса на большей части его высоты. Есть две
основные причины для подрезания звукового от-
верстия: регулировка высоты ноты, сыгранной с
ним как с первым открытым отверстием, и улуч-
шение качества этой ноты, описывающей ее
тембр, громкость или легкость исполнения.

В работе [9] экспериментально измерялся
входной акустический импеданс специально из-
готовленных кларнетов со сменными звуковыми
отверстиями как с острыми, так и с подрезанны-
ми краями, а также были проведены эксперимен-
ты, в ходе которых восемнадцать кларнетистов
оценивали инструменты со скошенными и за-
кругленными краями. При этом подавляющее
большинство участников охарактеризовали ин-
струменты с некоторой степенью подрезания или
закругления как более качественные, чем с ост-
рыми краями. Несмотря на это, теме подрезки
звуковых отверстий деревянных духовых инстру-
ментов посвящена очень небольшая часть лите-
ратуры по музыкальной акустике. В работе [10]
говорится, что закругление внутренних краев зву-
ковых отверстий инструмента уменьшает турбу-
лентность в колеблющемся потоке, идущем через
них. Используя линейную акустическую теорию,
в работе [11] описывается влияние подрезки на
настройку нот в разных регистрах. Автор [11] на-
зывает также одним из результатов подрезки сни-
жение потерь энергии, идущей на образование
вихрей в потоке через отверстие. Влияние закруг-
ления краев боковых отверстий на нелинейные
эффекты рассматривалось в случае волн с боль-
шими амплитудами в работе [12] и для различных
уровней звука в [13] на прямоугольной геометрии

c расширением отверстия в виде усеченного ко-
нуса. Авторы [14] представляют метод экспери-
ментального определения последовательного и
шунтирующего акустического импеданса открыто-
го звукового отверстия с подрезанием, рассматри-
вая также конусообразное расширение отверстия.

Как видно, наличие сглаженности краев то-
нального отверстия оказывает влияние на частоту
и тембр воспроизводимых нот, уменьшает ло-
кальные нелинейные явления потока (отрыв по-
граничного слоя и образование струй и вихрей) в
звуковом отверстии, улучшая игровые характери-
стики инструмента. Но ни в одной из вышепере-
численных работ не приводится конкретного ал-
горитма расчета собственных частот воздушного
канала с отверстием, имеющим переменное по-
перечное сечение, и влияния степени подрезки
на смещение этих частот. В данной работе будут
приведены методика и формулы для численного
расчета, позволяющие определять величину эф-
фективного радиуса для закрытого и открытого
тональных отверстий, имеющих некоторый ради-
ус кривизны (закругление) на стыке с основным
каналом. На основе полученных зависимостей с
помощью метода передаточных матриц будет осу-
ществлен расчет собственных частот воздушного
канала с одним отверстием и проведено сравне-
ние с результатами компьютерного моделирова-
ния в программе COMSOL Multiphysics 5.6.

МОДЕЛЬ
В работе рассматривался цилиндрический

воздушный канал длиной L и радиусом a, в цен-
тре которого расположено перпендикулярное бо-
ковое отверстие высотой t и радиусом b, имеющее
некоторый радиус кривизны r в месте сочленения
отверстия с основным каналом (рис. 1).

Для нахождения собственных частот канала с
перпендикулярным боковым отверстием исполь-
зовался метод передаточных матриц. В данном
методе каждая секция волновода (воздушного ка-
нала инструмента) представляется в виде матри-
цы T, связывающей звуковое давление p и объем-
ную скорость U звуковых колебаний воздуха на
входной и выходной плоскостях поперечного се-
чения S канала, и выражается как:

(1)

где  – акустическое сопротивление (им-
педанс) цилиндрического канала (трубы) площа-
дью , ρ – плотность воздуха, c – скорость
звука в среде. Характеристики системы в целом
рассчитываются на основе каждой передаточной
матрицы и приведенного импеданса излучения
открытого конца :

     =          
in 11 12 out

0 in 21 22 0 out
,

p T T p
Z U T T Z U

= ρ0Z c S

= π 2S a

=rad out 0 outZ p Z U
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(2)

а затем рассчитывается входной импеданс
.

Воздушные каналы деревянных духовых ин-
струментов представляют собой волноводы, состо-
ящие из цилиндрических или конических секций с
открытыми или закрытыми звуковыми отверстия-
ми. Теоретическое выражение передаточной мат-
рицы цилиндра длиной L без учета потерь энер-
гии определяется как:

(3)

где  – волновое число, .
Тональное отверстие может быть представлено

в виде симметричной Т-образной секции (рис. 2),
характеристики которой зависят от двух парамет-
ров: шунтирующего  и последователь-
ного  импедансов. Передаточная мат-
рица звукового отверстия имеет вид [1]

(4)

Импедансы  и  рассматриваются для откры-
того (o) и закрытого (c) состояний звукового от-
верстия и зависят от геометрических параметров

=

     =         
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и частоты колебаний. Шунтирующий импеданс
может быть представлен как [3, 11]

(5)

(6)

где ξs – характерное шунтирующее сопротивле-
ние открытого отверстия, ts – эквивалентная дли-
на звукового отверстия, параметр  – отно-
шение радиуса тонального отверстия к радиусу
основного канала воздушного столба. Шунтиру-
ющее сопротивление ξs не влияет на расчетные
резонансные частоты деревянных духовых ин-
струментов, поэтому большинство исследова-
тельских усилий сосредоточено на определении
поправки на эквивалентную длину ts, которую в
случае открытого отверстия авторы [12] представ-
ляют в виде

( ) ( )( )= + ξ
δ2
1 ,o o

s s sZ jkt

( )
( )= −

δ2
1 ,c

s c
s

Z j
kt

=δ b a

( ) ( )[ ]= + + +tg ,o
s i m rkt kt k t t t

Рис. 1. (а) – Схематический вид прямого цилиндра длиной L с перпендикулярным боковым отверстием со скруглен-
ными краями, (б) – схема поперечного сечения цилиндра в плоскости ZOY в месте расположения бокового отверстия.
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Рис. 2. Эквивалентная блок-схема тонального отверстия.
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где t – геометрическая высота отверстия (рис. 1б),
ti – коррекция внутренней длины, tm – эквива-
лентная длина, соответствующая дополнительно-
му объему звукового отверстия, возникающему на
стыке с основным каналом, tr – поправка на длину,
соответствующая дополнительному затуханию ко-
лебаний в связи с излучением и инерцией среды.
В низкочастотном приближении ( )
можно записать

. (7)
Для параметра ti (при условии t > b) в литературе
существует ряд формул. В данной работе при рас-
четах было использовано выражение авторов [5]

(8)
Для длины tm в случае острых краев те же авторы
дают достаточно точное приближение

(9)

Поправка tr, соответствующая излучению, за-
висит от частоты колебаний и внешней геомет-
рии окончания отверстия. В низкочастотном
приближении ( ) это может быть

(10)

(11)
либо другое промежуточное значение для более
сложных ситуаций [15].

В случае закрытого бокового отверстия экви-
валентную длину можно представить в виде

Коррекция внутренней длины также может
быть рассмотрена для закрытого отверстия, но ее
влияние невелико и становится значительным
только на высоких частотах, поэтому в случае
низких частот ( ) можно записать

(12)
Последовательный импеданс звукового отвер-

стия представляет собой небольшую отрицатель-
ную акустическую инертность

(13)
что немного уменьшает эффективную длину ин-
струмента, увеличивая резонансные частоты.
В уравнении (13) соответствующая поправка на
длину ta имеет ряд выражений, полученных раз-
ными авторами. В данной работе в случае откры-
того отверстия использовалось соотношение ав-
торов [5]

(14)
в случае закрытого отверстия [6]

( )+ + ! 1m rk t t t

( ) = + + +o
s i m rt t t t t

= − δ + δ2 2.7(0.82 1.4 0.75 ) .it b

= + 3δ(1 0.207δ ).
8m

bt

( )+ + ! 1m rk t t t

( )= труба без0.  фланца ,6133rt b

( )= труба с бесконечным0.8  фл216 анцемrt b

( ) ( )[ ]= +tg .c
s mkt k t t

( )+ ! 1mk t t
( ) = + .c
s mt t t

( ) ( )= −/ / ,o c o c
a aZ jkt

( ) = 20.28 δ ,o
at b

(15)

В целом для цилиндрического канала с одним
отверстием, основываясь на методе передаточ-
ных матриц, можно записать

(16)

где импеданс излучения  открытого конца в
общем случае зависит от частоты колебаний и для
трубы без фланца в низкочастотном приближе-
нии ( ) имеет вид [16]

(17)

а для трубы с фланцем [17]

(18)

При условии  можно опреде-
лить резонансные частоты канала.

Появление радиуса кривизны r на стыке то-
нального отверстия с основным каналом влечет
изменение его радиуса и смещение резонансных
частот. Расчет собственных частот воздушного
канала в данном случае можно осуществить по
описанным выше формулам, заменив боковое от-
верстие на акустически ему эквивалентное с ост-
рыми краями и эффективным радиусом .

ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ

Радиус  можно определить из равенства
шунтирующих импедансов  отверстий с остры-
ми и скругленными краями. Открытое тональное
отверстие в основном эквивалентно акустиче-
ской инертности [18], поэтому

(19)
Акустическую массу ma в случае переменного по-
перечного сечения можно рассчитать как

(20)

где ρ – плотность воздуха,  – площадь попе-
речного сечения отверстия на уровне z, Lh – высо-
та отверстия.

Закрытое отверстие, имеющее объем V, в ос-
новном ведет себя как акустическая податли-
вость ca [18], поэтому

(21)
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где

(22)

Для дальнейшего численного расчета необхо-
димо записать уравнения поверхностей, ограни-
чивающих тональное отверстие.

Основной канал, расположенный перпенди-
кулярно плоскости рис. 1б вдоль оси X, определя-
ется уравнением

(23)

где параметр .
Сглаженность соединения звукового отвер-

стия с основным каналом можно представить как
наличие тора с образующей окружностью радиуса r,
“опоясывающего” цилиндрическое отверстие.
Его уравнение будет иметь вид

(24)

где  – расстояние от оси Z до центра об-
разующей окружности. При любом радиусе кри-
визны r высота t тонального отверстия над кана-
лом остается неизменной, а тор в плоскости сече-
ния ZOY касается основного канала, поэтому в
данной плоскости происходит плавный переход
от канала к отверстию, в отличие от всех осталь-
ных вертикальных плоскостей сечения, где будет
существовать некий угол на стыке (рис. 1). 

Уравнение бокового отверстия имеет вид
, откуда

Решив совместно (23) и (24), определим уравне-
ние линии пересечения нижней части тора и ос-
новного канала

=
ρ 2 .a
Vc
c

( )+ + =2 2 2,z c y a

( )= + cos φс a r

( )+ − + =
2

2 2 2 2,x y R z r

= +R b r

+ =2 2 2x y b

( ) = −2 2
1 .x y b y

В зависимости от величины радиуса кривизны r
отверстие в плоскости основания ( )
будет иметь различные формы поперечного сече-
ния (рис. 3). Параметр d (рис. 3а) находится из
условия

откуда при  (рис. 3б) можно получить гра-
ничное значение приведенного радиуса кривиз-
ны ( )

При дальнейшем уменьшении радиуса r за-
кругленность краев отверстия будет начинаться
только на некотором расстоянии h от оси основ-
ного канала (рис. 3в), определяемого условием

, откуда

В общем площадь поперечного сечения то-
нального отверстия зависит от координаты z и в
случае  имеет три различных для вычисле-
ния области (рис. 4а). При 
(рис. 4б)

(25)

где  находится из (23), а пре-

делы , 

 выражаются из (24). При

( ) = − − − − −2 2 2 2 2 2
2 ( ( ) ) .x y R r a y c y
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Рис. 3. Поперечное сечение тонального отверстия в плоскости основания ( ): (а) – при , (б) – при
, (в) – при .
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 поперечное сечение представляет
собой окружность с постепенно уменьшающимся
от d до b радиусом

(26)

а при  – окружность постоянно-
го радиуса b,

В случае малых радиусов кривизны ( , рис. 4в)
отверстие не будет иметь поперечного сечения с
площадью , а площадь сечения в области ос-
нования (рис. 4г) при  будет
равна

( )− − ≤ < 0c a z

( )
( )( )
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32 ,

2
0 0

4 ,
x y zy z

S z dxdy

( )≤ ≤ − −0 z t c a

( ) = π 2
3 .S z b

≤ 0r r

( )2S z
( )− ≤ < − −cos φr z c a

(27)

Интегрирование в формулах (25)–(27) проводит-
ся в пределах первой четверти.

Акустическую массу всего объема отверстия
при  можно рассчитать как

(28)

а при 
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Рис. 4. (а) – Полный объем тонального отверстия при , (б) – поперечное сечение отверстия вблизи основания на
уровне  при , (в) – объем тонального отверстия при , (г) – поперечное сечение отвер-
стия вблизи основания на уровне  при .
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(29)

Тональное отверстие, имеющее закругленные
края, в отличие от отверстия с острыми краями,
не обладает вращательной круговой симметрией
в области соединения с основным каналом (сече-
ния S11 и S12), что также должно оказывать влия-
ние на смещение резонансных частот. Чтобы
учесть указанную несимметричность, в данной
работе дополнительно было проведено усредне-
ние акустических масс (28)–(29) по центральным
продольным сечениям отверстия. Зависимость
формы вертикального сечения отверстия от угла
поворота секущей плоскости эквивалентна зави-
симости от координаты z1, выше которой пло-
щадь поперечного сечения S11 или S12 изменяется,
а ниже z1 – остается постоянной (рис. 4а, 4в), т.е.

Усредненные акустические массы

(30)

(31)

Следует также учитывать, что изменение ради-
уса, обусловленное наличием подрезки у тональ-
ного отверстия, затрагивает и другие параметры,
связанные с ним. Поэтому некорректно было бы
искать эффективный радиус , рассматривая
только изменившуюся геометрию отверстия и
связанную с ней акустическую массу (30)–(31).
Данные выражения должны включать все вели-
чины, входящие в эквивалентную длину ts (см.
формулу (7)) открытого отверстия, поэтому

(32)

где ti, tm и tr определяются зависимостями (8), (9) и
(10)–(11) соответственно.
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Эквивалентное отверстие с острыми краями и
радиусом  представляет собой прямой ци-
линдр с акустической массой

(33)

где  – полная геометриче-
ская высота отверстия. Приравнивая массы (32) и
(33) (а значит, и шунтирующие импедансы отвер-
стий), можно найти эффективный радиус  и
рассчитать резонансные частоты воздушного ка-
нала с открытым отверстием при различных ра-
диусах кривизны r.

Объем тонального отверстия, исключающий
объем основного канала (рис. 5а, 5б), будет опре-
деляться выражениями

(34)

(35)

где площадь поперечного сечения 

. Аналогичным образом можно

учесть отсутствие круговой симметрии у отвер-
стия в области его соединения с основным кана-
лом и использовать вместо выражений (34)–(35)
усредненные объемы. Процедура усреднения
должна затрагивать только дополнительный объ-
ем , обусловленный наличием радиуса кривиз-
ны на стыке цилиндра и канала, поэтому необхо-
димо записать выражение для собственного объе-
ма отверстия, выделив отдельно слагаемое 
(рис. 5а, 5б).

Объем цилиндрического отверстия с острыми

краями ( , при этом ) равен

(36)

где первое слагаемое определяет дополнительный
объем Vm в области сочленения отверстия и ос-
новного канала.
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числения области. При 
(рис. 4б)

(37)

при  сечение имеет вид
кольцевого элемента (рис. 5в)

(38)

а при  представляет кольцо с по-
степенно уменьшающимся до величины b радиу-
сом внешней окружности (рис. 5а)

(39)

Интегрирование в формулах (37)–(39) проводит-
ся в пределах первой четверти.
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(40)

В случае малых радиусов кривизны ( ) пло-
щадь , а средний объем

(41)

Шунтирующий импеданс (6) эквивалентного
отверстия с острыми краями в низкочастотном
приближении будет иметь вид

(42)

Приравнивая импедансы (42) и (21), учитывая,
что , а также выражение (22), получим
уравнение

(43)

позволяющее определить эффективный радиус
 и рассчитать резонансные частоты воздушно-

го канала с закрытым отверстием при различных
радиусах кривизны r. Правая часть выражения
(43) предполагает использование усредненных
объемов (40)–(41).

КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Оценка входного импеданса и, соответствен-
но, резонансных частот деревянных духовых ин-
струментов с помощью метода конечных элемен-
тов (МКЭ) включает построение трехмерной мо-
дели столба воздуха, окруженного сферой,
принимающей излучение, и решение уравнения
Гельмгольца  для ряда выбранных
частот. Сетка конечных элементов должна зани-
мать объем как внутри, так и снаружи моделируе-
мой части инструмента, а окружающая сфериче-
ская область должна иметь неотражающие гра-
ничные условия. В данном случае для увеличения
степени точности моделирования и выделения
зависимости собственной частоты канала именно
от величины радиуса кривизны r и обусловленно-
го им дополнительного объема  можно отка-
заться от построения сферической области, уве-
личив длину канала и тонального отверстия на
соответствующий параметр коррекции (10) либо
(11), связанный с излучением открытых концов.
Отсутствие окружающей сферической области
позволит без существенного ущерба для результа-
та, оставаясь в рамках ограниченных вычисли-
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тельных мощностей, увеличить качество разбие-
ния интересующих нас областей.

В качестве моделируемого объекта был взят
воздушный канал (труба) длиной L = 10 см и ра-
диусом a = 8 мм. Канал имел одно центральное
перпендикулярное боковое цилиндрическое от-
верстие с радиусом b = 4 мм и высотой t = 5.6 мм
(δ = 0.5; ε0 = 0.5). Высота отверстия t над каналом
сохранялась неизменной при любом радиусе кри-
визны r (рис. 1б). Моделирование проводилось
для открытого с одной стороны канала без флан-
ца. Открытое отверстие также имело бесфланце-
вое окончание. С учетом симметрии рассматри-
валась только половина модели, поэтому на
плоскости симметрии было задано граничное
условие, определяющее нулевое нормальное
ускорение (an = 0). В случае открытых торцов
(основного канала и отверстия) на границе зада-
валось нулевое значение по акустическому давле-
нию (p = 0). Канал с отверстием содержал три до-
мена – две цилиндрических области (основной
канал и отверстие), а также выделенную область
дополнительного объема  (рис. 6). Для дискре-
тизации геометрии и решения во всех доменах
использовались криволинейные элементы
Лагранжа второго порядка. На рис. 6 представ-
лено разбиение воздушного канала сеткой тетра-
эдрических конечных элементов в районе то-
нального отверстия. Плотность сетки была увели-
чена в области дополнительного объема  для
лучшего выявления оказываемого им влияния на
смещение собственной частоты канала. Количе-
ство степеней свободы (DOF) в пределах модели-
руемого объема составляло около , что
существенно превосходит минимально рекомен-
дуемое на кубический метр ( , где λmin –
наименьшая длина волны в моделировании) [19].
В данном случае λmin ≈ 28.6 см, что соответствует
fmax = 1.2 × 103 Гц. Все эксперименты были выпол-
нены в программе COMSOL Multiphysics 5.6 с ис-
пользованием встроенного модуля “Pressure
Acoustics”. Влияние термовязкостных потерь не-
значительно для большинства тональных отверстий
деревянных духовых инструментов, поэтому при
моделировании и в расчетах они не учитывались.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 7 показаны зависимости эффективно-
го радиуса  (рис. 7а) и частоты f основного тона
(рис. 7б) воздушного канала от приведенного ра-
диуса кривизны  краев для открытого тональ-
ного отверстия. Видно, что с увеличением степе-
ни подрезки краев отверстия растет его эффек-
тивный радиус, за счет чего происходит
некоторое уменьшение длины канала и смещение
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резонансной частоты. Для сравнения частоты
были рассчитаны в разных приближениях. В са-
мом грубом приближении эффективный радиус

 находился из равенства акустических масс от-
верстия (28)–(29) и эквивалентного ему цилин-
дра с массой  (рис. 7а, 7б, кривые 1).
Остальные зависимости на рис. 7 построены с
учетом изменения параметров ti, tm и tr без усред-
нения (кривые 2) либо с использованием усред-
нения (30)–(31) акустической массы отверстия
(кривые 3). Видно, что расчетные зависимости
(кривые 2 и 3) коррелируют с результатами ком-
пьютерного моделирования (кривая 4), которые
могут быть несколько завышены из-за отсутствия
окружающей канал сферической области воз-
душного пространства и замены ее на соответ-
ствующую поправку (10) к длинам канала и от-
верстия. В расчетах не учитывалось также влия-
ние изменения эффективного радиуса отверстия
на поправку ta, связанную с последовательным
импедансом звукового отверстия Za. Корректи-
ровка длины ta ~ 10–4 м, что на порядок меньше
высоты t и поправок ti и tr, определяющих Zs, по-
этому при нахождении эффективного шунтирую-
щего импеданса отверстия  вто-
рым слагаемым можно было пренебречь. Несмотря
на указанные допущения, видно, что результаты
компьютерного моделирования ближе к расчет-
ным с учетом усреднения акустической массы от-
верстия при . Учитывая возможную за-

effb

= ρ π 2
effa hm L b

= −eff 4s s aZ Z Z

≥ 1.4r b

вышенность результатов моделирования, можно
сделать вывод о том, что большее соответствие
будет и при , если использовать усредне-
ние (30)–(31). Отметим при этом, что наимень-
шая разница частот двух последовательных то-
нов, которую может обнаружить слушатель, со-
ставляет примерно c1 = 8 центов (0.5%) на частоте
200 Гц и уменьшается до c2 = 3 центов (0.2%) на
частоте 1 кГц [20]. Относительный интервал (в
процентах) между двумя тонами f1 и f2 определя-
ется как

где c – разность частот тонов, выраженная в цен-
тах. Из приведенных зависимостей можно уста-
новить, что слышимая разность в 0.2% (∆f ≈ 2 Гц,
f1 = 1100 Гц) будет достигаться при значениях
приведенного радиуса кривизны . По-
этому использование на практике подрезки то-
нальных отверстий с малыми значениями пара-
метра ε ( ) для корректировки высоты нот не
будет иметь должного эффекта.

На рис. 8 показаны зависимости радиуса 
(рис. 8а) и частоты f основного тона (рис. 8б) воз-
душного канала от отношения  для закрытого
тонального отверстия. С увеличением степени
подрезки краев отверстия аналогичным образом
растет его эффективный радиус, за счет чего про-
исходит увеличение объема воздушного канала и
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Рис. 6. Визуализация сетки конечных элементов в области тонального отверстия и дополнительного объема .'mV
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соответствующее понижение его резонансной ча-
стоты. Отметим, что изменение частоты в данном
случае в рамках моделирования несущественно
(≈0.15 Гц). Расхождение между моделированием и
численными расчетами имеет тот же порядок и,
возможно, обусловлено несколько завышенными
значениями компьютерного эксперимента. Мож-

но также заметить, что результаты моделирова-
ния ближе к расчетным с учетом усреднения
(40)–(41) собственного объема отверстия. Малые
изменения частоты (~10–1 Гц) не могут быть об-
наружены слушателем, но стоит помнить, что ку-
мулятивный эффект от ряда тональных отвер-
стий, имеющих какую-либо степень подрезки,

Рис. 7. (а) – Зависимость эффективного радиуса  открытого тонального отверстия от отношения , (б) – сравне-
ние зависимостей частоты f основного тона воздушного канала от приведенного радиуса кривизны  краев откры-
того звукового отверстия. 1 – Расчеты с использованием акустической массы (28)–(29), 2 – по формуле (32) без усред-
нения (30)–(31), 3 – по формуле (32) с использованием усреднения (30)–(31), 4 – результаты компьютерного модели-
рования. Сплошные линии – кубические аппроксимации расчетных данных и результатов моделирования.
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Рис. 8. (а) – Зависимость эффективного радиуса  закрытого тонального отверстия от отношения , (б) – сравне-
ние зависимостей частоты f основного тона воздушного канала от приведенного радиуса кривизны  краев закры-
того звукового отверстия. 1 – Расчеты без усреднения объема (с использованием (34)–(35)), 2 – расчеты с усреднением
объема (с использованием (40)–(41)), 3 – результаты компьютерного моделирования. Сплошные линии – кубические
аппроксимации расчетных данных и результатов моделирования.
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уже может оказать заметное влияние на характе-
ристики инструмента.

Приведенный в данной работе алгоритм рас-
чета эффективных радиусов тональных отверстий
и определения собственных частот воздушного
канала может быть применен для любых видов
симметричной подрезки, применяющихся при
изготовлении духовых инструментов и подробно
описанных в исследовании [9]. Следует также
помнить, что не существует простого способа вы-
числения положения и размеров каждого звуко-
вого отверстия по отдельности. Это означает, что
небольшое изменение геометрии одной части ин-
струмента, например, формы тонального отвер-
стия для исправления определенной ноты, может
оказать неожиданное и, чаще всего, неблагопри-
ятное влияние на другие ноты (резонансные ча-
стоты) с точки зрения высоты тона, тембра, ста-
бильности и т.д. Решение этой задачи дополни-
тельно должно включать в себя использование
некоторого алгоритма глобальной оптимизации,
с помощью которого можно вычислить располо-
жение, размеры и форму тональных отверстий
инструмента для всевозможных аппликатур.

Другая сложность, ограничивающая точность
любых расчетов и моделирований, заключается в
количественной оценке механико-акустических
свойств амбушюра слушателя. Тем не менее в
рамках разумных предположений, основанных на
экспериментах, математические модели музы-
кальной акустики могут быть решены, чтобы
предсказать поведение и расширить области раз-
работки и проектирования качественных музы-
кальных инструментов.
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Предложен новый информационно-статистический подход, позволяющий рассматривать акусти-
ческую эмиссию (АЭ) с позиции синергетики на основе представления процессов, определяющих
состояние исследуемого объекта, статистической моделью (образом) в виде функции плотности ве-
роятностей. Показано, что многомерное распределение Дирихле обладает совокупностью свойств,
дающих возможность использовать его для определения интегральной меры оценки по наблюдае-
мым сигналам АЭ процесса пластической деформации. В качестве количественной меры при ана-
лизе процесса пластической деформации по сигналам АЭ предлагается использовать параметр са-
моорганизации. На примере штатных механических испытаний конструкционной углеродистой
стали 20 с перлитно-ферритной структурой показано, что информационно-статистический параметр
самоорганизации является наиболее информативным при описании процессов, связанных с АЭ.

Ключевые слова: акустическая эмиссия, временные ряды, статистическая модель, функция плотно-
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ВВЕДЕНИЕ

Акустическая эмиссия (АЭ) представляет со-
бой излучение акустических (упругих) волн в
твердых телах, возникающее в результате высво-
бождения накопленной упругой энергии в широком
диапазоне материалов, структур и процессов [1].
Наиболее крупномасштабная АЭ связана с суще-
ствованием сейсмических волн, в то время как
наименьший масштабный уровень эмиссии вы-
зывается дислокационным движением в нагру-
женных структурах материала. Частотный диапа-
зон излучаемых упругих волн занимает диапазон
от единиц Гц до десятков МГц. Инфразвуковой
диапазон частот (единицы Гц), называемый так-
же сейсмическим, применяется в сейсморазведке
[2]. Ультразвуковой диапазон частот от сотен кГц
до десятков МГц используется в промышленно-
сти для раннего распознавания деформаций, за-
рождения и развития трещин, процессов струк-
турной деградации материалов [3–5].
В геофизике этот частотный диапазон использу-
ется для изучения механизмов трещинообразова-

ния горных пород [6]. Звуковой диапазон от сотен
Гц до десятков кГц занимает промежуточное по-
ложение и играет важную роль в формировании
предвестников землетрясений различной приро-
ды [7, 8].

Временные ряды – одна из наиболее распро-
страненных форм представления мониторинга
исследуемых характеристик АЭ, которые отража-
ют как внутреннюю динамику и взаимные связи
исследуемых процессов, так и изменчивость этой
динамики и связей во времени. В одном случае
основная задача анализа сигнала АЭ – понять,
под действием каких компонент и как формиру-
ется значение временного ряда сигнала АЭ.
В другом случае – как по косвенным проявлени-
ям процесса или по наблюдаемым следствиям
определить причины этих наблюдений. Решение
задачи определения причин появления сигналов
АЭ, анализа процессов, лежащих в основе их по-
явления, зависит как от качества и количества по-
лученной из эксперимента информации, так и от
параметров выбранной модели исследуемого
процесса [3, 9]. К сожалению, сложившиеся к на-
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стоящему времени методы математической обра-
ботки параметров АЭ, использующие модели па-
раметров временного ряда [9, 10], в том числе сте-
пенные законы Омори и Гутенберга–Рихтера [11]
и модель Палмера–Хилда [12] не всегда позволя-
ют связать результаты анализа с состоянием ис-
следуемого объекта или природного явления. Это
приводит к необходимости разработки новых ме-
тодов анализа сигналов АЭ, основанных на меха-
низме этого явления. В данной статье предлагается
информационно-статистический подход к коли-
чественной интерпретации экспериментальных
данных по наблюдениям сигналов АЭ при разру-
шении образца стали 20.

ИНФОРМАЦИОННО-СТАТИСТИЧЕСКИЙ 
МЕТОД И МЕТОДИКА АНАЛИЗА 

СИГНАЛОВ АЭ
Известно [13, 14], что качественное изменение

свойств материала в результате внешнего воздей-
ствия связано с комплексом взаимосвязанных
процессов механической и физико-химической
природы, которые обнаруживают вероятностную
природу, начиная с атомно-молекулярного уров-
ня и заканчивая уровнем деталей и узлов, а также
уровнем зон трещиноватости и дробления горных
пород, разломов, надвигов и прочее. Это означа-
ет, что параметры сигналов АЭ, являющиеся
отображением указанных процессов, определя-
ются совокупностью случайных ситуаций и могут
быть представлены статистической моделью (об-
разом) в виде распределения вероятностей.

Распределение вероятностей как модель изу-
чаемого явления должно быть информационно
эквивалентно объекту исследования путем со-
блюдения следующих условий [15]:

• распределение, выбранное в качестве стати-
стической модели, должно быть определено на
ограниченном интервале;

• энтропия распределения должна состоять из
производства и потока;

• распределения, определенные на одномер-
ных симплексах, должны допускать переход к
распределению, определенному на многомерном
симплексе.

В известной формулировке В.В. Налимова о
выборе распределения вероятностей в качестве
статистической модели это звучит так: “Выбор рас-
пределения должен базироваться, прежде всего, на
понимании механизма изучаемого явления” [16].
Следует отметить, что определенное на неограни-
ченном интервале нормальное распределение,
как статистическая модель исследуемого процес-
са, предполагает наличие у исследуемого объекта
физических свойств, параметры которых стре-
мятся к неограниченно большой или малой вели-
чине. Очевидно, что таких свойств нет.

Ограниченная конечным интервалом измене-
ния случайной величины  статисти-
ческая модель в виде многомерного распределения
Дирихле оказалась полезной при исследовании
процессов в многоуровневых распределенных си-
стемах [17]. Функция плотности вероятности рас-
пределения Дирихле, определенная на k-мерном
симплексе, равна

(1)

Распределение (1) как модель отражает резуль-
тат совместной реализации n – 1 независимых
процессов xj, протекающих со скоростями (ин-
тенсивностями) vj, и противоположного им по

смыслу процесса , протекающего со
скоростью vn [15]. В этом смысле распределение
информационно эквивалентно объекту любой
природы и степени сложности. Если рассматри-
вать состояние исследуемого объекта как резуль-
тат совместной реализации двух независимых и
противоположных по смыслу процессов: x, про-
текающего со скоростью (интенсивностью) v1, и
противоположного ему процесса 1 – х, протекаю-
щего со скоростью v2, то в качестве статистиче-
ской модели такой системы может быть выбрано
определенное на одномерном симплексе распре-
деление Дирихле – бета-распределение с функ-
цией плотности вероятности

(2)

В (1) и (2)  – гамма-функция. Выражение
для энтропии функции плотности вероятностей
распределения Дирихле в соответствии с опреде-
лением [18]

где  – функция плотности вероятности рас-
пределения случайной величины, можно пред-
ставить выражением [19]

(3)
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в котором слагаемое

(4)

представляет собой отвечающее второму закону
термодинамики производство энтропии, а слага-
емое

(5)
представляет собой поток энтропии, характери-
зующий процессы взаимодействия с внешней

средой. Здесь  – логарифмиче-

ская производная гамма-функции (пси-функция
Эйлера). При  (случай бета-распределения)
поток энтропии (5) имеет положительное значе-
ние при любых значениях , а при  он может
принимать как положительные, так и отрица-
тельные значения.

Поскольку для возникновения согласованно-
го во времени поведения необходимы тримолеку-
лярные реакции или процессы более высокого
порядка [20, 21], то условие  при 
для энтропии (5) может быть использовано для
построения критериев процессов самоорганиза-
ции и процессов возникновения диссипативных
структур, характеризующих определенный уро-
вень в иерархическом описании системы. Поэто-
му за диагностический критерий состояния про-
цессов был принят параметр самоорганизации, в
качестве которого выбрано отношение

(6)

в котором  – суммарно взвешенное коли-
чество  выявленных в анализируемом числовом
ряде зарегистрированного сигнала АЭ моделей
Дирихле -ой размерности, имеющих отрица-
тельное значение внешней (потока) энтропии (5),
а  – сумма суммарно взвешен-
ного количества моделей Дирихле, имеющих от-
рицательное и положительное значение внешней
энтропии. В качестве меры структуры параметра
самоорганизации принята величина  вклада в
значение параметра самоорганизации моделей
Дирихле каждой i-ой размерности

(7)

Так как распределение (1) полностью опреде-
лено скоростями независимых процессов , то
построенный на его базе критерий состояния ин-
вариантен не только к виду состояния, но и типу
процессов, обеспечивая единство оценочного ал-
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горитма для различных целевых состояний систе-
мы (см. например, [22, 23]).

Методически результат вычисления диагно-
стического параметра самоорганизации состоя-
ния процесса с использованием распределения
Дирихле достигается тем, что предварительно
оцифрованный временной ряд объема N непре-
рывно-скользящим смещением с шагом на одно
значение выборки m разбивается на последова-
тельность выборок mi, где i = 1…N – m. Для каж-
дой выборки mi определяются показатель асим-

метрии  и показатель эксцесса

, для которых ,  и  – выбороч-
ные значения второго, третьего и четвертого цен-
тральных моментов, соответственно. По получен-
ным значениям  и  для выборок mi проводят
оценку параметров формы бета-распределений
(одномерных распределений Дирихле) как [15]

(8)

Если значение (8) меньше нуля, то начальная вы-
борка mi смещается на один шаг, и операции вы-
числения повторяются до момента выполнения
условия  > 0 (“захват модели”). Далее операции
смещения выборки и вычисления параметра 
повторяются до окончания числовой последова-
тельности временного ряда. Если при смещении
выборки после “захвата модели” имеет место  <
0, то операции вычисления (8) проводятся с ис-
ключением и заменой последнего значения вы-
борки следующим за ним значением числового
ряда xn + 1 до момента  > 0. Используя свойство
распределения Дирихле, согласно которому [24]
если  – векторная случайная величина
имеет k-мерное распределение Дирихле

, то сумма  имеет бета-рас-
пределение . При этом осуществ-
ляют переход от последовательности бета-распре-
делений к многомерным распределениям Дирихле.
Этот переход проводят путем формирования выборок
mj, каждый член которой yi равен сумме одноименных

членов исходных mi выборок , с по-
следующим вычислением значений параметра
формы  для бета-распределения 
в соответствии с (8) и для распределения Дирихле

 в соответствии с внешней энтропией (5).
Формирование выборок, каждый член которой ра-
вен сумме одноименных членов ,
продолжается до получения значения внешней
энтропии (8) распределения Дирихле нужной
размерности.

β = μ μ2 3
1( ) 3 2i

β = μ μ2
2( ) 4 2i μ2 μ3 μ4

β1( )i 2( )β i
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6( 1)
.
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+ +1( ... )kBe x x
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МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Информационно-статистический метод был
апробирован при анализе сигналов АЭ ультразву-
кового диапазона, сформировавшихся при стати-
ческом нагружении плоского образца № 21 по
ГОСТ 1497-84 из стали 20 в нормализованном со-
стоянии с перлитно-ферритной структурой. Из-
меренные механические характеристики объекта
исследования составили: предел прочности σв =
= 442 МПа; условный предел текучести σ0,2 = 275 МПа;
относительное удлинение δ = 27%. Химический
состав исследуемого материала в процентном со-
отношении: С = 0.19%, Mn = 0.45%, Si = 0.2%,
Cr = 0.08%, Ni = 0.06%, Cu = 0.05%, S = 0.02%,
P = 0.01%.

Испытание на растяжение с одновременной
регистрацией акустической эмиссии проводили
на универсальной испытательной машине фир-
мы Tinius OIlsen Ltd, модель H100KU при скоро-
сти перемещения активного захвата 0.05 м/мин.
Изменение во времени действующего на испыту-
емый образец напряжения регистрировалось с
точностью 0.5% средствами испытательной ма-
шины. Деформация образца измерялась экстензо-
метром модели 3542 с базой 50 мм и разрешающей
способностью системы измерения деформации
0.0001 мм. Регистрация сигналов АЭ проводилась
широкополосным датчиком GT350 фирмы Global
Test с рабочим диапазоном частот 100–800 кГц.
Полученный сигнал оцифровывался с помощью
шестнадцатиканальной платы сбора данных Na-
tional Instruments NI 6363 с частотой дискретиза-
ции 1 МГц/канал с последующим сохранением
результатов в виде временного ряда в памяти ком-
пьютера.

Объем зарегистрированного временного ряда
сигнала АЭ за время испытания составил 1048576
значений. В качестве информативного параметра
для последующей обработки использовали рав-
ную квадрату амплитуды интенсивность АЭ излу-
чения. После отсечения шумовой компоненты

порогом 0.001 мВ2 (максимально зарегистриро-
ванная интенсивность АЭ сигнала без механиче-
ского воздействия на образец) временной ряд
сигналов АЭ сократился до 578 значений.

Значительное превышение квадрата амплитуды
сигнала АЭ над уровнем шума до 12 и 8 дБ обна-
ружено в области начала пластической деформа-
ции (площадка текучести) и в зоне максимального
деформационного упрочнения (рис. 1). На на-
чальной стадии пластической деформации происхо-
дит увеличение плотности дислокаций, их само-
организация и формирование дислокационной
ячеистой структуры с критической плотностью
дислокаций. Область максимального деформа-
ционного упрочнения характеризуется возник-
новением несплошностей, деструкцией материала
и образованием фрагментированной мезострук-
туры [25].

Сравнительный анализ сигнала АЭ для обла-
сти начала пластической деформации и области
максимального деформационного упрочнения
проводился по величине информационной эн-
тропии, фрактальной размерности и параметру
самоорганизации.

Расчет информационной энтропии сигнала
проводился по стандартному алгоритму [26]:

(9)

где  – вероятность i-го уровня квадрата ампли-
туды сигнала. Средствами Microsoft Excel были
построены гистограммы распределения по веро-
ятности квадрата амплитуды сигнала АЭ для зоны
площадки текучести и зоны максимального упроч-
нения, которые представлены на рис. 2, где по оси
абсцисс отображены интервалы разбиения выбор-
ки сигнала АЭ, а по оси ординат вероятности попа-
дания значений сигнала АЭ в этот интервал.

Определение фрактальной размерности квад-
рата амплитуды сигнала АЭ указанных выше зон
пластической деформации производилось по ал-
горитму D = 2 – H, где D – фрактальная размер-
ность, а H – показатель Херста, который опреде-
ляется методом нормированного размаха [27] как

(10)

где S – стандартное отклонение, n – объем значе-
ний анализируемого числового ряда, R представ-
ляет собой разность между максимальным и ми-
нимальным отклонениями значений числового
ряда Ai от среднего Aср:

(11)

Вычисление значения параметра самооргани-
зации проводилось по методике, изложенной вы-
ше в соответствии с (6), а его структуры как (7)
при объеме выборки m, равном 24.

= −inf ln ,i iS p p

ip

=
π

ln
,

ln 2
R S

H
n

( ) ( )= − − −ср срmax min .i iR A A A A

Рис. 1. Диаграмма деформирования стали 20 и интен-
сивность сигнала АЭ.
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Следует отметить, что значения информаци-
онной энтропии, фрактальной размерности и пара-
метра самоорганизации амплитудного распределе-
ния отличаются техническими, количественными
и качественными характеристиками. Поэтому
для исключения влияния физической сущности и
размерности критериев на результаты сравнения
параметров сигнала АЭ полученные натуральные
значения были преобразованы с использованием
функции Харрингтона в единую безразмерную
шкалу желательности по формуле [28]

(12)

Здесь Y – натуральное значение параметра, b –
минимально возможное, а с – максимально возмож-
ное его значение. Для параметра самоорганизации

, фрактальной размерности  и
информационной энтропии , где
n – число состояний. Для области начала пласти-
ческой деформации (см. рис. 2) n = 7, а для зоны
максимального деформационного упрочнения
n = 6.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Полученные значения информационной эн-
тропии Sinf, фрактальной размерности D и пара-
метра самоорганизации Kc амплитудного распре-
деления сигнала АЭ для области площадки теку-
чести и области максимального упрочнения в
натуральном выражении и обобщенных инте-
гральных показателях приведены в табл. 1.

( )   −= − − −   −   

1.927

exp exp 9 2 .Y bd
c b

≤ ≤0 1cK ≤ ≤1 2D
( )≤ ≤inf0 lnS n

На рис. 3 представлена структура параметра
самоорганизации амплитудного распределения
сигнала АЭ для области площадки текучести и об-
ласти максимального упрочнения.

Как видно из результатов, приведенных в табл. 1,
информационная энтропия Sinf, фрактальная раз-
мерность D и параметр самоорганизации Kc сиг-
нала АЭ для области максимального упрочнения
имеют меньшие значения, чем в области пласти-
ческой деформации. Однако, за значимые изме-
нения можно принять только изменения для ин-
формационной энтропии Sinf и параметра само-
организации Kc, так как значения этих величин
для области пластической деформации и области
максимального упрочнения определяются раз-
ными значениями на “сильной” шкале Харринг-
тона. Причем, если значения Sinf различаются как

Рис. 2. Гистограммы распределения по вероятности сигналов АЭ: (a) – область площадки текучести, (б) – область
максимального упрочнения.
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Рис. 3. Структура параметра самоорганизации ампли-
тудного распределения сигнала АЭ для области пло-
щадки текучести и области максимального упрочнения.
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очень хорошо-удовлетворительно, то значения па-
раметра самоорганизации Kc различаются силь-
нее как очень хорошо-очень плохо.

Уменьшение информационной энтропии Sinf и
фрактальной размерности D свидетельствует о
том, что в результате деформационного упрочне-
ния сигнал АЭ становится менее хаотичным и ме-
нее кластеризованным. Это подтверждает и
внешний вид гистограмм на рис. 3. В то же время,
если рассматривать сигнал АЭ как отображение
сменяемости стадий процесса самоорганизации
дислокационной структуры, то уменьшение зна-
чения параметра самоорганизации Kc свидетель-
ствует о снижении способности фрагментиро-
ванной структуры материала зоны разрушения к
самоорганизации в результате внешнего воздей-
ствия.

При переходе в зону максимального упрочне-
ния изменяются механизм пластической дефор-
мации и условия формирования сигнала АЭ.
В области площадки текучести за формирование
параметра самоорганизации Kc сигнала АЭ отве-
чает десятимерная модель – одиннадцать процес-
сов рождения-гибели n в терминах распределения
Дирихле (рис. 3). В зоне максимального упрочне-
ния формирование параметра самоорганизации
Kc определяется только вкладом пятимерной мо-
дели – шести процессов рождения-гибели. По-
следнее свидетельствует о том, что формирование
фрагментированной мезоструктуры в области
максимального упрочнения снижает количество
процессов, связанных с высвобождением накоп-
ленной упругой энергии и ответственных за фор-
мирование сигнала АЭ.

ВЫВОДЫ
1. Настоящая работа дает основание предло-

жить новый информационно-статистический
подход, позволяющий рассматривать АЭ с пози-
ции синергетики на основе структурно-инфор-
мационных критериев и их связи с процессами
деформационного упрочнения.

2. Проведенное исследование свидетельствует
о возможности применения статистической мо-
дели распределения Дирихле в качестве модели
процессов, связанных с появлением сигналов АЭ
от источников зарождающихся и развивающихся
дефектов, что позволяет использовать его для
определения количественной интегральной меры
оценки по наблюдаемым сигналам АЭ процесса
пластической деформации.

3. Предложенные интегральные информаци-
онно-статистические параметры самоорганиза-
ции являются наиболее информативными при
описании процессов, связанных с АЭ, и могут
быть использованы при штатных испытаниях из-
делий из конструкционных углеродистых сталей
с перлитно-ферритной структурой.

Работа выполнена в рамках государственного
задания ИПФ РАН на проведение фундаменталь-
ных научных исследований на 2021–2023 гг. по
теме № 0030-2021-0025.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Подтверждение личности по голосу (верифи-

кация, аутентификация) является важным эле-
ментом систем удаленного доступа к источникам
информации, управления финансовыми или тех-
нологическими процессами. К алгоритмам вери-
фикации предъявляются противоречивые требо-
вания, такие как удобство для пользователя,
устойчивость к изменениям голоса пользователя
и характеристикам микрофонов, а также проти-
водействие подмене голоса пользователя само-
званцем.

Существует несколько способов взлома
(spoofing) системы верификации диктора помимо
вторжения в процесс принятия решения на ко-
нечном этапе:

1. имитация голоса целевого пользователя дру-
гим человеком,

2. запись речи целевого пользователя с после-
дующим воспроизведением,

3. перехват речевого сигнала в канале связи,
4. преобразование голоса самозванца к голосу

целевого пользователя с помощью вокодерной
технологии или машинного обучения (Voice Con-
vertion),

5. формирование модели голоса целевого дик-
тора методами машинного обучения с помощью
компиляционного синтезатора.

Методы борьбы (anti-spoofing) с попытками
взлома систем верификации рассматриваются в
[1–5]. Очевидно, что не может быть создано абсо-
лютно надежной защиты от проникновения са-
мозванца в систему верификации. Можно лишь
рассчитывать на разработку такой защиты, пре-
одоление которой обойдется злоумышленнику
дороже, чем ожидаемая выгода. Необходимо так-
же располагать системами защиты различной
сложности с тем, чтобы учитывать риск, т.е. веро-
ятность попытки взлома и возможные потери.

Имитация голоса пользователя не требует спе-
циальных технических средств, за исключением
формирования речевой базы для тренировки
имитатора. Такая имитация наиболее опасна для
систем, в которых для верификации используют-
ся параметры голосового источника, в том числе
и частота основного тона. Эта частота довольно
легко воспроизводится, увеличивая риск пропус-
ка самозванца. При этом успех имитации зависит
не только от способностей имитатора, но и от
особенностей голоса целевого пользователя [6, 7].
Преобразование голоса самозванца в голос целе-
вого пользователя и синтез голоса целевого поль-
зователя наиболее сложны с технической точки
зрения, но и наиболее опасны, поскольку методы
машинного обучения позволяют воспроизвести
характерные особенности голоса [8, 9].

Воспроизведение подслушанной речи пользо-
вателя (replay) требует минимум технических
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средств. Этот прием особенно опасен для систем
верификации с фиксированным паролем, и даже
для произвольных паролей ошибка может дохо-
дить до 100% [10–13]. Разработка методов проти-
водействия атаке системы верификации диктора
посредством воспроизведения подслушанного
сигнала должна основываться на объективных
различиях сигналов, записанных и воспроизве-
денных на разных расстояниях. Такие различия,
как правило, ищут экспериментально, перебирая
варианты формирования параметров речевого
сигнала.

Обзор параметров, влияющих на восприятие
расстояния до источника звука в помещении, был
представлен в [14]. В [15–17] сообщается, что на
восприятие расстояния влияет энергия в спек-
тральной области ниже 500 Гц и отношение энер-
гии прямого сигнала к реверберирующему.

Реверберация помещения тем больше искажа-
ет сигнал, чем на большем расстоянии от диктора
производится запись. В [18] установлено, что в
помещении с умеренной реверберацией (с за-
держкой около 6 мс) гистограмма энергии рече-
вых сигналов длительностью 2 с смещается в сто-
рону низких частот, а степень реверберации мож-
но оценить по распределению энергии сигнал-
остатка при линейном предсказании.

Вместе с тем, эксперименты по восприятию
расстояния в ближнем (<1 м) и дальнем акустиче-
ском поле в свободном пространстве и помеще-
ниях с реверберацией демонстрируют противоре-
чивые результаты в зависимости от спектра звука
и отношения энергии в полосе частот ниже 3 кГц
к энергии в высокочастотной области [19]. В дру-
гих экспериментах обнаруживается, что важно не
только относительное изменение объективных
параметров речевого сигнала в зависимости от
расстояния до источника звука. Так, в [20] было
установлено, что оценка человеком расстояния
до источника неизвестного звука выполняется с
большой погрешностью, тогда как для известных
звуков погрешность заметно меньше. Парное
восприятие одного и того же слова, записанного
на разных расстояниях от диктора, обычно позво-
ляет лучше ощутить разницу в условиях записи.

Простейший детектор попытки воспроизведе-
ния состоит в сравнении принятого пароля с од-
ним из сохраненных в базе обучения пользовате-
ля. Если мера сходства оказывается выше некото-
рого порога, то регистрируется попытка взлома.
В системе [21] с этой целью пользователю предла-
гается дважды произнести одно и то же слово в
парольной фразе. Этот прием основан на том
факте, что многократно произнесенные слова
всегда несколько отличаются друг от друга. Если
записанные самозванцем сигналы не подверга-
ются преднамеренному небольшому искажению
или не используется многократная запись одного

и того же пароля, то вероятность успеха такой
атаки существенно снижается. Другой детектор
попытки воспроизведения записанного сигнала
основан на искажении этого сигнала вследствие
повторного наложения шумов и реверберации
помещения (особенно в случае записи в одном
помещении, а воспроизведения – в другом), в ре-
зультате чего искажается амплитудный спектр
сигнала и пауз [12].

Детектирование воспроизведения записанно-
го речевого сигнала выполняется либо путем ста-
тистического анализа различных амплитудно-ча-
стотных характеристик, либо на основе различия
в акустике исходного и воспроизведенного сиг-
нала. В [22] обращают внимание на двойное пре-
образование аналог-цифра и цифра-аналог при
записи и воспроизведении речевого сигнала, что
приводит к искажению спектра в полосе частот
6–8 кГц при частоте отсчетов 16 кГц. В [23] рас-
сматриваются характеристики амплитудной и ча-
стотной модуляции на выходе гребенки фильтров
Габора. Такая же гребенка фильтров использует-
ся в [24], где исследуется влияние реверберации
на характеристики так называемого нелинейного
оператора Тигера [25]. В [26] сравниваются пики
траекторий гармоник исходного и записанного
сигналов. Наряду с параметрами кратковремен-
ного спектра мощности, для детектирования вос-
произведения применяются и фазовые характе-
ристики, такие как групповая задержка с норми-
ровкой фазы [27, 28]. В [29] исследовалась роль
линейной компоненты фазы в оценке параметров
речевого сигнала.

Несмотря на значительные усилия по разра-
ботке методов противодействия взлома системы
верификации диктора с помощью воспроизведения
записанного сигнала, эта проблема требует даль-
нейшего теоретического и экспериментального ис-
следования. Одно из перспективных направлений
состоит в анализе фазовых характеристик.

2. МАТЕМАТИЧЕСИКЕ МОДЕЛИ
Анализ акустики ближнего и дальнего поля

может указать на параметры речевого сигнала,
которые наиболее перспективны для обнаруже-
ния записанного сигнала. Предположим, что при
атаке на систему верификации записанный сиг-
нал воспроизводится примерно на том же рассто-
янии от микрофона системы, что и целевой дик-
тор при стандартной процедуре. Тогда отличие
заключается в расстоянии до микрофона зло-
умышленника. Кроме того, тип микрофона зло-
умышленника может отличаться от типа микро-
фона системы верификации. Рассмотрим случай,
когда при обучении и верификации расстояние
от пользователя до микрофона не больше 20 см, а
расстояние до микрофона злоумышленника су-
щественно больше 20 см.
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В качестве приемников звука используются
различные виды микрофонов: угольные, пьезо-
электрические, электродинамические, электро-
магнитные, ленточные и конденсаторные; пря-
мого и дифференциального действия. В зависи-
мости от конструкции микрофон может быть
приемником звукового давления, градиента дав-
ления, скорости или ускорения колебаний воз-
душных частиц. Наиболее качественные микро-
фоны представлены конденсаторным типом, в
котором электрический сигнал создается измене-
нием емкости конденсатора, представляющего
собой две мембраны. Если одна из мембран непо-
движна, а другая колеблется под воздействием
акустической волны, то такой микрофон являет-
ся приемником давления. Если и другая мембра-
на колеблется под влиянием акустической волны,
приходящей с обратной стороны микрофона, то
такой микрофон является приемником градиента
давления.

В качестве модели механизма распростране-
ния речевого сигнала в пространстве примем мо-
дель колебаний поверхности сферы. Уравнение
сферической распространяющейся волны аку-
стического давления P есть

(1)

где r – расстояние от центра сферы,  – радиус
сферы, t – время,  – скорость звука в воздухе.
Акустическое давление P и радиальная скорость
колебаний воздушных частиц V связаны соотно-
шениями

(2)

(3)

 – плотность воздуха. Решение уравнения (1)
для расходящихся волн давления и скорости име-
ет вид:

(4)

(5)

Из (4) и (5) получается связь между скоростью и
давлением в расходящейся волне

(6)

Из (6) следует, что скорость частиц воздуха V
на больших расстояниях от поверхности сферы
при  почти пропорциональна акустическо-
му давлению P, тогда как на малых расстояниях V
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зависит и от давления и от его интеграла. Инте-
грирование в (6) приводит также и к сдвигу фазы
волны. Сравнение (4) и (5) позволяет уточнить
эти выводы. Дифференцирование по времени эк-
вивалентно умножению на частоту в спектраль-
ной области. Поэтому на высоких частотах в (5)
доминирует второй член, и на всех расстояниях
разница между давлением и скоростью мала, что
препятствует обнаружению разницы в расстоя-
нии микрофона от диктора. На низких частотах в
(5) доминирует первый член, и скорость суще-
ственно отличается от давления. Более конкрет-
ная оценка диапазона частот, в котором эта раз-
ница может быть обнаружена, основана на поня-
тиях ближнего и дальнего акустического поля,
которые описывают эффекты дифракции акусти-
ческих волн в зависимости от размера источника
звука и длины волны.

Пусть сфера радиуса  пульсирует по гармони-
ческому закону как , где  – ра-
диальная скорость ее поверхности, а K – волно-
вое число, ,  – частота. Тогда для гар-
монических колебаний решение волнового
уравнения (1) относительно давления и скорости
при произвольном K есть [30]

(7)

(8)

В ближнем акустическом поле, т.е. при   1,

Конкретизируя условие ближнего поля как  = 0.1,
оценим максимальную частоту ,
для которой выполняется условие ближнего по-
ля. При  = 10 см (что примерно соответствует
среднему радиусу головы),  Гц, а при  =
= 1 см (что примерно соответствует эквивалент-
ному радиусу ротового отверстия),  Гц.
Последняя оценка близка к данным [15], соглас-
но которым восприятие человеком расстояния до
источника звука определяется компонентами
сигнала в диапазоне частот ниже 500 Гц. На рис. 1
показаны амплитудно-частотные характеристи-
ки отношения , из которых следует,
что в свободном пространстве высокочастотные
компоненты давления (7) и скорости (8) для уда-
ленного сигнала значительно ниже, чем в ближ-
нем поле. Отношение средней амплитуды в диа-
пазоне частот от 4–8 кГц к средней амплитуде в
диапазоне частот ниже 500 Гц для дальнего поля
равно 23.1, а для ближнего поля – 11.5. На очень
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малых расстояниях скорость (8) обратно пропор-
циональна расстоянию, поскольку

Еще одно отличие оригинального сигнала от
воспроизведенного состоит в искажении характе-
ристик излучения. Поскольку отношение радиуса
ротового отверстия к диаметру головы находится
в диапазоне 0.08–0.14 [30], то свойства излучения
речевого сигнала из ротового отверстия близки к
свойствам излучения поршня, вставленного в
бесконечный экран. Удельный безразмерный им-
педанс такого излучения, по [31], аппроксимиру-
ется как

(9)

где h – эквивалентный радиус ротового отвер-
стия,  – функция Бесселя первого рода,  –
функция Бесселя второго рода. С погрешностью
около 10% (9) приводится к равенству, которое
легко интерпретируется

(10)

Из (10) следует, что потери на излучение, а сле-
довательно, и затухание компонент сигнала про-
порциональны квадрату частоты и эквивалентно-
му радиусу раскрытия ротового отверстия. В то же
время, умножение на ω соответствует дифферен-
цированию сигнала, что приводит к возрастанию
амплитуд частотных компонент сигнала пропор-
ционально частоте и сдвигу фаз.

Новый подход к разработке систем детектиро-
вания попытки проникновения в систему вери-
фикации диктора может быть основан на свой-

→
− ⎯⎯⎯→ ∞0
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ствах уравнения (6). Из этого уравнения следует,
что разница в расстояниях до близкого и удален-
ного микрофона обнаруживается, если речевой
сигнал принимается одновременно двумя микро-
фонами – приемниками звукового давления и
скорости колебаний. Тогда, обозначив разность
между нормированными сигналами, пропорцио-
нальными давлению P и V, как ,
получим оценку расстояния до источника звука

В воспроизводимом сигнале на характеристи-
ки излучения оригинального сигнала накладыва-
ются характеристики излучения динамика вос-
производящего устройства. Поэтому в спектрах
оригинального и воспроизведенного речевого
сигнала следует ожидать различия в высокоча-
стотной области спектра.

3. ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Эксперименты по обнаружению отличий меж-

ду речевыми сигналами выполнялись на записях
вблизи от микрофона и на некотором удалении от
него. Эти записи производились в осеннем лесу и
жилой комнате с размерами 12 × 3 ×2.5 м. Ис-
пользовались три типа микрофонов: профессио-
нальный направленный микрофон с шумоподав-
лением и встроенным преобразователем ана-
лог-цифра, встроенный микрофон ноутбука и
смартфон.

При этом расстояние от диктора до микрофо-
на ноутбука составляло около 20 см. Для симуля-
ции подслушивания использовались направлен-
ный микрофон и смартфон, расположенные на
расстоянии около 5, 20 и 80 см от диктора. В экс-
периментах по воспроизведению записанных на
смартфон речевых сигналов на расстоянии около
80 см, эти сигналы записывались либо на направ-
ленный микрофон, либо на микрофон ноутбука
при положении ноутбука на расстоянии около 20 см.

Речевой материал состоял из последователь-
ности слогов /ата этэ ото уту ити ыты/ с ударе-
нием на последнем гласном. Последовательность
звуков произносилась как одна фраза с неболь-
шими паузами между слогами. В комнате запись
выполнялась параллельно на пары микрофонов
“направленный микрофон/смартфон” и “ноут-
бук/смартфон” на разных расстояниях от диктора
и друг от друга. В записях участвовал один диктор
мужского пола. Обработка речевого сигнала за-
ключалась в вычислении кратковременного спек-
тра Фурье (КПФ) с гауссовым окном на интервале
в 256 отсчетов при частоте отсчетов 16 кГц со сдви-
гом окна на 1 отсчет на всем сегменте последнего
гласного каждого слога и последующем анализе
параметров амплитудного и фазового спектра.

Δ = − ρ0 0PV V P c

−∞

=
ρ Δ 

0

1 .
t

PV

r Pdt

Рис. 1. Амплитудно-частотная характеристика ком-
понент акустической волны в ближнем поле (─) и
дальнем поле (---). По оси ординат – условные еди-
ницы.
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При записи речевых сигналов в лесу для каж-
дого положения микрофона фраза с последова-
тельностью слогов произносилась заново. Поэто-
му в характеристиках звуков могли присутство-
вать естественные различия в длительности
записи и параметрах речевого сигнала (рис. 2,
слог /ата/). При записи в помещении одно и то
же произнесение одновременно регистрирова-
лось двумя микрофонами на разных расстояниях
от диктора. Это исключает естественные вариа-
ции произнесения при поиске наиболее инфор-
мативных различий, связанных с типом и распо-
ложением подслушивающего микрофона.

Первый цикл экспериментов был выполнен
для записей в лесу. Цель этих экспериментов со-
стояла в оценке различий в амплитудном и фазо-
вом спектре при распространении речевого сиг-
нала в свободном пространстве без влияния ре-
верберации.

На рис. 3 показаны амплитудные и фазовые
спектры последнего (ударного) гласного /а/ в
слогах, записанных в лесу на расстоянии 5, 20 и 80 см.
На интервале гласного амплитудный спектр
усреднялся, нормировался к максимуму, и затем
из него вычиталась постоянная составляющая,
равная 0.3. Фазовые спектры вычислялись двумя
способами. В первом способе фаза находилась
также по комплексному спектру кратковремен-
ного преобразования Фурье (КПФ), и затем
усреднялась на интервале гласного. Во втором
способе комплексный спектр вычислялся через
быстрое преобразование Фурье (БПФ) на всем
интервале гласного.

В экспериментах с записью речевых сигналов
в лесу было обнаружено, что наибольшее отличие
амплитудных спектров гласных заключается в от-

ношении среднего уровня амплитуд в диапазоне
частот 4–6 и 3–4 кГц. Фазовые спектры различа-
ются по среднему наклону в диапазоне частот 4–
8 кГц. В соответствии с этим явлением были
сформированы параметры  и

, где  – среднее значение амплитудного
спектра в диапазоне частот 3–4 кГц,  – сред-
нее значение амплитудного спектра в диапазоне
частот 4–6 кГц,  – средний наклон фазы, вы-
численной по БПФ в диапазоне частот 4–8 кГц, r =
= 5, 20 и 80 см. Этот параметр лучше описывает не-
линейность фазового спектра. Различие между
фазовыми спектрами, вычисленными по КПФ,
оказалось незначительным. Поэтому в табл. 1 эти
параметры не показаны.

Представленные в табл. 1 данные свидетель-
ствуют о заметном различии параметров  и 
для сигналов, записанных на разных расстояни-
ях, но характер и степень различия зависит от ти-
па гласного.

δ = − 4,6 3,41 ( )rA A A

rm 3,4A

4,6A

rm

δ rA rm

Рис. 2. Сонограммы трех произнесений слога /ата/ на разных расстояниях от микрофона: (а) – r = 5 см, (б) – r = 20 см,
(в) – r = 80 см.
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Таблица 1. Параметры амплитудных и фазовых спек-
тров в свободном пространстве, , %

Лес а э о у и ы

4.0 6.2 –2.6 –23.7 1.8 –3.6

13.2 10.9 7.8 0.9 7.8 5.6

20.0 23.1 –12.2 –7.3 17.5 9.8

17.4 18.1 11.7 15.5 11.6 4.8

25.2 29.6 19.5 29.9 22.1 15.0

28.1 27.6 24.3 18.5 13.4 17.7

δA

δ 5A

δ 20A

δ 80A

5m

20m

80m
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Если в помещении микрофон расположен до-
статочно далеко от диктора, то обычно возникает
субъективное ощущение отклика помещения (ре-
верберации). При этом характеристики одного и
того же слога при многократном произнесении
различаются не только в силу естественной вари-
ации артикуляции, но также и из-за вариации
расстояния и направления на микрофон. В табл. 2
приведены диапазоны оценок амплитудных и фа-
зовых параметров речевых сигналов, записанных
через смартфон, который находится на расстоя-
нии около 20 или 80 см от диктора. Видно, что эти
диапазоны в значительной степени перекрыва-
ются, но для некоторых гласных одна из границ
заметно смещена в зависимости от расстояния до
микрофона.

Различие между разными типами микрофонов
при одновременной записи речевого сигнала ил-
люстрируется табл. 3–6, где жирными цифрами
отмечены параметры, отличающиеся примерно в
1.5 раза. Здесь наибольшее различие в типах мик-
рофона обнаруживается на малом расстоянии от
диктора.

В дополнение к параметрам, описывающим
отношение средних амплитуд в диапазонах 3–4 и
4–8 кГц между оригинальной и воспроизведен-
ной записью (  и ), при анализе характе-
ристик воспроизведенного сигнала обнаружи-
лась разница средних амплитуд в диапазонах 0–1
и 1–8 кГц (  и ), где 
(рис. 4). Это связано с отмеченной в разделе 2 раз-

origδA replδA

origrA replrA = − 0,1 1,81 ( )rrA A A

Рис. 3. Слог /а/: (а) – амплитудный спектр; (б) – фазовый спектр по КПФ; (в) – фазовый спектр по БПФ. Микрофон
на расстоянии 5 см (—), 20 см (---), 80 см (-•-).
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Таблица 2. Параметры амплитудных и фазовых спек-
тров в помещении. Смартфон, , %
Комната а э о у и ы

11, 24 18, 36 17, 29 –19, –3 –1, 21 –19, –4
11, 34 18, 23 18, 26 –19, 2 –1, 13 –22, 6
11, 19 20, 35 13, 26 7, 14 14, 19 11, 14
15, 34 15, 33 14, 18 7, 14 9, 20 9, 13

δA

δ 20A
δ 100A

20m

100m

Таблица 3. Одновременная запись через направлен-
ный микрофон и смартфон. Расстояние до диктора
около 20 см. , %

Комната а э о у и ы

20.9 30.8 29.2 –3.0 21.1 –8.5

11.4 18.2 20.6 –18.8 –0.8 –19.4

18.6 34.7 18.2 14.5 18.2 14.1

17.3 31.1 18.1 7.3 10.9 11.9

δA

δ 20A

δ 80A

20m

80m

Таблица 4. Одновременная запись через направлен-
ный микрофон на расстоянии около 20 см и смартфон
на расстоянии около 80 см. , %

Комната а э о у и ы

14.9 16.2 21.4 –20.0 7.4 –5.3

16.6 18.8 20.4 –19.5 –1.1 –22.4

30.8 30.9 26.8 16.5 29.8 13.2

29.9 32.9 13.9 9.5 9.5 9.5

δA

δ 20A

δ 80A

20m

80m
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ницей в уровне низкочастотных компонент в
ближнем и дальнем поле.

Сравнительные характеристики записи через
направленный микрофон и микрофон ноутбука
при воспроизведении на расстоянии около 20 см
сигналов от смартфона, записанных на расстоя-
нии около 1 м, показаны в табл. 7 и 8. Здесь пара-
метры ,  и  представлены дваждыδ origA origrA origm

для двух независимых сессий, так что отобража-
ются естественные вариации параметров разных
произнесений.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Обнаруженные особенности амплитудного
спектра в зависимости от расстояния между мик-
рофоном и диктором согласуются с высказанны-
ми ранее предположениями о роли низкочастот-
ных и высокочастотных компонент в восприятии
расстояния до источника звука [15]. Подтвержда-
ются также результаты экспериментов [20], сви-
детельствующие о возможности оценки расстоя-
ния до источника звука при сопоставлении ха-
рактеристик конкретного звукового образа. На
это указывает зависимость параметров речевого
сигнала от типа гласного, которая найдена в опи-
санных экспериментах.

Помимо амплитудных характеристик, найдена
и зависимость линейной составляющей фазы от
расстояния до источника звука. Из сравнения
табл. 1 и 2 следует, что, в отличие от распростра-
нения звука в свободном пространстве, ревербе-
рация замкнутого помещения приводит к ухуд-
шению различия амплитудных характеристик в
зависимости от расстояния до источника звука.
При этом различимость фазовых параметров не
ухудшается.

В результате формируется трехмерное про-
странство признаков ( ), в котором можно
попытаться детектировать попытку взлома систе-
мы верификации с помощью воспроизведения

δ, ,rA A m

Таблица 5. Одновременная запись через микрофон
ноутбука и смартфон. Расстояние до диктора около 20
см. , %

Комната а э о у и ы

11.6 22.9 24.1 4.5 8.6 3.4

20.2 30.2 17.6 14.4 12.4 –3.7

21.3 20.7 6.1 11.1 23.5 19.7

11.1 18.0 16.6 10.8 13.0 11.1

δA

δ 20A

δ 80A

20m

80m

Таблица 6. Одновременная запись через микрофон
ноутбука на расстоянии около 20 см и смартфон на
расстоянии около 100 см. , %

Комната а э о у и ы

18.1 18.9 29.2 3.9 21.8 –3.7

10.7 22.4 18.4 –14.7 12.6 –13.8

26.2 20.2 17.3 5.1 21.9 8.9

15.1 15.7 15.2 14.1 20.0 10.8

δA

δ 20A

δ 80A

20m

80m

Рис. 4. Слог /ата/: (а) – амплитудный спектр; (б) – фазовый спектр. Микрофон на расстоянии 20 см (—), 80 см (-•-).
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речевого сигнала, подслушанного на удалении от
диктора. Две компоненты этого пространства за-
висят только от амплитудного спектра принятого
сигнала. Это отношение среднего уровня ампли-
туд  в диапазоне частот 0–1 и 4–8 кГц, и
отношение  в диапазоне 4–6 и 3–4 кГц.
Третья компонента представляет собой линей-
ную составляющую среднего фазового спектра на
интервале частот 4–8 кГц. При этом необходимо
учитывать неоднократно отмеченную в речевых
исследованиях сильную зависимость фазового
спектра от параметров алгоритма преобразования
Фурье. Как показано на рис. 3, вид фазового
спектра может отличаться и диапазоном значе-
ний, и даже знаком. Это пространство признаков
должно быть сформировано отдельно для каждо-
го гласного, который используется в голосовом
пароле.

В дополнение к рассмотренным выше ампли-
тудным и фазовым параметрам, эта оценка может
послужить еще одним признаком при формиро-
вании детектора попытки взлома системы вери-
фикации диктора с помощью воспроизведения
подслушанного речевого сигнала.

Следует отметить, что даже тот крайне ограни-
ченный объем речевых данных, который исполь-
зовался в описанных экспериментах, указывает

0,1 4,8A A

4,6 3,4A A

на заметное перекрытие диапазонов параметров,
перспективных для обнаружения речевого сигна-
ла, записанного на большом расстоянии. Для того
чтобы оценить возможность успешного примене-
ния найденных параметров для защиты систем ве-
рификации диктора, необходимо выполнить ста-
тистически достоверные исследования с различ-
ными типами микрофонов.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Наблюдается различие в параметрах речевого

сигнала, записанного в ближнем акустическом
поле, и параметров этого же сигнала, записанно-
го в дальнем акустическом поле и воспроизведен-
ного в ближнем поле. В число этих параметров
входят относительные значения энергии спектра
в диапазонах низких, средних и высоких частот, а
также средний наклон линейной компоненты фа-
зового спектра в высокочастотной области. Сте-
пень различия зависит от типа гласного звука.
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Вера Александровна Хохлова, доктор физико-
математических наук, соруководитель Лаборато-
рии медицинского и промышленного ультразвука
МГУ им. М.В. Ломоносова в мае 2023 г. удостоена
почетной награды Акустического общества Аме-
рики (ASA) – Серебряной медали Рэлея–Гельм-
гольца – за достижения в области биомедицин-
ской и физической акустики. ASA объединяет бо-
лее 7000 ученых из разных стран и является во
многом наиболее авторитетным сообществом
акустиков. Серебряная медаль Рэлея–Гельмголь-
ца присуждается ученым как из США, так и из
других стран за выдающиеся успехи в междисци-
плинарных исследованиях по акустике. За трид-
цать с лишним лет существования медали Рэлея–
Гельмгольца ею впервые удостоен ученый, живу-
щий и работающий в России. Этой наградой бы-
ли отмечены многолетние успешные исследова-
ния В.А. Хохловой по использованию нелиней-
ных акустических эффектов в медицинских
приложениях ультразвука.

Вера Александровна поступила на физический
факультет МГУ после окончания в 1979 г. с золотой
медалью специальной физико-математической
школы № 2 г. Москвы и, еще будучи студенткой,
присоединилась к научной группе О.В. Руденко,
ныне заведующего кафедрой акустики, академи-
ка РАН. Группа специализировалась на нелиней-
ной акустике, которая стала основной областью
научной деятельности Веры Александровны.
В 1991 г. она защитила кандидатскую диссерта-
цию, посвященную статистическим свойствам
дифрагирующих и разрывных акустических волн

высокой интенсивности, а в 2012 г. – докторскую
диссертацию, в которой обобщила свои исследо-
вания по нелинейным волновым эффектам в фо-
кусированных пучках и неоднородных средах
применительно к задачам медицинской и атмо-
сферной акустики. В настоящее время В.А. Хох-
лова является признанным международным экс-
пертом в области биомедицинских приложений
высокоинтенсивного ультразвука и нелинейных
задач атмосферной акустики. Ее отличительной
сильной стороной является способность сочетать
физический эксперимент и методы численного
моделирования при решении важных задач, свя-
занных с общими свойствами и применением не-
линейных акустических волн. Научные интересы
Веры Александровны чрезвычайно многообраз-
ны, однако особенно она известна своими иссле-
дованиями в области неинвазивной хирургии с
помощью высокоинтенсивного фокусированно-
го ультразвука (HIFU) – одного из наиболее важ-
ных практических применений нелинейной аку-
стики. В частности, она является изобретателем
нового метода механического разрушения биоло-
гических тканей (гистотрипсии с кипением),
применяемого в различных медицинских прило-
жениях. Результаты исследований В.А. Хохловой
опубликованы в более чем 450 статьях в рефери-
руемых журналах, 2-х книгах; ею получено 7 па-
тентов. Вера Александровна постоянный автор
Акустического журнала. В.А. Хохлова является
членом Правления Российского акустического
общества, входит в редколлегию журнала Interna-
tional Journal of Hyperthermia, в течение 15 лет явля-
лась членом редколлегии журнала IEEE TUFFC,
многократно выступала с приглашенными докла-
дами и входила в программные комитеты наибо-
лее престижных международных и российских
конференций по акустике, являлась организато-
ром международных школ по терапевтическому
ультразвуку. Под ее руководством было защище-
но 10 кандидатских диссертаций и 40 дипломных
работ на физическом факультете МГУ им. М.В.
Ломоносова.

Коллеги и редколлегия Акустического журна-
ла сердечно поздравляют Веру Александровну с
заслуженной наградой и желают ей здоровья, бла-
гополучия и новых достижений в науке.
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