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1. ВВЕДЕНИЕ
Пылевая (комплексная) плазма представляет

собой частично ионизованный газ, содержащий
заряженные частицы вещества микронных раз-
меров (пыль). Такая плазма широко распростра-
нена в природе и образуется в ряде технологиче-
ских процессов [1–3]. Для моделирования дина-
мики частиц в комплексной плазме широко
используют методы, основанные на решении
уравнений Ланжевена для пылевых частиц с не-
которой эффективной температурой Тeff выше,
чем температура T окружающего их нейтрального
газа. (Уравнения Ланжевена принимают во вни-
мание необратимость исследуемых процессов,
позволяют учитывать влияние различных случай-
ных возмущений и трение частиц за счет толчков
атомов/молекул окружающего нейтрального га-
за.) Однако корректность такого подхода нужда-
ется в дополнительных исследованиях совмест-
ного действия броуновской силы и других слу-
чайных сил разной природы, присутствующих в
комплексной плазме. Наличие таких сил вызыва-
ет вопросы о применимости численных исследо-
ваний физических свойств комплексной плазмы
(процессов диффузии, перераспределения стоха-
стической кинетической энергии, коэффициен-
тов переноса, фазовых превращений и т.д. [1–6])
для анализа ее пылевой компоненты.

Большинство лабораторных исследований
пылевой плазмы проводится в газовых разрядах

различных типов [7–11]. Благодаря распределе-
нию концентрации ионов и электронов в центре
газоразрядных камер формируются эффективные
ловушки для отрицательно заряженных частиц
пыли [1–3]. Стохастическая энергия пылевых ча-
стиц (их “кинетическая температура”, Тeff) в та-
ких условиях может достигать ~0.5–5 эВ, что зна-
чительно выше температуры T окружающего их
газа, при этом распределение их скоростей соот-
ветствует функциям Максвелла с температурой
Тeff. Механизмы такого “аномального разогрева”
пылевых частиц обычно связывают с временны-
ми и/или пространственными изменениями их
зарядов в объеме неоднородной плазмы [12–17].

Флуктуации зарядов пылевых частиц, вызван-
ные случайной природой ионных и электронных
токов, заряжающих эти частицы, присущи лю-
бым типам плазмы [14]. В условиях лабораторной
газоразрядной плазмы дополнительная стохасти-
ческая энергия, ΔТ, для отдельной свободной
пылевой частицы (без учета ловушки), связанная
с этими флуктуациями может быть записана в
виде [14–17]

(1)
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характерной частотой ω ∝ а для частицы радиу-
сом а. Здесь E – напряженность электрического
поля, необходимая для равновесного положения
пылевой частицы в поле действующих сил. В ти-
пичных условиях экспериментов в плазме газовых
разрядов постоянного тока и высокочастотного
разряда для инертных газов с давлением Р ~ 0.01–1
Тор [1–3] и частицами размером а ~ 0.5–5 мкм ве-
личина ΔТ достигает значений много больших T
(ΔТ/T ~ 102–103), а отношение характерных частот

 может варьироваться от ~1 до 104 [15–18].

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
2.1. Основные соотношения

В настоящей работе исследуется влияние слу-
чайных сил, вызванных флуктуациями в ком-
плексной плазме, на динамику заряженных пы-
левых частиц.

Рассмотрим движение частицы в однородной
среде под воздействием двух независимых слу-
чайных сил различной природы: силы R, вызван-
ной, например, флуктуациями окружающей
плазмы; и силы Ланжевена, Fb, которая является
источником ее стохастического (теплового) дви-
жения с температурой T, например, броуновской
силы за счет случайных толчков молекул/атомов
окружающей среды. Скорость 
и смещение такой частицы x на одну степень сво-
боды в однородной среде для ловушки с характер-
ной частотой ω0 = (Qβ/M)1/2, где β – величина гра-
диента внешнего линейного электрического поля
Еx, можно найти из уравнения Ланжевена [1, 15, 16]:

(2)

Отметим, что именно возникновение случай-
ной силы (R) вследствие флуктуаций, δQ, заряда
частиц является источником дополнительной
стохастической энергии (1). Этот механизм по-
дробно описан в работах [1, 15, 16].

Подчеркнем, что в случае ω0 = 0 уравнение (2)
описывает движение “свободной” частицы.
В условиях локального термодинамического рав-
новесия среднее значение .

Автокорреляционная функция броуновской
силы  =  , где δ(t) – дельта-
функция, описывает дельта-коррелированный
гауссов процесс. Для моделирования таких стоха-
стических процессов могут быть использованы
случайные приращения силы, ΔFb, за время Δt,
которые согласно флуктуационно-диссипатив-
ной теореме можно представить в виде: ΔFb =
= ( )1/2ξ. Здесь и далее ξ – некоторая
случайная величина, распределенная по нор-
мальному закону со среднеквадратичным откло-
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нением равным 1, а Δt – шаг интегрирования
уравнений движения по времени [1–3].

Пусть сила R подчиняется уравнению [19, 20]

(3)

где ϑ – случайная величина ( ), автокорреля-

ционная функция которой, = ,
описывает дельта-коррелированный гауссов про-
цесс, а ω – характерная частота этого процесса.
Таким образом, случайные приращения силы R
можно представить в виде  = , где

 – средний квадрат силы R. Так, например, для
частицы с флуктуирующим зарядом за счет потоков
ионов и электронов, заряжающих частицу, ω – ча-
стота зарядки, а , см. (1).

Эффективную температуру частиц можно
представить в виде Teff = T + ΔТ ≡ T + МδV 2, где
δV 2 – приращение их среднего квадрата скорости
за счет случайных флуктуаций силы R. Величину
δV 2 можно получить путем решения системы
уравнений (2), (3) при Fb = 0. В обоих случаях
(ω0 = 0 и ω0 ≠ 0) эти уравнения дают

(4)

Данная формула соответствует известному соот-
ношению (1) для приращения энергии в случае
флуктуаций заряда пыли, где ΔТ = MδV2.

Численное моделирование задачи с двумя слу-
чайными силами, см. (2), (3), в ее трехмерной по-
становке и при ω0 = 0 и при ω0 ≠ 0 для типичных
условий экспериментов в плазме газовых разря-
дов (ΔТ/T ~ 30–300), и  ~ 1–104 ) показало,
что во всех рассмотренных случаях распределе-
ние скоростей частиц соответствует функции
Максвелла с температурой Teff = T + ΔТ ≅ ΔТ, где
ΔТ ≡ МδV 2.

2.2. Свободная частица и частица в ловушке

Уравнения (2), (3) можно переписать в виде

(5)

Откуда можно найти средний квадрат отклоне-
ний частицы  и автокорреляционную функ-
цию ее скоростей , используя соответ-

ствующие начальные условия и величину .
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Следует отметить, что [6, 20]

(6)

Учитывая корреляционные соотношения
( , , ), решения
уравнения (4) являются независимыми как для
функций , так и для , отвечающих

за различные случайные процессы:  и
 (при R = 0, , ω = 0); 

и  (при Fb = 0, ). Таким обра-

зом,  = , а  =
=  + .

Таким образом, для свободной частицы (ω0 = 0)
из уравнения (5) получим

(7)

(8)

Здесь DT = T/(Mνfr) и DR = δV2/νef – значения

функций =  и  = 
при t → ∞, где νef = νfrω/(νfr + ω). Откуда коэффи-
циент диффузии рассматриваемой системы для
любых отношений ω/νfr

(9)

Отметим, что для анализа зависимости 
от времени t, удобно использовать функцию мас-
сопереноса в виде  [6, 20]. Норми-
рованные значения  (8) и 
для свободной частицы (ω0 = 0) при νfr = 10 с–1 и
различных значениях ω/νfr представлены на
рис. 1а и б совместно с результатами численного
моделирования при ΔТ/T ≥ 30–300, когда

, а D(t) ≅ DR(t). Легко увидеть, что
данные о поведении функции D(t) позволяют по-
лучить более точную информацию об исследуе-
мой системе, чем анализ ; см. также рис. 2а, б.

Для автокорреляционной функции скоростей
 имеем
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Здесь , .
При  (что соответствует, например,

отдельным случаям флуктуаций заряда частицы в
газоразрядной плазме)

(12)

(13)

Таким образом, моделирования движения частиц
в плазме уравнениями Ланжевена с температурой
больше температуры окружающего газа (Teff ≡ T +
+ ΔТ, где ΔТ ≡ МδV 2) будет корректным, что
нельзя сказать о случаях ω < νfr или ω ~ νfr.

Нормированные значения  (11) для
свободной частицы при νfr = 10 с–1 и разных ω/νfr
представлены на рис. 1в совместно с результата-
ми численного моделирования при ΔТ/T ≥ 30–
300, когда .

Для частицы в гармонической ловушке с ха-
рактерной частотой ω0 ≠ 0 (при 2ω0 < νfr) можно
найти

(14)
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  ω

=

−= ν − ν −ω
ω − ν

2

fr fr
fr

(0) ( )

(0) [ exp( ) exp( )].R

RV V t

V t t

  =2(0) /TV T M   δ=2 2(0) R VV
ω ν fr/ 1

( )  ν+ δ  = + ν ν 

2
2 fr

fr fr

ex ( )( ) p –  – 12 1 ,tt T M Vx t
M t

= + δ ν2
frexp(0) ( ) ( ) ( /) .–V V t T M V t M

(0) ( ) RV V t

≅(0) ( ) (0) ( ) RV V t V V t

−ν

  =
  ν ψ= − ν ψ +  ψω   

fr /2 fr
f2

2

r

( )
sh( )2 1 ch( ) ,

2

T

t

o

tT e

t

M

x

t

( )

−ω

−ν

  − ω − ω + 
ω  

+ ν ψ ω + ω ω − ν +


ν ψ ν  + ω − ω +   ν ψ
 ων+ ω ω + − ν    ν 

=

fr

2

2
с

/2
fr fr

fr

2 2 2
0

fr

fr
2

0

2

2

fr
fr

0

fr

2δ 1( ) 1 ( )

ch( ){ ( )}

sh( )
2

2 ,
2

t

t

cR

c

V e
b

e

t

t

x

t

−ν  ν ψ= − ν ψ −  ψ  

=

fr /2 fr
fr

sh( )

(0) (

ch

)

1 ( ) ,
2

t

T

tT e

V t

M

V

t

=  2 2

2
( )1 ,

2
(0) ( ) R

Rd x tV
dt

V t

ω ω ω= +ω ν2 2
0 fr/( )c ψ = − ξ2 1/2

0(1 4 ) /2

ω ω − ν= − ω2 2
0 frb >ξ2

04 1
−ψ = ξ2 1/2

0 1(4 ) /2



ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 49  № 9  2023

ВЛИЯНИЕ ФЛУКТУАЦИЙ В КОМПЛЕКСНОЙ ПЛАЗМЕ 921

Нормированные значения  (15),
 и  (17) для частицы в

ловушке (ω0 ≠ 0) при νfr = 10 с–1, ω0 = 2.5 с–1 и раз-
личных значениях ω/νfr представлены на рис. 2а–в
соответственно. Аналитические кривые пред-
ставлены совместно с результатами численного
моделирования при ΔТ/T ≥ 30–300, когда ≅
≅ ,  D(t) ≅  DR(t),  а ≅ .

Подобно случаю свободной частицы (12), (13)
при ω/νfr  1
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2.3. Движение частиц при наличии 
двух или более случайных сил

Таким образом, моделирования динамики ча-
стиц в плазме уравнениями Ланжевена, исполь-
зуя одну случайную силу с температурой больше
температуры окружающего газа Teff > T, будет
корректным и в случае частиц в ловушке при

. Однако даже при  выяснить
природу дополнительной случайной силы (или
сил) R при лабораторном анализе смещений

 частиц или их автокорреляционных функ-
ций  является практически не возмож-
ным.

Предлагаемые здесь аналитические соотноше-
ния (5)–(19) имеют место для всех случайных сил,
которые описываются уравнениям (2), (3), на-
пример, для частиц со случайными простран-
ственными изменениями зарядов [13], или для
случая активных частиц [21–23].

ω ν fr/ 1 ω ν fr/ 1

 2( )x t
(0) ( )V V t

Рис. 1. Нормированные функции  = /  (a),  = /  (б) и  = /  (в)
для свободной частицы при νfr = 10 с–1 и ω/νfr: 1 – 10; 2 – 1; 3 – 0.5; 4 – 0.1. Линии – аналитические соотношения,
символы – результаты моделирования.
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ВАУЛИНА

Задача при наличии более двух случайных сил
для сводной частицы и частицы в гармонической
ловушке (ω0 = 0 и ω0 ≠ 0) решается аналогично,
используя систему уравнений для I = N сил Ri

(20)

(21)

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследуется влияние случайных сил, вызван-

ных флуктуациями в комплексной плазме, на ди-
намику заряженных пылевых частиц. Получены
аналитические соотношения для их кинетиче-
ской энергии, автокорреляционных функции
скоростей, функций массопереноса и средне-
квадратичных смещений. Предлагаемые анали-
тические соотношения проверены путем числен-

=
= − + +vfr

1
,

N

i b
i

dVM M V R F
dt

= −ω + ϑ .i
i i i

dR R
dt

ного моделирования и справедливы для всех слу-
чайных сил, заданных уравнениям (2), (3).

Рассмотрена возможность моделирования
движения пылевых частиц в комплексной плазме
уравнениями Ланжевена с температурой не рав-
ной температуре окружающего газа. Показано,
что определить природу случайной силы по ана-
лизу движения пылевых частиц практически не-
возможно.

Подробно рассмотрен случай движения ча-
стиц под воздействием двух случайных сил, пер-
вая из которых броуновская сила, а природа вто-
рой связана с флуктуациями зарядов пылевых ча-
стиц в плазме. Предложена система уравнений
для учета более двух случайных сил разной
природы.

Данная работа будет полезной в исследовани-
ях физических свойств комплексной плазмы, как
с практической, так и с фундаментальной точки
зрения.

Рис. 2. Нормированные функции  = /  (a),  = /  (б) и  = /  (в)
для частицы в ловушке при νfr = 10 с–1 и ω/νfr: 1 – 10; 2 – 1; 3 – 0.5; 4 – 0.1. Линии – аналитические соотношения,
символы – результаты моделирования.
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