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Рассматривается взаимодействие релятивистских электронов с пакетами электромагнитных ион-
но-циклотронных волн конечной длительности и малой амплитуды в радиационных поясах Земли.
В рамках линейного приближения получены аналитические оценки дисперсии экваториального
питч-угла электронов для волновых пакетов, расположенных вблизи геомагнитного экватора. Про-
демонстрировано согласие аналитических оценок с результатами численных расчетов методом
пробных частиц. Показано, что уменьшение длительности пакета расширяет область взаимодей-
ствия в область малых энергий, находящихся за пределами диапазона резонансных значений. По-
добное взаимодействие может приводить к высыпаниям в ионосферу электронов с энергиями по-
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1. ВВЕДЕНИЕ

Взаимодействие волн и частиц в плазменной
среде является одной из важных задач физики ра-
диационных поясов Земли [1–6]. Примером тако-
го взаимодействия является резонансное взаимо-
действие релятивистских электронов с электро-
магнитными ионно-циклотронными (ЭМИЦ)
волнами, которое приводит к рассеянию этих
электронов в конус потерь и считается одним из
основных механизмов высыпаний таких электро-
нов в ионосферу Земли [7–10].

Резонансные энергии электронов при взаимо-
действии с ЭМИЦ-волнами определяются в
первую очередь отношением плазменной и гиро-
частот электронов, а также близостью частоты
ЭМИЦ-волны к соответствующей гирочастоте
ионов. Как правило, эти энергии составляют око-
ло  МэВ и выше [10–13]. В то же время, наблюда-
ются ассоциированные с ЭМИЦ-волнами высы-
пания электронов с энергиями порядка сотен ки-
лоэлектронвольт [14–16]. Одним из возможных
объяснений таких высыпаний является нерезо-
нансное взаимодействие с квазимонохроматиче-
скими (когерентными) пакетами ЭМИЦ-волн
конечной длины [16, 17]. Подобные эффекты воз-
можны при взаимодействии с дискретными

ЭМИЦ-излучениями типа жемчужин или гидро-
магнитных хоров [18–22].

Данная работа посвящена исследованию влия-
ния конечной длины пакетов на взаимодействие
ЭМИЦ-волн с релятивистскими электронами
вблизи экватора в окрестности границ диапазона
резонансных значений энергии электронов. Вза-
имодействие рассматривается в линейном режи-
ме; для фактора рассеяния, определяющего ко-
эффициенты питч-угловой диффузии, получены
аналитические выражения. Полученные анали-
тические оценки, в отличие от результатов рабо-
ты [16], сохраняют корректность для резонансно-
го взаимодействия вблизи экватора и лучше со-
гласуются с результатами численных расчетов, а
также охватывают более широкий диапазон энер-
гий. Показано, что уменьшение длины пакета
расширяет область взаимодействия в область ма-
лых энергий, находящихся за пределами диапазо-
на резонансных значений. Подобное взаимодей-
ствие может приводить к высыпаниям в ионо-
сферу электронов с энергиями порядка сотен
килоэлектронвольт.

Статья организована следующим образом. В
разд. 2 приведена постановка задачи; аналитиче-
ские выражения для фактора рассеяния получе-
ны в разд. 3. В разд. 4 обсуждаются параметры мо-
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делирования, результаты представлены в разд. 5.
В разд. 6 сформулированы основные выводы ра-
боты.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Система уравнений движения электронов в гео-
магнитном поле  и произвольном электромаг-
нитном волновом поле ,  с достаточно малой
амплитудой ( ) включает закон изменения
энергии электрона , уравнения для первого
адиабатического инварианта  и
фазы гировращения ϕ и закон движения лармо-
ровского центра

(1)

(2)

(3)

(4)

Здесь  – элементарный заряд, m и p – масса и
импульс электрона соответственно, индексы  и 
означают проекции на направление вдоль и попе-
рек  соответственно, z – координата вдоль ,

,  – нерелятивист-
ская гирочастота.

Традиционно для рассмотрения резонансных
эффектов взаимодействия электронов с волной
систему (1)–(4) упрощают с использованием раз-
ложения электромагнитного поля вблизи центра
ларморовской окружности [23, 24]. Такой подход
предполагает условие плавной неоднородности
среды и возможность представить поле волны
в виде

(5)

где , ω и k – частота и
волновой вектор волны соответственно, ось x на-
правлена вдоль ,  – медленно ме-
няющаяся комплексная амплитуда, φ – началь-
ная фаза волны, a – вектор поляризации соответ-
ствующей волновой моды (в общем случае также
медленная функция координаты и времени,

), . Однако при рассмотрении вза-
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имодействия с короткими волновыми пакетами
условие медленного изменения параметров вол-
ны (по сравнению с масштабами  во вре-
менной и  в пространственной областях) мо-
жет нарушаться, что требует дополнительного
обоснования применимости традиционного под-
хода к преобразованию системы (1)–(4).

С другой стороны, в частном случае взаимо-
действия релятивистских электронов с ЭМИЦ-
волной справедливы условия , 

,  и систему (1)–(4) можно су-
щественно упростить, не предполагая медленно-
го изменения амплитуды волнового поля. Огра-
ничимся также случаем продольного распростра-
нения ЭМИЦ-волн. Тогда система (1)–(4)
запишется в виде

(6)

(7)

(8)

(9)

Поскольку энергия электронов остается по-
стоянной, результат взаимодействия может
быть полностью описан изменением адиабати-
ческого инварианта  или экваториального
питч-угла ,  =

. Здесь и далее индекс L озна-
чает экваториальные величины.

Для релятивистских электронов пакет
ЭМИЦ-волн с высокой точностью является ста-
тическим полем с правой циркулярной поляриза-
цией, т.е. компоненты магнитного поля волны
можно записать в виде

(10)

Здесь предполагается, что  не является ос-
циллирующей функцией ( ) и играет роль
локальной амплитуды поля, но при этом может
существенно изменяться на масштабе . Для
удобства дальнейшего изложения выделим ам-
плитудный множитель , где  соот-
ветствует значению  в середине волнового
пакета.

−πΩ 1
c2

π k2 /

ω Ω γ! c/ ω/k !
γ/( )p m!  !w w| | | |% @

dW
dt

= 0,

⊥
⊥ ⊥

  − ×  γ  
dI e
dt mB m c w

0

= ,
p

p  @

⊥ ⊥
⊥

Ωϕ −
γ γ

epd
dt p m c

c
w2= ,p @

γ
pdz

dt m
= .

⊥I
αL ⊥μ αL Lp p B B2 22

0 0= = ( / )( / )sin

⊥ γ −LI B mc2 2
02 /[( 1) ]

( )
( )




x

y z

B z k dz

B z k dz

w w 0

w w 0 w

= ( )cos ,

= ( )sin , = 0.

@

@ @

B zw( )
≥B zw( ) 0

π k02 /

B B g zw wp= ( ) Bwp

B zw( )



ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 49  № 7  2023

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ РЕЛЯТИВИСТСКИХ ЭЛЕКТРОНОВ 685

С учетом (10), систему (6)–(9) можно перепи-
сать в виде:

(11)

(12)

(13)

Здесь  – фаза частицы в поле волны,
.

3. ЛИНЕЙНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Рассмотрим линейное приближение по ам-
плитуде волнового поля, которое предполагает
интегрирование системы (11)–(13) по невозму-
щенной траектории частицы. В этом случае си-
стему (11)–(13) можно переписать в виде

(14)

(15)

Здесь  – продольная скорость элек-
трона,  – отстройка от резонанса.
В рамках линейного приближения в правой части
системы (14), (15) параметры электрона (  и )
не зависят от волнового поля. Отметим, что при
переходе от задачи (11)–(13) к задаче (14), (15) на-
чальные параметры электрона, соответствующие
моменту его влета в пакет, становятся граничны-
ми условиями при , где  – задний фронт
пакета. В дальнейшем для определенности будем
называть соответствующие значения  ( , ) и
Ψ начальными и обозначать как  ( , ) и .

Система (14), (15) дает следующее изменение
адиабатического инварианта пробной частицы
после однократного пролета через пакет

(16)

Здесь  и  – координаты заднего и переднего
фронта пакета соответственно, 

.

Для ансамбля частиц, равномерно распреде-
ленных по начальным фазам, среднее изменение
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адиабатического инварианта будет нулевым, а
дисперсии  и  можно записать как

(17)

(18)

где угловые скобки означают усреднение по фазе,
 и  – начальные значения адиабатического

инварианта  и величины  соответственно,
– геомагнитное поле в середине пакета, G –

фактор рассеяния,

(19)

Выражение (17) получено в предположении, что
изменением геомагнитного поля в пакете (или в
области пакета, дающей основной вклад в инте-
грал G) можно пренебречь, поэтому геомагнитное
поле (и соответственно ) взяты в середине па-
кета и вынесены из-под знака интегрирования.

В дальнейшем будем предполагать, что частота
волны  внутри пакета постоянна, и соответ-
ственно , где n – показатель прелом-
ления ЭМИЦ-волны. В этом случае расстройка

 симметрична относительно экватора; также
ее можно считать формально определенной и вне
границ волнового пакета.

Получим выражение для фактора рассеяния G.

3.1. Эффективность взаимодействия 
в случае бесконечного пакета

Рассмотрим бесконечно длинный пакет при
условии, что точки резонанса , если они
есть, расположены в той области геомагнитной
силовой линии, в которой можно пренебречь из-
менением геомагнитного поля  и соответствен-
но справедливо выражение (17). Пусть для части-
цы с заданными начальными значениями энер-
гии W и адиабатического инварианта  условие
резонанса  = 0 выполнено в точках

  ( ). Если эти точки достаточно уда-
лены друг от друга, чтобы взаимодействие в них
можно было считать независимым, то для взятия
интеграла в (19) можно воспользоваться методом
стационарной фазы для каждой точки резонанса
отдельно. Обозначим фактор рассеяния G для
этого случая как . С учетом того, что функция
расстройки  симметрична отно-
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сительно экватора и на экваторе имеет минимум,
получаем “стандартное” выражение [16, 25, 26]

(20)

где  = ,
. В слу-

чае, когда точки резонанса расположены близко к
экватору, оценка (20) не применима, так как вза-
имодействие в окрестностях этих точек перестает
быть независимым, а при  , так
как на экваторе . Также
оценка (20) заведомо не применима при отсут-
ствии резонанса, когда  на всей траектории
частицы. Однако в случае, когда минимум вели-
чины Δ (т.е. ее значение на экваторе) не очень
мал, можно получить оценку для величины G для
нерезонансных энергий, полагая, что уравнение

 имеет мнимые корни , и соответ-
ственно фаза частицы  имеет мнимую часть [16]

(21)

Выражение (21) также неприменимо при .
Для получения универсального выражения

для G, применимого как при близко расположен-
ных, так и при отсутствующих точках резонанса,
воспользуемся способом, предложенным в рабо-
тах [27, 28], а именно аппроксимируем зависи-
мость  параболической функцией

(22)

Здесь , а наличие или отсутствие резонанса
определяется знаком параметра 

. При  существуют две

точки резонанса, , при  суще-
ствует одна точка резонанса на экваторе
( ), при  , т.е. в дей-
ствительной плоскости точки резонанса отсут-
ствуют. Если параметры волны фиксированы, то
положение точек резонанса определяется пара-
метрами частицы, и  соответствует мини-
мальному резонансному значению энергии 
( ) и максимальному резонансному значе-
нию экваториального питч-угла. При этом значе-
ние  определяется параметрами
плазмы и волнового пакета; минимальная резо-
нансная энергия уменьшается по мере приближе-
ния частоты волны к гирочастоте соответствую-
щих ионов, а также с ростом отношения

, где  – плазменная частота электро-
нов [10, 12, 13].
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С использованием аппроксимации (22) и в
приближении постоянной амплитуды пакета

 выражение (19) записывается как

(23)

где  – функция Эйри аргумента x.
Знак аргумента функции Эйри в (23) противо-

положен знаку . Таким образом,  имеет
глобальный максимум при некотором малом

 и при дальнейшем увеличении  осцил-
лирует. При переходе в нерезонансную область

 фактор рассеяния  затухает по зако-
ну, близкому к экспоненциальному. Отметим,
что при использовании асимптотики функции
Эйри при  ( )
соответствующее асимптотическое выражение
для  (23) переходит в выражение  (21), где
фаза  аппроксимируется согласно (22).

3.2. Обобщение аналитических выражений
на случай пакетов конечной длины

Обобщим выражение (23) для пакетов конеч-
ной длины. Аналогично [16], воспользуемся фу-
рье-преобразованием для амплитудной функции g

(24)

Здесь предполагается, что функция  задана на
всем пространстве z, но при  и  либо
равна нулю, либо настолько мала, что участки

 и  не вносят вклад в интеграл (19) при
замене пределов интегрирования  и  на  и 
соответственно. Отметим, что такая замена пре-
делов интегрирования возможна только в случае
постоянной частоты пакета, когда расстройку Δ
можно считать формально определенной и за
пределами волнового пакета.

Ограничимся пакетами с гауссовым амплитуд-
ным профилем. Пусть максимум  расположен
на экваторе: . В этом случае

.
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Интеграл (19) преобразовывается к виду

(25)

При переходе к бесконечному пакету 
экспоненциальный множитель в (25) переходит в
δ-функцию с соответствующей нормировкой, и

.
Уменьшение длины пакета соответствует рас-

ширению спектра волновых чисел. При взаимо-
действии с составляющей спектра  положе-
ние точек эффективного резонанса  будет
определяться соотношением

(26)
Формулу (25) можно обобщить и на случай

гауссового пакета с максимумом в некоторой точ-
ке . Для определенности считаем, что

. Также предолагается, что либо пакеты до-
статочно короткие, что в них можно считать

, либо  не очень велико и условие
 справедливо в области взаимодействия,

т.е. применима формула (17).
Для соответствующей функции 

 фактор рассеяния можно
записать как

(27)

Очевидно, что при  .
Отметим, что использование аппроксимации

(22) для получения выражений (23), (25), (27) со-
ответствует трем слагаемым в разложении фазы

 в ряд Тейлора в выражении (19) (модифи-
цированный метод стационарной фазы), в то вре-
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мя как оценки, полученные в работе [16] обычным
методом стационарной фазы (выражение (21) и
его обобщение на случай конечных пакетов),
предполагают ограничение ряда Тейлора для

 двумя слагаемыми.

Более подробно свойства выражений (25) и
(27) будут проанализированы далее на конкрет-
ных примерах.

4. ПАРАМЕТРЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для анализа свойств выражений (20), (23),
(25), (27) и их точности зададим следующие пара-
метры плазмы и волновых пакетов, определен-
ные в работе [29] для события 2 марта 2021 года на
основе данных спутников ELFIN [30], ММS [31]
и станции Ловозеро [32]. Выбор таких значений
параметров в соответствии с наблюдениями пуль-
саций Pc1 на станции Ловозеро и ЭМИЦ-волн на
спутнике MMS позволил непротиворечиво объ-
яснить наблюдения высыпаний электронов на
низкоорбитальном спутнике ELFIN [29].

Мы рассматриваем дипольную модель геомаг-
нитного поля с  и гиротропную модель
электронной концентрации  c

 40 см–3. Ионный состав плазмы 
= 0.8N, . Волновые пакеты имеют
постоянную частоту  Гц, где

 – гирочастота ионов He+.

Значение максимальной амплитуды пакета 
выбрано достаточно малым (  нТл), что-
бы избежать возможных нелинейных эффектов
при численном решении полной системы (11)–
(13). Для конечных пакетов амплитудная функ-
ция задается согласно разделу 3.2 как g(z) =

, при этом диапазон длин
пакета ,  (при определении
длины пакета  считается на экваторе,  – ради-
ус Земли). Для четырех рассматриваемых длин
пакета при  функция  представлена на
рис. 1а; фронтами пакета мы считаем точки, в ко-
торых . Отметим, что, поскольку рас-
сматривается только один пролет частицы через
пакет, перемещением пакета в пространстве
можно пренебречь, так как групповая скорость
пакета много меньше продольных скоростей
электронов.

При указанных параметрах плазмы и волново-
го пакета минимальная резонансная энергия
электронов составляет около  МэВ. Для дальней-
шего анализа мы ограничимся диапазоном энер-
гий  МэВ и одним значением началь-

ΨR z( )
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ного экваториального питч-угла  (кону-
су потерь для данной L-оболочки соответствует

).

На рис. 1б для указанного значения  приве-
дена зависимость положения точки резонанса (в
области )  от энергии W. Минимальная
резонансная энергия, соответствующая ,
для  составляет  МэВ.

Рассматриваемый диапазон энергий электро-
на условно можно разделить на три области
(см. рис. 1б). Область I соответствует окрестности
минимальной резонансной энергии , об-
ласть II – нерезонансным энергиям W < 1.04 МэВ,
область III – резонансным энергиям 
≥ 1.1 МэВ. В области III для большей части рас-
сматриваемых пакетов , т.е. точка резо-
нанса с ЭМИЦ-волной рассматриваемой частоты
находится вне конкретного пакета (для симмет-
ричных относительно экватора пакетов с ).

5. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

5.1. Пакеты, симметричные 
относительно экватора

Для анализа свойств рассеяния электронов по-
строим зависимости дисперсии изменения эква-
ториального питч-угла , нормированной на

, от энергии частицы и длины пакета (при по-

стоянном ). Величина 
вычислялась непосредственно из численных рас-
четов методом пробных частиц (решение систе-
мы (11)–(13) явным методом Рунге–Кутты), а

α = °L0 12

α °L = 2.7

αL

z > 0 zres

zres = 0
α = °L 12 ≈WR min 1.053

WR min

≥W

z zres f>

zp = 0

Δα L
2

B2
wp

α = °L0 12 Δα L
2 2/[нТл]

также на основе следующего соотношения, спра-
ведливого при малых питч-углах 

(28)

При вычислении факторов рассеяния G со-
гласно формулам (23) и (25) параметр δ в аппрок-
симации (22) определяется следующим образом:

(29)

5.1.1. Проверка точности аналитических оце-
нок. На рис. 2 приведены зависимости 
для бесконечного пакета, вычисленные с помо-
щью прямых численных расчетов, а также соглас-
но (28) при  (20),  (21) и 
(23). Как видно из рисунка, основанные на мето-
де стационарной фазы оценки (28) с  при

 и  при , согласуют-
ся с результатом прямых численных расчетов в
области III ( ) и в области II ( ), а в
области I дают завышенное значение, которое
уходит в бесконечность при  (т.е. при

). Оценка c  (23), основанная на
параболической аппроксимации расстройки,
полностью согласуется с численными расчетами
в областях I и II и частично в области III. При

 МэВ зависимость  при
 качественно согласуется с зависимо-

стью , полученной из численных расче-
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Рис. 1. Амплитудная функция рассматриваемых пакетов для четырех значений длины пакета (а). Маркерами на гори-
зонтальной оси отмечены передние фронты пакетов . Положение точки резонанса  в зависимости от энергии

электрона при  (б). Горизонтальными линиями с маркером отмечены передние фронты  для четырех паке-
тов, представленных на панели (а).
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тов (совпадает форма кривой и значения локаль-
ных максимумов), но имеется небольшое количе-
ственное расхождение в положении локальных
экстремумов. Это расхождение объясняется до-
статочно большой величиной  для этой обла-
сти значений W и, соответственно, потерей точ-
ности параболической аппроксимации (22). Ос-
цилляции в зависимости  связаны с
когерентным сложением эффектов двух резо-
нансных зон, симметричных относительно эква-
тора.

Для четырех длин пакета в соответствии с
рис. 1 зависимости  приведены на рис. 3.
Как можно видеть из рисунков, выражение с

 (20) согласуется с численными результа-
тами в области III для длинных пакетов
( ), поскольку выражение (20), в отличие
от выражения (23), позволяет учесть значение ам-
плитуды в точке резонанса. При уменьшении
длины пакета ( ) положение точек резо-
нанса для частиц с энергиями из области III ока-
зывается либо вне пакета, либо близко к его
фронтам, и оценка (20) становится непримени-
мой. Зависимость (28), полученная с использова-
нием  (25), удовлетворительно совпадает
с результатами численных расчетов в области III
для длинных пакетов и полностью совпадает в
остальных случаях (области I и II для длинных па-
кетов, весь диапазон рассматриваемых энергий
для пакетов с ). Отметим, что для конеч-
ных пакетов в области II аналитические оценки,
основанные на параболической аппроксимации
(22), в целом несколько лучше согласуются с ре-
зультатами численных расчетов, чем аналогич-
ные оценки, полученные в работе [16] на основе
обычного метода стационарной фазы (области I и
III в [16] не рассматривались). Это связано с тем,
что используемая нами аппроксимация рас-
стройки вблизи экватора более точна.

Таким образом, выражение для фактора рассе-
яния G, полученное для конечных пакетов с по-
мощью параболической аппроксимации рас-
стройки, можно использовать для вычисления
дисперсии изменения экваториального питч-угла
в линейном режиме взаимодействия, а также для
анализа влияния длины пакета на характеристи-
ки взаимодействия.

Следует отметить, что особенность зависимо-
стей  (20) и  (21) в окрестности эква-
тора возникает при условии постоянной частоты
ω и может быть устранена при наличии дрейфа
частоты . В частности, при рассматривае-
мых параметрах задачи, дрейф частоты, необхо-
димый для устранения особенности в области эк-
ватора, можно оценить как  Гц/c
(при максимальной частоте в пакете 0.48 Гц).

z2
res

Δα L W2 ( )
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≥k l0 p 24

k l0 p < 24

G GPG=

k l0 p < 24

G z2R( ) G zNR( )

ωd dt/

/ 0.005df dt *

Вместе с тем, при наличии дрейфа частоты
область наиболее эффективного взаимодействия
сместится в точку, где  и

 (некоторый “виртуальный” эква-
тор). Также важно отметить, что при наличии
значимого дрейфа частоты минимальные резо-
нансные энергии будут соответствовать обла-
стям, в которых частота пакета максимальна. Та-
ким образом, для оценки дисперсии изменения
экваториального питч-угла при малых энергиях
оба метода (расширение обычного метода стаци-
онарной фазы в комплексную область/параболи-
ческая аппроксимация расстройки) потребуют
соответствующих обобщений. Это обобщения
возможны, но их получение и сравнительный
анализ выходят за рамки данной работы.

5.1.2. Зависимость эффективности взаимодей-
ствия от длины пакета. На рис. 4а на одной панели
представлены зависимости  для беско-
нечного и 4 конечных пакетов (для определенно-
сти – полученные в результате численных расче-
тов). На рис. 4б представлены зависимости

 для трех значений энергии, соответ-
ствующих разным областям.

Для частиц с энергиями в окрестности мини-
мальной резонансной энергии  (область I)
при любой длине пакета в рассматриваемом диа-
пазоне  точки резонанса находятся внутри па-

Δ −Ψ ≈z'= 0
Δ −Ψ ≈z z' ''= 0

Δα L W2 ( )

Δα L k l2
0 p( )

WR min

k l0 p

Рис. 2. Нормированная на  дисперсия изменения
экваториального питч-угла при  для беско-
нечного пакета. Штриховая линия (кривая 1) соот-
ветствует формуле (28) с  при 

и  при , сплошная линия (кри-

вая 2) – (28) с , круглые маркеры (кри-
вая 3) соответствуют численным расчетам методом
пробных частиц. Вертикальная пунктирная линия
соответствует минимальной резонансной энергии

.
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кета, . Для длинных пакетов, т.е. узкого
спектра волновых чисел κ ( ), в  (25) аргу-
мент функции Эйри , т.е. об-
ласть интегрирования по κ, определяемая мно-
жителем , охватывает главный макси-
мум . Уменьшение длины пакета, т.е.
расширение спектра волновых чисел κ, приводит
к тому, что увеличивается доля энергии в спек-
тральных компонентах пакета, резонанс с кото-
рыми наступает на достаточно большом расстоя-
нии от экватора и, следовательно, взаимодей-

≈zres 0
κ ≈ 0 GPG

+ κ δ ≈ûLx 1/3= ( )/ 0

− κ2 2
pexp( 2 )l

xAi( )

ствие менее эффективно вследствие более
сильной неоднородности магнитного поля. Это
соответствует интегрированию по области осцил-
ляций и спадания функции  в (25), что, в
свою очередь, уменьшает значение . Таким
образом, с уменьшением длины величина 
(и, соответственно, ) убывает (см. сплош-
ную линию на рис. 4б).

Для частиц с нерезонансными энергиями
(  МэВ, область II) , и в случае
длинных пакетов ( ) область интегрирования

xAi( )
GPG

GPG

Δα L
2

W < 1.04 z2
res < 0

κ ≈ 0

Рис. 3. Нормированная на  дисперсия изменения экваториального питч-угла при  для 4 длин пакета.
Штрихпунктирная линия (кривая 1) соответствует формуле (28) с , штриховая линия (кривая 2) – (28) с

 при  и  при , сплошная линия (кривая 3) – (28) с , круглые маркеры
(кривая 4) соответствуют численным расчетам методом пробных частиц. Вертикальная пунктирная линия соответ-
ствует минимальной резонансной энергии .
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Рис. 4. Нормированная на  дисперсия изменения экваториального питч-угла при  в зависимости от энер-
гии для бесконечного пакета и 4 значений длины конечного пакета (результаты численных расчетов) (а); зависимость

 от характерной длины пакета для трех значений энергии (б).
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в (25) охватывает только область спадания .
При уменьшении длины пакета спектр волновых
чисел  расширяется, и, начиная с некоторой
длины, в нем появляются компоненты ( ),
для которых условие резонанса выполняется в
точках . Это соответствует
такому расширению области интегрирования в
(25), что она захватывает область главного макси-
мума , т.е. значение  увеличивается.
Дальнейшее уменьшение длины пакета, как и для
области I, приведет к попаданию в область ин-
тегрирования осциллирующей части  и
уменьшению . Таким образом, зависимость

 немонотонна и имеет максимум в об-
ласти малых длин пакета (см. пунктирную линию
на рис. 4б).

Для частиц с резонансными энергиями
 МэВ (область III) влияние конечной дли-

ны пакета проявляется следующим образом. При
достаточно длинных пакетах основным следстви-
ем уменьшения длины пакета является уменьше-
ние значения амплитуды волны в точке резонан-
са; в то же время, при таком расширении спектра
волновых чисел (т.е., при малых ) в области ин-
тегрирования в (25) оказывается большее число
осцилляций . Оба этих фактора, очевидно,
приводят к уменьшению . При этом, начиная
с некоторой длины пакета точки резонанса 
оказываются вблизи фронтов пакета ( )
или за его пределами; вместе с тем, в спектре
волновых чисел появляются составляющие
( ) с точками эффективного резонанса вбли-
зи экватора, т.е. в области высокой амплитуды
( , ). В выражении
(25) это означает, что главный максимум 
оказывается в области интегрирования, т.е. 
увеличивается. Таким образом, зависимость

 имеет минимум в области промежу-
точных длин пакета и локальный максимум в
области малых  (см. штриховую линию на
рис. 4б).

В целом, диапазон эффективного взаимодей-
ствия пакета ЭМИЦ-волн при уменьшении
длины пакета сначала расширяется в область не-
резонансных энергий и сокращается в области
резонансных энергий (для заданных выше пара-
метров – при ). При дальнейшем умень-
шении длины пакета ( ) максимум зави-

симости  становится более пологим, т.е.
область эффективного взаимодействия расширя-
ется в сторону как нерезонансных, так и резо-
нансных значений энергии. Максимальное по

xAi( )

κ
κ > 0

+ κ δ û *Lz2
res = ( )/ ) 0

xAi( ) GPG

xAi( )
GPG

Δα L k l2
0 p( )

W > 1.1

κ

xAi( )
GPG

zres
!g z( ) 1

κ < 0

+ κ δ û *Lz2
res = ( )/ ) 0 →g z( ) 1

xAi( )
GPG

Δα L k l2
0 p( )

k l0 p

≥k l0 p 12
≤k l0 p 12

Δα L W2 ( )

энергиям значение  убывает с умень-
шением длины пакета.

Рисунки 3, 4 также показывают, что при ко-
ротких пакетах ( ) положение максимума

зависимости  сдвигается в область нере-
зонансных энергий  МэВ. Так, на-
пример, при наименьшей рассмотренной длине

 максимальному  соответствует
 МэВ. Здесь важно отметить, что такой

сдвиг максимума для зависимости  (или
зависимости ) связан с наличием мно-
жителя  в выражениях (28) и (18), связы-
вающих  и  с фактором рассеяния G.
Зависимость  (или зависимость )
всегда имеет максимум в окрестности , но
для коротких пакетов, когда этот максимум ста-
новится пологим, влияние множителя ,
возрастающего при убывании энергии, приводит
к сдвигу максимума  в область нерезо-
нансных энергий.

5.2. Пакеты, смещенные относительно экватора

Исследуем свойства взаимодействия для паке-
тов со смещенным положением максимума

.
Результаты расчетов дисперсии изменения эк-

ваториального питч-угла  по формуле (28) c
 (27), как и в случае  ( ),

показывают хорошее согласие с результатами
численных расчетов методом пробных частиц для
пакетов, расположенных в области .
Соответствующие рисунки не приведены для
краткости.

Зависимости , рассчитанные по фор-
мулам (28), (27), приведены на рис. 5 для трех
длин пакета и трех значений энергии. Как можно
видеть из рисунка, для нерезонансных энергий
(область II) и резонансных энергий в окрестности

 (область I),  убывает с ростом , а для

резонансных энергий (область III)  сначала
растет, достигая максимума при , а потом
убывает. С уменьшением длины пакета зависи-
мости  становятся более пологими:

уменьшается максимальное значение  и
убывание с ростом  становится более медлен-
ным. Также для резонансных энергий с уменьше-
нием длины пакета уменьшается различие между
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значениями  и .

Кривые  для различных энергий с умень-
шением длины сближаются; это соответствует
тому, что с уменьшением длины пакета зависи-
мость  становится более пологой (см.
раздел 5.1.2).

Опираясь на выражение (27), подобную зави-
симость  можно объяснить следующим
образом. Если область малых  соответствует
главному максимуму или спадающей части функ-
ции Эйри (что имеет место для ), то
добавление осциллирующего множителя в
подынтегральном выражении приведет к умень-
шению значения интеграла; если же область ма-
лых  соответствует осциллирующей части функ-
ции Эйри ( ), то дополнительный ос-
циллирующий множитель может как уменьшить,
так и увеличить интеграл. Подробный анализ
подынтегральных функций в (27) показывает, что
при  либо , либо  оказыва-
ется в фазе (противофазе) с несколькими осцил-
ляциями функции Эйри  в
окрестности .

Характер зависимостей  также легко
объяснить из общих соображений: для частицы с
фиксированными параметрами взаимодействие с
ЭМИЦ-волной будет наиболее эффективным в
области резонанса  или, если условие резо-
нанса не выполняется, в области минимальных
значений . Для энергий  эта об-
ласть соответствует окрестности экватора, для

 удаляется от экватора с увеличением
энергии (см. рис. 1б).

Δα L z z2
p res( = ) Δα L z2

p( = 0)

Δα L z2
p( )
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κ
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≈z zp res κzpcos( ) κzpsin( )

 − + κ δ ûL
1/3Ai ( )/
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Δα L z2
p( )

Δ = 0

Δ > 0 W WR min

W WR min>

6. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В работе рассмотрено взаимодействие реляти-
вистских электронов в магнитосфере Земли с ква-
зимонохроматическими пакетами ЭМИЦ-волн
конечной длины и малой амплитуды, располо-
женными вблизи геомагнитного экватора. Пока-
зано, что аппроксимация частотной отстройки от
резонанса  параболической зави-
симостью и использование фурье-спектра ампли-
тудной функции волнового пакета позволяет по-
лучить аналитические выражения, с высокой точ-
ностью описывающие это взаимодействие для
волновых пакетов с центром, расположенным на
расстояниях до 1  от геомагнитного экватора.

Получены и проанализированы зависимости
дисперсии изменения экваториального питч-угла,
определяющей коэффициенты питч-угловой диф-
фузии, от энергии электрона и длины пакета. По-
казано, что с уменьшением длины пакета для элек-
тронов с нерезонансными энергиями 

дисперсия  возрастает, для электронов с
энергиями в окрестности минимальной резо-
нансной энергии  убывает, а для резонанс-
ных энергий  зависимость 
имеет минимум в рассматриваемом диапазоне
длин пакетов. С удалением центра пакета от эква-
тора, дисперсия  убывает для электронов с
энергиями , для резонансных энергий

зависимость  имеет максимум в точке
.

Для рассмотренных значений параметров
плазмы и частоты волнового пакета количествен-
но оценить расширение диапазона энергий, при
которых возможно эффективное взаимодей-

Δ − Ψz d dt( ) = /

RE

W WR min<

Δα L
2

Δα L
2

W WR min> Δα L k l2
0 p( )

Δα L
2

&W WR min

Δα L z2
p( )

≈z zp res

Рис. 5. Нормированная на  дисперсия изменения экваториального питч-угла при  в зависимости от ко-
ординаты максимума амплитуды пакета  для трех значений длины пакета и трех значений энергии. Вертикальная
штрихпунктирная линия соответствует координате точки резонанса для  МэВ, вертикальная сплошная линия –

значению , при котором задний фронт соответствующего пакета ( ) расположен на экваторе ( ).
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ствие, можно следующим образом. Для бесконеч-
но длинного пакета дисперсия изменения питч-
угла убывает на порядок при уменьшении энер-
гии от  МэВ до 1 МэВ; для гауссового
пакета с характерной длиной  дисперсия
уменьшается на порядок при уменьшении энер-
гии от  до 0.55 МэВ. Таким образом,
уширение пространственного спектра волнового
пакета ЭМИЦ-волн позволяет объяснить питч-
угловую диффузию электронов с энергиями
примерно вдвое меньшими, чем минимальная
энергия резонансного взаимодействия с такими
волнами.

Предложенные в работе формулы и проведен-
ные расчеты важны для количественно обосно-
ванного изучения вопроса о потоках частиц в ко-
нус потерь и соответственно времени опусто-
шения силовой трубки. В случае достаточно
длинных волновых пакетов, когда взаимодей-
ствие возможно только для частиц с энергией вы-
ше минимальной резонансной энергии, расчеты
показывают достижимость предела сильной
питч-угловой диффузии для характерных значе-
ний амплитуды волн и параметров плазмы, соот-
ветствующих наблюдаемым [29, 33]. Вычисление
потоков релятивистских электронов, рассеянных
в конус потерь в результате взаимодействия с ко-
роткими пакетами ЭМИЦ-волн, вместе с анали-
зом возможной роли нелинейных эффектов в
этом случае, предполагается в дальнейшем.

Работа В.С. Грач (вывод аналитических выра-
жений, численные расчеты, сравнение результа-
тов аналитических и численных расчетов) выпол-
нена при поддержке гранта РНФ 19-72-10111. Ра-
бота А.Г. Демехова по постановке задачи и
анализу результатов расчетов поддержана гран-
том РНФ 22-62-00048.
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