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Представлено теоретическое описание процесса отражения изотопов водорода от твердого тела, выпол-
ненное на основе имеющихся в современной литературе данных по сечениям упругого и неупругого 
рассеяния ионов. Результаты аналитического расчета сравниваются с результатами компьютерного 
моделирования и экспериментальными данными. Рассмотрено взаимодействие изотопов водорода 
с энергией от 300 эВ до 25 кэВ с материалами в широком интервале атомных номеров, а именно Be, C, 
Ti, Ni, W, Au. Выполнен критический обзор существующих аналитических моделей многократного 
рассеяния легких ионов в твердых телах.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Знание механизма взаимодействия потоков лег-

ких ионов (изотопы водорода и гелия) с твердыми 
телами необходимо для практической реализации 
целого ряда технологических процессов [1, 2]. Ме-
тоды анализа твердого тела (Ion Scattering Spectros-
copy — ISS, Low Energy Ion Spectroscopy — LEIS, 
Medium Energy Ion Spectroscopy — MEIS), основан-
ные на зондировании образцов легкими ионами, 
широко применяются для исследования мишеней 
сложного состава [1—3]. Последовательное количе-
ственное описание процесса отражения и внедрения 
легких ионов в конструкционные материалы необ-
ходимо для решения проблем “первой стенки” уста-
новок для реализации управляемого термоядерного 
синтеза (УТС) [1, 4].

В настоящей работе представлено теоретическое 
описание процесса отражения легких ионов от твер-
дого тела, выполненное на основе имеющихся в со-
временной литературе данных по сечениям упругого 
и неупругого рассеяния ионов. Результаты анали-
тического расчета сравниваются с результатами 
компьютерного моделирования и эксперименталь-
ными данными. Рассмотрено взаимодействие легких 
ионов с энергией от сотен эВ до десятков кэВ с ма-

териалами в широком интервале атомных номеров. 
Выполнен критический обзор существующих ана-
литических моделей многократного рассеяния лег-
ких ионов в твердых телах [1—5].

Значительное внимание в работе уделено проб-
леме описания процесса потери энергии легких ио-
нов в твердом теле. В настоящее время расчеты ве-
дутся на основе модели Фоккера–Планка (МФП) 
[5]. Данная модель неприменима к описанию потерь 
энергии легких ионов с энергией от сотен эВ до не-
скольких кэВ. Методические ошибки, возникающие 
при использовании МФП, приводят к погрешностям 
в определении средних потерь энергии ионов на 
единице длины, достигающих сотни процентов [6], 
и к резкому отличию данных этой величины, полу-
ченных в задачах на отражение и прострел ионов 
через тонкие пленки [7].

В настоящей работе указано на проблему опре-
деления дифференциального сечения упругого рас-
сеяния легких ионов в твердых телах.

Целью настоящей работы является построение 
аналитического решения задачи отражения легких 
ионов с энергиями от сотен эВ до десятков кэВ от 
твердых тел, справедливой для любой геометрии 
рассеяния.

 ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПЛАЗМЫ С ПОВЕРХНОСТЯМИ



2. ТЕОРИЯ ОТРАЖЕНИЯ ЛЕГКИХ ИОНОВ 
ОТ ТВЕРДОГО ТЕЛА

Описание процесса рассеяния легких ионов 
в твердом теле базируется на гипотезе Ферми [5], 
согласно которой этот процесс представим в виде 
двух независимых процессов — упругого и неупругого 
рассеяния. Гипотеза Ферми позволяет представить 
дифференциальное сечение рассеяния ω(E, n0, n) 
в виде суммы дифференциального сечения упругого 
ωel(n0, n) и неупругого ωin(E) рассеяния

(1)

где E — текущая энергия иона, n0 = (θ0, φ0) — направ-
ление движения иона до элементарного акта рассея-
ния; n = (θ, φ) — направление движения иона после 
элементарного акта рассеяния; θ0, θ — полярный угол 
влета и вылета иона из мишени соответственно (углы 
отсчитываются от нормали, направленной вглубь 
мишени); φ0, φ — азимутальный угол влета и вылета 
иона из мишени соответственно; δ — дельта-функция; 
E0 — начальная энергия иона при влете в мишень.

Формула (1) позволяет рассматривать движение 
заряженных частиц в твердом теле, происходящим 
по двум независимым каналам — упругому и неупру-
гому [5]. Таким образом построение аналитической 
теории отражения легких ионов от твердых тел сво-
дится к раздельному решению двух задач — задачи 
упругого рассеяния ионов в твердом теле и к опи-
санию неупругих потерь энергии ионов в твердом 
теле. Искомые характеристики рассеяния, такие как 
энергетическое и угловое распределение, а также 
коэффициенты отражения, определяются с помощью 
свертки решения задачи упругого и неупругого рас-
сеяния. Этот метод, называемый методом парци-
альных интенсивностей, эффективно используется 
для решения задач электронного рассеяния [8, 9]. 
В настоящей работе будет показана возможность его 
применения в теории ионного рассеяния.

Рассмотрим сперва решение задачи чисто упруго-
го рассеяния. Аналитическое решение задачи упру-
гого рассеяния легких ионов в твердом теле строится 
на основе решения граничных задач для уравнения 
переноса методом инвариантного погружения Ам-
барцумяна [10, 11]. Суть данного метода заключается 
в следующем: необходимо проанализировать процес-
сы, приводящие к изменению функции отражения 
при добавлении к полубесконечному однородному 
материалу полоски толщиной dx, выполненной из 
того же материала, причем толщина dx удовлетворяет
условию  (n – концентрация атомов 
мишени; σel — полное сечение упругого рассеяния 

ионов), что означает, что в данном слое могут проис-
ходит только процессы однократного рассеяния. За-
пишем уравнение, удовлетворяющее этим процессам:

(2)

где µ0, µ — косинус полярного угла влета θ0 и вылета 
θ соответственно; s — пробег иона в мишени; R(s, µ0, 
µ, φ0, φ) — функция отражения ионов; xel — норми-
рованное на единицу сечение упругого рассеяния 
ионов; δ(s) — дельта-функция.

Нелинейное интегро-дифференциальное уравне-
ние (2) является уравнением Рикатти. Существуют 
численные методы решения данного уравнения, 
например, метод формулы обратного дифференци-
рования (The Backward Differential Formula — BDF) 
[12, 13].

Аналитическое решение уравнения (2) возможно 
определить, используя малоугловое приближение 
[13], которое базируется на существовании резкого 
максимума дифференциального сечения упругого 
рассеяния при малых углах рассеяния:

(3)

Условие (3) позволяет отбросить в правой части 
уравнения (2) последнее нелинейное слагаемое, 
которое, вследствие (3), много меньше первого, 
второго и третьего слагаемых правой части уравне-
ния (2). Возможность линеаризации уравнения (2) 
доказана на основе сравнения решений уравнения 
(2) с учетом нелинейного слагаемого и без учета 
[13]. Аналитическое решение граничной задачи для 
линеаризованного уравнения упругого переноса, 
определяющее распределение отраженных атомных 
частиц по длине пробега в мишени, впервые полу-
чено для описания процесса отражения электронов 
методом ОКГ [13, 14]. Распределение отраженных 
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ионов по пробегам s или Path Length Distribution 
Function (PLDF) в соответствии с [13], имеет вид

(4)

где s = z / lel; z — глубина в мишени; lel — средняя 
длина свободного пробега иона между двумя актами 
упругого рассеяния; xl — коэффициенты разложения 
нормированного на единицу дифференциального 
сечения упругого рассеяния в ряд по полиномам 
Лежандра; Pl — полиномы Лежандра.

Формула (4) позволяет определить основные диф-
ференциальные и интегральные характеристики рас-
сеяния легких ионов в твердом теле (энергетическое 
и угловое распределение отраженных ионов; коэф-
фициенты отражения частиц и энергии). В данной 
работе сосредоточим внимание на дифференциальных 
характеристиках рассеяния легких ионов в твердом 
теле. Проинтегрируем формулу (4) по пробегу s в пре-
делах от нуля до R0, где R0 — остаточный пробег иона 
или тормозной путь иона в мишени. В результате про-
цедуры интегрирования получим формулу для расчета 
углового распределения отраженных легких ионов

(5)

где Sl = Ei(–(1 — xl)ξ) — Ei(–ξ) — ln(1 — xl) при l > 0; 
S0 = C — Ei(–ξ) + lnξ; C — постоянная Эйлера; Ei —
интегральная экспонента [15]; ξ = R0 / lel; функция 
exp(–A / |µ|) учитывает перезарядку иона при отрыве 
от поверхности мишени; A — подгоночный параметр.

В [13] представлена методика вычисления энерге-
тических спектров отраженных частиц, основанная 
на представлении парциальных интенсивностей, для 
реализации которого необходимо иметь данные по 
дифференциальному сечению неупругого рассеяния 
ионов ωin. Однако в современной литературе имеются 
лишь данные по первым двум моментам сечения не-
упругого рассеяния ионов [6]: средним потерям энер-
гии ионов на единице длины —ε и, значительно реже, 
среднему квадрату потерь энергии ионов на единице 

длины —ε�. Метод вычисления энергетических спект-
ров отраженных ионов, базирующийся на знании лишь 
ε и ε�, называется приближением Фоккера–Планка, 
которое справедливо при условии наличия резкого 
максимума в дифференциальном сечении неупругого 
рассеяния [5]. В соответствии с [16, 17] для описания 
энергетического распределения отраженных легких 
ионов получим следующую формулу:

(6)

где ' = (E0 — E) / E0 — безразмерные потери энергии 
иона; ε— средние потери энергии иона на единице 
длины; / 1Ae- -+ — множитель, учитывающий пе-
резарядку иона при отрыве от поверхности мишени; 
A — подгоночный параметр; множитель (1 — ')5/2

учитывает зависимость параметров упругого и не-
упругого рассеяния ионов от энергии.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ
В [13, 14] расчеты на основе формулы (4), вы-

полненные для случая электронного рассеяния, 
апробированы на основе сравнения с результатами 
моделирования методом Монте-Карло (МК), а так-
же с результатами численного решения уравнения 
упругого переноса (2).

В настоящей работе проведено сравнение ре-
зультатов расчета PLDF по формуле (4) для случая 
ионного рассеяния с МК моделированием [17]. Рас-
четы выполнены для случая отражения протонов 
с начальной энергией E0 = 10 кэВ от мишеней из 
Be, C, Ti и W при угле падения 70° и угле рассеяния 
30°. Результаты, представленные на рис. 1, демон-
стрируют возможность использования методики, 
созданной для описания электронного рассеяния, 
в решении задач отражения легких ионов.

Проведено сравнение угловых распределений 
отраженных ионов, рассчитанных по формуле (5), 
с экспериментальными данными [18]. Расчеты вы-
полнены для случая отражения дейтонов с начальной 
энергией E0 = 1.5 и 20 кэВ от вольфрамовой мише-
ни для угла падения 75°. Рисунок 2 демонстрирует 
удовлетворительное соответствие результатов.

Расчеты энергетических распределений от-
раженных ионов, выполненные по формуле (6), 
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сравниваются с данными компьютерного моделиро-
вания [19] и с экспериментальными данными [20, 21]. 
Вычисления выполнены для случая отражения дей-
тонов с начальной энергией E0 = 300 эВ от никелевой 
мишени при различных углах падения — 0, 45, 60, 75°. 
Стоит отметить, что на рис. 3 представлены энерге-
тические спектры отраженных дейтонов, суммарные 
по углу детектирования. Рисунок 3 демонстрирует 
абсолютно верное качественное описание динамики 
энергетических спектров отраженных дейтонов с из-

менением угла детектирования, а именно смещение 
максимума распределения в сторону меньших потерь 
энергии, уменьшение полуширины спектра и увели-
чение высоты распределения при энергиях, близких 
к E0, при увеличении угла падения относительно 
нормали к поверхности. Обсуждение количествен-
ного совпадения результатов сравнения проблемно, 
поскольку в энергетических спектрах, полученных по 
формуле (6), все параметры изменяются монотонно, 
чего не наблюдается в МК-результатах.
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Рис. 1. Распределение отраженных протонов по длине пробега в мишени (Path Length Distribution Function) для Be (a); 
C (б); Ti (в); W (г). Пробег в мишени выражен в длинах транспортного пробега. Начальная энергия E0 = 10 кэВ. Угол 
падения θ0 = 80°. Угол рассеяния 30°. Линии — расчет по формуле (4); кружки — данные компьютерного моделирования.

Рис. 2. Дифференциальные по углу отражения 
спектры дейтонов, отраженных от W. Начальная энер-
гия: 1 — E0 = 1.5 кэВ; 2—20 кэВ. Угол падения θ0 = 75°. 
Линии — расчет по формуле (5); значки —
эксперимент [18].

Рис. 3. Дифференциальные по энергии спектры 
дейтонов, отраженных от Ni. Начальная энергия 
E0 = 300 эВ. Угол падения θ0 = 0° (сплошная линия; 
плюсики), 45° (штриховая линия; звездочки), 60° 
(пунктирная линия; крестики), 75° (штрихпунктирная 
линия; кружки). Линии — расчет по формуле (6); 
значки — данные компьютерного моделирования [19].
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На рис. 4 представлены расчеты энергетических 
спектров протонов с начальной энергией E0 = 25 кэВ, 
отраженных от золотой и вольфрамовой мишени при 
угле падения 70° и угле отражения 110°. Рисунок 4 де-
монстрирует удовлетворительное соответствие рас-
четов, выполненных по формуле (6), с эксперимен-
тальными данными для вольфрама. При выполнении 
расчетов использовались данные по средним потерям 
энергии протонов на единице длины, взятые из данных 
NIST (National Institute of Standard and Technology) [22]. 
Для золота подобное соответствие не наблюдается, 
однако, удовлетворительное согласие данных получа-
ется, если величину ε для золота уменьшить в 3.5 раза 
по сравнению с тем, что представлено в NIST.

Подобные результаты получены и в работе [23] 
при осуществлении МК моделирования энергетиче-
ских спектров золота и вольфрама: близость величин 
зарядов ZW и ZAu приводит к слабой различимости 
энергетических спектров вольфрама и золота, однако 
экспериментально измеренные спектры различаются 
значительно [23]. Расходимость расчетных и экс-
периментальных данных по золоту связана с тем, 
что приближение Фоккера–Планка не справедли-
во для количественного описания спектров ионов 
с энергией ниже нескольких сотен кэВ на нуклон [5], 
здесь необходимо использовать метод парциальных 
интенсивностей.

4. ОБСУЖДЕНИЕ
Для решения задач отражения ионов в данной 

работе использован метод ОКГ [13, 14], применя-
емый для количественной расшифровки сигналов 
электронной спектроскопии.

Решение (4) подробно апробировано и выверено 
для задач электронного рассеяния [8, 9]. В настоящей 
работе апробация решения упругой задачи (формула 
(4)) для случая ионного рассеяния выполнена на основе 
сравнения с данными моделирования методом Монте-
Карло. Вычисления с использованием формулы (4) 
обладают рядом особенностей, связанных с ограни-
ченными литературными данными по дифференци-
альному сечению упругого рассеяния ионов — ωel(µ).

Для аналитического описания процессов электрон-
ного рассеяния имеются таблицы экспериментально 
выверенных сечений ωel(µ) [24, 25]. Приводятся дан-
ные по первым моментам упругого сечения: полному 
сечению σel и транспортному сечению упругого рассея-
ния σtr [24, 25]. Верификация сечений ωel(µ) выполнена 
на основе измерения угловых распределений упруго 
отраженных от твердых тел электронов [26, 27].

Для экспериментальной проверки сечений 
упругого рассеяния ионов используются данные, 
полученные в экспериментах по рассеянию ионов 
на газовых мишенях [28], но не на твердотельных 
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Рис. 4. Дифференциальные по энергии спектры протонов, отраженных от Au (a) и W (б). Начальная энергия E0 = 25 кэВ. 
Угол падения θ0 = 70°. Угол отражения θ = 110°: сплошная линия — расчет по формуле (6) на основе данных NIST 
[22]; штриховая линия — фитинг по формуле (6); кружки — эксперимент [20] (a); сплошная линия — расчет по 
формуле (6), параметры торможения определены на основе данных NIST; кружки — эксперимент [21] (б).
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образцах, несмотря на существование отработанной 
методики [26, 27]. В классической литературе по 
ионному рассеянию имеется множество данных по 
потенциалам взаимодействия ионов с атомами [1—3]. 
Наиболее популярным является потенциал Kr–C.

Для углов ψ > ψmin (в первом борновском прибли-
жении ψmin ≈ λDB / a; λDB — длина волны де Бройля 
налетающего иона; a = 0.8853a0(Z1

2/3+ Z2
2/3)–1/2 — ра-

диус экранирования; a0 — первый боровский радиус, 
Z1 — заряд налетающего иона; Z2 — заряд атома-ми-
шени) процесс упругого рассеяния ионов допускает 
классическое описание [29, 30]. Для углов 0 < ψ < ψmin
требуется последовательное квантово-механическое 
описание процесса упругого рассеяния.

В формуле (4) фигурируют два параметра, опре-
деляющие процесс упругого рассеяния ионов: сред-
няя длина свободного пробега ионов между двумя 
актами упругого взаимодействия  опре-
деляемая интегральным сечением упругого рассея-

ния  и коэффици-

енты  где µ — ко-

синус угла рассеяния.
Данные о величинах σel и σtr при представлении 

дифференциальных сечений ωel(µ), как правило, не 
приводятся [31]. Численные данные по величине σel
позволяют определить нормированное на единицу 
дифференциальное сечение упругого рассеяния 
xel(µ) = ωel(µ) / σel, которое имеет физический смысл 
вероятности рассеяния иона на угол, косинус которо-
го равен µ. Переход в уравнениях переноса к норми-
рованному сечению xel(µ) позволяет записать их через 
безразмерные переменные. Но для определения σel
необходимо знать значения ωel(µ) на всем интервале 
углов рассеяния — от 0 до 180°.

Транспортное сечение 

определяет важный пара-
метр — транспортную длину  или рас-
стояние, пройдя которое, моно направленный поток 
становится практически изотропным (средний квад-
рат угла рассеяния равен единице). Величина ltr
в свою очередь определяет величину lel = ltr (1 — x1). 
Величину σtr в данной работе определяли в соответ-
ствии с классической работой [30].

Коэффициенты (1 — xl) как в случае кулоновского 
потенциала, так и в случае обратно квадратичного 
потенциала, определяются параметром ψmin ≈ λDB / a. 
Следуя работе Бете [32], в настоящей работе значение 
ψmin ≈ λDB / a выбрано в качестве первого приближе-

ния, уточнения выполняются, опираясь на формулу 
(21) работы [32].

Для описания неупругих потерь энергии ионов 
в твердом теле с энергией от сотни эВ до несколь-
ких кэВ традиционно используется приближение 
Фоккера–Планка. В такой модели неупругие потери 
энергии ионов описываются распределением Гаусса

(7)

где N(s,') — функция, описывающая неупругие 

потери энергии ионов; — сред-

ние потери энергии ионов на единице длины; 

— средний квадрат потерь энер-

гии ионов на единице длины; σin — интегральное се-
чение неупругого рассеяния ионов в твердом теле; 
s = z / lin; lin — средняя длина свободного пробега ио-
нов между двумя актами неупругого взаимодействия.

Значения величины ε для начальной энергии ионов, 
больших 1 кэВ, даны в таблицах [6]. Для энергий, нахо-
дящихся в интервале от 1 кэВ до 10 кэВ, данные приве-
дены с погрешностью, достигающей нескольких сотен 
процентов. Сведения по величине ε очень ограничены. 
В экспериментально наблюдаемом спектре фикси-
руется не ε�, а уширение ε6� �ε�s ��εDop ��ε Beam ��ε App, 
где εDop — уширение энергетического спектра в резуль-
тате эффекта Доплера; ε Beam — уширение зондирую-
щего пучка частиц; ε App — уширение, определяемое 
аппаратной функцией энергоанализатора. Выделить 
вклад величины ε�, которая усредняется по пробегам 
иона в мишени, невозможно.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе построена последователь-

ная количественная теория, с единой точки зрения 
описывающая дифференциальные и интегральные 
характеристики отражения легких ионов от твердых 
тел. Представленная аналитическая теория основана 
на решении граничных задач для уравнения переноса 
методом инвариантного погружения в малоугловом 
приближении. Полученные аналитические решения 
(4)–(6) представлены в виде ряда по полиномам 
Лежандра и определяются двумя безразмерными 
параметрами — ξ = R0 / lel и ψmin.

Полученные решения апробированы на осно-
ве сравнения с данными моделирования методом 
Монте-Карло и экспериментальными данными. 
Указано на основные параметры, в рамках данной 
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теории определяющие процессы упругого и неупру-
гого рассеяния. Продемонстрировано существова-
ние проблемы в определении дифференциального 
сечения упругого и неупругого рассеяния ионов 
в твердом теле и связанные с этим ошибки в вычис-
лении дифференциальных характеристик рассеяния 
легких ионов в твердом теле.
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A theoretical description of reflection of hydrogen isotopes from a solid body based on data available in 
modern literature on the cross sections for elastic and inelastic scattering of ions is presented. The results 
of the analytical calculation are compared with the results of computer simulation and experimental data. 
The interaction of hydrogen isotopes with energies from 300 eV to 25 keV with materials in a wide range 
of atomic numbers, namely Be, C, Ti, Ni, W, Au, is considered. A critical review of existing analytical 
models of multiple scattering of light ions in solids is performed.
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