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Развита теория крупномасштабных течений во вращающейся астрофизической плазме в условиях нетриви-
альных свойств физической среды, которые не описываются классической гидродинамической теорией плаз-
мы. В качестве первого шага теория развивается в рамках модели нейтральной жидкости для описания аст-
рофизической плазмы, имея в виду последующее обобщение для учета магнитных эффектов. Такая модель
имеет самостоятельное значение для изучения турбулентного динамо в областях звездообразования в галак-
тиках, для изучения гидродинамических неустойчивостей в низкоионизованных дисках (poorly ionized), для
описания меридиональных течений ниже конвективных зон в маломассивных звездах и на Солнце, а также
для изучения осцилляций Солнца и звезд. Поэтому полученные результаты имеют более широкое приложе-
ние, например, для описания геофизических течений. Построение теории основано на двух ключевых идеях,
развитых в плазменной астрофизике: использование модели мелкой воды с крупномасштабной сжимаемо-
стью и использование модели двуслойной мелкой воды. В работе выведены уравнения двуслойной мелкой
воды с учетом вращения и влияния сферичности течения на вращение, в которых в верхнем слое учитывают-
ся эффекты крупномасштабной сжимаемости. Для вращающейся системы получены дисперсионные соот-
ношения для волн Пуанкаре в двуслойной мелкой воде с учетом крупномасштабной сжимаемости, при учете
влияния сферичности на вращение в высокочастотном пределе получены аналогичные дисперсионные со-
отношения для волн Пуанкаре, в низкочастотном пределе получено дисперсионное соотношение для волн
Россби. Показано, что дисперсионные соотношения для волн Пуанкаре с учетом сферичности течения име-
ют качественно иной вид, что приводит к трехволновым взаимодействиям волн Пуанкаре и взаимодействию
двух волн Пуанкаре с волной Россби, которых не наблюдается в однослойном течении сжимаемой жидкости.
Методом многомасштабных разложений исследованы все типы трехволновых взаимодействий для рассмат-
риваемых течений.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена развитию теории крупномас-
штабных течений во вращающейся астрофизической
плазме в условиях нетривиальных свойств физиче-
ской среды, которые не описываются классической
гидродинамической теорией плазмы. Как будет ука-
зано ниже, такие нетривиальные свойства существен-
ным образом определяют динамику и свойства широ-
кого класса астрофизических объектов.

Гидродинамические течения, например, волны и
турбулентность, широко распространены и решаю-
щим образом влияют на различные астрофизические
процессы, такие как образование звезд и планет, уско-
рение и перенос космических лучей, образование хо-
лодного газа в окологалактических средах, усиление
магнитных полей вследствие динамо, аккреция и маг-

нитное пересоединение. В последнее время актив-
но развиваются теоретические исследования в плаз-
менной астрофизике, изучающие общие свойства те-
чений, характерные для различных астрофизических
объектов [1–3]. Эти исследования выполнены в рам-
ках классической магнитной гидродинамики враща-
ющейся плазмы. Тем не менее в настоящее время име-
ются наблюдения новых астрофизических объектов
с беспрецедентной точностью и с беспрецедентным
размером выборки, что настоятельно требует новых
теоретический идей для понимания реалистичных те-
чений в астрофизической плазме в условиях нетриви-
альных характеристик астрофизической среды. В ка-
честве примера приведем проблемы, связанные с за-
рождением планет в астрофизических дисках [4, 5],
в которых одновременно сосуществуют как области,
содержащие планетезимали, так и области, свобод-
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ные от планетезималей. Отметим также пыльные об-
лака на Марсе [6, 7] и вызванные пыльными обла-
ками электрические явления как в планетных атмо-
сферах, так и в атмосфере Земли. Отметим также та-
кие важные объекты как компактные пылевые обла-
ка в межзвездной среде [8] а также пылевые обла-
ка в областях ионизованного водорода в межзвезд-
ной среде (известные как H II регионы) [9]. Ключе-
вая идея нашей работы — возможность описания та-
ких нетривиальных течений путем их описания мо-
делями с переменными термодинамическими свой-
ствами. Предлагаемая работа является исследовани-
ем течений космической и астрофизической плаз-
мы, не описываемых классической магнитной гидро-
динамикой. На самых больших масштабах плазмен-
ная среда испытывает воздействие гравитации и вра-
щения. Сформулированная цель предлагаемого ис-
следования сводится к изучению волновых процес-
сов, свойств турбулентности и зональных течений вне
рамок классической магнитной гидродинамики вра-
щающейся плазмы на пространственно-временных
масштабах, характерных для астрофизических объек-
тов. Работа направлена на решение фундаменталь-
ной проблемы описания и изучения многомасштаб-
ных течений астрофизической плазмы путем иссле-
дования общих свойств, характеризующих различные
объекты во Вселенной.

Предлагаемое исследование — это первый шаг в
развитии теории течений с переменными свойства-
ми среды, поэтому на данном этапе мы пренебрегаем
магнитными эффектами и ограничиваемся течения-
ми нейтральной вращающейся жидкости. Учет эф-
фектов магнитного поля будет осуществлен в отдель-
ной работе. Тем не менее, полученные в работе резуль-
таты, имеют непосредственное применение в астро-
физической плазме в ситуациях, в которых магнитное
поле не оказывает воздействие на кинематические те-
чения, как например в проблемах, связанных с турбу-
лентным динамо в областях звездообразования в га-
лактиках [10]. Один из механизмов образования маг-
нитных полей в областях звездообразования в галак-
тиках — вейбелевская неустойчивость [11]. Числен-
ным моделированием методом частиц в ячейках по-
казано, что в результате вейбелевской неустойчиво-
сти возникает турбулентность с включениями в виде
магнитных полей, которые усиливаются механизмом
динамо [12]. Аналогичная ситуация возникает в за-
дачах зарождения планет. Протопланетные диски яв-
ляются низкоионизованными (poorly ionized) и сла-
бо связаны с магнитными полями. Отсутствие маг-
нитогидродинамической турбулентности вызвало ин-
терес и инициировало вплеск работ по чисто гид-
ромеханическим механизмам в протопланетных дис-
ках [5]. Обнаружены три новых гидродинамических
неустойчивости: вертикальная сдвиговая неустойчи-
вость [13–15], конвективная неустойчивость и уси-
ление бароклинного вихря [16, 17], неустойчивость

самовоспроизводящихся вихрей в сдвиговом течении
(zombie vortex instability) [18–21]. Отметим также важ-
ные задачи плазменной астрофизики, связанные с ме-
ридиональными циркуляциями ниже конвективных
зон в маломассивных звездах и на Солнце. Такие тече-
ния играют важную роль в переносе углового момен-
та, а также вносят значительный вклад в перенос хи-
мических составляющих и магнитных полей в ради-
ационной зоне [22, 23]. Важную роль в астрофизике
играют пульсации звезд и Солнца — радиальные сфе-
рически симметричные пульсации при которых звез-
ды и Солнце периодически расширяются и сжима-
ются [24]. Отметим, что наблюдение пульсаций иг-
рает определяющую роль в обнаружении волн Росс-
би в экваториальной зоне Солнца [25]. Такие течения
не подвергаются воздействию магнитного поля. Заме-
тим также, что полученные в нашей работе результаты
имеют важные приложения, например, при изучении
крупномасштабных пыльных бурь в атмосферах Мар-
са и Земли [26]. Мы, конечно же, не претендуем на ис-
следование всех перечисленных объектов и сфокуси-
руемся на том, чтобы показать важную роль изучения
течений с переменными термодинамическими свой-
ствами в астрофизической плазме. Как будет показа-
но ниже, полученные в нашей работе результаты име-
ют достаточно широкий потенциал применимости к
проблемам геофизической гидродинамики.

Работа основана на двух ключевых идеях, развитых
в плазменной астрофизике. Первая идея заключается
в использовании приближения мелкой воды для сжи-
маемых течений [27–31]. Такое приближение хоро-
шо описывает астрофизические течения с крупномас-
штабной сжимаемостью, а также течения в планетных
атмосферах при наличии пыли. Вторая идея заклю-
чается в возможности использования модели много-
слойных течений мелкой воды для описания физиче-
ских процессов в течениях с переменными термоди-
намическими характеристиками [32, 33].

Несмотря на значительное количество работ, изу-
чающих плазменные объекты в астрофизике, влия-
ние вращения на сложные магнитогидродинамиче-
ские течения привлекло внимание специалистов со-
всем недавно. Существуют многочисленные работы
по теории и численному моделированию турбулент-
ного динамо в астрофизике, обзор которых мы не при-
водим поскольку изучение динамо остается вне ра-
мок нашей работы. Исследование фундаментальных
свойств турбулентности во вращающихся магнито-
гидродинамических течениях до настоящего времени
носит фрагментарный характер и относится в основ-
ном к изучению турбулентности в астрофизических
дисках (см. обзоры [34–36]), в солнечном тахоклине
и конвективной области Солнца (см. обзор [37]).
Исключение составляют несколько работ, изучаю-
щих свойства магнитогидродинамической турбулент-
ности простыми аналитическими методами с исполь-
зованием рядов Фурье для параметров подобия, ха-
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рактерных для земного ядра [38, 39]. В работах [40, 41]
о двумерной магнитогидродинамической турбулент-
ности плазмы на бета-плоскости исследуется крупно-
масштабная магнитогидродинамическая турбулент-
ность по аналогии с течениями в геофизической гид-
родинамике. Отметим важные работы [42–44], опи-
сывающие существенное отличие течений в астрофи-
зической плазме вследствие богатой и нетривиаль-
ной динамики из-за присутствия магнитных полей.
В частности, в [42] обнаружена нестационарность зо-
нальных течений вследствие возникновения магнит-
ных островов и их взаимодействия. В [43] исследо-
вана важная роль магнитных эффектов в зарождении
зональных течений во вращающейся плазме на бета-
плоскости. Показано, что именно магнитные эффек-
ты определяют динамику зональных течений, а так-
же и механизм их возникновения вследствие несамо-
подобного затухания турбулентности. Это существен-
но отличает магнитогидродинамическую турбулент-
ность от турбулентности в геофизической гидроди-
намике. Отсутствие большого количества работ в та-
кой актуальной для плазменной астрофизики области
вызвано прежде всего неподъемностью такой задачи
даже для современных суперкомпьютеров. Для про-
рыва в этом направлении мы будем использовать как
теоретические методы, так и новые идеи для анализа
результатов моделирования с использованием супер-
компьютерных вычислений.

Существенное отличие магнитогидродинамиче-
ских течений также имеет место при исследовании
крупномасштабных волновых процессов. Основным
методом исследования в этом случае является маг-
нитогидродинамическое приближение мелкой воды,
предложенное для исследования течений в солнеч-
ном тахоклине [45–47]. В работах [48–50] показано,
что в этом приближении для слоя плазмы во внешнем
вертикальном магнитном поле само магнитное поле
является принципиально трехкомпонентным, в то
время как поле скоростей является двухкомпонент-
ным. Несмотря на трехкомпонентность магнитного
поля, течения в магнитогидродинамическом при-
ближении мелкой воды остаются двумерными, что
ограничивает применимость развитой теории для
задачи о самовозбуждении магнитного поля в тонком
слое, поскольку для исследования таких течений
в галактических дисках и солнечном тахоклине
принципиальным является рассмотрение течений
на масштабах меньше толщины слоя. Для решения
таких задач используется приближение тонкого
слоя [51, 52]. Развитая теория обобщена на случай
стратифицированной плазмы в двухслойной модели
мелкой воды [33]. Определяющая роль трехкомпо-
нентности магнитного поля инициировала важные
исследования волн в магнитной гидродинамике
стратифицированной плазмы в приближении Бусси-
неска [53]. В работе [53] получены новые типы волн:
магнитные инерционно-гравитационные волны,

магнитострофические волны и магнитные волны
Россби. Принципиальный учет эффектов сжимае-
мости в плазменной астрофизике осуществляется с
использованием неупругого приближения (anelastic
approximation) [54–56]. Подробный обзор совре-
менного состояния теоретических исследований в
плазменной астрофизике приведен в [3].

Все перечисленные выше работы выполнены в
классическом приближении магнитной гидродина-
мики и естественным образом не включают прин-
ципиально важные эффекты, определяющие поведе-
ние вращающейся астрофизической плазмы, описы-
ваемое более сложными многожидкостными моделя-
ми астрофизических течений [57, 58] и многокомпо-
нентными моделями физики зарождения планет [5].
В работах по частично ионизованной вращающейся
плазме вращением заряженной компоненты прене-
брегают [57, 58], полагая, что заряженная компонен-
та лишь модифицирует вращающиеся течения ней-
трального газа. Тем не менее в астрофизических при-
ложениях именно вращение заряженной компоненты
может играть важную роль в крупномасштабных те-
чениях. В работах по изучению совместной эволюции
турбулентности и планетезималий [5] изучаются толь-
ко влияние турбулентности на эффекты взаимодей-
ствия частиц и их перенос, и не учитывают обратное
влияние частиц на турбулентность в диске. Это огра-
ничивает применимость теории к малым количествам
твердых частиц и работает только на начальном этапе
зарождения планет. Все перечисленные работы требу-
ют обоснования и получения новых исходных урав-
нений для развития теории волн и турбулентности, а
также адекватного численного моделирования в плаз-
менной астрофизике.

Изучению волн в крупномасштабных течениях по-
священо большое количество работ, так как именно
волновая динамика зачастую определяет крупномас-
штабный характер протекающих процессов. Во вра-
щающихся нейтральных и магнитогидродинамиче-
ских течениях рассматривают волны Пуанкаре [32, 46,
59] и волны Россби [60–63]. Несмотря на сложность
наблюдения таких волн в астрофизической плазме,
волны Россби недавно были обнаружены на Солнце
[25, 64]. Также активно исследуются механизмы влия-
нии волн Россби на солнечные сезоны [65–67] и кос-
мическую погоду [68, 69]. Учет сжимаемости в гид-
родинамических моделях вращающейся плазмы поз-
волит существенно расширить возможности теорети-
ческого описания конкретных наблюдений волновых
процессов в астрофизических течениях.

В работе предложена теория двуслойной мелкой во-
ды для течений с переменными термодинамически-
ми свойствами, основанные на использовании мо-
дели мелкой воды с крупномасштабной сжимаемо-
стью [27, 28, 31]. Показано, что течения двуслойной
мелкой воды с переменными термодинамическими
свойствами могут быть описаны только в случае, ко-

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ том 50 № 6 2024



686 ЮДЕНКОВА и др.

гда нижний слой полагается несжимаемым. В разд. 2
обсуждается идея двуслойной мелкой воды и выве-
дены соответствующие уравнения для случая тече-
ний с переменными термодинамическими свойства-
ми. Развитая теория и полученные уравнения будут
обобщены на магнитный случай в отдельной рабо-
те. В разд. 3 подробно исследованы все типы линей-
ных волн в рамках развитой модели. Проведен ка-
чественный анализ дисперсионных соотношений с
целью выявления возможных трехволновых взаимо-
действий. Исследование линейных волн проведено
как при полном учете силы Кориолиса, так и в при-
ближении бета-плоскости для сферических течений.
Качественный анализ дисперсионных соотношений
впервые позволил предсказать трехволновые взаимо-
действия волн Пуанкаре в гидродинамике вращаю-
щихся течений. Такие эффекты могут играть важную
роль в планетных течениях и в астрофизической плаз-
ме. В разд. 4 методом многомасштабных разложений
исследованы трехволновые взаимодействия получен-
ных волн. Найдены коэффициенты взаимодействия в
нелинейных уравнениях. Некоторые начальные усло-
вия исследованы на предмет наличия неустойчиво-
стей.

2. УРАВНЕНИЯ ДВУСЛОЙНОЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ
ДЛЯ ТЕЧЕНИЙ С ПЕРЕМЕННЫМИ

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИМИ
ХАРАКТЕРИСТИКАМИ ПРИ НАЛИЧИИ

ВРАЩЕНИЯ

Важным принципиальным свойством течений в
астрофизической плазме является свойство сжимае-
мости, характеризующее большинство наблюдаемых
во Вселенной плазменных течений. Для описания
сжимаемых течений, как правило, необходимо ис-
пользовать полную трехмерную систему магнитогид-
родинамических уравнений, которая представляет со-
бой сложную задачу для теоретического рассмотрения
и численного моделирования. В работах [27–31] для
описания эффектов, возникающих из-за неоднород-
ности плотности, получена модель сжимаемого тече-
ния плазмы в приближении мелкой воды. Эта мо-
дель получается в результате усреднения по толщине
слоя полных уравнений движения Эйлера сжимае-
мой жидкости в поле силы тяжести. В этом прибли-
жении фильтруются звуковые волны и учитывается
крупномасштабная зависимость плотности от давле-
ния, описывающая эффекты статической сжимаемо-
сти [70]. Предложенная система выгодно отличается
от традиционных уравнений мелкой воды для несжи-
маемой жидкости. В классических уравнениях мелкой
воды высота и горизонтальная скорость столба жид-
кости полностью определяют его взаимодействие с
остальным объемом жидкости. В сжимаемых уравне-
ниях мелкой воды это взаимодействие определяется
не только горизонтальной скоростью и высотой, но и

средней плотностью столба жидкости, вследствие че-
го учет горизонтального импульса в уравнениях про-
исходит более точно. В работе [27] показано, что учет
сжимаемости в модели мелкой воды приводит к улуч-
шению предсказания скорости распространения га-
зового потока с примесью твердых частиц.

Другим способом исследования крупномасштаб-
ных сжимаемых течений является использование мо-
дели многослойной жидкости, в которой каждый слой
имеет свои гидродинамические параметры. Есте-
ственным первым шагом при этом становится иссле-
дование модели двуслойной жидкости в приближении
мелкой воды [32, 33]. Уравнения двуслойной мелкой
воды с учетом вращения в классическом случае ней-
тральной несжимаемой жидкости являются обобще-
нием уравнений мелкой воды, на случай тонкого вра-
щающегося слоя, разделенного на два слоя с посто-
янными, но различными плотностями. Вывод уравне-
ний двуслойной мелкой воды, как и вывод однослой-
ных уравнений, основан на методе усреднения по вы-
соте слоя. Такая модель в отличие от модели крупно-
масштабной сжимаемости позволяет учитывать боль-
шие изменения плотности жидкости и других гидро-
динамических параметров, однако наличие в моде-
ли двух (или нескольких) слоев с различными гидро-
динамическими параметрами усложняет модель. Та-
ким образом, для улучшения точности описания тон-
ких вращающихся гидродинамических течений в мо-
дели двуслойной жидкости, в данном разделе иссле-
дуется возможность включения эффектов крупномас-
штабной сжимаемости в уравнения для одного из сло-
ев двуслойной модели.

2.1. Исходные уравнения

В этом разделе мы получим уравнения мелкой во-
ды для течений со свободной границей на ровной по-
верхности в поле силы тяжести в двухслойной модели,
в которых каждый из слоев имеет различные термо-
динамические характеристики: нижний слой — вы-
соту ℎ и показатель адиабаты γ, верхний слой жид-
кости — высоту ℎ′ и показатель адиабаты γ′, обозна-
чим 𝐻 = ℎ+ ℎ′. Для верхнего слоя величина ℎ явля-
ется высотой подстилающей поверхности, а для ниж-
него слоя высота столба ℎ′ создает дополнительное
давление. Для исследования течений астрофизиче-
ской плазмы во вращающейся среде удобно перейти
в неинерциальную систему отсчета, вращающуюся с
угловой частотой Ω = 𝑓/2 [71]. Пусть 𝑣𝑥 и 𝑣𝑦 — ско-
рости жидкости в нижнем слое, 𝑢𝑥 и 𝑢𝑦 — скорости
жидкости в верхнем слое.

Ось 𝑍 системы координат направлена вдоль век-
тора силы тяжести в противоположном направлении,
ось 𝑋 направлена вдоль широты, ось 𝑌 соответствен-
но вдоль долготы.

Запишем исходную систему уравнений для нижне-
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го слоя с учетом вращения

𝜕ρ

𝜕𝑡
+∇(ρv) = 0, (1)

𝜕v

𝜕𝑡
+ (v∇)v = −∇𝑝

ρ
− 𝑓 [e𝑧 × v]− g, (2)

𝑝

ργ
= const, (3)

𝑝 =
1

µ
ρ𝑇. (4)

Запишем исходную систему уравнений для верхне-
го слоя сжимаемой жидкости с учетом вращения

𝜕ρ′

𝜕𝑡
+∇(ρ′u) = 0, (5)

𝜕u

𝜕𝑡
+ (u∇)u = −∇𝑝′

ρ′
− 𝑓 [e𝑧 × u]− g, (6)

𝑝′

ρ′γ
′ = const, (7)

𝑝′ =
1

µ
ρ
′𝑇 ′. (8)

Здесь (1), (5) — уравнения непрерывности, (2), (6) —
уравнения Эйлера с учетом вращения и силы тяже-
сти, (3), (7) — уравнения адиабаты идеального газа,
(4), (8) — уравнения Менделеева–Клапейрона. В си-
стемах (1)–(4) и (5)–(8) v = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)

𝑇 и u =
= (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧)

𝑇 — крупномасштабные скорости, ρ,
ρ′ — плотности слоев, 𝑝, 𝑝′ — гидродинамические дав-
ления, g — ускорение свободного падения, 𝑓 — па-
раметр Кориолиса, γ, γ′ — показатели адиабаты, µ —
молярная масса, 𝑇 , 𝑇 ′ — температуры в энергетиче-
ский единицах в каждом слое соответственно. В си-
стемах уравнений (1)–(4) и (5)–(8) мы пренебрега-
ем влиянием центробежной силы [3, 33]. Таким об-
разом для характерных масштабов неоднородности в
рассматриваемых течениях должно выполнятся усло-
вие 𝑓2𝐿/𝑔 ≪ 1.

Для вывода уравнений в приближении двухслой-
ной мелкой воды сформулируем следующие гранич-
ные условия:

— условие равенства нулю нормальной составля-
ющей скорости 𝑣𝑛0 на подстилающей поверхности
нижнего слоя

𝑣𝑛0 = 𝑣𝑧|𝑧=0 = 0, (9)

— условия на нормальные составляющие скорости
в нижнем 𝑣𝑛ℎ и верхнем 𝑢𝑛ℎ слое на границе раздела
ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑦) и

— условие равенства давлений сверху и снизу гра-
ницы раздела

𝑣𝑛ℎ =

(︂
−𝑣𝑧|𝑧=ℎ + 𝑣𝑥|𝑧=ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ 𝑣𝑦|𝑧=ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂
κ
−1
ℎ =

= −𝜕ℎ

𝜕𝑡
κ
−1
ℎ , (10)

𝑢𝑛ℎ =

(︂
𝑢𝑧|𝑧=ℎ − 𝑢𝑥|𝑧=ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
− 𝑢𝑦|𝑧=ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂
κ
−1
ℎ =

=
𝜕ℎ

𝜕𝑡
κ
−1
ℎ , (11)

𝑝|𝑧=ℎ = 𝑝′|𝑧=ℎ, (12)

где κℎ =

√︁
(1 + (𝜕ℎ/𝜕𝑥)

2
)(1 + (𝜕ℎ/𝜕𝑦)

2
). А также

условия на свободной границе 𝐻(𝑥, 𝑦):
— условие постоянства давления на свободной гра-

нице и
— условие на нормальную составляющую скорости

𝑢𝑛𝐻 в верхнем слое на свободной границе

𝑝′|𝑧=𝐻 = 𝑝𝐻 = const, (13)

𝑢𝑛𝐻 =

(︂
−𝑢𝑧|𝑧=𝐻 + 𝑢𝑥|𝑧=𝐻

𝜕𝐻

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦|𝑧=𝐻

𝜕𝐻

𝜕𝑦

)︂
κ
−1
𝐻 =

= −𝜕𝐻

𝜕𝑡
κ
−1
𝐻 , (14)

где κ𝐻 =

√︁
(1 + (𝜕𝐻/𝜕𝑥)

2
)(1 + (𝜕𝐻/𝜕𝑦)

2
).

2.2. Приближение мелкой воды для верхнего слоя

Из уравнения (8) получим выражение для плотно-
сти верхнего слоя на свободной границе

ρ
′|𝑧=𝐻 =

𝑝𝐻
𝑇𝐻µ

= ρ𝐻 . (15)

Здесь 𝑇𝐻 = 𝑇𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑡) — температура на верхней
границе верхнего слоя. Из предложения о гидростати-
ческом распределении давления и уравнения состоя-
ния газа получим выражения для давления и плотно-
сти

𝑝′(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝𝐻

(︂
1 +

𝐻 − 𝑧

𝐻ρ′

)︂γ
′/γ′−1

, (16)

ρ
′(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = ρ𝐻

(︂
1 +

𝐻 − 𝑧

𝐻ρ′

)︂1/γ′−1

, (17)

Здесь 𝐻ρ′ = γ
′

γ′−1
µ𝑇𝐻

𝑔 — характерная плотностная
высота верхнего сжимаемого слоя. Cделаем предпо-
ложение, что плотность у верхней границы верхнего
слоя ρ𝐻 постоянна вдоль всей границы слоя [27]. То-
гда, ввиду непрерывности давления вдоль вертикаль-
ной коородинаты, из уравнения состояния (8) следует,
что температура на верхней границе 𝑇𝐻 и характерная
высота сжимаемости 𝐻ρ′ также постоянны.

Проведем усреднение уравнений (5)–(8) по глубине
слоя ℎ′. Для этого воспользуемся правилом Лейбница

𝑎(𝑥)∫︁
𝑏(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑧)𝑑𝑧 =

𝜕

𝜕𝑥

𝑎(𝑥)∫︁
𝑏(𝑥)

𝑓(𝑥, 𝑧)𝑑𝑧−

−𝑓(𝑥, 𝑎(𝑥))
𝜕𝑎

𝜕𝑥
+ 𝑓(𝑥, 𝑏(𝑥))

𝜕𝑏

𝜕𝑥
.

(18)
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При усреднении по верхнему слою уравнения
непрерывности (5) получим

𝜕

𝜕𝑡

𝐻∫︁
ℎ

ρ
′𝑑𝑧 +

𝜕

𝜕𝑥

𝐻∫︁
ℎ

ρ
′𝑢𝑥𝑑𝑧 +

𝜕

𝜕𝑦

𝐻∫︁
ℎ

ρ
′𝑢𝑦𝑑𝑧 = 0. (19)

При усреднении 𝑥- и 𝑦-составляющих уравнения
Эйлера (6) получим

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢𝑥𝑑𝑧 +

𝜕

𝜕𝑥

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢2

𝑥𝑑𝑧 +
𝜕

𝜕𝑦

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ2𝑢𝑥𝑢𝑦𝑑𝑧+

+

∫︁ 𝐻

ℎ

𝜕𝑝′

𝜕𝑥
𝑑𝑧 = 𝑓

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢𝑦𝑑𝑧, (20)

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢𝑦𝑑𝑧 +

𝜕

𝜕𝑥

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢𝑥𝑢𝑦𝑑𝑧 +

𝜕

𝜕𝑦

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢2

𝑦𝑑𝑧+

+

∫︁ 𝐻

ℎ

𝜕𝑝′

𝜕𝑦
𝑑𝑧 = −𝑓

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢𝑥𝑑𝑧. (21)

Введем средние по высоте верхнего слоя величины

ρ̄
′ =

1

ℎ′

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑑𝑧, (22)

𝑝′ =
1

ℎ′

∫︁ 𝐻

ℎ

𝑝′𝑑𝑧, (23)

𝑢̄𝑖 =
1

ℎ′

∫︁ 𝐻

ℎ

𝑢𝑖𝑑𝑧 𝑖 = 𝑥, 𝑦. (24)

Преобразуем слагаемое с давлением 𝑝′ в уравнениях
(20) и (21) ∫︁ 𝐻

ℎ

𝜕𝑝′

𝜕𝑥
𝑑𝑧 =

=

∫︁ 𝐻

ℎ

γ′

γ′ − 1

𝑝𝐻
𝐻ρ′

(︂
1 +

𝐻 − 𝑧

𝐻ρ′

)︂1/(γ′−1)
𝜕𝐻

𝜕𝑥
𝑑𝑧 = (25)

= ρ̄
′𝑔ℎ′ 𝜕𝐻

𝜕𝑥
= ρ̄

′𝑔ℎ′ 𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ ρ̄

′𝑔ℎ′ 𝜕ℎ
′

𝜕𝑥
.

Подставим в выражения для средних величин (22)
и (23) функции ρ′ и 𝑝′ из (17) и (16)

ρ̄
′ =

1

ℎ′
𝑝𝐻
𝑔

[︃(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂γ
′/(γ′−1)

− 1

]︃
, (26)

𝑝′ =
𝐻ρ′

ℎ′
1

γ′/(γ′ − 1) + 1

𝑝𝐻
𝑔

[︃(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂γ
′/(γ′−1)+1

− 1

]︃
.

(27)

Величины 𝑝′, ρ′, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦 представим в виде суммы
средних значений и флуктуаций

𝑝′ = 𝑝′ + 𝑝′2, ρ
′
2 = ρ̄

′ + ρ̂
′,

𝑢𝑖 = 𝑢̄𝑖 + 𝑢̂𝑖, 𝑖 = 𝑥, 𝑦,
(28)

причем средние значения флуктуаций равны нулю.

Подставим средние значения в (19)–(21), прене-
брегая интегралами от флуктуаций получим систему
усредненных по высоте уравнений для верхнего слоя
жидкости, которая в векторном виде принимает сле-
дующий вид

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ′
ρ̄
′) +

𝜕

𝜕𝑥
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑥) +

𝜕

𝜕𝑦
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑦) = 0, (29)

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑥) +

𝜕

𝜕𝑥
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄2

𝑥) +
𝜕

𝜕𝑦
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑥𝑢̄𝑦)+

+ρ̄𝑔ℎ′ 𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ ρ̄

′𝑔ℎ′ 𝜕ℎ
′

𝜕𝑥
− 𝑓ℎ′

ρ̄
′𝑢̄𝑦 = 0,

(30)

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑦) +

𝜕

𝜕𝑦
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄2

𝑦) +
𝜕

𝜕𝑥
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑥𝑢̄𝑦)+

+ρ̄𝑔ℎ′ 𝜕ℎ

𝜕𝑦
+ ρ̄

′𝑔ℎ′ 𝜕ℎ
′

𝜕𝑦
+ 𝑓ℎ′

ρ̄
′𝑢̄𝑥 = 0.

(31)

Преобразуем уравнения (29)–(31) для описания
верхнего сжимаемого слоя, введя новую перемен-
ную 𝑙, представляющую собой массу столба жидкости

𝑙 = ℎ′
ρ̄
′. (32)

Снимем индексы и знаки усреднения в системе
(29)–(31) для упрощения записи и получим незамкну-
тую систему, которая в векторном виде принимает
следующий вид:

𝜕𝑡𝑙 +∇ · (𝑙ū) = 0, (33)

𝜕𝑡u+ (u · ∇)u+ 𝑎2𝑔
∇𝑙

𝑙
+ 𝑔∇ℎ+ 𝑓e𝑧 × u = 0, (34)

где

𝑎2 =
𝑙

ρ𝐻

(︂
𝑙𝑔

𝑝𝐻
+ 1

)︂−1/γ

. (35)

Система не замкнута из-за наличия переменнойℎ—
высоты нижнего слоя. Далее получим уравнения для
описания нижнего слоя.

2.3. Приближение мелкой воды для нижнего слоя

Заметим, что граничные условия (12) для нижнего
слоя на границе двух слоев c учетом (16) принимают
вид

𝑝 = 𝑝𝐻

(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂γ
′/(γ′−1)

. (36)

Тогда получим выражение для давления в нижнем
слое

𝑝 = 𝑝𝐻

(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂γ
′/(γ′−1)(︂

1 +
ℎ− 𝑧

𝐻ρ

)︂γ/(γ−1)

. (37)

Здесь 𝐻ρ =
γ

γ−1
𝑝ℎ

ρ′ℎ𝑔
— характерная плотностная высо-

та нижнего слоя при учете крупномасштабной сжима-
емости, как и в уравнениях для верхнего слоя. Таким
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образом, после интегрирования уравнения для изме-
нения импульса в нижнем слое (2) слагаемое с давле-
нием примет следующий вид:

ℎ∫︁
0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑑𝑧 = ρ̄𝑔ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
− 𝑝𝐻

𝐻ρ′

(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂1/(γ′−1)

×

×
(︂
1 +

ℎ

𝐻ρ

)︂γ/(γ−1)

ℎ
𝜕ℎ′

𝜕𝑥
+

𝑔

𝐻ρ′
ρ̄
𝜕ℎ′

𝜕𝑥
+

+ρ𝐻𝑔
𝐻ρ(γ− 1)

(2γ+ 1)

[︃(︂
1 +

ℎ

𝐻ρ

)︂(2γ+1)/(γ−1)

− 1

]︃
×

×
(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂1/(γ′−1)
𝜕ℎ′

𝜕𝑥
.

(38)

Получившееся выражение сложным образом зави-
сит от высот слоев и их плотностей. Учет крупномас-
штабной сжимаемости в нижнем слое из-за нетри-
виального вклада слагаемого с давлением приводит
к выражениям, которые не поддаются простой пара-
метризации и использованию новой переменной, по-
добной переменной 𝑙 = ρ̄′ℎ′, введенной для верхне-
го слоя. Для того чтобы получить замкнутую гипер-
болическую систему, а также для дальнейшего ее ана-
лиза, естественно рассмотреть упрощенную модель
двуслойного течения, в котором нижний слой будет
иметь постоянную плотность. Слагаемое с давлением
в нижнем слое (38) при этом примет следующий вид:

ℎ∫︁
0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑑𝑧 = ρ𝐻𝑔

(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ

)︂1/(γ−1)

ℎ
𝜕ℎ′

𝜕𝑥
+ ρ𝑔ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
. (39)

Выразим ℎ′ и 𝜕ℎ′/𝜕𝑥 через 𝑙

ℎ′ = 𝐻ρ′

[︃(︂
1 +

𝑙𝑔

𝑝ℎ

)︂(γ−1)/γ

− 1

]︃
, (40)

𝜕ℎ′

𝜕𝑥
=

𝑎2

𝑙

𝜕𝑙

𝜕𝑥
. (41)

Подставим (40) и (41) в (39) и получим выражение,
зависящее от ℎ и 𝑙,

ℎ∫︁
0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑑𝑧 = ρ𝑔ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ 𝑔ℎ

𝜕𝑙

𝜕𝑥
. (42)

Получим теперь систему уравнений для течений
сжимаемой жидкости над несжимаемой. Уравнения
для верхнего сжимаемого слоя принимают следую-
щий вид:

𝜕𝑡𝑙 +∇ · (𝑙ū) = 0, (43)

𝜕𝑡u+ (u · ∇)u+ 𝑎2𝑔
∇𝑙

𝑙
+ 𝑔∇ℎ+ 𝑓e𝑧 × u = 0. (44)

Уравнения для нижнего несжимаемого слоя прини-
мают следующий вид:

𝜕𝑡ℎ+∇ · (ℎv̄) = 0, (45)

𝜕𝑡v + (v · ∇)v + 𝑔∇ℎ+ 𝑔
∇𝑙

ρ
+ 𝑓e𝑧 × v = 0. (46)

При 𝑙 → 0 система (43)–(46) переходит в клас-
сическую систему двуслойных уравнений мелкой во-
ды [59]. При ℎ = 0 система переходит в систему урав-
нений для однослойной сжимаемой мелкой воды [27].

3. ЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ В ТЕЧЕНИЯХ С
ПЕРЕМЕННЫМИ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИМИ

ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

В данном разделе исследуются линейные волны в
двуслойной вращающейся жидкости с верхним сжи-
маемым слоем. Рассматриваются два приближения
для вращения — приближения 𝑓- и β-плоскостей.

3.1. Волны Пуанкаре для двухслойного течения
с верхним сжимаемым слоем на 𝑓-плоскости

Рассмотрим вращение на 𝑓-плоскости. Такое при-
ближение означает, что параметр Кориолиса счита-
ется постоянным 𝑓 = 𝑓0. Проведем линеаризацию
системы (43)–(46) около положения равновесия u0:
ℎ = ℎ0, 𝑙 = 𝑙0, 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 = 𝑣𝑥 = 𝑣𝑦 = 0. Тогда си-
стема уравнений для верхнего слоя (43)–(44) примет
вид:

𝜕𝑡𝑙 + 𝑙0∇ · ū = 0, (47)

𝜕𝑡u+ 𝑎20𝑔
∇𝑙

𝑙0
+ 𝑔∇ℎ+ 𝑓0e𝑧 × u = 0. (48)

Система уравнений для нижнего несжимаемого
слоя (45)–(46) примет следующий вид:

𝜕𝑡ℎ+ ℎ0∇ · v̄ = 0, (49)

𝜕𝑡v + 𝑔∇ℎ+ 𝑔
∇𝑙

ρ
+ 𝑓0e𝑧 × v = 0. (50)

Ищем решение линеаризованной системы в виде
плоских волн малой амплитуды û ≪ u0:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑙
𝑢𝑥

𝑢𝑦

ℎ
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑙̂
𝑢̂𝑥

𝑢̂𝑦

ℎ̂
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ exp(−𝑖ω𝑡+ 𝑖𝑘𝑥𝑥+ 𝑖𝑘𝑦𝑦), (51)

где ω— частота волны, k = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦)
𝑇 — волновой век-

тор. После подстановки решения в виде плоской вол-
ны (51) в линеаризованную систему (47)–(50) полу-
чим систему линейных однородных уравнений⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−ω 𝑙0𝑘𝑥 𝑙0𝑘𝑦 0 0 0
𝑎20𝑔𝑘𝑥 −𝑙0ω 𝑖𝑓0𝑙0 𝑙0𝑔𝑘𝑥 0 0
𝑎20𝑔𝑘𝑦 −𝑖𝑓0𝑙0 −𝑙0ω 𝑙0𝑔𝑘𝑦 0 0

0 0 0 −ω ℎ0𝑘𝑥 ℎ0𝑘𝑦
𝑔𝑘𝑥 0 0 ρ𝑔𝑘𝑥 −ωρ 𝑖𝑓0ρ
𝑔𝑘𝑦 0 0 ρ𝑔𝑘𝑦 −𝑖𝑓0ρ −ωρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑙̂
𝑢̂𝑥

𝑢̂𝑦

ℎ̂
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠=0.

(52)
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Однородная система (52) имеет нетривиальное ре-
шение, когда определитель матрицы системы равен
нулю. Приравняв определитель матрицы к нулю, по-
лучим уравнение для нахождения дисперсионного со-
отношения:

ω
2(−𝑔2ℎ0𝑘

4(𝑙0 − 𝑎20ρ) + 𝑔(𝑎20 + ℎ0)𝑘
2
ρ(𝑓2

0 − ω
2)+

+ρ(𝑓2
0 − ω

2)2) = 0.
(53)

Уравнение (53) имеет относительно ω два нулевых ре-
шения и четыре решения вида

ω = ±

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷𝑓2
0 + 𝑘2

⎛⎜⎜⎝
𝑎20𝑔 + ℎ0𝑔

2
±

± 𝑔

2
√
ρ

√︁
4ℎ0𝑙0 + ρ(𝑎20 + ℎ0)

2

⎞⎟⎟⎠. (54)

Дисперсионное уравнение (54) описывает две вол-
ны Пуанкаре в двухслойном течении мелкой воды с
верхним сжимаемым слоем. На рис. 0 приведены про-
екции дисперсионных поверхностей двух волн Пуан-
каре. При ℎ0 = 0 выражение переходит в дисперсион-
ное уравнение для волны Пуанкаре в сжимаемой жид-
кости [31]

ω = ±
√︁
𝑓2
0 + 𝑎20𝑔𝑘

2, (55)

а при 𝑙 = 0 переходит в дисперсионное уравнение для
волны Пуанкаре в несжимаемой жидкости:

ω = ±
√︁
𝑓2
0 + ℎ0𝑔𝑘2. (56)

3.2. Волны на β-плоскости

Рассмотрим течение двухслойной жидкости на β-
плоскости. В таком приближении параметр Кориоли-
са 𝑓 слабо меняется при малых изменениях широты и
раскладывается в ряд

𝑓 = 2Ω sinΘ ≈ 2Ω sinΘ0+2Ω(Θ−Θ0) cosΘ0 ≈ 𝑓0+β𝑦,
(57)

гдеΩ— угловая скорость вращения,Θ— широта, 𝑓0 =
= 2Ω sinΘ0, β = 𝜕𝑓/𝜕𝑦, причем 𝑓0 ≫ β𝑦. При-
ближение β-плоскости, в отличие от приближения
𝑓-плоскости, сохраняет первый порядок малости в
разложении параметра Кориолиса [3, 33].

Система уравнений примет вид

𝜕𝑡𝑙 +∇ · (𝑙ū) = 0, (58)

𝜕𝑡u+ (u · ∇)u+ 𝑎2𝑔
∇𝑙

𝑙
+ 𝑔∇ℎ+ (𝑓 + β𝑦)e𝑧 × u = 0,

(59)

𝜕𝑡ℎ+∇ · (ℎv̄) = 0, (60)

𝜕𝑡v + (v · ∇)v + 𝑔∇ℎ+ 𝑔
∇𝑙

ρ
+ (𝑓 + β𝑦)e𝑧 × v = 0.

(61)

Продифференцируем 𝑥-компоненту в уравнениях
уравнения (59) и (61) по 𝑦, чтобы исключить 𝑦 из си-
стемы:

𝜕𝑙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑙𝑢𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑙𝑢𝑦)

𝜕𝑦
= 0, (62)

𝜕2𝑙𝑢𝑥

𝜕𝑡𝜕𝑦
+

𝜕2
(︀
𝑙𝑢2

𝑥

)︀
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2 (𝑙𝑢𝑥𝑢𝑦)

𝜕𝑦2
+ 𝑎2𝑔

𝜕2𝑙

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ (63)

+𝑔
𝜕𝑎2

𝜕𝑦

𝜕𝑙

𝜕𝑥
+ 𝑙𝑔

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑔

𝜕𝑙

𝜕𝑦

𝜕ℎ

𝜕𝑥
− 𝑓0

𝜕𝑙𝑢𝑦

𝜕𝑦
− β𝑙𝑢𝑦 = 0,

𝜕𝑙𝑢𝑦

𝜕𝑡
+
𝜕 (𝑙𝑢𝑥𝑢𝑦)

𝜕𝑥
+
𝜕
(︀
𝑙𝑢2

𝑦

)︀
𝜕𝑦

+𝑎2𝑔
𝜕𝑙

𝜕𝑦
+𝑙𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+𝑓0𝑙𝑢𝑥=0,

(64)

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+

𝜕(ℎ𝑣𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕(ℎ𝑣𝑦)

𝜕𝑦
= 0, (65)

𝜕2ℎ𝑣𝑥
𝜕𝑡𝜕𝑦

+
𝜕2ℎ𝑣2𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2ℎ𝑣𝑥𝑣𝑦

𝜕𝑦2
+ 𝑔ℎ

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+

+
𝑔

ρ
ℎ

𝜕2𝑙

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝑔

ρ

𝜕ℎ

𝜕𝑦

𝜕𝑙

𝜕𝑥
− 𝑓0

ℎ𝑣𝑦
𝜕𝑦

− βℎ𝑣𝑦 = 0, (66)

𝜕ℎ𝑣𝑦
𝜕𝑡

+
𝜕ℎ𝑣𝑥𝑣𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕ℎ𝑣2𝑦
𝜕𝑦

+𝑔ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑦
+
𝑔

ρ
ℎ
𝜕𝑙

𝜕𝑦
+𝑓0ℎ𝑣𝑥=0. (67)

Проведем линеаризацию системы (62)–(67) около
положения равновесия u0: ℎ = ℎ0, 𝑙 = 𝑙0, 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 =
= 𝑣𝑥 = 𝑣𝑦 = 0:

𝜕𝑙

𝜕𝑡
+ 𝑙0

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑙0

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
= 0, (68)

𝑙0
𝜕2𝑢𝑥

𝜕𝑡𝜕𝑦
+ 𝑎20𝑔

𝜕2𝑙

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑙0𝑔

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝑓0𝑙0

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
− β𝑙0𝑢𝑦 = 0,

(69)

𝑙0
𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑡
+ 𝑎20𝑔

𝜕𝑙

𝜕𝑦
+ 𝑙0𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+ 𝑓0𝑙0𝑢𝑥 = 0, (70)

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ ℎ0

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑥

+ ℎ0
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑦

= 0, (71)

ℎ0
𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑡𝜕𝑦

+𝑔ℎ0
𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝑔

ρ
ℎ0

𝜕2𝑙

𝜕𝑥𝜕𝑦
−𝑓0ℎ0

𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑦

−βℎ0𝑣𝑦=0,

(72)

ℎ0
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑡

+ 𝑔ℎ0
𝜕ℎ

𝜕𝑦
+

𝑔

ρ
ℎ0

𝜕𝑙

𝜕𝑦
+ 𝑓0ℎ0𝑣𝑥 = 0. (73)

Ищем решение линеаризованной системы
(68)–(73) в виде плоских волн малой амплитуды
û ≪ u0⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑙
𝑢𝑥

𝑢𝑦

ℎ
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑙̂
𝑢̂𝑥

𝑢̂𝑦

ℎ̂
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ exp(−𝑖ω𝑡+ 𝑖𝑘𝑥𝑥+ 𝑖𝑘𝑦𝑦), (74)

где ω— частота волны, k = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦)
𝑇 — волновой век-

тор. После подстановки решения в виде плоской вол-
ны (74) в линеаризованную систему (68)–(73) полу-
чим систему линейных однородных уравнений.
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−ω 𝑙0𝑘𝑥 𝑙0𝑘𝑦 0 0 0

𝑎20𝑔𝑘𝑥𝑘𝑦 −𝑙0ω𝑘𝑦 𝑖𝑓0𝑙0𝑘𝑦 + β𝑙0 𝑙0𝑔𝑘𝑥𝑘𝑦 0 0
𝑎20𝑔𝑘𝑦 −𝑖𝑓0𝑙0 −𝑙0ω 𝑙0𝑔𝑘𝑦 0 0
0 0 0 −ω ℎ0𝑘𝑥 ℎ0𝑘𝑦

𝑔𝑘𝑥𝑘𝑦 0 0 ρ𝑔𝑘𝑥𝑘𝑦 −ω𝑘𝑦ρ 𝑖𝑓0ρ𝑘𝑦 + ρβ

𝑔𝑘𝑦 0 0 ρ𝑔𝑘𝑦 −𝑖𝑓0ρ −ωρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑙̂
𝑢̂𝑥

𝑢̂𝑦

ℎ̂
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 0. (75)

Приравняем детерминант матрицы к нулю и полу-
чим уравнение для нахождение дисперсионных соот-
ношений волн. Приравняем к нулю действительную и
мнимую части уравнения. Примем β2 = 0.

В высокочастотном пределе получим две волны Пу-
анкаре, с совпадающие с волнами на 𝑓-плоскости (54)

ω = ±

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷𝑓2
0 + 𝑘2

⎛⎜⎜⎝
𝑎20𝑔 + ℎ0𝑔

2
±

± 𝑔

2
√
ρ

√︁
4ℎ0𝑙0 + ρ(𝑎20 + ℎ0)

2

⎞⎟⎟⎠. (76)

В низкочастотном пределе получим волну Россби

ω =
−β𝑘𝑥𝑔(𝑎20 + ℎ0)

2𝑓2
0 + (𝑎20 + ℎ0)𝑔𝑘2

. (77)

График проекции дисперсионной поверхности на
ось 𝑘𝑥 волны Россби изображен на рис. 1. В отсут-
ствие сжимаемости дисперсионные соотношения (76)
и (77) переходят в дисперсионные соотношения для
слоя несжимаемой жидкости высотой 𝐻 = 𝑎20 + ℎ0.

Отметим отличия полученных волн в двуслойном
приближении от однослойного приближения сжи-
маемой жидкости [31]. В дисперсионном соотноше-
нии для волн Россби изменяется лишь гравитацион-
ный параметр: он представлен в виде суммы пара-
метров двух слоев 𝑎20 + ℎ. Дисперсионные соотноше-
ния для волн Пуанкаре имеют качественно иной вид.
В однослойном приближении графики проекций дис-
персионных поверхностей имели асимптоты ±𝑘

√
𝑔ℎ

Рис. 1. Проекции дисперсионных поверхностей двух волн
Пуанкаре в двуслойном приближении.

в несжимаемой жидкости и ±𝑘
√︀

𝑎20𝑔 в сжимаемой
жидкости, таким образом при анализе трехволновых
взаимодействий проекции этих волн не пересекались,
а значит волны не резонировали. В двуслойном при-
ближении решения получены в виде двух волн Пуан-
каре с различным асимптотическим поведением. Они
имеют два вида асимптот:

±𝑘

√︃
𝑎20𝑔 + ℎ0𝑔

2
+

𝑔

2
√
ρ

√︁
4ℎ0𝑙0 + ρ(𝑎20 + ℎ)

2

и

±𝑘

√︃
𝑎20𝑔 + ℎ0𝑔

2
− 𝑔

2
√
ρ

√︁
4ℎ0𝑙0 + ρ(𝑎20 + ℎ)

2
.

3.3. Качественный анализ дисперсионных соотношений
для линейных волн в двуслойных течениях

Определим, для каких из полученных типов волн
возможны резонансные взаимодействия. Для того,
чтобы три волны испытывали взаимодействие, необ-
ходимо выполнение условия трехволнового синхро-
низма

k1 + k2 = k3, ω1(k1) + ω2(k2) = ω3(k3), (78)

где k𝑖 — волновые векторы взаимодействующих волн,
ω𝑖(k) — дисперсионное соотношение соответствую-
щей волны.

Будем рассматривать условие резонанса, как пере-
сечение дисперсионных поверхностей [72]. Для дву-
мерного вектора k = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦), функция ω(k) задает
поверхность в трехмерном пространствеω, 𝑘𝑥, 𝑘𝑦. Рас-
смотрим две поверхности (рис. 2): 𝑆1, заданную урав-
нением ω = ω1(k) и 𝑆2, заданную уравнением ω =
= ω1(k1)+ω2(k−k1) = ω1(k1)+ω2(k2)— вторым сла-
гаемым условия синхронизма (78) в смещенной точ-
ке (k1,ω1(k1)). Если поверхности пересеклись, обо-
значим точку пересечения k3. Пересечение дисперси-
онных поверхностей 𝑆1 и 𝑆2 означает, что существует
вектор k3 = k1 + k2 и некоторая дисперсионная по-
верхность ω3(k), такая, что ω3(k3) = ω3(k1 + k2) =
= ω2(k2) + ω1(k1).

Рассмотрим только волны в системе на бета-
плоскости (58)–(61), так как линейные решения
на 𝑓-плоскости аналогичны решениям на бета-
плоскости в высокочастотном пределе.

Для системы на бета-плоскости были получены две
волны Пуанкаре с разной кривизной дисперсионных
поверхностей (76) и волна Россби (77).

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ том 50 № 6 2024



692 ЮДЕНКОВА и др.

Рис. 2. Проекция дисперсионной поверхности волны Росс-
би на 𝑘𝑥 в двуслойном приближении.

Рис. 3. Пересечение дисперсионных поверхностей взаимо-
действующих волн.

Аналогично случаю однослойной жидкости волна
Пуанкаре и две волны Россби и три волны Россби ис-
пытывают трехволновые взаимодействия. На рис. 3
и 4 показано пересечение их дисперсионных поверх-
ностей в смещенной точке.

Особый интерес представляет взаимодействие трех
волн Пуанкаре и двух волн Пуанкаре с волной Росс-
би, которых не наблюдается в однослойном течении
сжимаемой жидкости [31]. На рис. 5 изображено пере-
сечение дисперсионных поверхностей двух волн Пу-
анкаре, значит они могут испытывать трехволновые
взаимодействия. Таким образом, учет сжимаемости в

Рис. 4. Условие трехволнового синхронизма для двух волн
Россби и волны Пуанкаре.

Рис. 5. Условие трехволнового синхронизма для трех волн
Россби.

двуслойной жидкости существенно влияет на резо-
нансы в нелинейных решениях.

4. СЛАБОНЕЛИНЕЙНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
ВОЛН В ДВУСЛОЙНЫХ ТЕЧЕНИЯХ МЕЛКОЙ

ВОДЫ С ПЕРЕМЕННЫМИ
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИМИ

ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

В предыдущем разделе было показано, что для си-
стемы на 𝑓- и бета-плоскостях возможны трехволно-
вые взаимодействия всех типов найденных волн. По-
лучим сначала систему уравнений трехволновых вза-
имодействий на 𝑓-плоскости, затем систему уравне-
ний на бета-плоскости. Далее для исследования нели-
нейных эффектов будем использовать только систе-
му трехволновых уравнений в общем виде для обо-
их случаев, так как системы уравнений для медленно
меняющихся амплитуд волн на 𝑓-плоскости и бета-
плоскости будут различаться только коэффициента-
ми.
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4.1. Метод многих масштабов

Запишем полную систему уравнений на 𝑓-плоско-
сти

𝜕𝑙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑙𝑢𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑙𝑢𝑦)

𝜕𝑦
= 0, (79)

𝜕𝑙𝑢𝑥

𝜕𝑡
+

𝜕
(︀
𝑙𝑢2

𝑥

)︀
𝜕𝑥

+
𝜕 (𝑙𝑢𝑥𝑢𝑦)

𝜕𝑦
+

+𝑎2𝑔
𝜕𝑙

𝜕𝑥
+ 𝑙𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑥
− 𝑓0𝑙𝑢𝑦 = 0,

(80)

𝜕𝑙𝑢𝑦

𝜕𝑡
+

𝜕 (𝑙𝑢𝑥𝑢𝑦)

𝜕𝑥
+

𝜕
(︀
𝑙𝑢2

𝑦

)︀
𝜕𝑦

+

+𝑎2𝑔
𝜕𝑙

𝜕𝑦
+ 𝑙𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+ 𝑓0𝑙𝑢𝑥 = 0,

(81)

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+

𝜕(ℎ𝑣𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕(ℎ𝑣𝑦)

𝜕𝑦
= 0, (82)

𝜕ℎ𝑣𝑥
𝜕𝑡

+
𝜕ℎ𝑣2𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕ℎ𝑣𝑥𝑣𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑔ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+

𝑔

ρ
ℎ
𝜕𝑙

𝜕𝑥
− 𝑓0ℎ𝑣𝑦 = 0,

(83)

𝜕ℎ𝑣𝑦
𝜕𝑡

+
𝜕ℎ𝑣𝑥𝑣𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕ℎ𝑣2𝑦
𝜕𝑦

+ 𝑔ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑦
+

𝑔

ρ
ℎ
𝜕𝑙

𝜕𝑦
+ 𝑓0ℎ𝑣𝑥 = 0.

(84)

Для анализа трехволновых взаимодействий в си-
стеме воспользуемся методом многих масштабов [73].
Разложим переменные 𝑡, 𝑥 и 𝑦 на быстрые перемен-
ные 𝑇0, 𝑋0, 𝑌0 и медленные 𝑇1 = ε𝑇0, 𝑋1 = ε𝑋0,
𝑌1 = ε𝑌0. Перепишем операторы частных производ-
ных в соответствии со сделанной заменой:

𝜕

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑇0
+ ε

𝜕

𝜕𝑇1
, (85)

𝜕

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑋0
+ ε

𝜕

𝜕𝑋1
, (86)

𝜕

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑌0
+ ε

𝜕

𝜕𝑌1
. (87)

Решение системы (79)–(84) будем искать в виде
асимптотического ряда по степеням ε

u =

∞∑︁
𝑘=0

ε
𝑘uk = u0 + εu1 + ε

2u2 + . . . . (88)

Здесь u = (𝑙, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, ℎ, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦) — вектор-решение.
Приравняв слагаемые нулевого порядка по ε по-

лучим стационарное решение. Приравняв слагаемые
первого порядка по ε получим линейную систему
(43)–(46). Тогда u0 = (𝑙0, 0, 0, ℎ0, 0, 0) — стационарное
решение,u1 = û1 exp(−𝑖ω(𝑘𝑥, 𝑘𝑦)𝑡+𝑖𝑘𝑥𝑥+𝑖𝑘𝑦𝑦)— ли-
нейное решение, где ω(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) — найденные диспер-
сионные соотношения (54). u2 — квадратичная по-
правка.

Приравняем слагаемые с ε2, чтобы получить систе-
му уравнений на квадратичную поправку, 𝑅̂ — нели-
нейный оператор

𝐴u2 = 𝑆u1 + 𝑅̂(u1,u1). (89)

Здесь 𝐴 — линейный оператор, действующий на
квадратичную поправку, 𝑆 — линейный оператор,
действующий на линейную поправку,

𝐴u2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝑙2
𝜕𝑇0

+ 𝑙0
𝜕𝑢𝑥2

𝜕𝑋0
+ 𝑙0

𝜕𝑢𝑦2

𝜕𝑌0

𝑙0
𝜕𝑢𝑥2

𝜕𝑇0
+ 𝑎20𝑔

𝜕𝑙2
𝜕𝑇0

+ 𝑙0𝑔
𝜕ℎ2

𝜕𝑋0
− 𝑓0𝑙0𝑢𝑦2

𝑙0
𝜕𝑢𝑦2

𝜕𝑇0
+ 𝑎20𝑔

𝜕𝑙2
𝜕𝑌0

+ 𝑙0𝑔
𝜕ℎ2

𝜕𝑌0
+ 𝑓0𝑙0𝑢𝑥2

𝜕ℎ2

𝜕𝑇0
+ ℎ0

𝜕𝑣𝑥2

𝜕𝑋0
+ ℎ0

𝜕𝑣𝑦2

𝜕𝑌0

ℎ0
𝜕𝑣𝑥2

𝜕𝑇0
+ 𝑔ℎ0

𝜕ℎ2

𝜕𝑋0
+ 𝑔

ρ
ℎ0

𝜕𝑙2
𝜕𝑋0

− 𝑓0ℎ0𝑣𝑦2

ℎ0
𝜕𝑣𝑦2

𝜕𝑇0
+ 𝑔ℎ0

𝜕ℎ2

𝜕𝑌0
+ 𝑔

ρ
ℎ0

𝜕𝑙2
𝜕𝑌0

+ 𝑓0ℎ0𝑣𝑥2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (90)

𝑆u1 = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝑙1
𝜕𝑇1

+ 𝑙0
𝜕𝑢𝑥1

𝜕𝑋1
+ 𝑙0

𝜕𝑢𝑦1

𝜕𝑌1

𝑙0
𝜕𝑢𝑥1

𝜕𝑇1
+ 𝑎20𝑔

𝜕𝑙1
𝜕𝑋1

+ 𝑙0𝑔
𝜕ℎ1

𝜕𝑋1

𝑙0
𝜕𝑢𝑦1

𝜕𝑇1
+ 𝑎20𝑔

𝜕𝑙1
𝜕𝑌1

+ 𝑙0𝑔
𝜕ℎ1

𝜕𝑌1
𝜕ℎ1

𝜕𝑇1
+ ℎ0

𝜕𝑣𝑥1

𝜕𝑋1
+ ℎ0

𝜕𝑣𝑦1

𝜕𝑌1

ℎ0
𝜕𝑣𝑥1

𝜕𝑇1
+ 𝑔ℎ0

𝜕ℎ1

𝜕𝑋1
+ 𝑔

ρ
ℎ0

𝜕𝑙1
𝜕𝑋1

ℎ0
𝜕𝑣𝑦1

𝜕𝑇1
+ 𝑔ℎ0

𝜕ℎ1

𝜕𝑌1
+ 𝑔

ρ
ℎ0

𝜕𝑙1
𝜕𝑌1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (91)

𝑅̂(u1,u1) = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕(𝑙1𝑢𝑥1)
𝜕𝑋0

+
𝜕(𝑙1𝑢𝑦1)

𝜕𝑌0

𝜕(𝑙1𝑢𝑥1)
𝜕𝑇0

+ 𝑙0
𝜕𝑢2

𝑥1

𝜕𝑋0
+ 𝑙0

𝜕(𝑢𝑥1𝑢𝑦1)
𝜕𝑌0

𝜕(𝑙1𝑢𝑦1)
𝜕𝑇0

+ 𝑙0
𝜕(𝑢𝑥1𝑢𝑦1)

𝜕𝑋0
+ 𝑙0

𝜕𝑢2
𝑦1

𝜕𝑌0
𝜕(ℎ1𝑣𝑥1)

𝜕𝑋0
+

𝜕(ℎ1𝑣𝑦1)
𝜕𝑌0

𝜕(ℎ1𝑣𝑥1)
𝜕𝑇0

+ ℎ0
𝜕𝑣2

𝑥1

𝜕𝑋0
+ ℎ0

𝜕(𝑣𝑥1𝑣𝑦1)
𝜕𝑌0

𝜕(ℎ1𝑣𝑦1)
𝜕𝑇0

+ ℎ0
𝜕(𝑣𝑥1𝑣𝑦1)

𝜕𝑋0
+ ℎ0

𝜕𝑣2
𝑦1

𝜕𝑌0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

𝑎20𝑔
𝑙1
𝐿

𝜕𝑙1
𝜕𝑋0

+ 𝑙1𝑔
𝜕ℎ1

𝜕𝑋0
− 𝑓0𝑙1𝑢𝑦1

𝑎20𝑔
𝑙1
𝐿

𝜕𝑙1
𝜕𝑌0

+ 𝑙1𝑔
𝜕ℎ1

𝜕𝑌0
+ 𝑓0𝑙1𝑢𝑥1

0

𝑔ℎ1
𝜕ℎ1

𝜕𝑋0
+ 𝑔

ρ
ℎ1

𝜕𝑙1
𝜕𝑋0

− 𝑓0ℎ1𝑣𝑦1
𝑔ℎ1

𝜕ℎ1

𝜕𝑌0
+ 𝑔

ρ
ℎ1

𝜕𝑙1
𝜕𝑌0

+ 𝑓0ℎ1𝑣𝑥1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (92)

Здесь
1

𝐿
=

1

𝑙0
− 𝑔

γ

1

𝑝+ 𝑙0𝑔

получается при разложении 𝑎2, заданного форму-
лой (35), в ряд по ε.

В правой части уравнения (89) содержатся слагае-
мые, полученные при решении линеаризованной си-
стемы (43)–(46). Они могут привести к линейному ро-
сту решения, что нарушит условие на малость поправ-
ки εu2 ≪ εu1 и нарушит сходимость ряда. Чтобы ис-
ключить влияние резонансных слагаемых, введем за-
висимость амплитуды волны от медленных перемен-
ных, а фазы волны — от быстрых

u1 = û1(𝑇1, 𝑋1, 𝑌1) exp(−𝑖ω𝑇0+ 𝑖𝑘𝑥𝑋0+ 𝑖𝑘𝑦𝑌0). (93)

Далее будем искать вторую поправку u2 в виде ли-
нейных волн. Получим систему

𝐴u2 = b, (94)
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где матрица𝐴 совпадает с матрицей линеаризованной
системы (52), b — вектор правых частей, который по-
лучается подстановкой первой поправки (93).

При выполнении дисперсионного соотношения
определитель матрицы 𝐴 будет равен нулю. Тогда
для определения совместности системы воспользуем-
ся теоремой Фредгольма. Система будет совместна то-
гда и только тогда, когда решение однородной сопря-
женной системы zT𝐴 = 0 будет ортогонально вектору
правой части 𝑏.

Найдем решение сопряженной однородной систе-
мы z

z𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρ(𝐵 −𝐴)𝐵
ρ(𝐵 −𝐴)𝐶
ρ(𝐵 −𝐴)𝐷
ρ𝑙0/ℎ0𝐴𝐵

𝑙0𝐴𝐶
𝑙0𝐴𝐷

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (95)

где

𝐴 = 𝑔ℎ0𝑘
2, 𝐵 = ω

2
𝑖 − 𝑓2

0 ,

𝐶 = ω𝑖𝑘𝑥 − 𝑖𝑓0𝑘𝑦, 𝐷 = 𝑖𝑓0𝑘𝑥 + ω𝑖𝑘𝑦.

В уравнении (95) каждый вектор z𝑖 соответствует
отдельному решению дисперсионного уравнения ω𝑖

(76) для течений на 𝑓-плоскости.
Аналогично случаю 𝑓-плоскости, найдем решения

однородной системы zT𝐴β = 0, сопряженной с систе-
мой 𝐴βu2 = b, где матрица 𝐴β совпадает с матрицей
линеаризованной системы (75) на бета-плоскости

z𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρℎ0(𝐵 −𝐴)𝐵
ρ(𝐵 −𝐴)𝐶
ρ(𝐵 −𝐴)𝐷
ρ𝑙0𝐴𝐵
𝑙0𝐴𝐶
𝑙0𝐴𝐷

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (96)

где

𝐴 = 𝑔ℎ0𝑘𝑥𝑘𝑦(ω𝑖𝑘
2 + β𝑘𝑥),

𝐵 = (ω2
𝑖 − 𝑓2

0 )ω𝑖𝑘𝑥𝑘𝑦 + 𝑖βω𝑖𝑓0𝑘𝑥,

𝐶 = ℎ0ω𝑖𝑘𝑥(ω𝑖𝑘𝑥 − 𝑖𝑓0𝑘𝑦),

𝐷 = ℎ0ω𝑖𝑘𝑥(𝑖𝑓0𝑘𝑥𝑘𝑦 + β𝑘𝑥 + ω𝑖𝑘
2
𝑦).

4.2. Уравнения трехволновых взаимодействий

Представим линейную часть решения в виде суммы
трех волн на 𝑓-плоскости, удовлетворяющих условию
трехволнового синхронизма (78)

u1 = φa(k1) exp(𝑖θ1) + ψa(k2) exp(𝑖θ2)+

+χa(k3) exp(𝑖θ3) + 𝑐.𝑐.
(97)

Здесь φ = φ(𝑇1, 𝑋1, 𝑌1), ψ = ψ(𝑇1, 𝑋1, 𝑌1), χ =
= χ(𝑇1, 𝑋1, 𝑌1) — амплитуды взаимодействующих
волн, θ𝑖 = −ω(ki)𝑇0 + 𝑘𝑥𝑋0 + 𝑘𝑦𝑌0 — фазы волн, a —

собственный вектор 𝐴. Так как для волновых взаимо-
действующих волн выполняется условие синхрониз-
ма (78), то θ3 = θ1 + θ3.

Чтобы получить три уравнения на амплитуды взаи-
модействующих волн на 𝑓-плоскости подставим сна-
чала (97) в правую часть уравнения (89). Выпишем
часть, пропорциональную exp(𝑖θ1)

𝑆u1 + 𝑅̂(u1,u1) =

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎1
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎2𝑙0
𝜕φ
𝜕𝑋1

+ 𝑎3𝑙0
𝜕φ
𝜕𝑌1

𝑎2𝑙0
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎1𝑎
2
0𝑔

𝜕φ
𝜕𝑋1

+ 𝑎4𝑙0𝑔
𝜕φ
𝜕𝑋1

𝑎3𝑙0
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎1𝑎
2
0𝑔

𝜕φ
𝜕𝑌1

+ 𝑎4𝑙0𝑔
𝜕φ
𝜕𝑌1

𝑎4
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎5ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑋1

+ 𝑎6ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑌1

𝑎5ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎3𝑔ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑋1

+ 𝑎1
𝑔
ρ
ℎ0

𝜕φ
𝜕𝑋1

𝑎6ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎4𝑔ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑌1

+ 𝑎1
𝑔
ρ
ℎ0

𝜕φ
𝜕𝑌1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2𝑖𝑎1𝑎2𝑘𝑥1ψ

*
χ+ 2𝑖𝑎1𝑎3𝑘𝑦1ψ

*
χ

−2𝑖𝑎1𝑎2ω(k1)ψ
*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎

2
2𝑘𝑥1ψ

*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑦1ψ

*
χ

−2𝑖𝑎1𝑎3ω(k1)ψ
*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑥1ψ

*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎

2
3𝑘𝑦1ψ

*
χ

2𝑖𝑎4𝑎5𝑘𝑥1ψ
*
χ+ 2𝑖𝑎4𝑎6𝑘𝑦1ψ

*
χ

−2𝑖𝑎4𝑎5ω(k1)ψ
*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎

2
5𝑘𝑥1ψ

*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎5𝑎6𝑘𝑦1ψ

*
χ

−2𝑖𝑎4𝑎6ω(k1)ψ
*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎5𝑎6𝑘𝑥1ψ

*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎

2
6𝑘𝑦1ψ

*
χ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

2
𝑎2
0𝑔
𝐿 𝑎21𝑘𝑥1ψ

*χ− 𝑓0𝑎1𝑎3ψ
*χ

2
𝑎2
0𝑔
𝐿 𝑎21𝑘𝑦1ψ

*χ+ 𝑓0𝑎1𝑎2ψ
*χ

0
2𝑔𝑎24𝑘𝑥1ψ

*χ− 𝑓0𝑎4𝑎6ψ
*χ

2𝑔𝑎24𝑘𝑦1ψ
*χ+ 𝑓0𝑎4𝑎5ψ

*χ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (98)

Домножим получившееся выражение (98) на
вектор-решение сопряженной системы zT (95) слева
и получим уравнение для ϕ-амплитуды первой волны

𝑠1ϕ = 𝑓1ψ
*
χ. (99)

Здесь 𝑠1 — линейный дифференциальный оператор
по переменным 𝑇1, 𝑋1, 𝑌1, 𝑓1 — коэффициент, завися-
щий от волновых векторов взаимодействующих волн,

𝑠1 = 𝑟1
𝜕

𝜕𝑇1
+ 𝑝1

𝜕

𝜕𝑋1
+ 𝑞1

𝜕

𝜕𝑌1
, (100)

𝑟1 = 𝑎1𝑧1 + 𝑖𝑎2𝑧2𝑙0𝑘𝑦1 + 𝑎3𝑙0𝑧3+

+𝑎4𝑧4 + 𝑖𝑎5𝑧5 + 𝑎6𝑧6ℎ0,
(101)

𝑝1 = 𝑎2𝑧1𝑙0 + 𝑖𝑎1𝑧2𝑎
2
0𝑔𝑘𝑦1 + 𝑖𝑎4𝑧2𝑘𝑦1𝑙0𝑔+

+𝑎5𝑧5ℎ0 + 𝑖𝑎3𝑘𝑦1𝑔ℎ0 + 𝑖𝑎1𝑧5𝑘𝑦1
𝑔

ρ
,

(102)

𝑞1 = 𝑎3𝑧1𝑙0 − 𝑖𝑎2𝑧2𝑙0ω(k1) + 𝑖𝑎4𝑧2𝑘𝑦1𝑙0𝑔+

+𝑖𝑎4𝑘𝑥1𝑙0𝑔 − 𝑎3𝑧2𝑓0𝑙0 + 𝑖𝑎1𝑧2𝑎
2
0𝑔𝑘𝑥1 + 𝑎1𝑎

2
0𝑔𝑧3+

+𝑎4𝑧3𝑙0𝑔 + 𝑎6𝑧4ℎ0 − 𝑖𝑎5𝑧5ω(k1)ℎ0+

+𝑖𝑎4𝑧5𝑘𝑥1𝑔ℎ0 + 𝑖𝑎4𝑧5𝑘𝑥1
𝑔

ρ
ℎ0 − 𝑎6𝑧5𝑓0ℎ0+

+𝑎4𝑧6𝑔ℎ0 + 𝑎1𝑧6
𝑔

ρ
ℎ0. (103)

Запишем выражение для коэффициента 𝑓1 в правой
части (99)

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ том 50 № 6 2024



КРУПНОМАСШТАБНЫЕ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ 695

𝑓1 = 𝑓1(k1,k2,k3) = 𝑧1(2𝑖𝑎1𝑎2𝑘𝑥1 + 2𝑖𝑎1𝑎3𝑘𝑦1)+

+𝑧2(2𝑎1𝑎2𝑘𝑦1ω(k1)− 2𝑙0𝑎
2
2𝑘𝑥1𝑘𝑦1 − 2𝑙0𝑎

2
2𝑘

2
𝑦1+

+4
𝑎20𝑔

𝐿
𝑎21𝑘𝑥1𝑘𝑦1 + 2𝑎1𝑎4𝑘𝑥𝑘𝑦1 − 𝑖𝑓0𝑎1𝑎3𝑘𝑦1 − β𝑎1𝑎3)+

+𝑧3(−2𝑖𝑎1𝑎3ω(k1) + 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑥 + 2𝑖𝑙0𝑎
2
3𝑘𝑦1−

−2𝑖𝑎1𝑎3ω(k1) + 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑥 + 2𝑖𝑙0𝑎
2
3𝑘𝑦1)+

+𝑧4(2𝑖𝑎4𝑎5𝑘𝑥1 + 2𝑖𝑎4𝑎6𝑘𝑦1) + 𝑧5(2𝑎4𝑎5𝑘𝑦1ω(k1)−

−2𝑙0𝑎
2
4𝑘𝑥1𝑘𝑦1 − 2𝑙0𝑎

2
4𝑘

2
𝑦1 + 4𝑎21𝑘𝑥1𝑘𝑦1 + 2

𝑔

ρ
𝑎1𝑎4𝑘𝑥𝑘𝑦1−

−𝑖𝑓0𝑎4𝑎6𝑘𝑦1 − β𝑎4𝑎6) + 𝑧6(−2𝑖𝑎4𝑎6ω(k1)+

+2𝑖𝑙0𝑎5𝑎6𝑘𝑥 + 2𝑖𝑙0𝑎
2
6𝑘𝑦1 + 2𝑔𝑎24𝑘𝑦1 + 𝑓0𝑎4𝑎5). (104)

Аналогично получим уравнения для амплитуд ψ

и χ, выписав слагаемые, пропорциональные exp(𝑖θ2)
и exp(𝑖θ3) соответственно

𝑠2ψ = 𝑓2ϕ
*
χ, (105)

𝑠3ϕ = 𝑓3ϕψ. (106)

Здесь 𝑠2 и 𝑠3 — дифференциальные операторы, 𝑓2,
𝑓3 — коэффициенты, зависящие только от волновых
векторов взаимодействующих волн.

Операторы 𝑠2, 𝑠3 и коэффициенты 𝑓2, 𝑓3 получают-
ся заменой вектора k1 в формулах (100)–(109) на k2 и
k3 соответственно.

Таким образом, получена система дифференци-
альных уравнений для взаимодействующих амплитуд
трех волн (99), (105), (106) на 𝑓-плоскости. Эта си-
стема уравнений совместно с условием трехволново-
го синхронизма (78) полностью описывает нелиней-
ные взаимодействия трех волн Пуанкаре в двуслойной
мелкой воде на 𝑓-плоскости.

Аналогично случаю 𝑓-плоскости рассматривается
случай бета-плоскости. Для трех взаимодействующих
волн на бета плоскости коэффициенты 𝑟1, 𝑝1, 𝑞1, 𝑓1 в
уравнении (99) принимают следующий вид:

𝑟1 = 𝑎1𝑧1 + 𝑖𝑎2𝑧2𝑙0𝑘𝑦1 + 𝑎3𝑙0𝑧3+

+𝑎4𝑧4 + 𝑖𝑎5𝑧5 + 𝑎6𝑧6ℎ0,
(107)

𝑝1 = 𝑎2𝑧1𝑙0 + 𝑖𝑎1𝑧2𝑎
2
0𝑔𝑘𝑦1 + 𝑖𝑎4𝑧2𝑘𝑦1𝑙0𝑔+

+𝑎5𝑧5ℎ0 + 𝑖𝑎3𝑘𝑦1𝑔ℎ0 + 𝑖𝑎1𝑧5𝑘𝑦1
𝑔

ρ
,

(108)

𝑞1 = 𝑧1𝑎3𝑙0 − 𝑧2(𝑖𝑎2𝑙0ω(k1) + 𝑖𝑎4𝑘𝑦1𝑙0𝑔 + 𝑖𝑎4𝑘𝑥1𝑙0𝑔−
−𝑎3𝑓0𝑙0 + 𝑖𝑎1𝑎

2
0𝑔𝑘𝑥1) + 𝑧3(𝑎1𝑎

2
0𝑔 + 𝑎4𝑙0𝑔) + 𝑧4𝑎6ℎ0−

−𝑧5(𝑖𝑎5ω(k1)ℎ0 + 𝑖𝑎4𝑘𝑥1𝑔ℎ0 + 𝑖𝑎4𝑘𝑥1
𝑔

ρ
ℎ0 − 𝑎6𝑓0ℎ0)+

+𝑧6(𝑎4𝑔ℎ0 + 𝑎1
𝑔

ρ
ℎ0), (109)

𝑓1 = 𝑓1(k1,k2,k3) = 𝑧1(2𝑖𝑎1𝑎2𝑘𝑥1 + 2𝑖𝑎1𝑎3𝑘𝑦1)+

+𝑧2(2𝑎1𝑎2𝑘𝑦1ω(k1)− 2𝑙0𝑎
2
2𝑘𝑥1𝑘𝑦1 − 2𝑙0𝑎

2
2𝑘

2
𝑦1+

+4
𝑎20𝑔

𝐿
𝑎21𝑘𝑥1𝑘𝑦1 + 2𝑎1𝑎4𝑘𝑥𝑘𝑦1 − 𝑖𝑓0𝑎1𝑎3𝑘𝑦1)+

+𝑧3(−2𝑖𝑎1𝑎3ω(k1) + 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑥 + 2𝑖𝑙0𝑎
2
3𝑘𝑦1−

−2𝑖𝑎1𝑎3ω(k1) + 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑥 + 2𝑖𝑙0𝑎
2
3𝑘𝑦1)+

+𝑧4(2𝑖𝑎4𝑎5𝑘𝑥1 + 2𝑖𝑎4𝑎6𝑘𝑦1) + 𝑧5(2𝑎4𝑎5𝑘𝑦1ω(k1)−

−2𝑙0𝑎
2
4𝑘𝑥1𝑘𝑦1 − 2𝑙0𝑎

2
4𝑘

2
𝑦1 + 4𝑎21𝑘𝑥1𝑘𝑦1 + 2

𝑔

ρ
𝑎1𝑎4𝑘𝑥𝑘𝑦1−

−𝑖𝑓0𝑎4𝑎6𝑘𝑦1) + 𝑧6(−2𝑖𝑎4𝑎6ω(k1) + 2𝑖𝑙0𝑎5𝑎6𝑘𝑥+

+2𝑖𝑙0𝑎
2
6𝑘𝑦1 + 2𝑔𝑎24𝑘𝑦1 + 𝑓0𝑎4𝑎5). (110)

Рассмотрим решение системы трехволновых взаи-
модействий в двух частных случаях — параметриче-
ского распада и параметрического усиления.

В случае распадной неустойчивости амплитуда од-
ной из взаимодействующих волн в начальный мо-
мент много больше амплитуды двух других, напри-
мер, ϕ≫ ψχ. В таком случае амплитуду волны с боль-
шей амплитудой можно считать постоянной: ϕ = ϕ0,
а влиянием волн малых амплитуд ψ и χ на нее прене-
бречь. Тогда система (99)–(106) примет вид

𝑠2ψ = 𝑓2ϕ
*
0χ, (111)

𝑠3 = 𝑓3ϕ0ψ. (112)

Решение линейной системы (111), (112) ищем в ви-
де (︂

ψ

χ

)︂
=

(︂
ψ′

χ′

)︂
𝑒Γ𝑇1 , (113)

Отсюда найдем инкремент неустойчивости

Γ =

√︃
|𝑓2𝑓3|
|𝑟2𝑟3|

|ϕ0| > 0. (114)

Таким образом, на 𝑓-плоскости может возникнуть
неустойчивость следующего вида: волна Пуанкаре с
амплитудой ϕ распадается на две волны Пуанкаре с
амплитудами ψ и ξ. Тогда как на бета-плоскости воз-
никают следующие виды распадных неустойчивостей:

1. волна Пуанкаре с амплитудой ϕ распадается на
две волны Пуанкаре с амплитудами ψ и ξ;

2. волна Пуанкаре с амплитудой ϕ распадается на
волну Пуанкаре и волну Россби с амплитудами ψ и ξ;

3. волна Пуанкаре с амплитудой ϕ распадается на
две волны Россби с амплитудами ψ и ξ;

4. волна Россби с амплитудой ϕ распадается на две
волны Россби с амплитудами ψ и ξ;

5. волна Россби с амплитудой ϕ распадается на
волну Пуанкаре и волну Россби с амплитудами ψ и ξ;

6. волна Россби с амплитудой ϕ распадается на две
волны Пуанкаре с амплитудами ψ и ξ.

Далее рассмотрим случай параметрического усиле-
ния, когда амплитуда одной из взаимодействующих
волн много меньше амплитуд двух других, то есть ϕ≪
ψ, χ. Тогда можно считать амплитудыψи χпостоянны-
ми: ψ = ψ0, χ = χ0. Из системы (111), (112) получим
уравнение для амплитуды ϕ

𝑠1ϕ = 𝑓1ψ
*
0χ0. (115)
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Решение уравнения ищем в виде

ϕ = ϕ
′ + κ𝑇1. (116)

Подставив (116) в уравнение (115) получим выраже-
ние для скорости роста волны ϕ

κ =
|𝑓1|
|𝑟1|

|ψ*
0χ0|. (117)

Константы 𝑓1 и 𝑟1 определены в (110) и (107) соот-
ветственно.

На 𝑓-плоскости возможно усиление волны Пуанка-
ре с амплитудой ϕ двумя волнами Пуанкаре с ампли-
тудами ψ и χ. На бета-плоскости возможны следую-
щие случаи параметрического усиления:

1. Две волны Пуанкаре с амплитудами ψ и χ усили-
вают волну Пуанкаре с амплитудой ϕ;

2. Волна Пуанкаре и волна Россби с амплитудами ψ
и χ усиливают волну Пуанкаре с амплитудой ϕ;

3. Две волны Россби с амплитудамиψ и χ усиливают
волну Пуанкаре с амплитудой ϕ;

4. Две волны Пуанкаре с амплитудами ψ и χ усили-
вают волну Россби с амплитудой ϕ;

5. Волна Пуанкаре и волна Россби с амплитудами ψ
и χ усиливают волну Россби с амплитудой ϕ;

6. Две волны Россби с амплитудамиψ и χ усиливают
волну Россби с амплитудой ϕ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе развита теория крупномасштабных тече-
ний во вращающейся астрофизической плазме в усло-
виях нетривиальных свойств физической среды, ко-
торые не описываются классической гидродинами-
ческой теорией плазмы. Построение теории осно-
вано на двух ключевых идеях, развитых в плазмен-
ной астрофизике: использование модели мелкой во-
ды с крупномасштабной сжимаемостью и использо-
вание модели двуслойной мелкой воды. В приближе-
нии мелкой воды с учетом крупномасштабной сжима-
емости фильтруются звуковые волны и учитывается
крупномасштабная зависимость плотности от давле-
ния, описывающая эффекты статической сжимаемо-
сти. Предложенное приближение выгодно отличается
от традиционных уравнений мелкой воды для несжи-
маемой жидкости. В классических уравнениях мел-
кой воды высота и горизонтальная скорость столба
жидкости полностью определяют его взаимодействие
с остальным объемом жидкости. В сжимаемых урав-
нениях мелкой воды это взаимодействие определяет-
ся не только горизонтальной скоростью и высотой,
но и средней плотностью столба жидкости, вслед-
ствие чего учет горизонтального импульса в уравне-
ниях происходит более точно. Такое приближение хо-
рошо описывает астрофизические течения с крупно-
масштабной сжимаемостью, а также течения в пла-
нетных атмосферах при наличии пыли. Использо-
вание модели многослойных течений мелкой воды

для описания физических процессов в течениях с пе-
ременными термодинамическими характеристиками
позволяет учитывать большие изменения в плотно-
сти жидкости и других гидродинамических парамет-
ров. Уравнения двуслойной мелкой воды с учетом вра-
щения в классическом случае нейтральной несжимае-
мой жидкости являются обобщением уравнений мел-
кой воды, на случай тонкого вращающегося слоя, раз-
деленного на два слоя с постоянными, но различны-
ми плотностями. В работе выведены уравнения дву-
слойной мелкой воды с учетом вращения, в кото-
рых в верхнем слое учитываются эффекты крупномас-
штабной сжимаемости. Показано, что течения дву-
слойной мелкой воды с переменными термодинами-
ческими свойствами могут быть исследованы анали-
тически только в случае, когда нижний слой пола-
гается несжимаемым. Получены уравнения для вра-
щающихся сферических течений двуслойной жидко-
сти с учетом крупномасштабной сжимаемости в при-
ближении β-плоскости, в которых параметр Корио-
лиса принимается линейно меняющимся вдоль ши-
роты. Полученные уравнения в предельном случае од-
нослойного течения переходят в известные уравнения
сжимаемой мелкой воды при наличии вращения, а в
случае малости высоты слоя по сравнению с харак-
терной высотой 𝐻ρ, на которой проявляются эффек-
ты сжимаемости, уравнения переходят в систему дву-
слойной мелкой воды при наличии вращения.

Получены дисперсионные уравнения для волн Пу-
анкаре в двуслойном течении мелкой воды с верхним
сжимаемым слоем на 𝑓-плоскости. Это дисперсион-
ное соотношение в предельных случаях переходит в
известные дисперсионные соотношения для волн Пу-
анкаре в мелкой воде или в волны Пуанкаре в мелкой
воде при наличии крупномасштабной сжимаемости.
В приближении β-плоскости в высокочастотном пре-
деле получены дисперсионные соотношения для волн
Пуанкаре в двуслойной мелкой воде с учетом крупно-
масштабной сжимаемости в верхнем слое, аналогич-
ные волнам на 𝑓-плоскости. В низкочастотном пре-
деле получено дисперсионное соотношение для волн
Россби в двуслойном течении мелкой воды с верхним
сжимаемым слоем, которое переходит в предельных
случаях в известные дисперсионные выражения для
волн Россби в мелкой воде с учетом крупномасштаб-
ной сжимаемости.

В рамках развитой модели исследованы все типы
линейных волн и проведен качественный анализ дис-
персионных соотношений с целью выявления воз-
можных трехволновых взаимодействий. Исследова-
ние линейных волн проведено как на 𝑓-плоскости,
так и в приближении β-плоскости для сферических
течений. В дисперсионном соотношении для волн
Россби в отличии от волн в сжимаемой однослой-
ной мелкой воде изменяется гравитационный пара-
метр: он представлен в виде суммы параметров двух
слоев 𝑎20 + ℎ. Аналогично случаю однослойной жид-
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кости волна Пуанкаре и две волны Россби и три
волны Россби испытывают трехволновые взаимодей-
ствия. Показано также, что дисперсионные соотно-
шения для волн Пуанкаре имеют качественно иной
вид, что приводит к трехволновым взаимодействиям
волн Пуанкаре на 𝑓-плоскости, трехволновым взаи-
модействиям волн Пуанкаре на β-плоскости и вза-
имодействию двух волн Пуанкаре с волной Россби
на β-плоскости, которых не наблюдается в однослой-
ном течении сжимаемой жидкости. Таким образом,
учет сжимаемости в двуслойной жидкости существен-
но влияет на резонансы в нелинейных решениях. Вы-
явленные взаимодействия могут играть важную роль в
понимании многослойных течений в физике планет и
в астрофизической плазме при изучении конкретных
физических объектов.

Для всех взаимодействующих волн методом мно-
гомасштабных разложений найдены коэффициенты
взаимодействия. В частных случаях, когда начальные
амплитуды одних взаимодействующих волн много
больше амплитуд других, приведены решения, пред-
ставляющие себя экспоненциальный или линейный
рост волн малой амплитуды. Показано существование
распадных неустойчивостей с экспоненциальным ро-
стом волны малой амплитуды: волна Пуанкаре распа-
дается на две волны Пуанкаре, волна Пуанкаре распа-
дается на волну Пуанкаре и волну Россби, волна Пу-
анкаре распадается на две волны Россби, волна Росс-
би распадается на две волны Россби, волна Россби
распадается на волну Пуанкаре и волну Россби, вол-
на Россби распадается на две волны Пуанкаре. Пока-
зано, что в случае, когда амплитуды двух взаимодей-
ствующих волн много больше амплитуды третьей вол-
ны, амплитуда третьей волны растет линейно в сле-
дующих трехволновых конфигурациях: две волны Пу-
анкаре усиливают волну Пуанкаре, волна Пуанкаре и
волна Россби усиливают волну Пуанкаре, две волны
Россби усиливают волну Пуанкаре, две волны Пуан-
каре усиливают волну Россби, волна Пуанкаре и вол-
на Россби усиливают волну Россби, две волны Росс-
би усиливают волну Россби. Найдены выражение для
инкрементов неустойчивостей и для скоростей роста
взаимодействующих волн.

Суммируя, отметим, что главным результатом на-
шей работы являются новые уравнения для течений
с переменными характеристиками и развитие линей-
ной и слабонелинейной теории для таких уравнений.
Наше исследование основано на уравнениях мелкой
воды с учетом крупномасштабной сжимаемости. По-
лученные результаты фактически описывают те типы
течений, которые можно наблюдать при изучении ос-
цилляций Солнца и звезд, которые измеряются ме-
тодами гелио- и звездной сейсмологии. Именно для
интерпретации таких экспериментов важны модели
сжимаемых течений с переменными термодинамиче-
скими свойствами. Особо интересны в этом случае
наши модели на β-плоскости, как учитывающие сфе-

рическую геометрию таких течений. Отметим важное
обобщение полученных результатов на случай астро-
физических течений с твердыми частицами, посколь-
ку влияние твердых частиц также может быть описано
с помощью уравнений для сжимаемых течений с пе-
ременным уравнением состояния. Отметим два важ-
ных приложения найденных в работе волн Пуанкаре
и Россби в астрофизике. Первый пример относится к
описанию частиц в протопланетных дисках [74, 75].
В таких системах, как известно, также возможно при-
менение приближения мелкой воды [76, 77]. Поэтому
модель, описывающая области взаимодействия пла-
нетезималей с собственно диском, вполне работает
для таких систем. Волны Пуанкаре и Россби влияют
на процессы расширения областей, занимаемых пла-
нетезималями. В этом случае особую роль играют вол-
ны Пуанкаре и волны Россби в β-приближении, так
как они учитывают эффекты сферичности диска [78].
Волны Пуанкаре и волны Россби, найденные в на-
шей работе играют также определяющую роль в воз-
никновении Россби-неустойчивости в астрофизиче-
ских дисках [79, 80]. Вторым приложением найден-
ных в работе волновых решений является описание
течений в областях скопления пыли в межзвездном
газе [81]. Безусловно, для дальнейшего продвижения в
таких приложениях необходимо обобщение получен-
ных результатов на магнитные течения, что будет сде-
лано в последующих работах. Предсказанные в работе
резонансные взаимодействия позволяют точнее ин-
терпретировать результаты наблюдений, а также да-
ют возможность делать выводы о взаимном влиянии
крупномасштабных волн в таких течениях.
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LARGE-SCALE HYDRODYNAMIC FLOWS IN MEDIA WITH
VARIABLE THERMODYNAMIC CHARACTERISTICS

M. A. Yudenkovaa,b, D. A. Klimachkova, and A. S. Petrosyana,b,*

aSpace Research Institute, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
bMoscow Institute of Physics and Technology (State University), Dolgoprudnyi, Moscow region, Russia

*e-mail: apetrosy@iki.rssi.ru

A theory of large-scale flows in a rotating astrophysical plasma under conditions of non-trivial properties
of the physical medium, which are not described by the classical hydrodynamic theory of plasma, is
developed. As a first step, the theory is developed within a neutral fluid model to describe astrophysical
plasma, with a subsequent generalization in mind to take into account magnetic effects. Such a model
is of independent importance for studying turbulent dynamo in star-forming regions in galaxies and
hydrodynamic instabilities in poorly ionized disks, for describing meridional flows below convective zones
in lowmass stars and on the Sun, as well as for studying oscillations of the Sun and stars. Therefore, the results
obtained have a wider application, e.g., for describing geophysical currents. The theory is based on two key
ideas developed in plasma astrophysics: the use of a shallow water model with large-scale compressibility
and the use of a two-layer shallow water model. Equations for two-layer shallow water are derived taking
into account rotation and the effect of flow sphericity on rotation, in which the effects of large-scale
compressibility are taken into account in the upper layer. For a rotating system, dispersion relations are
obtained for Poincar. waves in two-layer shallow water, taking into account large-scale compressibility;
similar dispersion relations for Poincar. waves are obtained in the high-frequency limit taking into account
the effect of sphericity on rotation; in the low-frequency limit, a dispersion relation is obtained for Rossby
waves. It is shown that the dispersion relations for Poincar. waves, taking into account the sphericity of the
flow, have a qualitatively different form, which leads to three-wave interactions of Poincar. waves and the
interaction of two Poincar. waves with a Rossby wave, which are not observed in a single-layer flow of a
compressible fluid. All types of three-wave interactions for the flows under consideration are studied using
the method of multiscale expansions.

Keywords: astrophysical plasma, two-layer shallow water, large-scale compressibility, Rossby waves, Poincar.
Waves
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