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1. ВВЕДЕНИЕ 

Плазма является наиболее распространенным 
состоянием космических и астрофизических объ­
ектов во Вселенной. В качестве примера отметим 
Солнце и звезды, планетные ионосферы и про­
топланетные диски. В последнее время значитель­
ный прогресс сделан в плазменной астрофизике, 
что позволяет понять природу и динамику раз­
личных объектов во Вселенной на основе изуче­

ния свойств астрофизической плазмы. В косми­
ческой и астрофизической плазме возникают 
течения с характерными масштабами порядка 
размера космического или астрофизического объ­
екта, в динамику которых существенно влияет 
вращение объекта. Такие течения будем называть 
крупномасштабными [1–3].

Настоящая работа посвящена развитию теории 
крупномасштабных течений вращающейся час­
тично ионизованной космической и астрофизи­
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ческой плазмы в приближении холловской маг­
нитной гидродинамики [4–8]. Такие течения 
широко распространены в космической и астро­
физической плазме [9–11] и в экзопланетных ат­
мосферах [12].

Частично ионизованная плазма, которой по­
священа наша работа, состоит из трех компонент: 
электронной, ионной и нейтральной [9, 10, 13]. 
В такой плазме пренебрегают процессами иони­
зации и рекомбинации, поэтому иногда такое 
состояние называют плазмой с газовой добавкой 
[11]. Это существенно отличает частично ионизо­
ванную плазму от слабоионизованной, в которой 
степень ионизации меняется вследствии наличия 
процессов ионизации и рекомбинации.

Для описания частично ионизованной плазмы 
используют приближение многожидкостной маг­
нитной гидродинамики с учетом взаимодействия 
компонент, а также уравнения электромагнитного 
поля. Полная система уравнений достаточно 
сложна как для теоретического анализа, так и для 
численного моделирования, поэтому в нашей ра­
боте мы обобщим идеи холловской магнитной 
гидродинамики частично ионизованной плазмы 
для случая вращения каждой из компонент 
плазмы. Как будет показано ниже, обобщение 
холловской магнитной гидродинамики частично 
ионизованной плазмы при наличии вращения не 
является тривиальной задачей и не может быть 
получено путем добавления силы Кориолиса 
в классическую теорию холловской магнитной 
гидродинамики для частично ионизованной 
плазмы [8].

Заметим, что наличие вращения означает, что 
на каждую компоненту действует сила Кориолиса. 
Кроме силы Кориолиса существенный вклад 
в крупномасштабную динамику частично иони­
зованной плазмы вносит сила Лоренца. Тем не 
менее нейтральная компонента плазмы не под­
вержена ее воздействию. Как следствие, на дви­
жение заряженной и нейтральной компоненты 
плазмы влияют разные силы. Соответственно, 
скорости заряженной и нейтральной компонент 
различаются. Разница скоростей означает, что 
посредством ионно-нейтральных столкновений 
происходит перенос импульса от одной компо­
ненты к другой, в результате чего заряженная 
и нейтральная компонента движутся с одной ско­
ростью. Описанный выше процесс позволяет 
рассматривать частично ионизованную плазму 
как единую односкоростную жидкость, а разницу 

скоростей различных компонент учитывать по­
средством возникновения эффекта Холла и ам­
биполярной диффузии плазмы.

Эффект Холла обусловлен тем, что ионная 
и электронная компоненты, в силу своей разно­
именности зарядов, движутся в разных направ­
лениях под действием силы Лоренца из-за чего 
возникает холловский ток. Наличие холловского 
тока в магнитном поле приводит к возникнове­
нию силы пропорциональной векторному про­
изведению вектора плотности тока и вектора 
магнитной индукции. Эффект Холла приводит 
к возникновению дрейфа плазмы против магнит­
ного поля в различных космических и астрофи­
зических объектах [14–16].

Представление частично ионизованной плазмы 
односкоростной жидкостью существенно упро­
щает систему магнитогидродинамических урав­
нений для трех компонент и в силу возникновения 
эффекта Холла в таком рассмотрении называется 
холловской магнитной гидродинамикой. Класси­
ческая система уравнений холловской магнитной 
гидродинамики для центра масс частично иони­
зованной плазмы получена без учета вращения 
[8], что ограничивает применимость такой модели 
для описания крупномасштабных процессов 
в космических и астрофизических объектах. Од­
нако учет вращения каждой компоненты плазмы 
проявляется неявным образом через холловский 
ток и амбиполярную диффузию плазмы. Таким 
образом, влияние силы Кориолиса на компоненты 
плазмы сводится к изменению величины холлов­
ского тока и амбиполярной диффузии плазмы, 
что приводит к интересным нетривиальным фи­
зическим следствиям.

Главным результатом развитой теории является 
полученная во втором разделе система уравнений 
холловской магнитной гидродинамики для вра­
щающейся частично ионизованной плазмы на 
основе полной системы магитогидродинамиче­
ских уравнений движения для электронной, ион­
ной и нейтральной компонент плазмы с учетом 
влияния силы Кориолиса на динамику каждой 
компоненты.

В разд. 3 найдено дисперсионное уравнение 
для линейных волн во вращащейся частично ио­
низованной плазме. Анализ дисперсионного урав­
нения проведен в случае когда внешнее магнитное 
поле направлено в направлении вектора угловой 
скорости вращения. Дисперсионное уравнение 
проанализировано в низкочастотном и в высоко­
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частотном пределах в приближениях быстрого 
и медленного вращения. Получены новые типы 
волн в сделанных приближениях, являющиеся 
обобщением известных магнитогидродинамиче­
ских мод при наличии вращения. Кроме того, 
получен новый тип волны вызванный наличием 
вращения.

2. ВЫВОД МАГНИТОГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ЧАСТИЧНО 

ИОНИЗОВАННОЙ ПЛАЗМЫ С УЧЕТОМ 
ЭФФЕКТА ХОЛЛА 

2.1. Исходные уравнения

Рассмотрим трехкомпонентную частично ио­
низованную вращающуюся плазму, состоящую из 
ионов, электронов и нейтральной компоненты. 
Для описания такой плазмы используем уравнения 
непрерывности и уравнения Эйлера для каждой 
компоненты, а также уравнения Максвелла для 
электромагнитного поля. Уравнения непрерывно­
сти для каждой компоненты имеют вид
	 ∂
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бинации.
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В уравнениях (4)–(6) силы, которые влияют на 
крупномасштабное движение соответствующих 
частиц включают градиент давления, силу Лоренца, 
силу Кориолиса и силу тяжести. Уравнения (4)–(6), 
записанные в неинерциальной системе отсчета, 
включают также центробежную силу, которую 
учитывают в  слагаемых, описывающих силу 
тяжести [17], хотя в астрофизической и косми­
ческой плазме центробежные силы иногда вклю­
чают в давление [18] или зачастую ими пренеб­
регают [19]. Считаем, что компоненты взаимо­
действуют друг с  другом посредством ион-
нейтральных, ион-электронных и  электрон-
нейтральных столкновений. Здесь Pe , Pi , 
Pn = = давления электронов, ионов и нейтралов 
соответственно, E   =  вектор электрической 
напряженности в неинерциальной системе отсчета, 
B = вектор магнитной индукции в неинерциальной 
системе отсчета, Ω = вектор угловой скорости 
вращения, g  =  вектор ускорения свободного 
падения, а ν jk = частоты столкновений между j-й 
и k-й компонентой. Частоты столкновений удо­
влетворяют следующему соотношению: 
ρ ν ρ νk kj j jk= . В уравнениях (4)–(6) используются 
обозначения d dt tj j/ = / ( )∂ ∂ + ⋅ ∇v .

Исходные уравнения вращающейся частично 
ионизованной космической и астрофизической 
плазмы записаны в  неинерциальной системе 
отсчета, в  отличие от уравнений вращаю­
щейся лабораторной плазмы, например в токама­
ках [5, 20, 21]. Скорость каждой компоненты 
плазмы в инерциальной системе отсчета vk

in( ), где 
k e i n= , ,  равна v v rk

in
k k

( ) = + ×Ω , где vk = вектор 
скорости компоненты в неинерциальной системе 
отсчета, Ω = вектор угловой скорости вращения, 
а rk = радиус-вектор компоненты. Предположим, 
что вектор скорости некоторой компоненты 
в неинерциальной системе отсчета равен нулю. 
Отсюда следует, что сам вектор скорости в инер­
циальной системе отсчета совершает вращательное 
движение с угловой скоростью Ω. Стало быть, в не­
инерциальной системе отсчета течение изменяется 
для неподвижного наблюдателя. В инерциальной 
системе отсчета наблюдатель совершает враща­
тельное движение с угловой скоростью Ω. Таким 
образом, представление силы Кориолиса в неи­
нерциальной системе отсчета позволяет рассмат­
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ривать нетривиальные стационарные течения 
в условии баланса внешних сил различной при­
роды. Кроме того, неинерциальная система отсчета 
оказывается удобной для описания электромаг­
нитного поля в плазме, поскольку во вращающейся 
системе отсчета уравнения Максвелла имеют тот 
же вид, что и в инерциальных системах отсчета 
[22–24]. Это следует из того, что в неинерциальной 
системе отсчета магнитное поле B и электрическое 
поле E выражаются через компоненты электро­
магнитного поля в инерциальной системе отсчета 
E( )in  и  B( )in  в  виде B B r E / c(in) (in)= − × ×( )Ω ,  
E E r B= ( ) /( ) ( )in in c+ × ×Ω . Отметим, что из вы­
ражения неинерциального электрического поля 
следует, что E u c Bin in( ) ( )( / ) , где u  =  порядок 
скорости вращающегося объекта. Отсюда следует, 
что в выражении неинерциального магнитного 
поля второе слагаемое имеет порядок ( / )2 2 ( )u c B in .

Ввиду рассмотрения в данной работе нереляти­
вистских течений, пренебрегаем слагаемыми ква­
дратичными по u c/ , что означает равенство маг­
нитного поля в инерциальной и неинерциальной 
системе отсчета B B= ( )in  [23]. В пренебрежении 
тока смещения уравнение Максвелла для элект­
рического поля в неинерциальной системе отсчета 
в точности переходит в закон Ампера. В уравне­
нии Максвелла для магнитного поля в неинерци­
альной системе отсчета [23] возникают сокраща­
ющиеся слагаемые с обоих сторон уравнения, 
откуда получается классическое уравнение Макс­
велла для магнитного поля, записанное в неинер­
циальной системе отсчета. Таким образом, неи­
нерциальная система отсчета позволяет записать 
уравнения движения всех компонент плазмы 
и уравнения Максвелла для электромагнитного 
поля в привычном виде.

Запишем теперь уравнения Максвелла 
в неинерциальной системе отсчета для плотности 
тока J и для магнитного поля B в пренебрежении 
тока смещения [7]: 
	 J B=

4
,

c
π

∇ × 	 (7)

	
∂
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t
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Систему (1)–(8) замкнем следующими урав­
нениями состояния: 

	 P
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j e i nj
j sj
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= , = , , ,

2ρ
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где γ j  = показатели адиабаты соответствующих 
компонент частично ионизованной плазмы, 

csj
2   =  скорости звука в  соответствующих 

компонентах частично ионизованной плазмы.
Далее исходная система уравнений (1)–(9) бу­

дет упрощена на основе эффекта Холла.

2.2. Эффект Холла в течениях вращающейся 
частично ионизованной плазмы

Для вывода уравнений холловской магнитной 
гидродинамики для вращающейся многоком­
понентной частично ионизованной плазмы 
необходимо получить уравнения для плазмы 
с общим центром масс и далее преобразовать 
уравнения Максвелла в переменных замыкающих 
гидродинамическую часть системы.

Уравнение непрерывности и уравнение движения 
с учетом эффекта Холла. Рассмотрим движение 
системы трех компонент плазмы, как движение 
единой жидкости с общим центром масс, который 
движется со скоростью центра масс. Для этого 
просуммируем уравнения (1)–(3) 
∂
∂

+ + + ∇ ⋅ + +
t e i n e e i i n n( ) ( ) = 0.ρ ρ ρ ρ ρ ρv v v 	 (10)

Обозначив ρ ρ ρ ρ= e i n+ +  = плотность плазмы 
и v v v v= ( )ρ ρ ρ ρe e i i n n+ +  = скорость центра масс 
плазмы, перепишем полученное уравнение (10) 
через введенные переменные 
	 ∂

∂
+ ∇ ⋅ρ ρ

t
( ) = 0.v

	 (11)

Вследствии квазинейтральности плазмы n ni e=
. Поскольку для масс ионов и электронов имеем 
соотношение m mi e , а  ρk k km n= , k e i n= , ,   
и ρ ρi e , считаем, что плотностью электронов 
можно пренебречь по сравнению с плотностью 
ионов и нейтральной компоненты в выражении 
для плотности плазмы и ρ ρ ρ= i n+ . Кроме того, 
отсюда следует, что импульсом электронов можно 
также пренебречь по сравнению с импульсами ио­
нов и нейтральной компоненты в выражении для 
скорости центра масс плазмы: v v v= ( ) /ρ ρ ρi i n n+ . 
Такое приближение позволяет далее существенно 
упростить описание переноса импульса в час­
тично ионизованной плазме, а также будет ис­
пользовано в следующем разделе для упрощения 
уравнения электромагнитного поля. Сделанное 
приближение фактически означает, что инерцией 
электронов в частично ионизованной плазме мы 
пренебрегаем.

Плотность и  скорость электронов таким 
образом исключаются из переменных ρ и v. Тем 
не менее для описания эффекта Холла в уравне­
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нии движения центра масс частично ионизован­
ной плазмы сохраняем слагаемое ρe e ed dtv /  [6–8]. 
Тогда уравнение движения центра масс частично 
ионизованной плазмы для v  записывается 
в следующем виде: 

	

ρ
ρ ρ

ρ ρ ρ

d
dt

d
dt

d
dt

d
dt

d
dt

d
d

i
i i

n
n n

e
e e

i
i i

n
n n

v
v v v v

v v v

= ( ) ( )− + − +

+ + +
tt

.
	 (12)

В выражении (12) временные производные 
d dtk kρ /  для ионной и нейтральной компонент 
записаны в виде 
	 d

dt t
k i nk k k

k k
ρ ρ

ρ= ( ) , = , .
∂
∂

+ ⋅ ∇v
	 (13)

Уравнения (2), (3) в обозначениях (13) прини­
мают следующий вид: 
	 d

dt
k i nk k

k k
ρ

ρ= ( ), = , .− ∇ ⋅ v
	 (14)

Из определения скорости центра масс плазмы 
v следует 
	 v v

v v
i

n i n−
−

=
( )

,
ρ

ρ
	 (15)

	 v v
v v

n
i n i−

−
=

( )
.

ρ
ρ 	 (16)

Обозначим v v vD i n= −   =  скорость ионно-
нейтрального дрейфа. Используя выражения (4)–
(6) и  (14)–(16) из уравнения (12) получим 
уравнения движения плазмы в следующем виде: 

	

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

d
dt

P P P

en
c

n D
i i

i D
n n e i n

e
i e

v v
v

v
v

v v B

=

( )

( )

− ∇ ⋅ +

+ ∇ ⋅ − ∇ + + +

+ − × −− 	

	

− × − × −
− × + + +

2 ( ) 2 ( )

2 ( ) ( ) .

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

e e i i

n n e i n

Ω Ω
Ω

v v

v g 	

(17)

В  уравнении (17) обозначим суммарное 
давление P P P Pe i n= + + , а также введем плотность 
электрического тока J v v= ( )n ee i e− . Тогда полу­
ченное уравнение (17) выражается в следующем 
виде: 

	

ρ
ρ ρ

ρ

ρ ρ

d
dt

P
c

i n
D D

v
v v

J B
v g

+ ∇ ⋅

= −∇ + × − × +

=

2 ( ) .Ω 	

(18)

Уравнение (18) является законом сохранения 
импульса плазмы с общим центра масс и вклю­
чает слагаемое J B× / c  описывающее эффект 
Холла.

Таким образом, в сделанных приближениях на 
движение плазмы влияют градиент суммарного 
давления плазмы, эффект Холла, сила тяжести 
и вращение каждой компоненты частично иони­
зованной плазмы, описываемое силой Кориолиса. 
Для суммарного давления в уравнении (18), ис­
пользуем выражения (9) для давления элект­
ронной, ионной и нейтральной компонент час­
тично ионизованной плазмы. Тогда имеем 
	

P
c c ce se

e

i si

i

n sn

n
= .

2 2 2ρ
γ

ρ
γ

ρ
γ

+ +
	 (19)

Для дальнейшего анализа и оценки слагаемых 
в уравнении (18) определим эффективную ско­
рость звука центра масс частично ионизованной 
плазмы следующим образом: 
	

c
c c c

s
e se

e

i si

i

n sn

n

2
2 2 2

= .
ρ
γ ρ

ρ
γ ρ

ρ
γ ρ

+ +
	 (20)

Отметим некоторые особенности следующие 
из определения эффективной скорости звука 
центра масс частично ионизованной плазмы (20). 
В случае отсутствия ионизованной компоненты 
ρ ρi e= = 0 , ρ ρ= n  из (20) следует c cs sn n

2 2= / γ . 
В пределе нейтральной жидкости эффективная 
скорость звука центра масс частично ионизован­
ной плазмы отличается от скорости звука ней­
трального газа. В случае же полностью ионизо­
ванной плазмы ρn = 0 эффективная скорость звука 
центра масс полностью ионизованной плазмы из 
(20) равна c c cs e se e i si i

2 2 2= ( / ( )) ( / )ρ γ ρ γ+ . Поскольку 
плотность электронной компоненты в пределе 
полностью ионизованной плазмы много меньше 
плотности ионной компоненты имеем c cs si i

2 2= / γ
. Отсюда эффективная скорость звука центра масс 
в пределе полностью ионизованной плазмы от­
лична от скорости звука ионной компоненты 
частично ионизованной плазмы. Тем не менее из 
выражения для суммарного давления (19) следует 
выполнение уравнений состояния (9) для соот­
ветствующих компонент в обоих рассмотренных 
пределах, несмотря на то, что эффективная ско­
рость звука центра масс частично ионизованной 
плазмы меньше скорости звука каждой компо­
ненты. Избранный способ замыкания уравнений 
холловской магнитной гидродинамики представ­
ляется единственно возможным, поскольку по­
казатель адиабаты центра масс частично иони­
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зованной плазмы невозможно выразить через 
показатели адиабат отдельных компонент.

Отметим, что в уравнении (18) для скорости 
движения центра масс v присутствует дрейфовое 
слагаемое, описывающее различие скоростей 
ионной и нейтральной компоненты 
	 ρ ρ

ρ
i n

D Dv v∇ ⋅ ( ).
	 (21)

Ниже в этом параграфе проанализируем влия­
ние дрейфового слагаемого на динамику враща­
ющейся частично ионизованной плазмы.

Далее рассмотрим течения плазмы, в которых 
влиянием дрейфового слагаемого в уравнение (18) 
можно пренебречь. Для оценки порядка дрейфо­
вой скорости выпишем выражения для альфве­
новской скорости 
	 v

B
A =

4πρ
	 (22)

и эффективной скорости звука центра масс час­
тично ионизованной плазмы, используя выраже­
ния (19) и (20), 
	

c
P

s = .
ρ

	 (23)

Введенная таким образом эффективная ско­
рость звука центра масс частично ионизованной 
плазмы позволяет оценить порядок градиента 
давления в уравнении (18). Заметим, что уравне­
ние состояния центра масс частично ионизован­
ной плазмы (23) сводится к уравнению состояния 
каждой компоненты (9) для течений только элект­
ронной жидкости, для течений только ионной 
жидкости, а также и для течений только нейтраль­
ной жидкости.

Далее проанализируем слагаемое включающее 
vD  в  уравнении (18) и  возможность его пре­
небрежения по сравнению с остальными сла­
гаемыми.

Из уравнения (18) следует, что при выполнении 
условия ρ ρ ρi n D A sv v c2 2 2 2( ) +  влиянием ионно-
нейтрального дрейфа на динамику плазмы можно 
пренебречь. Оценим модуль дрейфовой скорости 
при котором выполнено это условие. Для этого 
просуммируем уравнения (4) и  (5) с  учетом 
малости электронного импульса 

	

ρ ρ ν

ρ ν ρ ρ

i
i i

e en e n

i in i n i i i

d
dt c
v J B

v v

v v v g

= ( )

( ) 2 ( ) .

× − − −

− − − × +Ω 	(24)

Умножим полученное уравнение на ρn и вычтем 
из него уравнение (6) помноженное на ρi  

	

ρ ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

i n D D
n D D n

n
n

n

d
dt

P P
c

v
v v v v

J B

+ ⋅ ∇ + ⋅ ∇





= − ∇ + ∇ + × −

( ) ( ) =

	

	
− + + −

− ×

( )

2 ( ),

ρ ν ρ ν
ν

ρ ρ
ρ

i in e en D
e en

i n
D

m
e

v
J

vΩ
	

(25)

где введено обозначение d dt tD D/ = / ( , )∂ ∂ + ∇v . 
В уравнении (25) выпишем условие, при котором 
изменением величины ионно-нейтрального 
дрейфа в квадратных скобках можно пренебречь 
по сравнению с vD 
	 ω ρ

ρ
ν

i
ni .

	 (26)

Тогда введем обозначение ν ν νe ei en= + , 
ν ν νi ie in= + . Запишем выражение для циклотрон­
ной частоты каждой компоненты 

	 ωce
e

eB
m c

= ,	 (27)

	 ωci
i

eB
m c

= .	 (28)

Обозначим β ω νe ce e= / , β ω νi ci i= / . Тогда, 
с учетом условия ρ ν ρ νe en i in  и (26), уравнение 
(25) перепишем в виде 

	

v
J B

J
v

D
n

i in

n

i in

n

i in

i

e i

n

in
D

c
P P

en

=

2 (

ρ
ρ ρ ν ρ ν

ρ
ρ ρ ν

β
β

ρ
ρν

× +
∇

− ∇ +

+ − ×Ω )). 	
(29)

Введем параметр D n= /ρ ρ   =  отношение 
нейтральной плотности к общей плотности.

Для оценки vD обозначим характерную длину 
градиента L и характерную скорость v, такие, что 
ω = /v L. 
	 ρ ρdv

dt
v
L



2

.	 (30)

Тогда из уравнения (18) имеем 
	

ρ ρv
L

c v
L

s A
2 2 2( )

,

+ 	 (31)

откуда получаем 
	 v c vs A

2 2 2 . + 	 (32)

Порядок vD в введенных обозначениях имеет 
вид 
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	 v
v

L DD
n

i in e


ρ
ρ ν β

2

1
1

.+





	 (33)

Тогда из условия ρ ρ ρi n Dv v2 2 2
  имеем 

	
ρ

ρ ν β
ρn

i in e

v

L D
v

3 4

2 2

2
2 21

1
.+




 	 (34)

Разрешая уравнение (34) относительно ω, 
получаем характерные частоты, при которых 
вкладом дрейфового слагаемого можно пренебречь 
	

ω ρ
ρ ρ

β
β

ν

i n

e

e
ni

D
D1

.
+

	 (35)

Таким образом, при выполнении условий (26) 
и  (35) уравнение (18) упрощается и  сводится 
к виду 
	 ρ ρ ρd

dt
P

c
v J B

v g= 2 ( ) .−∇ + × − × +Ω 	 (36)

Отметим, что условие (35) является более 
строгим, чем условие (26) при βe ≤ 1 и при D → 1 
для βe > 1.

Таким образом, мы получили уравнения хол­
ловской магнитной гидродинамики для враща­
ющейся астрофизической и космической плазмы 
из исходных уравнений гидродинамики трехком­
понентной плазмы. Полученное уравнение (36) 
имеет вид традиционного уравнения холловской 
магнитной гидродинамики путем добавления силы 
Кориолиса. Тем не менее для замыкания полу­
ченной системы уравнений необходимо получить 
уравнение для переноса магнитного поля B 
течением центра масс v из исходных уравнений 
электромагнитного поля (7), (8) и  уравнения 
скорости электронной компоненты ve (4).

Уравнение эволюции магнитного поля с учетом 
эффекта Холла. Уравнения (11) и (36) необходимо 
дополнить уравнением электромагнитного поля, 
записанного в терминах холловского тока и маг­
нитного поля. Для описания эволюции магнит­
ного поля выразим напряженность электричес­
кого поля E из уравнения (4) с учетом пренеб­
режения инерцией электронной компоненты 

	

E
v B v v

v v v

=
( )

( ) 2 ( )

−
∇

−
×

−
−

−

−
−

−
×

+

P
en c

m
e

m
e

m
e

m

e

e

e e ei e i

e en e n e e e

ν

ν Ω gg
e

. 	

(37)

Подставляя в (37) выражение для плотности 
тока J ene i e= ( )v v−  дрейфовой скорости 
v v vD i n= −  получим 

	

E
v

B
J

J B v

+ × −





−
∇

+ +

+
× −

−

i e e

e

e

e

e en D

c
cm

e
P

en

cm e
cen

m

2
=

( 2 / )

Ω

Ω

σ

ν
ee

m
e
e+
g

	
(38)

где σ ν= / ( )2e n me e e  = омическая проводимость.
Подставляя выражение (15) для vi  и выражая 

вектор напряженности электрического поля E 
через вектор магнитной индукции B в уравне­
нии  (8) получим следующее уравнение для 
эволюции магнитного поля: 

	

∂
∂

∇ × × −





+
∇

+





+ × −



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−

B
v B

v B

t
cm

e
c

P
en

D
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e

e e

e

D
e

=
2

2

Ω

Ω
	

	

−
× −

−

− + + 


J B

J v g

( 2 / )

.

cm e
en

c cm
e

cm
e

e

e

e en D e

Ω

σ
ν

	

(39)

Отметим, что в уравнении (39) слагаемое опи­
сывающее влияние силы тяжести тождественно 
равно нулю в силу потенциальности поля тяжести. 
Уравнение (39) включает дрейфовую скорость, 
которую необходимо выразить через характерис­
тики частично ионизованной плазмы.

Для удобства дальнейших вычислений обо­
значим первые четыре слагаемые в уравнении (29) 
	

A
J B J

= .
ρ
ρ ρ ν ρ ν

ρ
ρ ρ ν

β
β

n

i in

n

i in

n

i in

i

e ic
P P

en
× +

∇
− ∇ +

	
(40)

Тогда выражение (29) приобретает следующий 
вид: 
	 v A vD

n

in
D= 2 ( ).− ×

ρ
ρν

Ω 	 (41)

Используя выражения для ( )Ω ⋅ vD  
	 ( ) = ( )Ω Ω⋅ ⋅v AD 	 (42)

и для Ω × vD 

Ω Ω Ω Ω Ω× × − ⋅ +v A v vD
n

in
D

n

in
D= 2 ( ) 2 2ρ

ρν
ρ

ρν
	(43)

получим следующий вид для vD: 

v A A A

A

D
n in

in n

n

in

n

in

= 2
4

( 2 ( )

2 )

2 2 2 2

2

−
+

× − ⋅ +

+

ρ ρν
ρ ν ρ

ρ
ρν

ρ
ρν

Ω
Ω Ω Ω

Ω 	
(44)

Пренебрегая слагаемым ∇P ene e/ ( ), описыва­
ющим батарею Бирмана, которая отвечает за ге­
нерацию магнитного поля в галактиках, однако 
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мала по сравнению с остальными слагаемыми, 
и  малыми членами порядка D i eβ β/ , полу­
чаем искомое уравнение эволюции магнитного 
поля во вращающейся частично ионизованной 
плазме 
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Введем следующие обозначения: B   = 
= единичный вектор по направлению вектора B, 
B  = единичный вектор по направлению вектора 
B, η πσ= / (4 )2c  = омический коэффициент диф­
фузии, η πH ecB en= / (4 )   =  холловский коэф­
фициент диффузии, η πρ νA i inD BB= / (4 )2

   = 
= коэффициент амбиполярной диффузии, где 
B B = 2 /− cm eeΩ  = эффективное магнитное поле 
в присутствии вращения системы.

Пользуясь введенными обозначениями, урав­
нение (45) запишем в окончательном виде 
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(46)

Уравнение (46) описывает эволюцию магнит­
ного поля посредством адвекции, омической диф­
фузии, холловской диффузии и амбиполярной 
диффузии с учетом поправок вызванных враще­
нием плазмы. Систему уравнений (11), (36) и (46) 
будем называть системой уравнений холловской 
магнитной гидродинамики для вращающейся 
частично ионизованной плазмы.

3. КРУПНОМАСШТАБНЫЕ ВОЛНЫ  
ВО ВРАЩАЮЩЕЙСЯ  

ЧАСТИЧНО ИОНИЗОВАННОЙ ПЛАЗМЕ  
В ПРИБЛИЖЕНИИ ХОЛЛОВСКОЙ 
МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

3.1. Система уравнений холловской  
магнитной гидродинамики для вращающейся 

частично ионизованной плазмы

Запишем систему уравнений холловской маг­
нитной гидродинамики для вращающейся час­
тично ионизованной плазмы 
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В уравнениях (47)–(49) условие бездивергент­
ности магнитного поля ∇ ⋅ B = 0  выполнено 
тождественно. Решение задачи Коши системы 
уравнений (47)–(49) с известными начальными 
распределениями суммарной плотности ρ, скоро­
сти центра масс плазмы v и вектора магнитной 
индукции B описывает распределение упомянутых 
переменных во времени и пространстве, однако 
практичекую ценность представляет получение 
распределений для плотностей и скоростей каж­
дой компоненты по отдельности. Для плотности 
ионов и нейтралов справедливо 
	 ρ ρn D= ,	 (50)

	 ρ ρi D= (1 ) .− 	 (51)

Используя условие квазинейтральности плот­
ность электронной компоненты выражаем следу­
ющим образом: 
	 ρ ρe

e

i

m
m

D= (1 ) .− 	 (52)

Пользуясь выражениями (29) и (44) дрейфовую 
скорость vD выражаем через полученные ρ, v и B. 
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Выразим скорость ионов и нейтральной компо­
ненты через vD и v 
	 v v Dvi D= ,+ 	 (53)

	 v v D vn D= (1 ) .− − 	 (54)

Поскольку для плотности тока выполнено 
J v v= ( )ene i e−  то из (8) получим 
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Выражая в уравнении (55) vi из (53) и ne из (51) 
получим 
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Таким образом решение системы уравнений 
(47)–(49) позволяет получить распределения ис­
ходных переменных из (50)–(56).

Полученная система уравнений (47)–(49) 
включает в себя важные эффекты силы Корио­
лиса и силы тяжести и имеет большой потенциал 
применения для объяснения процессов в час­
тично ионизованной космической и астрофизи­
ческой плазме. Система допускает множество 
различных нетривиальных стационарных состо­
яний, на фоне которых развиваются крупномас­
штабные течения в космической и астрофизиче­
ской плазме. Ниже будет проведен анализ воз­
можных линейных течений для тривиального 
состояния равновесия. Подробный анализ тече­
ний на фоне нетривиальных равновесий будет 
выполнен в отдельной работе.

3.2. Общий вид дисперсионного уравнения

Получим далее дисперсионное уравнение, опи­
сывающее линейные моды системы (47)–(49) 
в отсутствии влияния силы тяжести. В теории 
частично ионизованной плазмы при отсутствии 
вертикальной стратификации, как правило, пре­
небрегают силой тяжести [5–9]. В нашем случае 
такое пренебрежение соответствует условию ма­
лости влияния силы тяжести по сравнению со 
слагаемыми включающими градиент давления 
и эффект Холла 
	 ω 

g

v cA s
2 2

.
+

	 (57)

Анализ системы уравнений (47)–(49) проведем 
при различных порядках ω  относительно 
некоторых характерных времен и длин, отвеча­
ющих за вклад каждого отдельного слагаемого 
в  уравнениях, которые для соответствующих 

производных будут d dt/ = 1 / ω, ∇ = 1 / L, где ω 
и  L  =  характерные частота и  длина соответ­
ственно. Из уравнения (48) следует, что 
рассматриваемая характерная скорость v должна 
иметь порядок v v cA s

2 2 2( ) + . Считая вклады гра­
диента давления и эффекта Холла примерно оди­
накового порядка имеем оценку v vA  откуда 
получаем оценку порядка характерной длины 
L vA / ω. Порядок параметра f = 2Ω является 
определяющим при рассмотрении вращения 
в  различных приближениях. В  случае ω  f  
вращательным членом в уравнениях (48) и (49) 
можно пренебречь и  система переходит 
в классическую систему уравнений холловской 
магнитной гидродинамики [8].

Рассмотрим уравнение (49), чтобы сравнить 
вклады адвекционного и  холловского члена. 
Введем параметр ω ηH A Hv B B= ( / )( / )2

   = 
= холловскую частоту. Смысл этого параметра 
в  том, что при частотах больше холловской 
влиянием адвекционного слагаемого в уравнении 
(49) можно пренебречь по сравнению с влиянием 
слагаемого, описывающего холловскую диффузию.

Запишем отношения коэффициента холловской 
диффузии к коэффициенту омической диффузии 
η η β νH e ef/ =| / |− , а также отношение коэффи­
циента амбиполярной диффузии к коэффициенту 
холловской диффузии η η βA H iD/ = 2 . Тогда при 
выполнении условия f ce ω  отношение 
коэффициента холловской диффузии к коэф­
фициенту омической диффузии приобретает вид 
η η νH ef/ = / . Соотношение f ce ω  характе­
ризует такие угловые скорости вращения, при 
которых магнитное поле полагается малым. 
Отдельный интерес представляет случай f ce ω , 
при котором B� � 0, то есть магнитное поле экра­
нируется вращением системы.

Учитывая вышесказанное, рассмотрим два 
важных предела характерных частот ω ω H   
и ω ω H  и два важных предела характерных 
угловых скоростей вращения f ce ω  и  f ce ω .

Исследуем возмущение ρ, v, B в уравнениях 
(47)–(49) на фоне невозмущенного исходного 
состояния ρ0 = const , v0 = 0, B0 = const . Линеа­
ризованная система уравнений холловской маг­
нитной гидродинамики для вращающейся час­
тично ионизованной плазмы приобретает вид 
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Принимая возмущение в уравнениях (58)–(60) 
ρ ω, , ( )v B kr

 e i t i−  получаем 
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Уравнения (61)–(63) можно представить в виде 
матричного уравнения Au = 0, где Ω = квадратная 
матрица 7-го порядка, а u v B= ( , , )ρ T . Дисперси­
онное уравнение для вращающейся частично ио­
низованной плазмы в приближении холловской 
магнитной гидродинамики получается из условия 
разрешимости матричного уравнения: det A = 0. 
Аналитическое вычисление корней дисперсион­
ного уравнения системы (61)–(63) представляется 

сложным, поэтому будем рассматривать некото­
рые предположения относительно параметров 
задачи.

3.3. Анализ дисперсионного уравнения

Считаем, что вектор магнитной индукции 
и вектор угловой скорости вращения направлены 
по оси z. Введем для удобства безразмерный па­
раметр 
	 p
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Параметр p в соотношении (64) описывает 
влияние степени ионизации и  параметра 
Кориолиса на коэффициент амбиполярной 
диффузии. В этом случае система уравнений (61)–
(63) сводится к следующему виду: 
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Отметим, что в случае когда f -параметр больше 
электронной циклотронной частоты: f ce> ω , то 
невозмущенное эффективное магнитное поле B0 
является отрицательной величиной, поскольку B0 
направлен против направления вектора B0. Про­
ведем анализ системы уравнений (65) при различ­
ных частных случаях.

3.4. Быстрое вращение  
частично ионизованной плазмы

Будем считать вращение быстрым, если выпол­
нено условие f ce ω . Это условие можно пере­
писать в следующем виде: 
	 Df

D
m
min

i
i

eν
β .	 (66)

Как упоминалось в разделе 0 отношение ко­
эффициента амбиполярной диффузии к коэффи­
циенту холловской диффузии имеет порядок 
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	 η
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H
iD= .2 	 (67)

Тогда выполнено соотношение 
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Hν
η
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	 (68)

Полученное соотношение (68) означает, что 
слагаемым, описывающим амбиполярную диф­
фузию можно пренебречь по сравнению со сла­
гаемым описывающим холловскую диффузию. 
Система (65) в пренебрежении амбиполярной 
диффузией записывается в следующем виде: 
	 ωρ ρ ρ ρ− − −0 0 0 = 0,k v k v k vx x y y z z 	

	 ωρ ρ
π

ρ0
2

0 0=
4

2 ,v c k
B k B k

B i vx s x
z x x z

y+
−

− Ω 	

	 ωρ ρ
π

ρ0
2

0 0=
4

2 ,v c k
B k B k

B i vy s y
z y y z

x+
−

+ Ω 	

	 ωρ ρ0
2= ,v c kz s z 	 (69)

	 i B iv k B k B k k B k Bx x z x H z y z z yω η η= ( ),0
2− − + − 	

	 i B iv k B k B k k B k By y z y H z x z z xω η η= ( ),0
2− − − − 	

	

i B iB k v k v

k B k k B k B

z x x y y

z H z x y y x

ω

η η

= ( )

( )

0

2

 + −

− + − .

Систему (69) проанализируем для двух пре­
дельных случаев характерных частот: ω ω H  = 
= низкочастотные моды и ω ω H  = высокочас­
тотные моды.

3.5. Низкочастотные моды быстровращающейся 
частично ионизованной плазмы 

При ω ω H  эффект холловской диффузии 
пренебрежимо мал по сравнению с влиянием 
адвекции. Тогда пренебрежем в  системе (69) 
слагаемыми описывающими холловскую диф­
фузию ηH  по сравнению с адвекционными слага­
емыми. Система линеаризованных уравнений 
холловской магнитной гидродинамики для низко­
частотных мод вращающейся частично ионизо­
ванной плазмы принимает следующий вид:

 
	 ωρ ρ ρ ρ− − −0 0 0 = 0,k v k v k vx x y y z z 	

	 ωρ ρ
π

ρ0
2

0 0=
4

2 ,v c k
B k B k

B i vx s x
z x x z

y+
−

− Ω 	

	 ωρ ρ
π

ρ0
2

0 0=
4

2 ,v c k
B k B k

B i vy s y
z y y z

x+
−

+ Ω 	

	 ωρ ρ0
2= ,v c kz s z 	 (70)

	 i B iv k B k Bx x z xω η= ,0
2− − 	

	 i B iv k B k By y z yω η= ,0
2− − 	

	 i B iB k v k v k Bz x x y y zω η= ( ) .0
2

 + − 	

Считаем компоненты плазмы несжимаемыми, 
тогда ρ = 0 и система принимает следующий вид: 

	 ωρ ρ
π0 0 02

4
= 0,v i v

k B k B
Bx y

z x x z+ +
−

Ω 	

	 − + +
−

2
4

= 0,0 0 0i v v
k B k B

Bx y
z y y zρ ωρ

π
Ω 	

	 k B v i k Bz x x


0
2( ) = 0,+ −ω η 	 (71)

	 k B v i k Bz y y


0
2( ) = 0,+ −ω η 	

	 ( ) = 0.2ω η− i k Bz 	

Из равенства нулю детерминанта системы (71) 
получаем следующее дисперсионное уравнение: 

( ) ( 4 )( )
2

( )

2 2 2 2
2

0 0

0

2

ω η ω ω η
ω

πρ

ω η

− − − −
















⋅

⋅ −

i k i k
k B B

i k

zΩ


++







=
k B Bz

4
0
2

0
2

2
0
216

0


π ρ
. 	

(72)

Уравнение (72) имеет решение ω η= 2i k , что 
соответствует омической диссипации посредством 
столкновения частиц плазмы. Другие же решения 
являются корнями двух квадратных многочленов 
	 ( 2 )( ) = 0,2 2ω ω η− − +Ω i k k v vz A A

 	 (73)

	 ( 2 )( ) = 0,2 2ω ω η+ − +Ω i k k v vz A A
 	 (74)

Здесь введено обозначение v BA
� �= / 40 0− πρ , 

поскольку B0 является отрицательной величиной. 
Дисперсионные уравнения (73) и  (74) имеют 
следующие решения: 

	 ω η η
=

2 2
,

2 2 2
2Ω Ω+ ± −







−i k i k

k v vz A A
 	 (75)

	 ω η η
=

2 2
.

2 2 2
2− + ± +







−Ω Ωi k i k

k v vz A A
 	(76)

Решение (75) описывает альфвеновскую волну, 
распространяющуюся в направлении вектора k . 
Решение (76) описывает альфвеновскую волну, 
распространяющуюся в противоположном к век­
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тору k  направлении. Заметим, что формальное 
решение в виде быстрых альфвеновских волн 
соответствующее положительному знаку в (75) 
и  отрицательному знаку в  (76) не является 
низкочастотным, поэтому распространяться 
в такой плазме могут лишь медленные альфве­
новские волны. Полученные моды (75) и (76) 
являются обобщением традиционных диссипа­
тивных альфвеновских волн в частично ионизо­
ванной плазме с  учетом вращения плазмы. 
Отметим, что восстанавливающей силой волн (75) 
и (76) является не только сила Лоренца, но и сила 
Кориолиса, что является ключевым отличием 
полученных мод от традиционных. На рис. 1 и 2 
представлена действительная часть полученного 
дисперсионного соотношения полученных мод 
при малом альфвеновским слагаемом. Величина 
альфвеновского слагаемого влияет лишь на 
глубину пика, причем при малых значениях 
глубина пика порядка ω  2Ω, а при больших зна­
чениях глубина пика порядка ω  Ω.

Исследуем далее случай сжимаемой плазмы. 
Рассмотрим возмущение магнитного поля, 
направленное вдоль невозмущенного магнитного 
поля B B 0. Из бездивергентности магнитного 
поля следует kz = 0. Тогда дисперсионное урав­
нение выглядит следующим образом: 
    ( )( 4 ) = 0.2 2 2 2 2 2ω η ω ω− − − +i k c k v v ks A AΩ  	 (77)

Дисперсионное уравнение (77) имеет третий 
порядок по частоте и допускает громоздкое ана­
литическое решение. В этой работе ограничимся 
приближенным решением считая последнее сла­
гаемое в (77) возмущением. Невозмущенные ре­
шения этого уравнения будут 
	 ω η= ,2i k 	 (78)

	 ω2 2 2 2= 4 .c ks + Ω 	 (79)

Решение (78) соответствует омической дисси­
пации. Решение (79) описывает высокочастотную 
поперечную акустическую волну во вращающейся 
частично ионизованной плазме. В первом порядке 
теории возмущений выражения для корней урав­
нения (77) принимают следующий вид: 

	 ω η
η

= 1
4

.2
2

2 4 2 2 2
i k

k v v

k c k
A A

s

+
+ +













Ω
	 (80)

	 ω
η

= 4
2( 4 )

,2 2 2
2

2 2 2 2
c k

k v v

c k i k
s

A A

s

+ −
+ −

Ω
Ω



	(81)

Рис. 1. Дисперсионное соотношение для быстрых 
альфвеновских волн.

Рис. 2. Дисперсионное соотношение для медленных 
альфвеновских волн.

    ω
η

= 4
2( 4 )

.2 2 2
2

2 2 2 2
− + +

+ +
c k

k v v

c k i k
s

A A

s

Ω
Ω



	 (82)

Решение (80) соответствует модифицирован­
ной омической диссипации. Волна (81) является 
поперечной акустической волной с омической 
диссипацией во вращающейся частично ионизо­
ванной плазмы распространяющейся вдоль 
вектора k. Решение (82) описывает поперечную 
акустическую волну с омической диссипацей во 
вращающейся частично ионизованной плазме, 
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которая распространяется в противоположном 
вектору k направлении. Решения (81) и (82) не 
являются низкочастотными, поэтому являются 
лишь формальным решением дисперсионного 
уравнения (77).

Движение компонент плазмы по направлению 
поля v B 0 также является одним из возможных 
реализуемых течений, но тогда система сводится 
к системе холловской МГД без вращения [8].

Дисперсионное уравнение в случае возму­
щения поперечного невозмущенному магнитному 
полю Bz = 0 имеет следующий вид: 

     

( )(( ( ) )

4 ( ) ) = 0.

2 2 2 2 2 2

2 2 2

ω ω ω η

ω η

− − + −

− −

c k i k k v v

i k

s z z A A


Ω 	
(83)

Решение уравнения (83) ω2 2 2= c ks z не содержит 
вращения и  является продольной звуковой 
волной. Второе же слагаемое факторизуется на 
два уже полученных ранее уравнения (73) и (74) 
с решениями (75) и (76). Это показывает, что 
в случае поперечного возмущения магнитного 
поля для сжимаемой плазмы получаются те же 
моды, что и для несжимаемой плазмы, а также 
генерирется продольная звуковая волна.

3.6. Высокочастотные моды быстровращающейся 
частично ионизованной плазмы

При ω ω H пренебрегаем слагаемыми описы­
вающими адвекцию по сравнению со слагаемыми 
описывающими холловскую диффузию и тогда 
система (69) приобретает следующий вид: 

	 ωρ ρ ρ ρ− − −0 0 0 = 0,k v k v k vx x y y z z

	 ωρ ρ
π

ρ0
2

0 0=
4

2 ,v c k
B k B k

B i vx s x
z x x z

y+
−

− Ω

	 ωρ ρ
π

ρ0
2

0 0=
4

2 ,v c k
B k B k

B i vy s y
z y y z

x+
−

+ Ω

	 ωρ ρ0
2= ,v c kz s z 	 (84)

	 i B k B k k B k Bx x H z y z z yω η η= ( ),2− + −

	 i B k B k k B k By y H z x z z xω η η= ( ),2− − −

	 i B k B k k B k Bz z H z x y y xω η η= ( ).2− + −

В этом случае дисперсионное уравнение фак­
торизуется на два уравнения 
	 ω ω4 2 2 2 2 2 2 2( 4 ) 4 = 0,− + +c k c ks s zΩ Ω 	 (85) Рис. 3. Быстрая звуковая волна при угле 1 радиан 

между k  и z.

	 ( )(( ) ) = 0.2 2 2 2 2ω η ω η η− − −i k i k k kH z 	 (86)

Первое уравнение (85) является биквадратным 
и имеет следующие решения: 

ω2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

=
4 ( 4 ) 16

2
.

c k c k c ks s s z+ ± + −Ω Ω Ω
	(87)

Решения (87) представлены на рис. 3 и  4. 
Положительный знак в (87) соответствует быстрой 
звуковой волне, а отрицательный знак соответ­
ствует медленной звуковой волне во вращающейся 
частично ионизованной плазме. Если вращение 
отсутствует, то быстрая звуковая волна переходит 
в акустическую волну, а медленная звуковая волна 
отсутствует. Из рисунков видно, что решение 
слабо зависит от угла между k и z, тогда как второе 
ограничено значением сверху, которое меняется 
от 2Ω при продольном распространении, до нуля 
при поперечном распространении, что свидетель­
ствует об отсутствии медленной поперечной 
волны. Восстанавливающими силами для волн 
(87) являются градиент давления и сила Корио­
лиса. Полученное соотношение (87) свидетель­
ствует об отсутствии влияния электромагнитного 
поля на крупномасштабную динамику плазмы 
в высокочастотном пределе из-за чего частично 
ионизованная плазма в этом пределе ведет себя 
как вращающийся нейтральный газ [25].

Уравнение (86) является уравнением третьего 
порядка и имеет следующие решения: 
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	 ω η= ,2i k 	 (88)

	 ω η η= .2i k kkH z± 	 (89)

Кроме омической диссипации описываемой 
дисперсионным соотношением (88) проявляется 
волна (89). В высокочастотном пределе выражение 
для ηH  принимает следующий вид: 
	 η

ωH
p

c=
2

.2
2

Ω 	 (90)

Из выражения (90) следует, что полученная 
мода (89) описывает высокочастотную волну ана­
логичную свистовой, в которой, однако восста­
навливающей силой является сила Кориолиса. 
Далее такие волны коротко будем называть сви­
стовыми.

Таким образом в высокочастотном пределе 
в приближении быстрого вращения линейнами 
модами являются быстрые и медленные звуковые 
волны с  дисперсионным соотношением (87) 
и аналогичные свистовым волнам моды с диспер­
сионным соотношением (89).

3.7. Медленное вращение  
частично ионизованной плазмы

Вращение считаем медленным, если выпол­
нено соотношение f ce ω  и можно считать, что 
B B�

0 0� . Последнее условие означает, что адвек­
тивным слагаемым можно пренебречь. Поскольку 

η η βH e/ =  , то η ηH   и слагаемыми описыва­
ющими холловскую диффузию пренебрегаем. 
Исходя из этих соображений дисперсионная 
система холловской магнитной гидродинамики 
в случае медленного вращения сводится к следу­
ющему виду: 

	 ωρ ρ ρ ρ− − −0 0 0 = 0,k v k v k vx x y y z z 	

	 ωρ ρ
π

ρ0
2

0 0=
4

2 ,v c k
B k B k

B i vx s x
z x x z

y+
−

− Ω 	

	 ωρ ρ
π

ρ0
2

0 0=
4

2 ,v c k
B k B k

B i vy s y
z y y z

x+
−

+ Ω 	

	 ωρ ρ0
2= ,v c kz s z 	 (91)

	 i B k B pk k B k Bx x A z x z z xω η η= ( ),2− + − 	

	 i B k B pk k B k By y A z y z z yω η η= ( ),2− + − 	

	 i B k B pk Bz z A zω η η= .2 2− − 	

Дисперсионное уравнение соответствующее 
системе (91) факторизуется на три уравнения, 
одно из которых (85), а два других 

	 ω η η= ( ),2 2i k pkA z+ 	 (92)

	 ω η η= ( ) .2i p kA+ 	 (93)

Из полученных решений системы (91) видно, 
что быстрые и медленные звуковые моды (87) про­
являются как в случае быстрых вращений, так 
и в случае медленных вращений и являются уни­
версальными высокочастотными модами враща­
ющейся частично ионизованной плазмы. Моды 
(92) и (93) соответствуют омическо-амбиполярной 
диссипации.

3.8. Высокочастотные волны во вращающейся 
частично ионизованной плазме 

В случае произвольной Ω  при описании 
высокочастотных мод вращающейся частично 
ионизованной плазмы адвекционным слагаемым 
можно пренебречь по сравнению со слагаемым 
описывающим холловскую диффузию, что 
позволяет записать систему (65) уравнений 
холловской магнитной гидродинамики в следу­
ющем виде: 

	 ωρ ρ ρ ρ− − −0 0 0 = 0,k v k v k vx x y y z z 	

	 ωρ ρ
π

ρ0
2

0 0=
4

2 ,v c k
B k B k

B i vx s x
z x x z

y+
−

− Ω 	

Рис. 4. Медленная звуковая волна при угле 1 радиан 
между k  и z. 
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	 ωρ ρ
π

ρ0
2

0 0=
4

2 ,v c k
B k B k

B i vy s y
z y y z

x+
−

+ Ω 	

	 ωρ ρ ω η0
2 2= , =v c k i B k Bz s z x x− + 	 (94)

	 + − + −η ηH z y z z y A z x z z xk k B k B pk k B k B( ) ( ), 	

	

i B k B k k B k B

pk k B k B

y y H z x z z x

A z y z z y

ω η η

η

= ( )

( ),

2− − − +

+ − 	

	 i B k B k k B k B pk Bz z H z x y y x A zω η η η= ( ) .2 2− + − −

Дисперсионное уравнение системы (94) фак­
торизуется на уравнение (85) и уравнение 

	

( )(( )(

)

2 2 2 2

2 2 2 2 2

ω η η ω η η ω

η η η

− − − − −

− − −

i k i k p i k i k p

i k i k p k k

A z A z

A H z )) = 0.
	(95)

Таким образом, быстрые звуковые и медленные 
звуковые моды (87) проявляются при произ­
вольных величинах угловой скорости вращения 
Ω. Уравнение (95) является уравнением третьего 
порядка и имеет следующие решения: 
	 ω η η= ,2 2i k i k pA z+ 	 (96)

	

ω η
η

η
η

=
( )

2

( )

4
.

2
2 2

2 2 2
2 2 2 2 2

i k
i p k k

k k
p k k

A z

H z
A z

+
+

±

± −
−

	

(97)

Мода (96) соответствует омической диссипации 
в направлении распространения волны и амбипо­
лярной диссипации в направлении оси z. Решение 
(97) описывает свистовую волну с омическо-ам­
биполярной диссипацией с модифицированным 
коэффициентом амбиполярной диффузии. Вос­
станавливающими силами для волны (97) явля­
ются сила Кориолиса при условии f ce> ω  и сила 
Лоренца при условии f ce< ω . При f ce> ω  сила 
Кориолиса играет большую роль в динамике волн 
(97), тогда как при f ce< ω  определяющую роль 
в динамике волн (97) играет сила Лоренца. При 
f ce ω  решение (97) переходит в следующие два 
решения: 
	 ω η η= ,2 2i k i k pz+ 	 (98)

	 ω η η= .2 2i k i k p+ 	 (99)

Таким образом, в случае когда f ce ω  рас­
пространение волны (97) невозможно, в силу того, 
что сила Кориолиса и сила Лоренца компен­
сируют друг друга.

3.9. Волны во вращающейся частично 
ионизованной плазме. Общий случай угловых 

скоростей вращения и частот 

Из полученных ранее соотношений выведем 
решение дисперсионного уравнения системы (65) 
для произвольных угловых скоростей вращения 
и частот волн. Для этого запишем систему в виде 
блочной матрицы 

	 det
A A

A A
11 12

21 22
= 0,







	 (100)

где матрицы имеют следующие размеры A11 = 4 × 4,
A12 = 3 4× , A21 = 4 3×  и A22 = 3 3× . Если матрица 
A11 обратима, то детерминант матрицы можно 
выразить следующим образом: 
    det A A A A A A( ) = ( ) ( ) = 0.11 22 21 11

1
12det det× − − 	(101)

Условие обратимости матрицы A11 означает, 
что ω не равна (87). Тогда дисперсионное урав­
нение записывается в виде 
	 det( ) = 0.22 21 11

1
12A A A A− − 	 (102)

Решение уравнения (102) получается методами 
линейной алгебры, однако в силу громоздкости 
требуемых аналитических расчетов в данной ра­
боте опущено.

Если обратима матрица A22, то дисперсионное 
уравнение для вращающейся частично ионизо­
ванной плазмы имеет следующий вид: 
	 det( ) = 0.11 12 22

1
21A A A A− − 	 (103)

Обратимость матрицы A22 означает, что частота 
ω не должна быть равна (95). Решение уравнения 
(103) получается методами линейной алгебры 
и в силу громоздкости в данной работе опущено.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развита теория крупномасштабных течений 
вращающейся трехкомпонентной частично 
ионизованной астрофизической и космической 
плазмы. Речь идет об обобщении холловской 
магнитной гидродинамики частично ионизо­
ванной плазмы при наличии вращения. Учет 
эффектов вращения в теории холловской маг­
нитной гидродинамики не может быть осущест­
влен путем простого добавления силы Кориолиса 
в уравнении движения центра масс, поскольку 
вращение влияет на холловский ток и  на 
амбиполярную диффузию плазмы. Нетриви­
альность состоит в  том, что холловский ток 
и амбиполярная диффузия плазмы определяются 
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вектором скорости для каждой компоненты. 
Получена система уравнений холловской маг­
нитной гидродинамики с учетом вращения в пре­
небрежении инерции электронов. Уравнения 
холловской магнитной гидродинамики при нали­
чии вращения включают в себя новые слагаемые 
описывающее влияние силы Кориолиса на 
импульс центра масс и на эволюцию магнитного 
поля. Найдено дисперсионное уравнение для 
линейных волн во вращающейся частично иони­
зованной плазме на фоне тривиального стацио­
нарного течения. Найдены дисперсионные 
соотношения для волн во вращающейся частично 
ионизованной плазме в линейном приближении. 

Дисперсионное уравнение проанализировано 
в случае когда внешнее магнитное поле направ­
лено в направлении вектора угловой скорости 
вращения. Проанализированы два предельных 
случая полученного дисперсионного уравнения 
для линейных волн во вращающейся частично 
ионизованной плазме: низкочастотный и высоко­
частотный предел. В низкочастотном пределе, 
когда характерные частоты волн ω малы по 
сравнению с холловской частотой ωH  (ω ω H ), 
в пренебрежении сжимаемости плазмы получены 
дисперсионные соотношения для модернизиро­
ванных альфвеновских волн при наличии враще­
ния. Восстанавливающими силами таких волн 
являются сила Лоренца и сила Кориолиса. В слу­
чае невращающейся плазмы модернизированные 
альфвеновские волны переходят в известные аль­
фвеновские моды. В высокочастотном пределе, 
когда характерные частоты волн ω велики по 
сравнению с холловской частотой ωH  (ω ω H ) 
в приближении быстрого вращения найдено дис­
персионное соотношение для быстрых и медлен­
ных звуковых волн. Восстанавливающими силами 
быстрых и медленных звуковых волн в плазме 
являются градиент суммарного давления компо­
нент плазмы и сила Кориолиса. Приближение 
быстрого вращения применимо при условии, 
когда величина магнитного поля достаточно мала 
и выполнено соотношение f ce ω . Ввиду мало­
сти магнитного поля частично ионизованная 
плазма в высокочастотном пределе в приближении 
быстрого вращения демонстрирует свойства 
вращающегося нейтрального газа, что объясняет 
отсутствие зависимости дисперсионного 
соотношения вращающихся акустических волн 
от магнитного поля. В высокочастотном пределе 
найдено дисперсионное соотношение модернизи­

рованной свистовой волны. Показано, что для 
модернизированной свистовой волны при 
выполнении условия f ce> ω  определяющим вкла­
дом в восстанавливающую силу является вклад 
силы Кориолиса, тогда как при справедливости 
условия f ce< ω  определяющий вклад в восста­
навливающую силу вносит сила Лоренца.

Развитая теория имеет широкий потенциал 
применимости в космической и астрофизической 
плазме, например для описания процессов в ат­
мосферах Горячих Юпитеров, в ионосферно-тер­
мосферной системе планет и Земли и в протопла­
нетных дисках. 
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SPACEAND ASTROPHYSICAL PLASMA IN THE APPROXIMATION  
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A theory of large-scale flows of rotating partially ionized space and astrophysical plasma in the approximation 
of the Hall magnetohydrodynamics is developed. Partially ionized rotating plasma describes large-scale 
processes in the exoplanetary atmospheres of hot Jupiters, the thermospheric–ionospheric system of planets 
and the Earth, in the protoplanetary disks, along with many other objects of heliophysics and space physics. 
The derived equations contain nontrivial terms describing the influence of rotation on the Hall current and 
ambipolar plasma diffusion in addition to the traditional Coriolis force acting upon momentum of the 
plasma’s center of mass. Linear flows are analyzed in the simplest case when gravity is neglected. The 
dispersion relations for modified Alfv.n waves, rotating fast and slow acoustic waves, along with modified 
whistler waves, are obtained. The slow acoustic waves represent a new type of flows driven by the Coriolis 
force. The fast acoustic waves correspond to conventional acoustic waves in the absence of rotation.

Keywords: partially ionized plasma, rotation, Hall magnetohydrodynamics, waves
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