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Мы изучаем корреляции флуктуаций завихренности внутри когерентного вихря, возникающего

вследствие обратного каскада энергии в двумерной турбулентности. Наличие когерентного течения, ко-

торое является дифференциальным вращением, подавляет мелкомасштабные флуктуации потока, кото-

рые создаются внешней силой, и приводят к тому, что эти флуктуации могут считаться невзаимодейству-

ющими и, следовательно, изучаться в линейном приближении. Мы вычисляем парную корреляционную

функцию завихренности и демонстрируем, что она обладает степенным поведением как в пространстве,

так и по времени. Полученные результаты позволяют приступить к систематическому изучению эф-

фектов, связанных с нелинейным взаимодействием флуктуаций, которые играют существенную роль на

периферии когерентного вихря. Наши результаты применимы также к статистике пассивного скаляра в

сильном сдвиговом потоке.

DOI: 10.31857/S1234567823020076, EDN: oerbul

Как показано в работах [1–3], основной особен-

ностью двумерного турбулентного течения, возбуж-

даемого внешней силой (накачкой), является нали-

чие обратного каскада энергии, который формирует-

ся наряду с прямым каскадом, каскадом энстрофии.

Описание причин возникновения обратного каскада

и его свойств содержится в работе [4]. Обзор совре-

менного состояния исследований двумерной турбу-

лентности можно найти в работе [5]).

После включения накачки (внешней силы, воз-

буждающей турбулентность) за счет обратного кас-

када пространственный масштаб флуктуаций скоро-

сти растет со временем, пока этот рост не остановит-

ся либо трением о дно, либо размером системы. В по-

следнем случае финальной стадией эволюции может

стать система когерентных вихрей. Эксперименталь-

но когерентные вихри наблюдались в работах [6, 7],

в численном моделировании они наблюдались в ра-

ботах [8–10]. В последней работе установлен плоский

профиль скорости когерентного вихря и приведены

аргументы, объясняющие его возникновение. Даль-

нейшие аналитические исследования [11–15] подтвер-

дили универсальность плоского профиля и связали
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его существование с пассивным (квазилинейным) ха-

рактером флуктуаций внутри когерентного вихря. В

работе [16] было показано, что когерентные вихри

не могут формироваться при значении коэффициен-

та трения о дно, превышающего некоторый порог, в

работе [17] это предсказание проверено прямым чис-

ленным моделированием.

С точки зрения энергетического баланса, коге-

рентные крупномасштабные вихри, возникающие в

двумерных турбулентных системах, поддерживают-

ся мелкомасштабными флуктуациями, возбуждае-

мыми внешней силой. Эти флуктуации, в свою оче-

редь, эволюционируют в крупномасштабном поле

скорости. Их амплитуды оказываются подавленны-

ми внутри когерентного вихря и в ведущем при-

ближении нелинейным взаимодействием мелкомас-

штабных флуктуаций можно пренебречь. Корреля-

ционные функции таких флуктуаций являются силь-

но анизотропными. В данной работе мы вычисля-

ем парную корреляционную функцию флуктуацион-

ной составляющей поля завихренности внутри коге-

рентного вихря в пассивном режиме. Такая функция

непосредственно измерима в натурных и численных

экспериментах и сравнение ее с теоретическим пред-

сказанием может служить индикатором применимо-
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сти всего подхода. Кроме того, проведенный анализ

является первым необходимым шагом в исследова-

нии роли нелинейных флуктуационных эффектов,

определяющих статистические свойства потока вне

когерентного вихря и его размеры.

В системе отсчета, связанной с центром когерент-

ного вихря, он в среднем изотропен, т.е. средняя ско-

рость вихря V имеет только полярную компонен-

ту U(r), где r – расстояние до точки наблюдения

от центра вихря. Полная скорость потока жидко-

сти внутри вихря может быть представлена в виде

суммы V + v, где v – флуктуационная составляю-

щая скорости. Аналогичное разложение Ω + ̟, где

Ω = ∂rU + U/r, ̟ = ∇ × v, справедливо для завих-

ренности. Флуктуационные компоненты v,̟ зависят

от времени t, от расстояния r и от полярного угла ϕ.

Мы исходим из двумерного уравнения Навье–

Стокса, котором мы наряду с вязким членом учиты-

ваем трение о дно. Производя декомпозицию течения

на когерентную и флуктуационную составляющую,

мы находим из уравнения Навье–Стокса следующее

уравнение на флуктуационную завихренность ̟

∂t̟ + (U/r)∂ϕ̟ + vr∂rΩ+∇ (v̟ − 〈v̟〉) =
= φ− α̟ + ν∇2̟. (1)

Здесь φ = ∇× f – ротор внешней силы f (на единицу

массы), vr – радиальная компонента флуктуацион-

ной скорости v, α – коэффициент трения о дно и ν –

коэффициент кинематической вязкости.

В нашей работе внешняя сила f , возбуждающая

турбулентность, предполагается хаотически меняю-

щейся со временем и имеющей конечную длину кор-

реляции в пространстве. Мы используем модель си-

лы f , коротко коррелированной по времени. В этом

случае ее статистические свойства однозначно харак-

теризуются парной корреляционной функцией. Нам

удобно работать в терминах корреляционной функ-

ции ротора внешней силы

〈φ(t1,x)φ(t2,y)〉 = −ǫδ(t1 − t2)∇2Ξ(x − y), (2)

где мы предположили, что статистика накачки одно-

родна во времени и в пространстве. Лапласиан ∇2 в

правой части (2) связан с тем, что φ является рото-

ром внешней силы, ǫ – мощность накачки на единицу

массы, а Ξ(x) – безразмерная функция, удовлетво-

ряющая условию Ξ(0) = 1. Мы полагаем, что Ξ(x)

быстро убывает при росте своего аргумента на мас-

штабах больше некоторой длины k−1
f , которая явля-

ется длиной корреляции накачки. Мы будем пола-

гать, что длина k−1
f мала по сравнению с расстояни-

ем r от точки наблюдения до центра вихря, kf r ≫ 1.

Вне кора когерентного вихря (где главную роль

играет вязкость и реализуется твердотельное враще-

ние) его средняя полярная скорость U имеет плос-

кий профиль [10, 15], что соответствует дифференци-

альному вращению. Локально (на масштабах меньше

расстояния до центра вихря) мы имеем дело со сдви-

говым течением. Как показано в работах [12, 13], в

когерентном вихре темп сдвига Σ = r∂r(U/r) являет-

ся много большим, чем Колмогоровская нелинейная

частота взаимодействия флуктуаций на масштабе

накачки (ǫk2f )
2/3, поэтому нелинейными по флуктуа-

ционной скорости слагаемыми в (1) в ведущем при-

ближении можно пренебречь. Таким образом, флук-

туации на фоне когерентного вихря можно анализи-

ровать в пассивном (квазилинейном) приближении.

Отметим, что для образования двумерного тур-

булентного состояния и когерентного вихря диссипа-

тивные параметры должны быть достаточно малы. В

частности, если сформировался когерентный вихрь,

то внутри него выполняется неравенство

Σ ≫ νk2f . (3)

Неравенство (3) справедливо везде внутри вихря за

исключением узкой области вблизи центра вихря, где

Σ → 0. Несмотря на относительную слабость дисси-

пативных членов, пренебречь ими при анализе коге-

рентного вихря нельзя, поскольку именно вязкость и

трение о дно определяют амплитуды средней (коге-

рентной) скорости вихря и флуктуаций на ее фоне.

Рассмотрим малую окрестность окружности ра-

диуса R с центром в центре вихря. Изотропия его

среднего течения позволяет исключить однородное

вращение с угловой частотой U(R)/R, перейдя в си-

стему отсчета, вращающуюся с этой угловой скоро-

стью. При решении уравнения (1) мы ограничива-

емся значениями r, близкими к R. Тогда x1 = Rϕ

и x2 = r − R можно рассматривать, как локальные

декартовы координаты. Неравенство kfR ≫ 1 озна-

чает, что можно пренебречь членом vr∂rΩ в урав-

нении (1) и, следовательно, использовать сдвиговую

аппроксимацию. Уравнение эволюции флуктуацион-

ной завихренности, таким образом, принимает вид:

L̟̂ = φ, L̂ = ∂t +Σx2
∂

∂x1
+ α− ν∇2. (4)

Здесь Σ – темп сдвига, Σ = r∂r(U/r), взятый при

r = R.

Решение уравнения (4) записывается в виде

̟(t,x) =

∫

dt1d
2y G(t− t1,x,y)φ(t1 ,y). (5)
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Здесь G(t,x, z) – функция Грина эволюционного опе-

ратора L̂ (4), удовлетворяющая уравнению

L̂G(t,x, z) = δ(t)δ(x − z). (6)

В силу причинности функция Грина G(t) равна нулю

при t < 0.

Для пространственной Фурье-компоненты функ-

ции Грина мы получаем из (6) дифференциальное

уравнение первого порядка, которое легко решается

методом характеристик. После этого обратное пре-

образование Фурье дает

G(t,x,y) = θ(t)

√
3 exp(−αt)
2πνΣt2

exp

{

−3∆(t,x,y)

νΣ2t3

}

,

(7)

∆(t,x,y) = (x1 − y1 − Σty2)
2

− Σt(x1 − y1 − Σty2)(x2 − y2) +
1

3
Σ2t2(x2 − y2)

2,

(8)

где θ(t) – ступенчатая функция Хэвисайда. Отметим,

что трение о дно входит в выражение (7) только че-

рез фактор exp(−αt).
Выражение (7) показывает, что эволюция пятна

завихренности размером k−1
f , производимого накач-

кой φ, характеризуется разными временами для раз-

ных направлений. Поперек сдвигового течения ха-

рактерное время эволюции определяется вязкостью,

оно равно τν = (νk2f )
−1. Вдоль же сдвигового тече-

ния характерное время эволюции равно

τ⋆ =
(

Σ2νk2f
)−1/3

. (9)

В силу условия (3) справедливы неравенства Στ⋆ ≫
≫ 1, τν ≫ τ⋆. Как показано в работах [16, 17], услови-

ем возникновения когерентного вихря является α .

. νk2f . Отсюда получаем ατ⋆ ≪ 1, как следствие того

же условия (3).

Время τ⋆ имеет следующее происхождение: Лан-

жевеновские силы, обеспечивающие вязкую диффу-

зию, проводят к тому, что Лагранжевы траектории

имеют угловой разброс θ⋆ ∼
(

νk2f/Σ
)1/3

. Подоб-

ный угол возникает, например, в задаче о растяже-

нии полимера в сдвиговом потоке с малой случайной

составляющей [18]. В результате сдвиговое течение

порождает на масштабе накачки разброс скоростей

∆v ∼ θ⋆k
−1
f Σ, что и дает эффективное время дефор-

мации пятна (9). Такая интерпретация согласуется с

результатами исследования распада начального пят-

на пассивного скаляра, приведенными в работе [19],

где было показано, что характерное время распада

оценивается как
(

DΣ2
)−1/3

l2/3, где l – размер этого

пятна и D – коэффициент диффузии скаляра.

Изучим парную корреляционную функцию F за-

вихренности ̟ в условиях статистического равнове-

сия. Она зависит только от разности времен (в силу

предполагаемой однородности по времени), но при

ненулевой разности времен зависит не только от раз-

ности координат, поскольку сдвиговое течение нару-

шает пространственную однородность системы. По-

этому мы имеем дело с функцией

F (t,x,y) = 〈̟(t,x)̟(0,y)〉, (10)

где угловые скобки означают усреднение по стати-

стике накачки. Накачка имеет корреляционную дли-

ну k−1
f , в то время как корреляционная функция

(10) имеет сложное пространственно-временное по-

ведение.

Используя представление (5) и усредняя произ-

ведение ̟(t,x)̟(0,y) с помощью соотношения (2),

находим следующее выражение

F (t,x,y) = −ǫ
∫ ∞

0

dt2 ×

×
∫

d2s d2z G(t+ t2,x, s)G(t2,y, z)∇2Ξ(s − z). (11)

Выражение (11) позволяет детально проанализиро-

вать парную корреляционную функцию завихренно-

сти. Нас будут интересовать степенные асимптотики

корреляционной функции завихренности (10). Эти

асимптотики определяются оператором эволюции (4)

и являются вследствие этого универсальными, т.е. не

зависят от деталей накачки.

Мы начнем с анализа второго момента 〈̟2〉 =

= F (0,0,0). В этом случае характерное значение s1−
− z1 ∼ k−1

f в интеграле (11) определяется накачкой.

Остальные характерные значения величин в инте-

грале (11) определяются структурой функции Грина

(7). При этом оказывается, что

t2 ∼ τ⋆, s1, z1 ∼ k−1
f , s2, z2 ∼ √

ντ⋆ ≪ k−1
f .

С использованием этих характерных значений мы

находим из представления (11)

〈̟2〉 = F (0,0,0) ∼ ǫk2fτ⋆. (12)

Можно сказать, что τ⋆ имеет смысл эффективного

времени работы накачки. Отметим, что при получе-

нии (12) мы пренебрегли фактором exp(αt) в (7), что

возможно в силу ατ⋆ ≪ 1.

Рассмотрим одноточечную разновременную кор-

реляционную функцию F (t,0,0) при t/τ⋆ ≫ 1. В
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этом случае характерное время в интеграле (11)

определяется t2 ∼ t. Для величин же s, z имеют ме-

сто оценки

s1 − z1 ∼ k−1
f , s1 + z1 ∼

√
νΣ2t3, s2 ∼ z2 ∼

√
νt.

С использованием этих характерных значений мы

находим из представления (11)

F (t,0,0) ∼ ǫk2fτ⋆
√

τ⋆/t. (13)

Оценка (13) предполагает выполнение неравенства

kfs2 ≪ 1, что дает t ≪ τν = (νk2f )
−1. В против-

ном случае, при t ≫ τν , становятся существенными

ограничения в интегрировании по s2, z2, связанные

с накачкой, и значение F (t,0,0) быстро спадает с

ростом t. При вычислении (13) мы пренебрегли фак-

тором exp(αt) в (7), что дает ограничение αt ≪ 1.

Отметим, что в силу α . νk2f ограничение t ≫ τν
сильнее, чем ограничение, связанное с α.

Пространственные корреляции поля ̟ оказы-

ваются существенно анизотропными, что является

следствием наличия сильного сдвигового течения.

Поэтому мы отдельно исследуем поведение корреля-

ционной функции F для координат, отсчитываемых

вдоль и поперек сдвиговой скорости. Чтобы устано-

вить характер пространственных корреляций, мы ис-

следуем выражение для одновременной корреляци-

онной функции F (0,x,y), которая зависит только от

разности x− y.

Проанализируем выражение для одновременной

корреляционной функции F для конфигурации, ко-

гда точки наблюдения разнесены вдоль направления

сдвигового потока, F (0, x1, 0, y1, 0). Ее значение су-

щественно отличается от второго момента 〈̟2〉, если

точки разнесены на расстояние, превышающее длину

корреляции накачки, kf |x1 − y1| ≫ 1. В этом случае

имеют место оценки

s1 − z1 ∼ k−1
f , s1 + z1 ∼ |x1 − y1|,

t2 ∼ τ⋆(kf |x1 − y1|)2/3, s2 ∼ z2 ∼
√
νt2.

С использованием приведенных характерных значе-

ний мы находим из представления (11)

F (0, x1, 0, y1, 0) ∼
ǫk2fτ⋆

(kf |x1 − y1|)1/3
. (14)

Оценка (14) предполагает выполнение неравенства

kfs2 ≪ 1, что дает ограничение t2 ≪ τν . Оно перепи-

сывается в виде неравенства kf |x1− y1| ≪ (τν/τ⋆)
3/2,

которое определяет область применимости асимпто-

тики (14). При обратном условии корреляционная

функция быстро спадает с ростом |x1 − y1|. При вы-

числении (14) мы пренебрегли фактором exp(αt) в

(7), что дает ограничение αt2 ≪ 1. Отметим, что в

силу α . νk2f ограничение t2 ≪ τν сильнее, чем огра-

ничение, связанное с α.

Проанализируем выражение для одновременной

корреляционной функции F для конфигурации, ко-

гда точки наблюдения разнесены поперек направле-

ния сдвигового потока, F (0, 0, x2, 0, y2). Ее значение

существенно отличается от второго момента 〈̟2〉, ес-

ли точки разнесены на расстояние, которое удовле-

творяет kf |x2− y2| ≫ (νk2f/Σ)
1/3. В этом случае име-

ют место оценки

s2 ∼ z2 ∼ |x2 − y2| ∼
√
νt2,

s1 − z1 ∼ k−1
f , s1 + z1 ∼ (νΣ2t32)

1/2 ∼ (Σ/ν)|x2 − y2|3.

Функция F выходит на рассматриваемую асимптоти-

ку, когда s1 + z1 становится больше k−1
f , что и дает

критерий kf |x2 − y2| ≫ (νk2f/Σ)
1/3. С использовани-

ем приведенных характерных значений мы находим

из представления (11)

F (0, 0, x2, 0, y2) ∼
ǫkf

Σ|x2 − y2|
. (15)

Асимптотика (15) реализуется при kf |x2 − y2| ≪ 1,

в противном случае интегрирование по s2 − z2 огра-

ничивается корреляционной функцией накачки, и F

быстро спадает с ростом |x2− y2|. Отметим, что наи-

большее значение t2, реализуемое при kf |x2−y2| ∼ 1,

равно τ⋆. Поэтому при вычислении (15) мы прене-

брегли фактором exp(αt) в (7) в силу αt⋆ ≪ 1.

Мы установили, что парная корреляционная

функция завихренности внутри когерентного вихря,

который возникает вследствие обратного каска-

да в двумерной турбулентности, имеет степенное

поведение в некоторой области пространственных

длин и времен. Это степенное поведение означает

сильную корреляцию флуктуаций завихренности

в области степенного поведения, которая может

существенно сказаться на нелинейных эффектах.

Наш подход имеет более широкую область при-

менимости, поскольку он определяет корреляции

пассивного скаляра в сильном сдвиговом потоке.

Наши результаты могут напрямую сравниваться

с результатами лабораторных экспериментов и

численного моделирования.

Мы благодарны С. С. Вергелесу за многочислен-

ные обсуждения.
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