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Матрицы Рака квантовых алгебр в настоящее время вызывают большой интерес. Эти матрицы свя-

заны с R-матрицами, которые намного проще самих матриц Рака. Это соотношение известно как гипо-

теза о собственных значениях. В этой статье мы изучаем симметрии матриц Рака, которые следуют из

гипотезы о собственных значениях для многонитевых кос.
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1. Введение. Матрицы Рака и 6j-символы изу-

чаются довольно давно. Впервые они появились в

физике при изучении угловых моментов [1], где они

описывают преобразования между различными сло-

жениями моментов трех частиц. Матрицы Рака, по-

являющиеся в такой задаче, на самом деле доста-

точно просты и хорошо изучены. Однако с матема-

тической точки зрения эта задача об угловых мо-

ментах фактически соответствует умножению раз-

личных представлений алгебры SU(2). На этом язы-

ке коэффициенты Рака появляются, когда произве-

дение трех представлений раскладывается в сумму

неприводимых представлений:

T1⊗T2⊗T3 =
∑

M1,2
12 Q12⊗T3 =

∑

N12,3M1,2
12 Q. (1)

Это произведение также можно переписать другим

способом:

T1⊗T2⊗T3 =
∑

T1⊗M2,3
23 Q23 =

∑

N1,23M2,3
23 Q. (2)

Преобразование между такими двумя базиса-

ми называется матрицей Рака, а ее элементы –

6j-символами:

U : N12,3M1,2
12 → N1,23M2,3

23 ,

U12
23 =

{

T1 T2 Q12

T3 Q Q23

}

.

(3)

Особый интерес такого определения состоит в

том, что его можно легко обобщить на представле-

ния других алгебр, что делает его применимым к

другим физическим теориям, таким как хромодина-

мика, где применяется группа SU(3). В этом случае
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представления должны нумероваться не натураль-

ными числами, как в случае SU(2), а диаграммами

Юнга T = [T1, . . . Tn], T1 ≥ T2 ≥ T3 . . .. Однако это

определение можно обобщить не только на другие

алгебры Ли, но и на их деформации, такие как кван-

товые группы [2]. Квантовые группы по существу

являются деформацией универсальных обертываю-

щих алгебр. Среди прочего они связаны с интегриру-

емыми системами [3], решеточными калибровочны-

ми теориями [4], трехмерной квантовой гравитацией

[5], квантовыми slN -инвариантами узлов [6], инва-

риантами трехмерных многообразий Тураева–Виро

и топологическими теориями поля [7, 8], конформ-

ной теория поля Весса–Зумино–Виттена и трехмер-

ной теорией Черна–Саймонса [9, 10]. В последнем

случае квантовые группы описывают скрытые сим-

метрии наблюдаемых, которые также равны полино-

мам узлов из теории узлов.

В последние годы мы активно изучали приложе-

ния квантовых групп и матриц Рака к вычислению

полиномов узлов и наблюдаемых в теории Черна–

Саймонса. Основная проблема изучавшихся подхо-

дов состоит в том, что для вычисления соответству-

ющих полиномов узлов нужно множество различных

матриц Рака. Однако на данный момент известно

лишь несколько случаев, когда известны общие отве-

ты для матриц Рака. Среди них матрицы Рака для

группы Uq(sl2) [11] и эксклюзивные матрицы Рака

без множественности [12, 13]. В контексте настоящей

статьи нас интересуют матрицы Рака, которые по-

являются при вычислениях с использованием пред-

ставления узла в виде косы, см. рис. 1.

В работе [14] был предложен достаточно мощный

инструмент для вычисления неизвестных матриц Ра-

ка – гипотеза о собственных значениях, которая свя-
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Рис. 1. Представление косы для узла 41, коса изобра-

жена на левом рисунке, на правом ее замыкание – узел

зывает известные собственные значения квантовых

R-матриц с матрицами Рака для трехнитевых кос.

Эта гипотеза была дополнительно изучена в [15–19].

Поскольку гипотеза о собственных значениях связы-

вает разные матрицы Рака, она налагает на матрицы

Рака определенные симметрии, которые изучались в

[17, 18]. Также из гипотезы о собственных значениях

следует симметрия тяни-крюк, описанная, исследо-

ванная и доказанная в [20–23]. Однако симметрии,

изучаемые в этих работах, – это симметрии, связан-

ные с гипотезой о собственных значениях для трех-

нитевых кос. Существует также гипотеза о собствен-

ных значениях для большего числа нитей [24]. В дан-

ной работе нас интересуют симметрии, которые сле-

дуют из многонитевой гипотезы о собственных зна-

чениях.

Статья устроена следующим образом. В разделе

2 мы кратко описываем подход Решетихина–Тураева

к вычислению инвариантов узлов, использующих R-

матрицы и матрицы Рака. В разделе 3 мы объясня-

ем, почему матрицы Рака для многонитевых кос об-

ладают некоторой блочной структурой. В разделе 4

мы приводим формулировку гипотезы о собственных

значениях. В разделе 5 приводится и объясняется ос-

новной результат статьи, формулы (18) и (19).

2. Подход Решетихина–Тураева. Одним из

наиболее продуктивных подходов к вычислению по-

линомов узлов (а также равных им средних значе-

ний петель Вильсона) является современная моди-

фикация подхода Решетихина–Тураева [25–30]. Этот

подход лучше всего определен для представления уз-

ла в виде косы (см. рис. 1). В такой косе все пересе-

чения соответствуют R-матрицам. Эти R-матрицы

очень просты в своей диагональной форме. Соб-

ственные значения R-матриц соответствуют непри-

водимым представлениям в тензорном произведении

представлений, соответствующих двум пересекаю-

щимся нитям. При рассмотрении узлов для представ-

ления Q, входящего в произведение двух представле-

ний T собственное значение равно [2, 31–33]

λQ = qκQ−4κT−N |T |, (4)

где κQ вычисляется напрямую из диаграммы

Юнга Q:

κQ =
∑

{i,j}∈Q

(i− j), (5)

где {i, j} нумеруют клетки в диаграмме Юнга.

Для двухнитевых кос, которые параметризуются

числом пересечений n, ответы для полиномов узлов

даются разложением по характерам:

H
T [2,n]
T =

∑

Q⊢T⊗T

S∗
Q(A, q)TrRn

Q =
∑

Q⊢T⊗T

S∗
Q(A, q)λ

n
Q,

(6)

где S∗
Q(A, q) – это полиномы Шура (характеры пред-

ставления Q квантовой группы) в специальной точке

[30], которые можно легко вычислить по диаграмме

Юнга.

Для многонитевой косы ситуация более сложная.

В этом случае есть R-матрицы, соответствующие пе-

ресечениям различных пар нитей. Эти матрицы по-

прежнему можно диагонализовать, и их диагональ-

ная форма дается формулой (4), но в этом случае

нужны матрицы поворота базиса. Эти матрицы по-

ворота – это матрицы Рака. Таким образом, поли-

номы для m-нитевой косы получаются с помощью

модифицированного разложения по характерам:

HK
T =

∑

Q⊢T⊗m

S∗
Q(A, q)TrBQ, (7)

где BQ – это произведение диагональныхR-матриц и

матриц Рака, порядок умножения которых пишется

согласно косе. Это означает, что наиболее сложные

для вычисления величины в этом выражении – это

матрицы Рака.

3. Блочная структура. Матрицы Рака и, соот-

ветственно, недиагональные R-матрицы для случая

более чем 3 нитей обладают определенной блочной

структурой [16, 24].

Для трехнитевой косы, если из диагональной мат-

рицы R1 для построения BQ нужно построить недиа-

гональную R-матрицу, требуется следующая матри-

ца Рака:

R2 = UR1U
†, U =

[

T T Q12

T Q Q23

]

. (8)

Эту матрицу Рака можно описать с помощью следу-

ющего рисунка, см. рис. 2.

При переходе к 4-нитевым косам нужны матри-

цы Рака двух различных типов. Во-первых, для то-

го, чтобы найти матрицу R2, согласно рис. 3, нужна

матрица U4. Для ее получения надо написать разло-
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Рис. 2. Графическое описание 3-нитевой матрицы Рака

жение на неприводимые представления для произве-

дения четырех представлений T двумя способами:

((T ⊗ T )⊗ T )⊗ T =
∑

Q12∈T⊗T

(Q12 ⊗ T )⊗ T =

=
∑

Q12∈T⊗T

∑

Q123∈Q12⊗T

Q123 ⊗ T =
∑

Q∈T⊗4

Q,

(9)

и

(T ⊗ (T ⊗ T ))⊗ T =
∑

Q23∈T⊗T

(T ⊗Q23)⊗ T =

=
∑

Q23∈T⊗T

∑

Q123∈T⊗Q23

Q123 ⊗ T =
∑

Q∈T⊗4

Q.

(10)

Матрицы Рака U4, которые описывают поворот меж-

ду такими двумя базисами, имеют блочную струк-

туру, так как они не смешивают представления, ко-

торые получаются из различных Q123. Это означа-

ет, что такие блоки – это на самом деле матрицы

Рака U из (8), где представление Q надо заменить

на представление Q123. Таким образом, выполняется

R2 = U4RU †
4 .
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Рис. 3. Графическое описание 4-нитевой матрицы Рака U

Для того, чтобы найти матрицу R3 нужна допол-

нительная матрица Рака V . Понять это можно с по-

мощью рис. 4. На языке разложения по неприводи-

мым представлениям эта матрица связывает базис

(10) с базисом

T ⊗ ((T ⊗ T )⊗ T ) = ∑

Q23∈T⊗T

T ⊗ (Q23 ⊗ T ) =

=
∑

Q23∈T⊗T

∑

Q234∈T⊗Q23

T ⊗Q234 =
∑

Q∈T⊗4

Q.

(11)

Эта матрица опять-таки имеет блочную структу-

ру. Эти блоки не смешивают различные представле-

ния Q23 и соответствуют следующим блокам из 6j-

символов

Vi =

[

T Q23 Q123

T Q Q234

]

. (12)

Получающаяся R-матрица, таким образом, равна

R3 = U4V U4R1 (U4V U4)
†
, (13)

где R1 – это диагональная R-матрица. Еще одно ин-

тересное свойство матрицы V состоит в том, что так

как она не смешивает различные представления Q23,

в то время как собственные значения R-матрицы

также зависят от этих представлений, эти матрицы

коммутируют, R1V = VR1. Эта структура также

обобщается и для большего числа нитей, с каждой

новой нитью добавляется одна новая матрица Рака.
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Рис. 4. Графическое описание 4-нитевой матрицы Рака V

4. Гипотеза о собственных значениях. Гипо-

теза о собственных значениях ведет свое происхож-

дение от изучения уравнения Янга–Бакстера на R-

матрицы:

R1R2R1 = R2R1R2. (14)

Если переписать это уравнение как уравнение на

диагональные R-матрицы и матрицы Рака, то оно

превращается в

RURU †R = URU †RURU †. (15)

Это уравнение можно интерпретировать как уравне-

ние на матрицы Рака U . Это приводит к гипотезе о

собственных значениях [14]:

Если нормированные собственные значе-

ния двух R-матриц совпадают, то соответству-

ющие матрицы Рака также совпадают.

Нас интересует в контексте данной гипотезы

только нормированные собственные значения, так

как при умножении R-матриц в (15) на некоторую

константу, уравнение по-прежнему выполняется.

Однако в уравнение (15) входят только трехни-

тевые матрицы Рака. Для большего числа нитей

появляются также и другие матрицы Рака. Оказы-

вается [24], что другие уравнения Янга–Бакстера,
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такие как, например, R3R2R3 = R2R3R2, также

автоматически выполняются, если выполняется пер-

вое уравнение Янга–Бакстера. Существенным урав-

нением для многонитевого случая оказываются ком-

мутационные соотношения для R-матриц, такие как

R1R3 = R3R1 или, в терминах диагональных R-

матриц

RUV1UR(UV1U)† = UV1UR(UV1U)†R. (16)

Важно отметить, что многонитевые матрицы Рака

обладают блочной структурой, как было описано в

предыдущем разделе. Это приводит к следующему

обобщению гипотезы о собственных значениях [24]:

Если нормированные собственные значе-

ния для R-матриц совпадают и блочная струк-

тура многнитевых матриц Рака совпадает, то

соответствующие матрицы Рака также совпа-

дают.

5. Гипотеза о собственных значениях и сим-

метрии матриц Рака. Для 3-нитевых кос в симмет-

рических представлениях было получено [14] и позже

доказано [17, 18], что из гипотезы о собственных зна-

чениях следует, что следующие матрицы Рака совпа-

дают:
[

[r] [r] [a, b]

[r] [l,m, n] [x, y]

]

= (17)

[

[r + c] [r + c] [a+ c, b+ c]

[r + c] [l + c,m+ c, n+ c] [x+ c, y + c]

]

.

В данном случае никаких других матриц Рака не по-

является, из-за структуры произведения представле-

ний, а именно, в тензорном произведении [r]⊗ [r] воз-

никают только одно- и двухрядные диаграммы Юн-

га. Соответственно, в тензорном кубе представления

[r] появляются только одно-, двух- и трехнитевые

диаграммы Юнга. Уравнение (17) позволяет выра-

зить все трехнитевые матрицы Рака для симметрич-

ных представлений из известных ответов для кван-

товой группы Uq(sl2) [11], путем подстановки c = −n.

В контексте данной статьи нас интересуют косы с

большим числом нитей. Мы по-прежнему будем рас-

сматривать только симметрические представления,

так как для несимметрических представлений неко-

торые из собственных значений R-матриц начинают

совпадать, что делает гипотезу о собственных значе-

ниях неразрешимой в смысле уравнения (15). Тем не

менее, известные ответы для матриц Рака показыва-

ют, что гипотеза о собственных значениях выполня-

ется также и в этом случае, хотя его рассмотрение

находится за пределами данной статьи.

Основное утверждение данной работы состоит в

том, что из 4-нитевой гипотезы о собственных значе-

ниях следует, что следующие матрицы Рака должны

совпадать:
[

[r] [p, q] [a, b, d]

[r] [k, l,m, n] [x, y, z]

]

= (18)

[

[r + c] [p+ c, q + c] [a+ c, b+ c, d+ c]

[r + c] [k + c, l + c,m+ c, n+ c] [x+ c, y + c, z + c]

]

,

и аналогичным образом для большего числа нитей:
[

[r] [p1, . . . pi] [a1, . . . ai+1]

[r] [k1, . . . ki+2] [x1, . . . xi+1]

]

= (19)

=

[

[r + c] [p1 + c, . . . pi + c] [a1 + c, . . . ai+1 + c]

[r + c] [k1 + c, . . . ki+2 + c] [x1 + c, . . . xi+1 + c]

]

.

Для объяснения таких соотношений нужно про-

верить две вещи. Во-первых, мы объясним, почему

структура тензорного произведения представлений

и, таким образом, блочная структура матриц Рака

совпадает. Во-вторых, мы объясним, почему норми-

рованные собственные значения также совпадают.

Для того, чтобы понять, почему тензорное произ-

ведение представлений сохраняется, докажем следу-

ющее свойство тензорного произведения представле-

ний:

[a1, . . . , an+1] ∈ [p1, . . . , pn]⊗ [r]

m
[a1 + 1, . . . , an+1 + 1] ∈ [p1 + 1, . . . , pn + 1]⊗ [r + 1].

(20)

В этой формуле некоторые из элементов диаграм-

мы Юнга могут равняться нулю. Для доказатель-

ства данного утверждения нужно понять, какие

представления появляются в тензорном произведе-

нии представлений. По существу [2], [a1, . . . , an+1] ∈
∈ [p1, . . . , pn]⊗ [r] тогда и только тогда, когда























ai ≤ pi + r

pi−1 ≥ ai ≥ pi
a1 ≥ r
∑

ai = r +
∑

pi

. (21)

Первое из соотношений на самом деле заменяется по-

следней, так как ни один из элементов ai не может

стать меньше pi, а весь размер диаграммы изменяет-

ся на r. Если мы добавим или вычтем по единице из

каждого элемента диаграмм Юнга, то все эти свой-

ства, кроме первого, сохранятся тождественно, что

показывает, что (20) действительно выполняется.
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Из (20) следует, что если к каждому элементу

всех диаграмм Юнга добавить по единице, то все де-

рево представлений, как на рис. 2–4, не изменится, и,

следовательно, блочная структура матриц Рака так-

же не изменится.

Чтобы объяснить основное утверждение данной

статьи, (18) и (19), нам также нужно, чтобы норми-

рованные собственные значения R-матриц совпада-

ли. Если выбрать представление [2r − a, a] из произ-

ведения двух представлений [r], то соответствующее

собственное значение равно

λ[2r−a,a] = qκ[2r−a,a]−4κ[r]−Nr = qa
2−2raqr−Nr. (22)

Если добавить по единице к каждому элементу диа-

грамм Юнга, то получается

λ[2r−a+1,a+1] = qκ[2r−a+1,a+1]−4κ[r+1]−Nr =

= qa
2−2raq−r+1−Nr−N .

(23)

Так как нас интересуют нормированные собственные

значения, то часть, не зависящая от a, не влияет на

ответ, а зависимость от a не меняется. Таким об-

разом, набор нормированных собственных значений

также совпадает.

Таким образом, мы показали, что блочная струк-

тура матриц Рака сохраняется и набор собственных

значений R-матриц также сохраняется, если доба-

вить по единице ко всем элемента диаграмм Юнга.

Поэтому равенства (18) и (19) также верны.

6. Заключение. В данной статье мы обсудили

симметрии матриц Рака и 6j-символов, вытекающие

из многонитевой гипотезы о собственных значениях.

Это позволило нам получить новые симметрии кван-

товых 6j-символов, которые гораздо сложнее полу-

чить с помощью более простой трехнитевой гипоте-

зы о собственных значениях. Мы получили новые

симметрии, включающие несимметричные представ-

ления. Это важный шаг на пути к пониманию струк-

туры квантовых матриц Рака и, соответственно, к

пониманию теории представлений квантовых групп.

Также такие матрицы Рака можно применять ко

многим другим задачам теоретической и математи-

ческой физики, в частности, в теории узлов.

В данной статье мы обсуждали только косы

с симметричными представлениями. Однако слу-

чаи с несимметричными представлениями гораздо

интереснее. В этом случае в R-матрицах появляют-

ся кратности, а это означает, что некоторые соб-

ственные значения начинают совпадать. Это, конеч-

но, значительно усложняет понимание структуры

матриц Рака из-за дополнительной свободы в урав-

нении (15). Однако эти матрицы, по-видимому, так-

же обладают блочной структурой, как это было опи-

сано в [34]. Это делает ее похожей на матрицы Рака,

представленные в этой статье. Такую связь еще пред-

стоит изучить более подробно.

Мы благодарны А. Слепцову и Н. Целоусову за

очень полезные обсуждения.
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