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В двойном β-распаде электронная оболочка дочернего атома с высокой вероятностью оказывается
в возбужденном состоянии, в результате чего энергия, уносимая β-электронами, испытывает сдвиг в
сторону меньших величин. В модели Томаса–Ферми и в релятивистском формализме Дирака–Хартри–
Фока найдены среднее значение и дисперсия энергии возбуждения электронной оболочки дочернего
атома в двойном β-распаде германия 76

32Ge → 76
34Se∗ + 2β−(+ 2ν̄e). На основании полученных оценок

построена двух-параметрическая модель энергетического спектра β-электронов в безнейтринной моде,
учитывающая перераспределение энергии реакции между продуктами распада. С вероятностью 90 %
сдвиг суммарной энергии β-электронов не превышает 50 эВ. Средняя энергия возбуждения, однако, на
порядок выше и равна ∼ 400 эВ, в то время как корень из дисперсии равен ∼ 2900 эВ, что объясняется, по-
видимому, значительным вкладом внутренних электронных уровней в энергетические характеристики
процесса. Искажение формы пика 0ν2β-распада необходимо учитывать при анализе данных детекторов
c разрешением ∼ 100 эВ или выше.
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В поисках физики за пределами Стандартной
Модели (СМ) нейтрино занимают выделенное ме-
сто. Исследование β-процессов, чувствительных к
смешиванию, массе и природе нейтрино (дираков-
ская/майорановская), является перспективным на-
правлением в поиске обобщений СМ [1].

Экспериментальное наблюдение безнейтринного
двойного β-распада (0ν2β) однозначно доказало бы
существование майрановской массы нейтрино и зна-
чительно сузило бы спектр возможностей для обоб-
щения СМ. 0ν2β распад регистрируется по узко-
му пику при кинетической энергии β-электронов, T ,
равной энергии распада Q. В β-процессах каналы с
электронной оболочкой дочернего атома в основном
состоянии не обязательно являются доминирующи-
ми [2, 3], что приводит, например, к заметному увели-
чению вероятности безнейтринного двойного захва-
та электронов [4–6]. Возбуждения электронной обо-
лочки атомов, так же, как химический сдвиг атом-
ных уровней [7], зависящий от агрегатного состояния
вещества, приводят к модификации энергетическо-
го спектра, в том числе к размытию и сдвигу 0ν2β

пика. Пик при T = Q используется в качестве ин-
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дикатора 0ν2β распада, его поиски ведутся колла-
борациями CUORE [8], EXO [9], KamLAND-Zen [10].
Многоэлектронные моды могут наблюдаться колла-
борацией SuperNEMO [11]. Верхний предел на время
полураспада 76

32Ge → 76
34Se

∗ + 2β−, установленный
коллаборацией GERDA, равен 5.3 × 1025 лет с уров-
нем достоверности 90 % [12]. Интерпретация данных
в терминах майорановской массы нейтрино требует
контроля неопределенностей в значении аксиальной
константы связи нуклонов [13] и в ядерных матрич-
ных элементах [14]. В настоящей работе исследуется
влияние возбуждения электронной оболочки атомов
на спектр β-электронов в двойном β-распаде.

В β-процессах ядро атома претерпевает измене-
ние заряда ∆Z = ±1,±2. Изменение заряда действу-
ет на электронную оболочку как внезапное возмуще-
ние, “встряхивание”, вынуждая электроны дочернего
атома с определенной вероятностью переходить на
возбужденные уровни (shake up), либо в ионизацион-
ные состояния непрерывного спектра (shake off). Ре-
зультирующий энергетический β-спектр определяет-
ся вкладом канала распада, в котором все электроны
конечного атома сохраняют свои квантовые числа, а
энергия реакции не изменяется, и каналами распада
с возбуждением и ионизацией электронной оболоч-
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ки. Во втором случае эффективная энергия реакции
уменьшается, что влияет на форму энергетического
спектра.

Для определения энергетического спектра тре-
буется проводить суммирование по всем каналам с
учетом измененной энергии реакции и соответству-
ющей многочастичной амплитуды. Волновая функ-
ция электронов родительского атома проектирует-
ся на волновую функцию электронов дочернего ато-
ма в конфигурации, соответствующей определенно-
му возбуждению оболочки. Каждая такая амплитуда
требует, вообще говоря, многочастичного численного
моделирования. Число открытых каналов, в частно-
сти, бесконечно, что является спецификой кулонов-
ской задачи.

Сравнительно просто вычисляется средняя энер-
гия возбуждения оболочки дочернего атома и ее дис-
персия в модели Томаса–Ферми и в релятивистском
методе Дирака–Хартри–Фока (ДХФ). Эти значения
можно далее использовать для построения простей-
ших вероятностных распределений энергии, уноси-
мой β-электронами.

В нерелятивистской теории гамильтониан N

электронов в атоме с зарядом ядра Z записывается
в виде:

ĤZ,N =

N
∑

i=1

(

1

2
p2
i −

Z

|ri|

)

+

N
∑

i<j

1

|ri − rj |
, (1)

где pi – импульсы и ri – координаты электронов.
В настоящей работе используется система атомных
единиц ~ = m = e = 1, c = 137, где m – масса
электрона, e – заряд протона, c – скорость света. Ос-
новное состояние обозначим |Z,N〉. Полная энергия
связи электронов EZ,N является собственным значе-
нием ĤZ,N .

В 0ν2β-распаде заряд ядра увеличивается на
две единицы. Кулоновская добавка к гамильтониану,
действующая как внезапное возмущение, переводит
состояние |Z,Z〉 исходного гамильтониана в суперпо-
зицию состояний с определенной энергией гамильто-
ниана

ĤZ+2,Z = ĤZ,Z − 2

Z
∑

i=1

1

ri
, (2)

где ri = |ri|. Средняя энергия Z электронов, образу-
ющих оболочку родительского атома, в кулоновском
поле ядра с зарядом Z+2 равна 〈Z,Z|ĤZ+2,Z |Z,Z〉 =
= EZ,Z +2Z−1EC

Z,Z , где EC
Z,Z – энергия кулоновского

взаимодействия электронов с ядром:

EC
Z,Z = −Z

Z
∑

i=1

〈Z,Z| 1
ri
|Z,Z〉. (3)

Среднее значение энергии возбуждения электронной
оболочки дочернего атома в двойном β-распаде ока-
зывается равным

M = EZ,Z + 2Z−1EC
Z,Z − EZ+2,Z . (4)

Энергия связи нейтральных атомов EZ,Z табулиро-
вана [15–18], либо находится с помощью программ,
предназначенных для расчета структуры электрон-
ных оболочек атомов (см., например, [19]). Величина
EZ+2,Z отличается от полной энергии связи электро-
нов в нейтральном атоме EZ+2,Z+2 на энергию свя-
зи двух валентных электронов, которая не превыша-
ет 20 эВ. Значения энергии кулоновского взаимодей-
ствия EC

Z,Z , полученные с помощью релятивистского
метода ДХФ, можно найти в работе [18].

В качестве второго момента вероятностного рас-
пределения найдем дисперсию энергии возбуждения

D = 〈Z,Z|Ĥ2
Z+2|Z,Z〉 − 〈Z,Z|ĤZ+2|Z,Z〉2. (5)

С учетом уравнения (2) и, принимая во внимание,
что EZ,N – собственные значения ĤZ,N , находим

1

4
D =

Z
∑

i=1

Z
∑

j=1

〈Z,Z| 1
ri

1

rj
|Z,Z〉 − 〈Z,Z|

Z
∑

i=1

1

ri
|Z,Z〉2.

В первом слагаемом матричный элемент i 6= j фак-
торизуется, если пренебречь обменными вкладами:
〈Z,Z|r−1

i r−1
j |Z,Z〉 ≈ 〈Z,Z|r−1

i |Z,Z〉〈Z,Z|r−1
j |Z,Z〉.

Факторизация ведет к сокращению недиагональных
членов, в результате чего выражение для дисперсии
принимает вид:

1

4
D ≈

Z
∑

i=1

〈Z,Z| 1
r2i

|Z,Z〉 −
Z
∑

i=1

〈Z,Z| 1
ri
|Z,Z〉2. (6)

Оценка обменных эффектов с использованием
нерелятивистских волновых функций электронов в
формализме Рутаана–Хартри–Фока [17] показывает,
что вклад обменных слагаемых в дисперсию не пре-
вышает 10 %.

Заметим, что уравнения (2)–(6) также справед-
ливы в релятивистской теории c гамильтонианом
Дирака–Кулона в качестве нулевого приближения и
потенциалом Брейта, описывающим взаимодействие
электронов в порядке 1/c2 [20].

В модели Томаса–Ферми полная энергия связи и
энергия кулоновского взаимодействия электронов с
ядром для нейтрального атома даются выражениями
EZ,Z = −0.764Z7/3 и EC

Z,Z = 7EZ,Z/3 (см., например,
[21]). Связь между EZ,Z и EC

Z,Z устанавливается тео-
ремой вириала. Средняя энергия возбуждения равна

M =

(

1 +
14

3Z

)

EZ,Z − EZ+2,Z . (7)
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В двойном β-распаде германия каждый из двух недо-
стающих 4p электронов связан в селене на 9.752 эВ,
сумма первых двух энергий ионизации селена со-
ставляет 30.948 эВ [22]. С учетом поправки находим
M = 382 эВ.

Плотность электронов в модели Томаса–Ферми
выражается через волновые функции атомных обо-
лочек согласно

n(r) =

Z
∑

i=1

〈Z,Z|δ(r− ri)|Z,Z〉. (8)

Первое слагаемое в уравнении (6) очевидным об-
разом приводится к виду

∫

drr−2n(r). Для вычисле-
ния интеграла используется параметризация экрани-
рующей функции нейтральных атомов, приведенная
в работе [23]. На малых расстояниях интеграл расхо-
дится как ∼ dr/r3/2. Кроме того, квазиклассическое
приближение ограничено расстояниями 1/Z . r.
Для численных оценок плотность электронов в ин-
тервале от r = 0 до 1/Z считается постоянной и рав-
ной n(r = 1/Z).

К второму слагаемому в уравнении (6) приме-
ним известное неравенство, согласно которому сред-
нее арифметическое не превосходит среднее квадра-
тичное:

1

Z

Z
∑

i=1

〈Z,Z| 1
ri
|Z,Z〉2 ≥

(

1

Z

Z
∑

i=1

〈Z,Z| 1
ri
|Z,Z〉

)2

=

=

(

1

Z

∫

dr
1

r
n(r)

)2

. (9)

Заметим, что правая часть равна (Z−2EC
Z,Z )

2. Нера-
венство определяет верхнюю границу дисперсии:

1

4
D ≤ 1

4
D̄ =

∫

dr
1

r2
n(r)− Z−1

(
∫

dr
1

r
n(r)

)2

. (10)

Для двойного β-распада германия оценка дает
D̄1/2 = 2160 эВ.

В релятивистском формализме ДХФ [15] значе-
ние первого отрицательного момента в атоме гер-
мания равно 〈r−1〉 = 4.99. Расположение основного
уровня атома селена относительно германия нахо-
дится с помощью комплекса программ RAINE [24,
25], реализующих релятивистский метод ДХФ. Под-
ставляя полученные значения в формулу (6), най-
дем среднее значение энергии возбуждения M = 300

эВ, что качественно согласуется с методом Томаса–
Ферми. Значения EZ,Z и EC

Z,Z , табулированные в
работе [18], для двойного β-распада германия дают
M = 400 эВ.

Аналогично найдем дисперсию (6), выразив ее че-
рез первый и второй отрицательные моменты рас-
пределения электронов в атоме германия. Восполь-
зовавшись известными значениями вторых момен-
тов распределения электронов в атомах [16], найдем
D1/2 = 2870 эВ. Сравнение томас-фермиевского зна-
чения 2160 эВ с полученным значением также демон-
стрирует качественное согласие.

Величины M и D заметно выше ожидаемых для
каналов, связанных с возбуждением валентных элек-
тронов. Вклад дискретных уровней в M и D1/2, оче-
видно, не превышает ∼ 10 эВ. Сходимость интегра-
ла по непрерывному спектру определяется энергией
связи, поэтому вклад континуума в M и D1/2 срав-
ним с вкладом дискретной части спектра. В то же
время в вероятности доминируют возбуждения ва-
лентных электронов, так как изменение заряда ядра
∆Z = 2 приводит к значительному, в относитель-
ных единицах, изменению экранированного потенци-
ала на границе атома.

Электроны на внутренних орбитах возбуждают-
ся с малой вероятностью, однако имеют большую
энергию связи и могли бы давать заметный вклад в
среднюю энергию возбуждения и дисперсию. Изме-
нение заряда ядра ∆Z много меньше Z, что позво-
ляет применить теорию возмущений для вычисления
вероятности возбуждения K электрона в континуум
[26, 27] (см. также [21]). В ведущем порядке вероят-
ность, средняя энергия и средний квадрат энергии
перехода равны ∆P = 0.65∆Z2/Z2, ∆M = 0.66∆Z2

и ∆D = 1.87∆Z2Z2, соответственно. В двойном β-
распаде германия ∆P = 2.6 × 10−3, ∆M = 72 эВ
и ∆D = (2380 эВ)2. ∆M и ∆D имеют порядок вели-
чин M и D. Вклад K электронов в среднюю энергию
возбуждения и дисперсию, следовательно, является
существенным.

В β-процессах оболочка родительского атома c
конечной, отличной от единицы вероятностью пере-
ходит в основное состояние дочернего атома [2, 3, 28].
Для определения соответствующей амплитуды KZ =

= 〈Se III|Ge〉 в двойном β-распаде германия волно-
вые функции электронов атома германия |Ge〉 и вол-
новые функции дочернего иона селена в основном
состоянии |Se III〉 строились с использованием паке-
та программ Grasp-2018, реализующих релятивист-
ский метод ДХФ [19, 20]. Величина KZ оказывает-
ся чувствительной к используемым приближениям,
что обусловлено заметным отличием энергии свя-
зи электронов с одинаковыми квантовыми числами
на внешних оболочках германия и селена. Вычис-
ления на основе Grasp-2018 приводят к значению
KZ = 0.575.
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Суммарная кинетическая энергия β-электронов с
учетом потери энергии на возбуждение и ионизацию
дочернего атома в окрестности T = Q описывается
вероятностным распределением

dF (T ) =
(

K2
Zδ(T −Q) +

+ (1−K2
Z)w(1 − T/Q)/Q)

)

dT, (11)

где K2
Z – вероятность электронам родительского ато-

ма после распада остаться в основном состоянии.
Функция w(x) – плотность вероятности энергии воз-
буждения электронной оболочки дочернего атома
ǫ = Q − T , измеренной в единицах Q. Второе сла-
гаемое приводит к размытию пика.

Средняя величина, дисперсия и амплитуда пере-
крытия KZ достаточны, чтобы построить простей-
шее двух-параметрическое вероятностное распреде-
ление энергии β-электронов. В широком круге задач,
связанных со случайными процессами, используется
бета-распределение [29]

w(x) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
xα−1(1− x)β−1 (12)

для величин x, принимающих значения на отрез-
ке [0, 1]; α, β > 0 – свободные параметры. В бета–
распределении среднее и средний квадрат равны
m = α/(α+ β) и m2 = α(α + 1)/((α+ β)(α + β + 1)),
соответственно. В рассматриваемом случае x = ǫ/Q.
Равенства (1 − K2

Z)m = M/Q и (1 − K2
Z)m2 =

= (D + M2)/Q2 позволяют определить парамет-
ры α и β по известным значениям M, D и KZ .
В качестве примера рассмотрим изотоп германия-
76, использовавшийся в экспериментах коллабора-
ции GERDA. Для M = 300 и 400 эВ и диспер-
сии D1/2 = 2870 эВ находим α = 0.016, β =

= 74 и α = 0.029, β = 99, соответственно. Двух-
параметрическое гамма-распределение [29], описыва-
ющее случайные величины на полуоси [0,+∞), так-
же подходит для моделирования, поскольку условие
Q ≫ M,D1/2 позволяет распространить интегриро-
вание по x = ǫ/Q на всю полуось [0,+∞). В фи-
зически интересной области T ∼ Q бета- и гамма-
распределения практически совпадают в силу β ≫ 1.

При T = Q плотность вероятности сингулярна,
но интегрируема. На рисунке 1 для двух приведен-
ных выше наборов параметров α, β показана функ-
ция распределения

F (T ) = K2
Z + (1−K2

Z)

∫ Q

T

w(1 − T ′/Q)dT ′/Q, (13)

которая определяет вероятность двум β-электронам
иметь энергию, отличную от величины Q не более,
чем на Q − T > 0. Для M = 300 эВ с вероятно-
стью 90 % энергия β-электронов отклоняется от Q

Рис. 1. Функция распределения вероятности кинетиче-
ской энергии β-электронов, T , с учетом неполного пере-
крытия электронных оболочек атомов согласно уравне-
нию (13). Линии 1 и 2 отвечают средней энергии воз-
буждения электронной оболочки M = 300 и 400 эВ,
соответственно, и значению дисперсии D1/2 = 2870 эВ.
Численные значения характеризуют двойной β-распад
германия, Q = 2039.061(7) кэВ – энергия реакции [12]

не более, чем на 1 эВ. Для M = 400 эВ с той же ве-
роятностью отклонение меньше 50 эВ. С увеличени-
ем разности Q− T вероятность растет примерно ло-
гарифмически, то есть достаточно медленно. Совре-
менные детекторы измеряют энергию, выделяемую
в двойном β-распаде, с разрешением ∼ 1 кэВ, что
существенно затрудняет наблюдение эффектов, свя-
занных с возбуждением электронных оболочек. Про-
цессы встряхивания K электронов сопровождаются
выделением энергии ∼ 10 кэВ, однако, эти процессы
маловероятны.

Таким образом, в β-процессах электронная обо-
лочка дочернего атома с высокой вероятностью
переходит в возбужденное состояние. В вероятно-
сти доминируют переходы валентных электронов на
свободные дискретные уровни или в непрерывный
спектр. В настоящей работе даны оценки средней
энергии возбуждения электронной оболочки дочер-
него атома M и ее дисперсии D в модели Томаса–
Ферми и в релятивистском формализме Дирака–
Хартри–Фока. Найденные значения M ∼ 400 эВ и
D1/2 ∼ 2900 эВ существенно превышают значения,
характеризующие процессы с участием валентных
электронов. Оценка энергетических параметров пе-
рехода K электронов в непрерывный спектр указы-
вает на то, что заметный вклад в среднюю энер-
гию и ее дисперсию дают редкие процессы встряхи-
вания электронов, заселяющих внутренние орбиты.
При увеличении разрешения детекторов до ∼ 100 эВ
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искажение формы пика в распаде 0ν2β, вызванное
возбуждением электронных оболочек атомов, стано-
вится существенным для анализа данных наблюде-
ний.

Работа выполнена при поддержке гранта
# 23-22-00307 Российского научного фонда.
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